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Listoskrypt 0: pélgrupy i monoidy
Zajawka:

Algebra abstrakcyjna zajmuje sie badaniem wtasnosci struktur algebraicznych, takich jak poznane przez
nas potgrupy i monoidy, oraz wielu innych np. grup, pierscieni, cial, modutéw, algebr...

Okazuje sie, ze wiele wystepujacych w matematyce obiektéw posiada w naturalny sposéb jakas strukture
algebraiczng - gdy taka strukture dojrzymy, to mozemy zastosowaé wypracowane w algebrze narzedzia do
badania wtasnosci takiego obiektu.

Przypomnienie:

Dziatanie w zbiorze X to po prostu funkcja dwuargumentowa, ktéra bierze pare elementéw zbioru X i
przypisuje tej parze jaki$ element zbioru X.

Dzialanie jest laczne, gdy w wyrazeniach typu (a * b) * (¢ * d) mozemy poprzestawia¢ nawiasy (ale w
poprawny sposob: np. napis ”)(a * b(x) * ¢()” nie jest poprawny) i wynik sie nie zmieni. Wtedy tez mo-
zemy pisaé a * b x ¢ x d (bez nawiaséw), poniewaz wynik nie bedzie zalezal od kolejnosci, w ktoérej  jest
wykonywane. Aby sprawdzié, ze dzialanie jest taczne wystarczy dla kazdych a,b,c € X zweryfikowaé, ze
(axb)*xc=ax(bxc). Zbiér X wraz z lagcznym dziataniem w nim nazywamy potgrupg.

Zadanie 1. Podaj przyktad nietgcznego dziatania.

Jezeli w X jest taki element e, ktorego domnazanie, czy to z lewej, czy to z prawej, nic nie zmienia, to
element ten nazywamy elementem neutralnym. Precyzujac poprzednie zdanie e € X jest elementem
neutralnym, gdy dla kazdego x € X mamy x x e = x = e *x x. Taki element, jedli istnieje, to jest jedyny.
Wazne aby pamietac¢, ze element ten musi leze¢ w zbiorze X. Czestym btedem jest tez sprawdzanie neu-
tralnosci tylko z jednej strony - tj. domnazajac go np. tylko z lewe;j.

Pétgrupe w ktorej jest element neutralny nazywamy monoidem'. Kazdy monoid jest potgrupa, ale nie
kazda potgrupa jest monoidem.

Zadanie 2. Znajdz przyktad poétgrupy, ktéra nie jest monoidem.

Dziatanie jest przemienne, gdy mozemy zamieni¢ argumenty * miejscami, tj. dla kazdych a,b € X
mamy a * b = b * a.

Zerem w polgrupie (X, *) nazywamy taki element z € X, ktéry zachowuje sie jak zero w liczbach cal-
kowitych z mnozeniem, tzn. domnozenie go z ktérejkolwiek ze stron do dowolnego elementu X bedzie
zwracato z. Precyzujac musimy sprawdzi¢, czy dla kazdego x € X mamy 2z x x = 2 = x x z. Nazwa jest
troszke niefortunna, gdyz np. w (Z, +) element 0 nie jest zerem w znaczeniu tej definicji. Podobnie jak w
przypadku elementu neutralnego, zero réwniez musi leze¢ w X.

WERSJA 0

1z, technicznego punktu widzenia monoidy mozna rozpatrywaé jako ’struktury bogatsze’ niz polgrupy tzn. nie jako pary
(X, %), lecz tréjki (X, *,¢e). Co to dokladniej znaczy w praktyce zobaczymy przy omawianiu podstruktur i homomorfizméw,
czyli 'podzbioréw z odziedziczong struktura’ i funkeji zachowujacych strukture (algebraiczna)’.
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