Wstep do algebry abstrakcyjnej
23 wrzesnia 2022

Listoskrypt 1: Podstruktury

Podstruktury:

Rozwazmy zbiér liczba naturalnych N i zbiér liczb rzeczywistych R. Jezeli wyposazymy R w dziatanie
dodawania, to staje sie on potgrupa. Ale poniewaz N C R, to dodawanie na R mozna aplikowa¢ do elemen-
téw N. Okazuje sig, ze dodajac (tym odziedziczonym z R dodawaniem) dwie liczby naturalne dostajemy
ponownie liczbe naturalng, wiec dodawanie liczb rzeczywistych, ograniczone do liczb naturalnych okazuje
sie by¢ dzialaniem' w N. W ogélnym przypadku tak wcale nie musi by¢:

Zadanie 1. Poda¢ przyktad pétgrupy (X, ) i podzbioru A C X, dla ktérych A nie jest zamkniete na
dziatanie *, tzn. mozna znalezé dwa elementy a,b € A takie, ze a xb & A.

Wyréznimy te z podzbiorow X, ktore zachowuja sie kulturalnie:

Definicja 1. Niech (X, *) pétgrupa. Podzbior A C X nazywamy podpélgrupa, gdy A jest zamkniety na
dzialanie %, a precyzyjniej dla kazdych a,b € A mamy a x b € A.

W przypadku monoidéw pojawia sie dodatkowy problem w postaci elementu neutralnego. Definicja podmo-
noidu zaktada, ze wybér elementu neutralnego jest czedcia informacji o monoidzie, dlatego tez dodatkowo
wymagamy, by element neutralny lezal w podmonoidzie.

Definicja 2. Niech (X, *,e) monoid. Podzbiér A C X podmonoidem, gdy A jest zamkniety na dziatanie
x oraz e € A.

Zadanie 2. Niech A podpoétgrupa pétgrupy (X, *). Pokazaé, ze (A, *) jest potgrupa.”

Zadanie 3. Niech N podmonoid monoidu (M, *, ). Pokazaé, ze (N, *, e) jest monoidem.”

Ponizszy przyktad powinien wyjasni¢ jak zabieraé si¢ za tego typu zadania.

Przyktad 1. Oznaczmy przez 2N zbiér liczb naturalnych parzystych. Zbior {0} jest podpdtgrupa (2N, -)
i monoidem, ale nie jest podmonoidem.

Dowdd. Wezmy dowolne element x,y € {0}. Poniewaz {0} jest zbiorem jednoelementowym, to x = y = 0.
Zatem xy = 0-0 =0 € {0}. Zatem {0} jest zamkniety na mnozenie, wiec jest podpotgrupa’.

Zauwazmy, ze 0 jest elementem neutralnym w pétgrupie {0}, bowiem dla kazdego x € {0} mamy 0 -z =
0-0=0=2=0=0-0=x-0. Zatem {0} jest monoidem z elementem neutralnym 0. Pélgrupa (2N, )
nie jest monoidem, poniewaz dla kazdego n € 2N mamy 2n # 2, co przeczy neutralnosci n. Ale w definicji
podmonoidu wymagamy, aby wiekszy zbiér byt monoidem, wiec pytanie o to, czy {0} jest podmonoidem
(2N, -) nie ma sensu. Quop

ERAT
DEMME

IFormalnie dzialaniem na N nie jest to samo dodawanie co na R, tylko jego ograniczenie do N x N, ale w praktyce to
ograniczenie oznacza sie prawie zawsze tym samym symbolem. Tak tez bedziemy na ogdt robi¢ - takze w przypadku innych
polgrup/monoidéw.

2Qczywiscie mamy na mysli ograniczenie funkeji * do A x A, lub inaczej - ograniczenie dzialania x do A.

3Ktos mogtby sie tu pokusi¢ o alternatywne sformutowanie definicji podmonoidu - podpélgrupa, ktéra jest monoidem.
Niestety, jak pokazuje Zadanie 8 (i mniej dobitnie Przyklad 1) prowadzi to do nieréwnowaznej definicji.

4Bedziemy, tu i w przyszlosci, naduzywaé troche jezyka piszac 'pélgrupa X’ zamiast pélgrupa (X, *)’, gdy wiadomo o
jakie dzialanie chodzi.
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Zadanie 4. Pokaza¢ nastepujace wlasnosci:
1) Dla pétgrupy X podzbiory () oraz X sa podpdtgrupami.
2) Dla monoidu X z elementem neutralnym e podzbiory {e} oraz X sa podmonoidami.
3) (0 nie jest podmonoidem zadnego monoidu
4) (N,-) jest podpélgrupa i podmonoidem zaréwno (R, -) jak i (Z,-)
5) (N, +) jest podpdtgrupa i podmonoidem zaréwno (R, +) jak i (Z,+)
6) (2N, ) jest podpdlgrupa (R, -), ale nie jest jego podmonoidem.

Zadanie 5. Niech M monoid, a A, B jego podmonoidy. Pokaza¢, ze AN B jest podmonoidem M.
Zadanie 6. Niech A podmonoid B, a B podmonoid C'. Pokaza¢, ze A jest podmonoidem C'.
Zadanie 7. Niech A, B podmonoidy C oraz A C B. Pokaza¢, ze A jest podmonoidem B.

Zadanie 8. Niech (Zg, -¢) bedzie zbiorem reszt modulo 6 z mnozeniem modulo 6. Sprawdzié, ze jest to
monoid. Zweryfikowaé, ze w monoidzie (Zg, -6, 1) podzbior {2,4} jest podpélgrupa i monoidem, ale nie jest
podmonoidem.
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