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Listoskrypt 2: Homomorfizmy pélgrup i monoidéw

Homomorfizmy pélgrup:

Tym razem bedziemy zajmowac sie funkcjami miedzy dwiema poétgrupami X, Y. Naiwnie mozna by po
prostu rozwazaé wszystkie funkcje X — Y, ale takie podejscie do sprawy ignoruje dziatania w naszych
potgrupach. Dlatego nas beda interesowac tylko specjalne funkcje - tzn. takie, ktére zachowujq dziatanie.

Definicja 1. Niech (X, ®) oraz (Y,®) beda pétgrupami. Méwimy, ze funkcja f: X — Y jest homo-
morfizmem pélgrup, gdy dla kazdych z, 2’ € X mamy f(z @ 2') = f(z) @ f(2').

Po co zajmowaé¢ sie homomorfizmami? Homomorfizmy pojawiajg sie naturalnie w wielu dziedzinach
matematyki i s3 same w sobie ciekawymi obiektami. Czesto pewne wlasnosci pétgrup mozna réwnowaznie
zapisa¢ w terminach istnienia/nieistnienia okreslonego typu homomorfizmu. Czasami pytanie w jednej
polgrupie mozna zamieni¢ za posrednictwem homomorfizmu na prostsze pytanie w innej poétgrupie.

Definicja 2. Homomorfizm pélgrup f: X — Y miedzy pétgrupami (X, @) a (Y, ®) nazywamy:
1) monomorfizmem pétgrup, gdy f jest réznowartosciowa,
2) epimorfizmem pélgrup, gdy f jest 'na’,
3) endomorfizmem poélgrup, gdy dziedzina i przeciwdziedzina to ta sama pélgrupa, tj. (X, ®) =
Y, ®),
4) '(llzonz)orﬁzmem potgrup, gdy f jest monomorfizmem i epimorfizmem, czyli gdy f jest bijekcja.
5) automorfizmem pélgrup, gdy f jest endomorfizmem i izomorfizmem.
Méwimy, ze pétgrupy (X, @) i (Y, ®) sa izomorficzne, gdy istnieje izomorfizm miedzy nimi.

[zomorficzne poétgrupy sa 'z punktu widzenia algebry takie same’.

Zadanie 1. Pokazac, ze jesli potgrupy X i Y sa izomorficzne oraz X ma element neutralny ex, to w Y
istnieje element neutralny ey . Ponadto pokazaé, ze dla kazdego izomorfizmu f: X — Y mamy f(ex) = ey.

Zadanie 2. Wskaza¢ przyktad pétgrup X, Y posiadajacych elementy neutralne ex, ey odpowiednio oraz
homomorfizmu potgrup f: X — Y takiego, ze f(ex) # ey. Czy mozna taki przyktad skontruowaé, wyma-
gajac by f byto monomorfizmem? Co, gdy wymagamy by byto epimorfizmem?

Zadanie 3. Pokaza¢, ze pélgrupa przemienna i nieprzemienna nie moga by¢ izomorficzne. (Przypomnienie:
pétgrupa jest przemienna, gdy jej dzialanie jest przemienne. Poélgrupa jest nieprzemienna, gdy nie jest
przemienna.)

Homomorfizmy monoidéw:

W przypadku monoidéw musimy, tak jak to bylo na ostatnim listoskrypcie, zwroci¢ szczegblna uwage na
element neutralny:

Definicja 3. Niech (X,®,ex) oraz (Y,®,ey) beda monoidami. Méwimy, ze funkcja f: X — Y jest
homomorfizmem monoidéw, gdy dla kazdych z, 2’ € X mamy f(x®z') = f(x)Qf(2') oraz f(ex) = ey.

Wariant Definicji 2 dla monoidéw jest praktycznie taki sam - wystarczy wszystkie wystapienia stowa
pélgrupa zamieni¢ na stowo monoid.! Tak samo jak w przypadku poélgrup, izomorficzne monoidy maja
takie same algebraiczne wtasnosci.

IDla $émieszkujacych informatykéw: nie chodzi o stowa w sensie formalnym (skoriczone ciagi liter), tzn. opisywana zamiana
powinna uwzglednia¢ deklinacje rzeczownika monoid.
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Zadania:

Zadanie 4. Pokazaé, ze obraz homomorfizmu monoidéw jest podmonoidem przeciwdziedziny. Zauwazyc,
analizujac przedstawiony dowod, ze analogicznie jest dla homomorfizmoéw potgrup.

Zadanie 5. Czy ztozenie homomorfizméw jest homomorfizmem?

Zadanie 6. Pokazaé, ze zbior wszystkich endomorfizméw potgrupy z operacja sktadania funkcji jest mo-
noidem.

Zadanie 7. Dla homomorfizmu monoidéw f pokazaé, ze przeciwobraz singletonu elementu neutralnego
przeciwdziedziny jest podmonoidem dziedziny.

Zadanie 8. Niech X,Y beda monoidami, z € X elementem odwracalnym w X, a f: X — Y homomorfi-
zmem monoidéw. Pokazaé, ze f(z) jest odwracalny w Y oraz f(z)™' = f(z7!).

Zadanie 9. Pokazaé, ze Zs3 i Zg, wyposazone w mnozenie modulo 3 i 6 odpowiednio, sa monoidami.
Dowiesé, ze funkcja Zs — Zg zadana poprzez

0—0

1—4
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jest homomorfizmem potgrup, ale nie jest homomorfizmem monoidéw.
Zadanie 10. Znalez¢ monomorfizm monoidéw (Z,+) — (Z, -).
Zadanie 11. Ile jest endomorfizméw monoidu (Zg, +)?

Zadanie 12. Ile jest endomorfizméw monoidu (Z, +)?

Dla chetnych (nie obowiazuje na sprawdzianach etc.):

Definicja 4. Niech X bedzie pétgrupa. Kongruencjqg w X nazywamy relacje rownowaznosci ~ speknia-
jaca dla kazdych a,b,z,y € X
(x~yANa~b) = ax~ by

Zadanie 13. Zdefiniowaé, w terminach dziatania w X, dzialanie w zbiorze klas abstrakeji relacji ~ (ozna-

czanym X/.) tak, aby otrzymaé poétgrupe.

Zadanie 14. Pokazaé, ze dla homomorfizmu potgrup relacja ~ zdefiniowana na dziedzinie f poprzez
z~y = flz) = fy)

jest kongruencja.

Zadanie 15. Czy kazda kongruencja pochodzi od pewnego homomorfizmu (jak w Zadaniu 14)?

Zadanie 16. Moéwimy, ze pétgrupa X ma wilasnosé skracania, gdy dla dowolnych a, x,y € X mamy

ar =ay = T =Y.

Wyttumaczy¢ czemu implikacja odwrotna zawsze zachodzi. Wskaza¢ przyktad pélgrupy bez wlasnosci
skracania.
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