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Geometria roézniczkowa,
Lista 2

. Niech £ C R? jest immersjonowang powierzchnig i niech p € X. Pokaz, ze istnieje izometria ¢: R? — R3

taka, ze ¥(p) = 0, Toyp(X) = Lin{dz,dy} i ¥(X) w otoczeniu 0 wyraza sie wykresem funkcji postaci

1 1
z= 5&;102 + gby2 +o(z® + o).

. Niech n bedzie polem wektoréw normalnych na ¥ C R? i niech p € ¥. Definiujemy odwzorowanie ksztattu

S: T,X — T,% wzorem S(X) = —Dx(n), X € T,X. Pokaz, ze:
e S jest dobrze okreslone, tzn. S(X) € T,X.

e Jezeli p = 01 X jest reprezentowana jak powyzej, to w bazie dx,dy macierz odwzorowania S jest
diagonalna z wartosciami wlasnymi a oraz b. Wywnioskuj, ze K = det(S).

Zbadaj, czy krzywizna Gaussa powierzchni opisanej parametrycznie {(r cos(z),rsin(z),z) | r,z € R} jest
Zerowa.

. Krzywa {(z, f(x),0)} obracamy w R?® wokét osi OX. Policz krzywizne Gaussa powstatej powierzchni

obrotowej. Uzasadnij, ze “tworzace” tej powierzchni (krzywe bedace obrazami wyjsciowej przez obroty) sa
styczne do jednego z kierunkow glownych.

. Podobnie jak w poprzednim zadaniu obracamy krzywa wokot osi OX, ale tym razem parametryzujemy ja

dhugoscia tuku: ~(t) = (f(t),9(t),0), f'(t)* + ¢'(t)? = 1. Uzasadnij, ze wtedy K = —g" /g. Korzystajac z
tego wzoru opisz powierzchnie obrotowe o krzywiznie -1, 0, 1.

Sprawd?, ze powierzchnie P(s,t) = (scost, ssint,logs) i Q(s,t) = (scost,ssint,t) majaw P(s,t)iQ(s,t)
rowne krzywizny Gaussa, mimo ze Q(s,t) — P(s,t) nie jest lokalng izometria. Postaraj sie pokazac, ze
nie istnieje izometria pomiedzy obrazami P i ).

Uzasadnij, ze kazda zwarta powierzchnia w R? ma punkt o dodatniej krzywiznie Gaussa.
Udowodnij, ze w R? nie ma zwartych powierzchni o krzywiznie §redniej 0.

Niech v: (a,b) — R3 bedzie krzywa, taka ze 7/(t) i v”(t) sa — dla kazdego t — liniowo niezalezne. Okreslmy
I': (a,b) x (R\ {0}) — R3 wzorem I'(t,s) = ~(t) + s7y/'(t) (opisz ten przepis stowami). Pokaz, ze I jest
immersja, a krzywizna Gaussa (obrazu) I’ wynosi 0. Powierzchnie tej postaci nazywamy stycznosciowo
rozwijalnyms.

(Lemat Hilberta) Jesli k1 (p) > ka(p), przy czym k1 ma maksimum w p, a ke ma minimum w p, to K (p) < 0.
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e Niech (X,Y) bedzie reperem ortonormalnym kierunkéw gtownych na otoczeniu p (SX = k1 X, S
k2Y). Niech VxY = aX, Vy X = bY dla pewnych funkcji a, b. Wylicz, ze K = —X(b) —Y (a) — (a®+
b?). Wsk: theorema egregium.

e Uzyj réwnan Codazziego i warunkéw X,(X (b)) > 0, Y,(Y(a)) < 0 by pokaza¢, ze X,(b) > 0
Yy(a) > 0.

(Tw. Liebmanna) Spéjna zwarta powierzchnia w R? o stalej krzywiznie Gaussa jest sfera.
(Tw. Hilberta) Nie ma zupetnych powierzchni M w R3 o statej K = —1.

e W otoczeniu kazdego punktu takiej powierzchni istnieje sieé Czebyszewa: immersja g: (—e,€) X
(—e,e) — M, taka ze wszystkie krzywe postaci z — g(x,y) i y — g(x,y) sa sparametryzowane
dlugoscia tuku a ich wektory styczne sa izotropowe wzgledem drugiej formy podstawowej (X jest
izotropowy, jezeli I1(X,X) = 0).

e Istnieje sie¢ Czebyszewa g: R? — M. Tu nalezy uzy¢ zupetodci.

e Niech w(z,y) oznacza kat miedzy wektorami Dg(9,), Dg(9y) W Ty(s,y)M (tak wiec w: R? — (0,7));

wtedy 6‘125’?/ = (—K)sinw.
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e Nie istnieje funkcja w: R® — (0, 7) speiajaca rownanie 5~ gy =sinw.




