Geometria roézniczkowa,
Lista 6

. Udowodnij, ze jesli v: (0,1) — M jest geodezyjna i lim, g+ y(t) = p, to istnieje v € T, M, taki ze v = .

. Podaj przyktad metryki riemannowskiej na 2 wymiarowym torusie, takiej ze pewne dwa punkty torusa
da sie polaczy¢ nieprzeliczalnie wieloma geodezyjnymi.

. Opisz geodezyjne w produkcie dwéch rozmaitosci riemannowskich.
. Niech (M, g) bedzie n wymiarowa rozmaitoscia riemannowska.
e Pokaz, ze Ric(X,Y) = Ric(Y, X)

e Niech g bedzie przeskalowana metryka g, tzn: g\(X,Y) = Ag(X,Y). Pokaz, ze Ric,, = Ric, oraz
Kgy = A2k,

e Pokaz, ze Ric(X,X) = X 5k(X, ¢;) gdzie X, ea, ..., e, jest baza ON przestrzeni stycznej.
. Skrytykuj nastepujaca wariacje na temat krzywizny Ricciego: NieRic(X,Y)=Tr(Z — R(X,Y)Z).
. Pokaz, 7e cofniecie wiazki jest wiazka.

. Pokaz, ze krzywizny sekcyjne wyznaczaja pelny tensor krzywizny. Doktadniej: niech V' bedzie przestrzenia
z illoczynem skalarnym. Zal6zmy, ze R i R’ sa 3-liniowymi odwzorowaniami V x V x V' — V spelniajacymi
wszystkie cztery tozsamosci (symetrie krzywizny) z wykladu. Zalézmy tez, ze dla kazdej ortonormalnej
pary wektorow X,Y € V zachodzi (R(X,Y)Y,X) = (R'(X,Y)Y, X). Udowodnij, ze wowczas R = R’.
Czy jesli zalozymy tylko, ze powyzsza rownosé zachodzi dla par wektoréw (X,Y") pochodzacych z pewnej
ortonormalnej bazy V', to teza pozostanie prawdziwa?

. Niech M = M,,«»(R) i niech G bedzie podrozmaitoscia M i zarazem grupa z operacja mnozenia macierzy.
Zalozmy ponadto, ze G jest zawarta w zbiorze macierzy ortogonalnych. Przestrzenie styczne TG mozemy
utozsamia¢ z podprzestrzeniami M, bo M jest przestrzenia liniowa. Niech Lie(G) = T.G (gdzie e = I)
i niech iloczyn skalarny na Lie bedzie zadany wzorem (a,b) = Tr(ab?). Z a € Lie(G) wiazemy pole
wektorowe X, na G zadane tak: (X,), = za (sprawdz, ze (X,), € TG); pola tej postaci nazywamy
lewoniezmienniczymi. Wreszcie na G zadajemy metryke Riemanna zadajac, by iloczyn skalarny dwoch pol
lewoniezmienniczych byt funkcja stata (innymi stowy jesli u,v € T, G, to (u,v), = (x~ u, 27 v).). Niech
V bedzie koneksja Levi-Civity tej metryki, za§ R tensorem krzywizny koneksji V. Uzasadnij, ze

(a) Elementy Lie(G) to macierze antysymetryczne oraz, ze iloczyn skalarny na Lie(G) jest dodatnio
okreslony.

(b) Dla dowolnego y € G przeksztatcenia G > ¢ — yxr € G oraz G 3 = +— zy € G sa izometriami
powyzszej metryki Riemanna.
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(eksponens macierzy) jest krzywa catkowa pola X,,.
¢¢(x) = we'® jest potokiem pola X,.
[(Xa, Xp] = X(ap) (gdzie [a,b] = ab — ba).

Jesli X, Y, Z sa polami lewoniezmienniczymi, to

(X,Y),2) =(2,X],Y), VXYzé[X,Y], R(X,Y)Z:—%[[X,Y],Z].

(g) G ma nieujemna krzywizne sekcyjna, tzn. dla dowolnego x € G i dowolnych u,v € T,G mamy
(R(u,v)v,u) > 0.

(h) Dla a € Lie(G) geodezyjna v, jest dana wzorem ~, () = e'®.

(i) Dla a € Lie(G) eksponens riemannowski exp.(a) pokrywa sie z eksponensem macierzowym e®.



