Geometria roézniczkowa,
Lista 7

1. Niech f: M — R bedzie funkcja gtadka taka, ze D, f = 0 dla pewnego p € M. Zaproponuj definicje hes-
sianu f w p tak aby dosta¢ symetryczne dwuliniowe odwzorowanie H,, f: T,M x T,M — R. Przedyskutuj
poprawno$c tej definicji i koniecznosdé zalozenia, ze D, f = 0.

2. Pokaz, ze w klasie homotopii zamknietej krzywej w zwartej rozmaitosci riemannowskiej istnieje krzywa
najkroétsza.

3. Udowodnij tw. Synge’a: orientowalna parzystowymiarowa rozmaito$¢ o dodatniej krzywiznie sekcyjnej jest
jednospojna.

(a) Zaloz nie wprost, ze istnieje nieciggalna krzywa zamknieta; wez homotopijng z nia zamknieta geo-
dezyjna v o najmniejszej mozliwej dtugosci.

(b) Uzasadnij, ze przesuniecie rownolegte P, dookola vy jest zachowujacym orientacje i iloczyn skalarny
automorfizmem T,y M.

(c) Uzasadnij, ze istnieje wektor w € T, )M prostopadty do +/(0), taki ze P, (w) = w.

(d) Rozszerz w do pola wektorowego W wzdtuz v, ktére jest rownolegte (VW = 0). Uzasadnij, ze W
jest wszedzie prostopadie do v/, oraz ze jest gladkie w (0) = ~v(1).

(e) Uzyj drugiej formuly wariacyjnej by pokazaé¢, ze deformacja v w kierunku W zmniejsza energie, a
wiec tez dlugosé. Rozwaz kwestie zalozenia o zerowaniu sie wariacji na koncach.

4. 7Zmajdz nieparzystowymiarowe kontrprzyktady na tw. Synge’a.

5. Niech 7 bedzie geodezyjna na okragtej sferze taczaca dwa punkty antypodyczne. Napisz wzorem wariacje
v przez geodezyjne i znajdz stowarzyszone z tg wariacja pole Jacobiego.



