
Geometria ró»niczkowa

Lista 7

1. Niech f : M → R b¦dzie funkcj¡ gªadk¡ tak¡, »e Dpf = 0 dla pewnego p ∈ M . Zaproponuj de�nicj¦ hes-
sianu f w p tak aby dosta¢ symetryczne dwuliniowe odwzorowanie Hpf : TpM ×TpM → R. Przedyskutuj
poprawno±¢ tej de�nicji i konieczno±¢ zaªo»enia, »e Dpf = 0.

2. Poka», »e w klasie homotopii zamkni¦tej krzywej w zwartej rozmaito±ci riemannowskiej istnieje krzywa
najkrótsza.

3. Udowodnij tw. Synge'a: orientowalna parzystowymiarowa rozmaito±¢ o dodatniej krzywi»nie sekcyjnej jest
jednospójna.

(a) Zaªó» nie wprost, »e istnieje nie±ci¡galna krzywa zamkni¦ta; we» homotopijn¡ z ni¡ zamkni¦t¡ geo-
dezyjn¡ γ o najmniejszej mo»liwej dªugo±ci.

(b) Uzasadnij, »e przesuni¦cie równolegªe Pγ dookoªa γ jest zachowuj¡cym orientacj¦ i iloczyn skalarny
automor�zmem Tγ(0)M .

(c) Uzasadnij, »e istnieje wektor w ∈ Tγ(0)M prostopadªy do γ′(0), taki »e Pγ(w) = w.

(d) Rozszerz w do pola wektorowego W wzdªu» γ, które jest równolegªe (∇tW = 0). Uzasadnij, »e W
jest wsz¦dzie prostopadªe do γ′, oraz »e jest gªadkie w γ(0) = γ(1).

(e) U»yj drugiej formuªy wariacyjnej by pokaza¢, »e deformacja γ w kierunku W zmniejsza energi¦, a
wi¦c te» dªugo±¢. Rozwa» kwesti¦ zaªo»enia o zerowaniu si¦ wariacji na ko«cach.

4. Znajd¹ nieparzystowymiarowe kontrprzykªady na tw. Synge'a.

5. Niech γ b¦dzie geodezyjn¡ na okr¡gªej sferze ª¡cz¡c¡ dwa punkty antypodyczne. Napisz wzorem wariacj¦
γ przez geodezyjne i znajd¹ stowarzyszone z t¡ wariacj¡ pole Jacobiego.


