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Teoria ptaszczyzny afinicznej WSTEP

Wstep

Przez ptaszczyzne afiniczng rozumie si¢ tradycyjnie strukture ztozong z dwoch zbiorow:
punktow 1 prostych, zwigzanych ze sobg relacja incydencji. Jest ona przedmiotem zainteresowan
geometrii afinicznej opartej na trzech aksjomatach incydencji oraz aksjomacie rownolegtosci.
Istnieje rodzina modeli ptaszczyzny afinicznej, gdzie punktami sg pary elementow dowolnego
ciata a proste to zbiory punktow spetniajace réwnanie liniowe. Takie modele istotnie rdznig si¢
miedzy sobg. Mozemy wskazac te, ktorych liczba punktow jest skonczona, a tym samym istnieje
skonczona liczba prostych. Sg to modele przy budowie, ktorych korzystamy z cial skonczonych.
Istotnie r6znig si¢ one od modeli z cialami nieskonczonymi. Wigcej, modele skonczone rdznig
si¢ takze migdzy soba min liczbg punktow i prostych.

W pracy, ktora przedstawiam mozna wyrdzni¢ dwa zasadnicze cele. Pierwszy, to
prezentacja modeli ptaszczyzny afinicznej wraz z dowodami spetniania przez nie wszystkich
aksjomatow geometrii afinicznej, obu aksjomatow Desarguesa oraz dwoch aksjomatow Pappusa.
Drugim celem jest przedstawienie dowodu, Zze nie ma innych modeli geometrii afinicznej niz te
przedstawione w pierwszej czgsci pracy.

Material zawarty w pracy, nie jest zupelnie nowy. Pierwszy w jezyku polskim petny
wyklad podstaw geometrii afinicznej przedstawita Wanda Szmielew w ksigzce ”Od geometrii
afinicznej do euklidesowej”. Jednak praca moja to samodzielne opracowanie catkiem
elementarnego ujecia tych zagadnien. Opisu dokonatam z mys$lg o mozliwym wykorzystaniu tej
pracy przez zdolnych uczniéw liceum lub na zajeciach dla studentéw matematyki specjalnosci

nauczycielskiej.
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ROZDZIAL 1

Aksjomaty pappusowskiej plaszczyzny afinicznej

Kazda proba przedstawienia teorii geometrii elementarnej wigze si¢ z wprowadzeniem pewnych
poje¢ geometrycznych, ktorych nie definiuje si¢ w zwyklym sensie. Zwane sa one pojeciami
pierwotnymi. Naleza do nich np. pojecie punktu, prostej czy ptaszczyzny. Posiadaja one pewne
wlasnosci 1 zachodza migdzy nimi zwigzki. Zdania wyrazajace te wlasno$ci 1 zwiazki,
przyjmowane bez dowodu, nazywamy aksjomatami. Przystepujac do budowania (czy raczej
przekazywania) teorii pappusowskiej plaszczyzny afinicznej sporzadzamy liste pojec
pierwotnych i twierdzen przyjmowanych bez dowodéw — aksjomatow. Wszystkie pojecia, ktore
pojawia si¢ w dalszych rozdziatach beda juz doktadnie okreslone, pozostale twierdzenia beda
miaty dowody.

1.1. Pojecia pierwotne

Aksjomaty geometrii daja niejawne definicje wszystkich niezdefiniowanych terminow
geometrycznych, jak ,,prosta”, ,,punkt”, ,relacja incydencji” itd. W rzeczywistosci fizycznej
pod pojeciem ,,punkt” kryje si¢ bardzo maty przedmiot, taki jak kropka narysowana
otoéwkiem, natomiast ,linia prosta” jest to abstrakcja naciggnigtej nici. W $swiecie realnym
nie znajdziemy idealnego punktu czy prostej. Mozemy jednak bez trudu podac ich modele.
Dla naszej teorii przyjmiemy trzy pojecia pierwotne:

1. punkt,

2. prosta,

3. relacja incydencji (lezenia punktu na prostej).
Inne pojgcia pojawiajace sie w tresci aksjomatow sa zdefiniowane za pomoca pojgc
pierwotnych.

1.2. Aksjomaty

Metoda aksjomatyczna w geometrii zostala zapoczatkowana przez Euklidesa z Aleksandrii.
Jest on autorem pierwszego znanego w petni wykladu geometrii opracowanego tg metoda.
W rozdziale tym przywotam tre$¢ aksjomatow, ktore tworza geometrie afiniczng. Sa to
aksjomaty incydencji oraz aksjomat réwnoleglosci.

Jesli dotaczymy do nich jeszcze dwa aksjomaty Desarguesa i dwa aksjomaty Pappusa
to mamy do czynienia z pappusowskg geometriq afiniczng’. Dla przejrzystszego

* W obecnos$ci aksjomatow incydencji i aksjomatu rownolegto$ci oba aksjomaty Desarguesa oraz pierwszy
aksjomat Pappusa wynika z drugiego aksjomatu Pappusa. Dowdd tego faktu znajduje si¢ w ksigzce Wandy
Szmielew ,,0d geometrii afinicznej do euklidesowej”(Tw. 3.3.7 str.51). W przedstawionej pracy korzystamy z
wszystkich podanych wyzej aksjomatow. Dla ulatwienia rozumowania nie staramy si¢ zredukowac liczby
aksjoamtow.
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przedstawienia treSci aksjomatow postuzymy si¢ rysunkami, ktére jedynie schematycznie
reprezentujg obiekty wystepujace w aksjomatach.

Pierwszy aksjomat incydenciji
Dla dowolnych roznych punktow A i B istnieje doktadnie jedna prosta p przechodzgca
przez te punkty.

Drugi aksjomat incydenciji
Na kazdej prostej lezg przynajmniej dwa punkty.

Trzeci aksjomat incydenciji
Istniejq trzy punkty nie lezqce na jednej prostej.

Aksjomat réwnolegtosci
Jesli punkt A nie lezy na prostej p, to istnieje doktadnie jedna prosta przechodzqgca
przez punkt A i nie przecinajgca p.

DEFINICJA 1
Proste 1, i I, nazywamy réwnoleglymi, gdy nie przecinajq sie, tzn. nie maja punktow
wspolnych lub, gdy sq jedngq i te samq prostg.

Pierwszy aksjomat Desarguesa
Tres¢ aksjomatu (relacje pomigdzy odpowiednimi prostymi) jest schematycznie zilustrowana
za pomoca ponizszego rysunku.
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Drugi aksjomat Desarguesa
Proste m,;, m, m; maja punkt wspolny O 1 sg rézne. Natomiast proste k;, k> i [, [> nie

przechodzg przez punkt O. Sytuacje schematycznie obrazuje ponizszy rysunek.

Jesli proste m;, ms, m;
majq jeden punkt wspolny
oraz Z] || lz lk] || k2
to pi|| p>

Rys. 1.2,

Pierwszy aksjomat Pappusa
Proste p, ¢ sa rdbwnolegte i r6zne. Natomiast punkty 4, C, E nalezace do prostej g, punkty B,

F, D leza na prostej p. Sytuacje schematycznie przedstawia rysunek 1.3.

B F D
L
Jezeli p|lq, AF||CD i BC||EF to prosta AB ||\ /\ //alll
Jjest rownolegta do prostej DE (AB||DE). [ /x< il
i |
| / ) / |
q é b
A C E
Rys. 1.3.

Drugi aksjomat Pappusa
Proste p 1 g s3 rdzne 1 majace punkt wspdlny O. Punkty 4, C, E nalezace do prostej g,

natomiast punkty B, F, D leza na prostej p, wszystkie punkty sg rozne od punktu O. Sytuacje

schematycznie przedstawia rysunek 1.4.
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ROZDZIAYL. 2

Modele algebraiczne plaszczyzny afinicznej

W rozdziale tym przedstawimy pewng rodzine modeli pappusowskiej ptaszczyzny afiniczne;.
Punktem wyjscia w opisie kazdego z tych modeli bedzie wybdr ciata K. Opisujagc model
zajmiemy si¢ pojeciami pierwotnymi, przyjetymi w rozdziale pierwszym. Dalszg czes$¢
poswigcimy na wykazanie, ze aksjomaty pappusowskiej geometrii afinicznej sg twierdzeniami
prawdziwymi w modelu.

2.1. Opis modelu K* — interpretacja poje¢ pierwotnych

Zajmiemy si¢ modelem pappusowskiej plaszczyzny afinicznej. Model nazwijmy K.
Niech K bedzie dowolnym przemiennym ciatem.
Za plaszczyzne w modelu tym przyjmujemy zbior punktow K°={(x,; y). x, y €K }.

Oto, w jaki sposoOb zinterpretujemy pojecia pierwotne w modelu K?:
1. Punktami be¢dg pary elementow z ciata K (x, y).
2. Proste utozsamiamy ze zbiorami punktéw spetniajacych rownanie Ax + By + C = 0,
gdzie elementy 4, B, C nalezg do ciata K. Dodatkowo przyjmiemy, ze wspdtczynniki
A 1 B nie znikaja jednoczes$nie.
3. Kazdy punkt, ktorego wspoirzedne spetniajg réwnanie prostej nalezy do tej prostej -
relacja incydencji.

Pokazemy, ze w modelu K” spetnione sg wszystkie przytoczone w rozdziale 1 aksjomaty.
2.2. Weryfikacja drugiego aksjomatu incydencji
Wezmy dowolng prosta wyrazong rownaniem Ax+By+C=0 gdzie 4.B,Ce K,

Musimy znalez¢ dwa rézne punkty, ktore nalezg do tej prostej, czyli spetniajg jej rOwnanie.
Rozwazymy dwa przypadki, gdy B# 0 w rownaniu prostej oraz drugi dla B = 0.
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2.2.1. Przypadek, gdy B # 0 w rOwnaniu prostej p
Dla utatwienia rachunkéw przeksztatcimy rownanie prostej:

Ax+By+C =0

By =—Ax-C
A C
=——x——.
B B

Punkt na ptaszczyZnie zadany jest jednoznacznie przez dwie wspolrzgdne. Naszym zadaniem
jest znalez¢ dwa rézne punkty, ktorych wspotrzedne bedg spetnia¢ réwnanie prostej zapisane
wyzej.

Na poczatek znajdzmy ogo6lng posta¢ punktow lezacych na zadanej prostej p. Pierwsze
wspotrzedne punktéw beda réwne odpowiednio @ . Druga wspdtrzedna uzyskamy

. . . A C , B . . .
z rOwnania prostej: b = ) a— B Zatem ogdlna posta¢ punktow lezacych na prostej p jest

nastepujaca:

A C
P = ;—— _—— .
[a 3 Bj dla dowolnego a € K

Zauwazmy, 1z przyjmujac rdézne a otrzymujemy rozne pary wspélrzednych a tym samym
rézne punkty, ktore leza na prostej p.

Przypomnijmy, Ze naszym zadaniem jest wskaza¢ dwa punkty nalezace do prostej p. Wyzej
wyprowadziliSmy ogo6lng posta¢ punktow spelniajacych réwnanie zadanej prostej

1 potrafimy, dobierajac rézne pierwsze wspotrzedne, wskaza¢ rézne punkty. Dodatkowo
wiemy, ze w ciele K istnieja przynajmniej dwa rdzne elementy, jest to element neutralny dla
dodawania oraz element neutralny mnozenia. Zatem istniejg przynajmniej dwa punkty
spelniajace dane rownanie proste;.

2.2.2. Przypadek, gdy B = 0 w robwnaniu prostej p

Zgodnie z przyjeta interpretacja prostych w modelu jesli B =0 to, 4 # 0. Dokonujac kilku
przeksztatcen otrzymujemy réwnanie proste;j:

Ax+C =0

Ax =-C
C

xX=——.
A

Punkty nalezace do tej prostej maja rowne pierwsze wspotrzedne. Ogdlna posta¢ punktu na

C
prostej jest nastepujgca: P :[_Z;bj gdzie be K jest dowolne. Zauwazmy, ze dla

réznych b otrzymamy rézne punkty. Wspdtrzedne punktéw naleza do ciata K, a w ciele
mamy przynajmniej dwa rézne elementy (mowa o nich w poprzednim podpunkcie), to mamy
pewnos¢, Ze istnieja przynajmniej dwa rdézne punkty spetniajace rbwnanie prostej p.
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2.3. Niejednoznaczno$¢ rownan dla prostych

W modelu K? prostg opisuje rownanie liniowe Ax + By + C =0, gdzie 4, B, C sg elementami
ciala K. Jednak nie ma tu jednoznaczno$ci roOwnania prostej. Ta sama prosta moze byc¢
opisana za pomocg réznych rownan.

LEMAT 1

Na to by rownania Ax+B,y+C =0 i A,x+B,y+C, =0 przedstawialy te samq prostq,
potrzeba i wystarcza, zeby: A, =A-A i B,=A-B 1 C,=A4-C, gdzie 2 #0 jest pewnym
elementem z K.

DOWOD (<)

Prosta to zbidr punktow, ktorych wspotrzedne spetniaja zadane rownanie. Wezmy dowolny
punkt za zbioru pierwszej prostej (x,)g). Punkt ten spelnia réwnanie prostej, do ktorej
nalezy, zatem prawdziwe jest rownanie 4,x, +B,y, +C, =0_ Jezeli przemnozymy je przez
element A #0 z ciala K, to jego rozwigzaniem nadal bedzie para (xyy,). Otrzymane
rownanie 4-4,x, +A- By, +4-C, =0 jest rOwnaniem drugiej prostej. Zatem pokazaliSmy, ze
elementy zbioru, jakim jest pierwsza prosta zawierajg si¢ w drugim zbiorze (drugiej proste;j).
Dowolny punkt nalezacy do drugiej prostej spelnia jej rdwnanie, zatem prawdziwe jest
rownanie: A-A4x, +4-By, +4-C, =0, Poniewaz czynnik A jest elementem ciata K, wigc
istnieje element do niego odwrotny A" = 0. Korzystajac z wlasnosci ciata K mnozymy
rOwnanie przez element A~'. Otrzymujemy rownanie 4,x, + By, + C, =0, ktore opisuje
pierwsza prosta. Jego rozwigzaniem nadal jest punkt (x;v,). Pokazalismy, ze wszystkie
elementy zbioru tworzacego druga prosta zawierajg si¢ w zbiorze pierwszej prostej. Wyzej
pokazaliSmy zawieranie w druga strong, zatem zbiory punktow zadane powyzszymi
roOwnaniami pokrywaja si¢, czyli rOwnania opisujg t¢ sama prosta.

DOWOD (=)
Wiemy, ze oba réwnania opisuja t¢ sama prosta. Poniewaz, zgodnie z drugim aksjomatem
incydencji istniejg, co najmniej dwa rozwigzania (dwa punkty) uktad réwnan:

Ax+By+C =0

A,x+B,y+C, =0

Zgodnie z metodg Cramera, wyznacznik gtowny i pomocnicze muszg by¢ rowne zero, aby
uktad miat wiecej niz jedng par¢ rozwigzan. Zatem mamy:

4, B,
4, B,

Poniewaz wspotczynniki przy x i y w réwnaniu prostej s3 elementami ciata K, wigc ich

W = =A4B,—A4,B, =0 & B, = A,A'B, .

iloczyn tez jest elementem ciata, zatem niech A = 4,4, . Podstawiajac te rownos¢ do
wyznacznika gtéwnego, otrzymujemy B, = 4- B, jedna z rbwnosci lematu.
Obliczamy wyznaczniki pomocnicze:

_Cl Bl

W =
* _Cz Bz

=—C,B,+C,B, =0 & C, =B,B/'C,.
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Wiemy, ze wspotczynnik B, jest wielokrotnoscia B;, uwzgledniajac to w powyzszym
réwnaniu otrzymujemy kolejng rownos¢ z lematu: C, = 4-C;.

Drugi wyznacznik, tez musi by¢ réwny zeru, zatem mamy:

Al - Cl
Az - Cz

W:

y

=—C,4, +C,4, =0 & A, =C,C/ ' 4,.

Uwzgledniajac réwnanie dla wspotczynnikow C otrzymujemy: 4, =A-A4,. To konczy
dowdd implikacji.

Pokazujac prawdziwos¢ implikacji w obie strony udowodnilismy LEMAT 1.

2.4. Sprawdzenie pierwszego aksjomatu incydencji

Wezmy dwa dowolne, r6zne punkty P,/=(a,;b,) i P;=(a,;b,) o wspotrzednych z ciata K.
Rozwazymy dwa przypadki. Pierwszy, gdy pierwsze wspotrzedne punktéw sg rézne (a, # a,
) oraz drugi przypadek, gdy pierwsze wspotrzedne sg rowne (@, = a,) a drugie rézne (
b, # b,).

2.4.1. Przypadek, gdy a, # a,

Zgodnie z trescig aksjomatu musimy pokazac¢, ze przez punkty P, i P, przechodzi doktadnie
jedna prosta. Niech szukana prosta p wyraza si¢ wzorem 4Ax + By + C =0.

Szukane réwnanie na pewno nie jest takie, ze B=(0, bo pierwsze wspotrzedne punktow
nalezacych do prostej sg rozne.

Dla utatwienia rachunkéw przedstawimy pozostate dwa wspodtczynniki szukanej prostej jako
wielokrotnosci B: 4= A'B, C = C'B. Ze tak mozna, wynika to z faktu, ze elementy 4, B,
C nalezg do ciata. Wystarczy wiec wzigé A'= AB™', C'=CB™".

Roéwnanie szukanej prostej p mozna przedstawi¢ w nastepujacych rownowaznych formach:

Ax+By+C =0
A'Bx+By+C'B=0
(2.2) Ax+y+C'=0.

Zgodnie z tre$cig aksjomatu prosta p ma przechodzi¢ przez punkty P; P, zatem ich
wspolrzgdne muszg spelnia¢ rownanie prostej p. Podstawiamy wspotrzedne obu punktow do

rownania (2.2.) 1 otrzymujemy uktad rownan liniowych o niewiadomych 4’1 C".

A'a,+b +C'=0 o A'a +C'= —b,
A'a,+b,+C'=0 A'a, +C'=—b,

Stosujac metode Cramera obliczymy wartosci 471 C".

a 1

W:

=a —a
1 2
a, 1

10



Teoria ptaszczyzny afinicznej ROZDZIAL 2

Zgodnie z zalozeniem a, # a,, zatem a, —a, #0, czyli W# 0. Obliczymy wyznaczniki
pomocnicze.

a —b

w, = =—a,b, +a,b,

b 1
5 1=—b,+b2 W. =

2

a, _bz

Korzystajac z faktu, iz wyznacznik glowny jest rézny od zera, obliczamy 4’1 C’.

Wy _—b+b, C'e We _—ab, +ayb

w a, —a, w a, —a,

A'=

ZnalezliSmy A’ 1 C’, ktore s3 wyznaczone jednoznacznie przez wspotrzedne punktow P, i P,.
Znajdujac 4’1 C’ wyznaczyliSmy 4 i1 C.

(bz _bl) .

(23) A=B- B#0 : c—p.Cab tab)
o (al_az) ’ ’ '

(a1 _az)

Otrzymalismy kilka réwnan prostej, jednak na mocy LENATU1 wiemy, ze opisujg one jedng
prosta. W ten sposob pokazaliSmy istnienie doktadnie jednej prostej przechodzacej przez
dwa dowolne, rozne punkty.

2.4.2. Przypadek, gdy @, = a, oraz b, # b,

W szukanym réwnaniu prostej p wspolczynnik B = 0, bo pierwsze wspotrzedne punktow P,
1 P, nalezacych do tej prostej s3 rowne. Natomiast wspotczynnik 4 szukanego roéwnania nie
moze by¢ réwny zeru, zgodnie z interpretacja prostych w modelu. Uwzgledniajac powyzsze
wnioski réwnanie szukanej prostej p mozna przedstawi¢ nastepujaco:

(2.4.) Ax+C=0.

Podstawiajac do réwnania wspoirzgdne punktéw P; 1 P, otrzymujemy uklad tozsamych
rownan liniowych. W rezultacie otrzymujemy réwnanie: 4a, + C =0, skad wynika, ze
C = —Aa,. Uwzgledniamy to w réwnaniu (2.4.) i dokonujemy serii przeksztatcen:

Ax—Aa, =0
Ax = Aa,
x=a,.

Otrzymujemy roOwnania prostej przechodzacej przez punkty P, i P, dowolnie wybrane. Zatem
znalezli$my réwnia prostej p rdéznigce si¢ jedynie o wielokrotnos¢ wspotczynnikow, na mocy
LENATU 1 wiemy, ze takie rOwnania opisujg te samg prostg. Czyli istnieje jedyna prosta
zawierajaca punkty P; 1 P; 1 jest ona zalezna jedynie od doboru punktu P; a konkretniej od
jego pierwszej wspotrzedne;.

11
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2.5. Weryfikacja trzeciego aksjomatu incydencji

Naszym zadaniem jest pokaza¢ trzy rozne punkty P, P, P; nie lezace na jednej prostej.
Oczywiscie wspotrzedne tych punktéw musza by¢ elementami ciata K. Niech bedg to takie
punkty:

P,=(0; 0), P>=(0; 1), Ps= (1, 0).

Wspotrzedne tych punktow sg elementami ciata K, poniewaz 0 jest elementem neutralnym
dodawania, natomiast 1 elementem neutralnym mnozenia.
Punkty P; 1 P> leza na wspolnej prostej o rownaniu x = (), natomiast punkt P; nie nalezy do
tej prostej, poniewaz jego pierwsza wspoOtrzedna jest rozna od 0. Przez punkty P,# P,
przechodzi, w modelu K?, dokladnie jedna prosta, w tym wypadku o réwnaniu x=0, zatem
znalezli$my trzy r6zne punkty nie lezace na jednaj proste;.

2.6. Sprawdzenie aksjomatu roéwnoleglosci

Zgodnie z zalozeniami aksjomatu mamy punkt P=(x, vy, gdzie x, i yo€ K, nie lezacy na
prostej p zadanej réwnaniem. Ax + By + C =(0. Szukamy roéwnan prostych k przechodzacych
przez punkt P i nie przecinajacych prostej p. Niech szukane proste k wyraza si¢ rownaniami
Ex+Fy+G=0 gdzie E, F, GEK.

Rozwazymy dwa przypadki: pierwszy, gdy wspotczynnik B jest rozny od zera oraz drugi,
gdy B jest rowne zero.

2.6.1. Przypadek, gdy B# 0

Proste k& maja przechodzi¢ przez punkt P, czyli wspoéirzgdne punktu musza spetnia¢ réwnania
prostych. Zatem prawdziwa jest rownos¢: Ex, +Fy,+G=0_ Przeksztalcajac rdwnanie
otrzymujemy: —(£x, + Fy,) = G . Uwzgledniajac powyzszy warunek w rownaniach prostych
k otrzymamy:

Ex+Fy—(Ex0 +Fy0)=O_

Zgodnie z zalozZeniem, proste p 1 k nie moga mie¢ punktow wspolnych. Czyli wspotczynnik
F w réwnaniach prostych & musi by¢ rdzny od zera, w przeciwnym razie proste k maja
punkty wspolne z prosta p, a to jest sprzeczne z zatozeniem. Dodatkowo uktad réwnan:

Ex+Fy=FEx,+Fy,
Ax+By =-C

nie ma rozwigzan.
Zgodnie z metoda Cramera, aby uklad nie mial rozwigzan wyznacznik gtowny musi byc
réwny zero oraz jeden z wyznacznikéw pomocniczych rézny od zera. Zatem:

E F

W= | =EB-AF=0 &  EB=AF (2.5
Ex,+Fy, F

= c B = EBx, + FBy, + FC

Do wyznacznika pomocniczego podstawmy rownanie (2.5.) 1 przeksztalcamy:
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AFx, + FBy, + FC = F(Ax, + By, + C).

To, ze wspoOlczynnik F jest rozny od zera zostalo wyjasnione wyzej. Natomiast
Ax, + Bx, # C | bo punkt P = (x4, y4) nie spetnia rownania prostej p. Poniewaz F # 0 oraz
Ax, + By, # —C, zatem taj jak chcieliSmy wyznacznik pomocniczy jest rozny od zera
w.#0,

Przeksztatcajagc rownanie 2.5. otrzymujemy £ = EF . Uwzgledniamy to w rdwnaniu na

A
wspolczynnik G i otrzymujemy: G =—F (E Xy + yoj. W ten sposob uzyskalismy réwnania

liniowe o wspotczynnikach réznigcych si¢ o wielokrotnos¢, czyli wspdtezynnik F rézny od

zera. Na, mocy LEMATU 1 wiemy, Ze takie rownania opisujg t¢ samg prostg. Czyli mamy

réwnanie prostej k o wspotczynnikach:
A

E=—F; F=0:

A
B ; GZ_F(E%"‘J’O)-

2.6.2. Przypadek, gdy B = 0

Uwzgledniajac powyzszy warunek otrzymujemy rownanie prostej p: Ax + C = 0, gdzie
zgodnie z interpretacjg w modelu K?, 4% 0. Wspoétczynnik F w rownaniach prostych k musi
by¢ rowny zero i1 E# 0, takie warunki zapewnig brak punktow wspolnych prostych & i p.
Zatem otrzymamy réwnanie prostej k: Ex + G= (0. Uwzgledniajac zalozenie, iz punkt
P=(xy; yy) ma naleze¢ do prostych &, otrzymujemy: G = - Ex,.

Znalezli$my réwnania prostych k£ wyznaczajac wspotczynniki odpowiednio:

E#0; F=0; G = Ex,.
Wszystkie rownania roznig si¢ jedynie o wielokrotnos¢ wspotczynnikdw, wigc na mocy
LEMATU 1 opisuja t¢ sama prosta. Czyli znalezliSmy jedyna prosta k.

2.6.3. WNIOSEK

Z powyzszego dowodu aksjomatu réwnolegltosci mozna wyciaggna¢ dodatkowy wniosek,
ktéry bedzie przydatny w dalszej czesci pracy.

Kazdg rownoleglq do prostej zadanej rownaniem Ax + By + C =0 i rozng od niej
mozna wyrazi¢ rownaniem Ax + By + C’ =0dla C’ # C.

We weczesniejszych podpunktach wykazaliSmy, Ze dla prostej Ax + By + C = 0 1 punktu
P(xo; yy) nie lezacym na tej prostej mozemy znalezé roOwnanie prostej rownoleglej,
zawierajagce] punkt P. Rdéwnanie takiej prostej zalezne jest jedynie od wspodtrzednych
punktu P.

AB'x+BB'y—B'(Ax, + By, )=0

Jesli wezmiemy B'= 1 otrzymamy rownanie prostej: Ax+ By —(Ax, + By,)=0.

Otrzymali$my rownanie prostej rownoleglej do prostej Ax + By + C = 0 roznigce si¢ tylko
ostatnim wspolczynnikiem, zatem mozemy zapisac je tak:

13
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Ax+By+C'=0 gdzie C’ = —(4x, + By,)

Wspotczynnik C’ zalezy jedynie od wspohrzednych punktu P, ktory mozemy dobraé
dowolnie byle nie lezat na prostej Ax + By +C =0. Dobierajac kolejno punkt P mozemy
wyznaczy¢ rownania wszystkich prostych rownolegtych do danej proste;.

2.7. Sprawdzenie pierwszego aksjomatu Desarguesa

ks

Dla ulatwienia przebiegu rozumowania jeszcze
raz przedstawimy rysunek
schematycznie ilustrujacy tres¢ aksjomatu.

3
*’-“\

3

= o

\F
N F _ e

%
PN

Z
7

ma

Rys. 1.1,

Na mocy WNIOSKU 2.6.3. mozemy zalozy¢, ze proste m,, m,, m; zadane sg rOwnaniami:
my: Ax + By + C, =0
mo! Ax + By + C,=0
ms: Ax + By + C5=0.

Niech proste /; i [, wyrazaja nastepujace rownania (korzystajac z WNIOSKU 2.6.3.):
I Ax+By+D=0
L: Ax+By+E=0.

Wiemy, ze proste /; i m; maja punkt wspolny, R, zatem istnieje rozwigzanie uktadu réwnan
tych prostych. Para spetniajaca uktad rownan wyznacza punkt R;. Stosujac metode Cramera

rozwigzujemy uktad rownan:

Ax+ By = —C,
Ax+ B,y =-D.

Wyznacznik gtéwny dla niewiadomych x i y:

A B
W= — AB, — AB .
Al Bl
Dla AB, # A,B obliczamy wyznaczniki pomocnicze.
~-C, B A -C,
W, = ——C,B, + DB W, = = —AD + A,C,
-D B ’ Y l4, -D

Znalezlismy wspoétrzedne punktu R, dla AB, # 4,B :
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_(DB-C,B, AC,—AD
AB, — A B’ AB, - AB )

1

Postepujac analogicznie otrzymamy wspotrzedne punktu R,, wspolnego dla prostej m; 1 L.
Rozwigzujemy uktad réwnan:

Ax + By = —C,
Ax+By=-FE.

Otrzymujemy wspotrzedne punktu wspolnego dla prostych m; 1 L.
B (EB ~C,B, AC, - AE}

2 dla  AB, # AB.

AB, — A B~ AB, — A,B

W ten sam sposdb wyznaczamy wspotrzedne punktu S;, przecigcia prostych m, 1 /.
Rozwigzujac uktad réwnan:

Ax+ By =-C,
Ax+ By =-D.

otrzymujemy wspoirzedne punktu S;.
_(DB-C,B, AC,—-AD
AB,— A B’ AB, — AB

dla AB, # AB .

1

Szukamy punktu S>, wspdlnego dla prostej m. 1 [, wspotrzgdne punktu uzyskamy znajdujac
pare rozwigzania uktadu rownan:

Ax+ By =-C,
Ax+B,y=-FE.

Zatem wspotrzedne punktu wspolnego dla prostych m: i /; to:

EB-C,B, AC,—-AE
Szz( C.B, AGC, J dla AB, # AB .

AB, — A B’ AB, — AB
Niech proste k|| k> na mocy WNIOSKU 2.6.3. wyrazaja odpowiednio réwnania:

ki: Ax+B,y+F =0
k: A2x+B2y+G=O,

15
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Dodatkowo wiemy, ze punkt S; lezy na prostej k; natomiast punkt S> na prostej k.. Czyli
wspotrzedne punktow muszg spetnia¢ rownania odpowiednich prostych. Podstawiajac punkt
S, do rownania prostej k; otrzymamy nowe rownanie prostej o postaci:

A,(DB—C,B,)+ B,(4,C, — AD)
A B~ 4B,

k;: A,x+B,y+ =0,

Postepujac analogicznie z punktem S: 1 prosta k, otrzymamy nastgpujace rownanie tej
proste;j:

A,(EB—-C,B,)+ B,(4,C, — AE)
A B~ 4B,

ko: A,x+B,y+ =0,

Szukamy punktu wspdlnego prostych m; i k;, nazwijmy go Q,. Jego wspodirzedne sg rozwia-
zaniem uktadu réwnan obu prostych. Znajdziemy je rozwigzujac uktad roéwnan:

Ax+By+C, =0
A4,\DB-C,B, )+ B,(4,C, - 4D
Ax+B,y+ 2( G, 1)+ 2( 1 ):0 -
A,B- 4B,

Zatem punkt jest rowny:

0 - 4,B(DB—C,B,)+ BB,(4,C, — AD)+ B,C,(4B, — 4,B)
1 (ABI _AlB)(AzB_ABz) ’

A,A(DB—C,B,)+ AB,(A,C, — AD)+ A,C,(AB, — A B)
(4,B— AB,\A4,B— AB,) '

Natomiast wspoirzedne punktu Q- to para bedaca rozwigzaniem uktadu rownan:

Ax+By+C, =0
A,\EB-C,B, )+ B,\A,C, - AE
Ax+By+ 2( 2 1) 2(1 2 )20'
AB- 4B,

Rozwiazujac uklad otrzymamy nastgpujace wspotrzedne punktu:

0, - A,B(EB - C,B,)+ BB,(A,C, — AE)+ B,C,(4B, — 4,B)
2 (4B, — 4,B)A,B— 4B,) ’

A, A(EB—C,B,)+ AB,(A,C, — AE)+ A,C,(AB, — 4,B)
(4,B — AB, A4,B — 4B,) '

Dla punktow Q; 1 R, szukamy réwnania prostej przechodzacej przez nie, prostej p,.
Natomiast prosta p, ma zawiera¢ punkty: O, 1 R,. Korzystajac ze wzoru (2.3.)

wyprowadzonego we wczesniejszym momencie tej pracy wyznaczamy wspotczynniki
roOwnan obu prostych przechodzacych przez dwa zadane punkty.
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Naszym celem jest pokazaé, ze p, || p,. Na mocy WNIOSKU 2.6.3. wystarczy pokazac, ze
wspotczynniki przy ,,x” 1,,y” w rdwnaniach prostych sg sobie rowne.

Wyznaczamy wspotczynnik przy ,,x” w rbwnaniu prostej 2.

A,A(DB —C,B,)+ AB,(4,C, — AD)+ A,C,(4B, — A,B) N (4,C, - 4D)
(4,B— 4B, )4,B— 4B,) (4,B-4B,)

 AC,(4,B— A4B,)+ AC,(4,B, — 4,B, )+ 4,C,(4B, — 4,B)
- (4,B— 4B, \4,B - 4B,)

Wspotczynnik przy ,,x ” w réwnaniu prostej p, -

A, A(EB—C,B,)+ AB,(4,C, — AE)+ A,C,(4B, — A,B) .\ (4.C, - 4E)
(4,B— 4B, )4,B— 4B, ) (4,B-4B,)

 AC,(4,B— A4B,)+ AC,(4,B, — 4,B, )+ 4,C;(4B, — 4,B)
- (4,B— AB, \(4,B - 4B,)

Zatem w obu roOwnaniach prostych p, 1 p, wspotczynniki przy ,,x” sg rowne. Sprawdzimy
teraz wspotczynniki przy ,,y”. Korzystamy w tym celu ze wzoru (2.3.).
W réwnaniu prostej p, mamy:

(DB-C,B,) 4,B(DB-C,B,)+BB,(4,C, - AD)+ B,C,(4B, - 4,B)
(4B, — 4,B) (4B, — 4,B)(4,B - AB,)

_ BC,(B,A~4,B )+ BC,(4,B, — 4B, )+ B,C,(4B, - 4,B)
N (4B, — A,BYA,B— AB,) '

Teraz wyznaczymy wspolczynniki przy ,,»” w rOwnaniu prostej p, korzystajac ze wzoru
(1.3) dla punktéw R, 1 Q. . Zatem mamy:

(EB-C,B,) A,B(EB—-C,B,)+BB,(4,C, — AE)+ B,C,(4B, — A,B)

(4B, — 4,B) (4B, — 4,B)4,B - 4B,)

_ B.C,(B, A~ 4,8 )+ BC,(4,B, - 4,8, )+ B,C,(4B, - 4,B)
- (4B, — A,BYA,B - AB,)

Pokazalismy, ze wspolczynniki przy ,,x” i ,,y” w obu réwnaniach s3 réwne, zgodnie
z WNIOSKIEM 2.6.3. proste p, i p, sg rownolegte. Zatem pokazaliSmy, ze w modelu K*
zachodzi aksjomat Desarguesa.
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2.8. Dowdd drugiego aksjomatu Desarguesa

Jeszcze raz przedstawimy
schematyczny rysunek tresci aksjomatu.

2.8.1. Przypadek, gdy punktu O = (0, 0) Rys. 1.2.

Proste, m,;, m, ms; maja punkt wspdlny O, czyli wspotrzedne punktu spetniaja réwnanie
kazdej prostej. Zatem otrzymujemy réwnania poszczegolnych prostych:

m, : Ax+ By =0
m, : Ax+By=0
ms.: A,x+B,y=0.

Korzystajac z wlasnosci prostych réwnoleglych zawartych we WNIOSKU 2.6.3.
otrzymujemy réwnania prostych /; 1 [,

l: Ex+Fy+G, =0

L: Ex+Fy+G,=0,

oraz prostych k;1 k,:
ki Kx+Ly+M, =0
ko: Kx+Ly+M, =0,

Szukamy wspotrzednych punktow R; 1 R,, ktore sg odpowiednio miejscami przecie¢ prostych

my; 11, oraz m; 1 1,. Wspdlrzedne punktu R, muszg spetnia¢ jednoczes$nie rOwnania prostych
m; 11, czyli sa rozwigzaniem nastepujacego uktadu rownan liniowych:

Ax+ By =0
Ex+ Fy =—-G,.

Zgodnie z metoda Cramera wyznacznik gléwny musi by¢ rézny od zera (proste nie sg
rownolegte, wigc maja punkt wspdlny), czyli AF # BE. Wyznaczniki pomocnicze to
odpowiednio:
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Zatem otrzymali$my wspolrzedne punktu R;:
R - BG, = —-AG,
' \AF-BE’ AF-BE)’
Natomiast wspoirzedne punktu wspodlnego dla prostych m; 1 [, sg rowne:

r _[_BG, _—4G,
* \UF - BE’ AF —BE )’

Punkt Q; jest miejscem przecigcia prostej m; 1 /;. Szukamy jego wspotrzednych analogicznie
jak wyzej rozwiazujac uktad:

Ax+By=0
Ex+ Fy =-G,.
Otrzymujemy punkt:

Q _ _BIGI . AIGI
' \A4F-BE AF-BE)

Punkt Q, jest wspdlny dla prostych m. i [.. Postepujac jak wyzej znajdujemy jego
wspotrzedne:

Q _ _Ble . Ale
> \A4F-BE AF-BE)

Do proste k; nalezy punkt R;, zatem jego wspOlrzgdne spetniaja rownanie prostej stad
otrzymujemy:
ki: Kx+Ly+ M =0
AF — BE
Natomiast punkt R, nalezy do prostej k., zatem jego wspoirzedne spetniajg jej rbwnanie, co
daje:
k>: Kx+Ly+ M =0
AF — BE
Proste m; 1 k; majg wspolny punkt S;. Wspodtrzedne punktu muszg speinia¢ oba réwnania
prostych. Rozwigzujac tak zbudowany uklad rownan otrzymujemy:

¢ - ~B,G,(KB-AL)  A4,G,(KB-AL)
" "\ (4,L—KB,AF - BE)’ (A,F —EB,\AF — BE) )’

Punkt §> jest punktem nalezacym do prostej ms, k.. Postepujac jak wyzej wyznaczamy
wspotrzedne tego punktu. Otrzymujemy:

[ -B,G,(KB-AL) = A,G,(KB-AL)
P ((AZL — KB, ) AF — BE)’ (4,F — EB, ) AF — BE)] '
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Musimy pokazaé, ze proste p; i p s3 rownolegle. Wiemy, zZe prosta p; zawiera punkt S; 1 O,
dwa dane punkty w sposob jednoznaczny wyznaczajg roOwnanie prostej. Podobnie jest
Z prosta p,, na ktorej leza dane punkty S, 1 Q.. Korzystajac z WNIOSKU 2.6.3. wystarczy
gdy pokazemy rownos$¢ wspotczynnikéw przy ,,x” 1,y w rownaniach obu prostych aby
zapewni¢ o rownolegtosci prostej p; i po.

Wyznaczamy wspotczynnik przy ,,x ” dla prostej p; korzystajac ze wzoru (2.3).

A,G (KB - AL) AG,
(4,L—KB,\AF —BE) AF -BE
-BG, . -B,G(KB-AL) ~
AF-BE (A,L-KB,)AF - BE)

BKE(A,B, — AB,)+ LA, A,(A B — AB,)+ A KB,(AB, — 4,B)
KFB,(B,A— A,B)+ AB,L(A,F — EB, )+ B, A,L(EB — AF)

Wspotczynnik przy ,,x 7 dla prostej p.:

4,G,(KB - AL) AG,
(4,L—KB,\AF —BE) AF -B.E
-BG, ~B,G,(KB-AL)
AF-BE (A,L-KB,)AF - BE)

BKE(A,B, — A,B,)+ LA, A (4,B — AB, )+ A,KB,(AB, — 4,B)
KFB,(B,A— A,B)+ AB,L(AF — EB, )+ B, A,L(EB — AF )

Zatem pokazaliSmy, iz w obu rownaniach wspotczynniki przy ,,x”" sg rowne. Wspdlczynniki,
przy ,,v” sa rowne 1. Na mocy WNIOSKU 2.6.3. pokazaliSmy iz p,|| p,, a tym samym dla
tego szczegdlnego przypadku zachodzi drugi aksjomat Desarguesa.

2.8.2. Przypadek dla dowolnego punktu O

Powyzej rozpatrzyliSmy szczegotowo przypadek, gdy punkt O (wspolny dla trzech prostych
m;, m> , ms;) mial wspotrzedne réwne (0; 0). W pozostatych przypadkach, gdy O= (x, ;1)
zawsze mozemy zmieniajgc wspotrzedne doprowadzi¢ do przypadku szczegolnego gdzie
0= (0; 0).

W tym celu wprowadzimy w K nowe wspotrzedne x’, y’ za pomocg wzordw:

{x': X —X,

y'=y=yo

Pokazemy, ze zbidér punktéw zadanych réwnaniem Ax + By + C=0 w pierwotnych
wspolrzednych wyraza si¢ analogicznym rownaniem, ze zmienionymi wspolczynnikami 4,
B, C wzgledem nowych wspdlrzednych. Do réwnania prostej wyrazonego powyzej
x = x"+x,

. . Otrzymujemy réwnanie:
y=y+y,

wstawiamy wzory na nowe wspotrzedne: {
AX'+x,)+ B(y'+y,)+C =0,
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Po wykonaniu serii przeksztatcen mamy:

Ax'+Ax, + By'+By, +C =0,
Ax'+By'+(Ax, + By, + C) = 0.

Jak wida¢ zmianie ulegt tylko jeden wspdtczynnik w réwnaniu prostej, nazwijmy go C:
C'=Ax, + By, +C ,

Sprawdzmy czy C’ jest elementem ciata K, jesli tak to uzyskane rownanie jest zgodne
z interpretacjg prostych w naszym modelu. Wspoétrzedne punktu O sa elementami z ciata K,
wspolczynniki 4, B, C takze nalezg do ciala K, zatem C’ jest elementem z tego samego ciala.

Zatem po zmianie wspotrzednych dostaniemy rownanie prostej zmienione o wspotczynnik
,»wolny”.

Teraz przypadek dla dowolnego punktu O sprowadza si¢ do przypadku z punktu 2.8.1.
PokazaliSmy, iz p,|| p2, a tym samym drugi aksjomat Desarguesa zachodzi w modelu K°.

2.9. Sprawdzenie zachodzenia aksjomatéw Pappusa

Dowody spetienia obu aksjomatow w modelu K’ przeprowadza si¢ podobnie jak dowody
dla aksjomatéw Desarguesa. Nie wykraczaja one poza prezentowany w pracy poziom
trudnosci, jednak ze wzgledu na ich obszerno$¢ pomijamy je.

2.10. Przykladowe modele plaszczyzny afinicznej

Dla utatwienia czytelnikowi dalszej lektury przedstawimy konkretne przyktady modeli K7, co
wlasciwie sprowadza si¢ do zaprezentowania réznych cial K. Zajmiemy si¢ dwoma
przypadkami przedstawionymi za pomocg rysunkow. W pierwszym modelu cialem bedg
reszty z dzielenia przez dwa, drugi przyktad to ciato reszt dzielenia przez trzy.

2.10.1. Model dla K* = (Z,)*
Obok za pomocg schematycznego rysunku
2.1.

przedstawili$my jak wyglada model (Z , )

2

W modelu tym reszty z dzielenia przez 2 to cialo
K , ktore ma dwa elementy 0 i 1 oraz dziatanie
dodawania i mnozenia. Nalezy tu pamigtaé, iz
wszystkie operacje wykonujemy w ciele reszt
z dzielenia przez dwa, zatem dla przypomnienia
przedstawimy tabel¢ dodawania w tym ciele.

Rys. 2.1.

0 1
W modelu tym sg cztery punkty o wspotrzednych: —
A=(0;0), B=(1,0), 0 0 1
C=(0;1) i D=(1; 1).

1 1 0

Tabela dodawania w ciele 7.,
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Mozemy wyréznic szes¢ prostych reprezentowanych rownaniami:

x=0;
y=0;
x+1=0;
y+1=0;
x+y=0;
x+y+1=0.

Punkt, ktérego wspolrzgdne spetniajg rownanie prostej nalezy do tej prostej. Zatem punkty A4
1 B nalezg do prostej o réwnaniu y = 0, punkty 4 1 C do prostej x = 0, A i D do prostej
o rownaniu 0 = x + y, do prostej 0 = x + [ naleza punkty B i D, do 0 =y + I punkty Ci D,
punkty C'1 B leza na prostej 0 =x +y +1.

2.10.2. Model dla K? = ( #3)°

W modelu tym ciato tworza elementy
bedace resztami z dzielenia przez trzy.
Cialo to ma trzy elementy 0, /, 2. Ponizszy
rysunek obrazuje schematycznie nasz
model.

Pojecia pierwotne dla tego modelu to:
punkt — mamy dziewi¢¢ punktow:

A=(0;2), B=(1,2), C=(2,2),

D=(0;1), E=(1;1), F=(2;1),

G=(0;0), H=(1,0), I=(2;0);
prosta — wyrdzniamy dwanascie prostych
kazda jest wyrazona wzorem
ax+by+c=0_ gdzie wspotczynniki a, b,
¢ sg elementami ciata (#5)%, czyli nalezg
do zbioru {0.1,2}.

.....

ktérym wyrazona jest prosta.
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ROZDZIAL. 3

Wilasnosci plaszczyzny afinicznej wyprowadzone
z aksjomatow

W rozdziale tym przedstawimy kilka wilasnosci wynikajacych bezposrednio z aksjomatow
incydencji oraz aksjomatu réwnoleglosci. Dotycza one réwnolicznosci punktow na dwoéch
prostych oraz réwnolicznosci prostych w peku 1 prostych rownoleglych o jednym kierunku.
Pokazemy, ze relacja rownoleglo$ci jest przechodnia. Na koniec budujemy ,uktad
wspotrzednych” z dwdch roznych prostych o jednym punkcie wspolnym.

3.1. Réwnoleglo$¢ relacja przechodnia

Pokazemy, ze rownoleglo$¢ prostych jest wlasno$cig przechodnia. Nasze zadanie sprowadza
si¢ do pokazania, ze jeSli p || g i ¢ ||  to p || . Wniosek ten jest bardzo istotny w budowaniu
teorii, moze znacznie uprosci¢ postepowanie przy dowodzeniu twierdzen, czy uzasadnianiu
wnioskow. Warto w miejscu tym przypomniec, iz rownolegto$¢ prostych rozumiemy na dwa
sposoby. Proste rownolegle nie maja ze sobg zadnych punktéw wspdlnych lub pokrywajg sie.
Rozpatrzymy dwa przypadki potozenia prostych p, ¢, r.

3.1.1. Przypadek, gdziep ||qgiq || rorazr =q, p# q

Musimy pokazemy, ze zachodzi p || r.

Prosta p jest rownolegla do prostej g, wiemy, ze sa to rézne proste. Dodatkowo prosta q jest
rownolegla do prostej r. Jest jeszcze jedna informacja, mianowicie proste r i q sa sobie
rowne. Zatem tak naprawde prosta ¢ i 7 to ta sama prosta.

Z faktu, ze p || ¢ wynika réwnoleglos¢
prostych
p 1ir, bo prosta r jest rowna prostej g.
Sytuacje¢ obrazuje schematycznie rysunek
3.1.

Rys. 3.1.
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3.1.2. Przypadek, gdziep || giq |

rp#*q,, r¥q
p

r Proste p 1 ¢ sa rownolegle 1 rézne, czyli nie
B maja ze soba punktow wspolnych, ta sama
sytuacja dotyczy prostej g i ». Mamy pokazac,
ze proste r 1 p tez nie maja ze soba punktéw
wspolnych lub, ze sg rowne.

Udowodnimy, ze tak jest metoda nie wprost,
czyli zalézmy, ze proste p 1 r nie s3
réwnolegle, zatem maja punkt wspolny B
Rvs. 3.2, (punkt przecigcia obu prostych). Sytuacje
) obrazuje schematycznie rysunek 3.2.
Punkt B nalezy do prostej p oraz do prostej ». Nie nalezy on do prostej g, zgodnie
z zalozeniem, iz proste p 1 g nie maja zadnych punktéw wspoélnych. Na mocy aksjomatu
rownolegtosci istnieje jedna prosta rownolegla do prostej g przechodzaca przez punkt B, jest
nig prosta p. Tu dochodzimy do sprzecznosci, poniewaz zatozyli§my, iz prosta ¢ jest ro6zna od
r. Zatem prawda jest, ze wszystkie trzy proste sg do siebie rownolegte (p || ¢ || 7).

Rozpatrywanie przypadkow z punktow 3.1.1 1 3.1.2. konczy dowdd o przechodnio$ci relacji
rownolegtosci

3.1.3. WNIOSEK

Z powyzszego dowodu mozna wyciggnaé
dodatkowy wniosek, ktorego treS¢ obrazuje
schematycznie rysunek 3.3.

Jesli prosta p jest rozna od prostej m i przecina
jq oraz prosta p’ || p i rozna od p, to p’ tez jest
rozna od prostej m i przecina jqg w dokladnie
jednym punkcie.

Rys. 3.3,

DOWOD:

Zgodnie z zalozeniem WNIOSKU 3.1.3 zZe, prosta p i m majg wspolny punkt S (nie s3
rownolegle 1 sg rézne) oraz p || p’.

Mamy pokazaé, ze m# p’ 1 prosta m przecina prosta p’ (proste m i p’ nie sg rownolegle).
Dowdd przeprowadzimy metoda nie wprost. Zatozmy, ze m jest rownolegta do prostej p .
Poniewaz prosta p 1 p’ sg rownoleglte 1 rézne, wigc nie majg punktow wspoOlnych.
W szczegblnosci punkt S nie nalezy do prostej p’. Zatem na mocy aksjomatu rownoleglosci
istnieje jedna prosta przechodzaca przez punkt S rownolegta do p’ 1 jest to prosta p.

Dostalismy sprzecznos$¢ z zatozeniem, ze istnieje druga taka prosta, mianowicie m, zatem

prosta m nie moze by¢ réwnoleglta do p’. Poniewaz nie jest réwnoleglta do p’ wiec ja
przecina.
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3.2. Rownolicznos¢ pekow prostych

Mamy pek prostych przechodzacych przez punkt 4 oraz pek prostych przechodzacych przez
punkt 4°, gdzie A# A’, oba punkty leza na jednej prostej /, tak jak na schematycznym
rys. 3.4.

Rys. 3.4

Bierzemy kolejno proste z pgku A4, rézne od prostej / wyznaczonej przez punkty 4 i 4.
Zaczynamy od prostej p;, z aksjomatu o jedynosci prostej przechodzacej przez dwa rozne
punkty wiemy, ze 4’ nie nalezy do prostej p; (tylko jedna prosta, / zawiera oba punkty 4 i 4°)
zatem na mocy aksjomatu réwnoleglo$ci istnieje prosta p, " przechodzaca przez punkt 4 " taka,
ze p, || p. W ten sposob mozemy dla kazdej prostej z peku A znalezé prosta rownolegla

nalezaca do peku A’. Szczegdlnym przypadkiem jest prosta I Szukana dla niej prosta
réwnolegla przechodzaca przez punkt 4’ to prosta /, ona sama.

Takie odwzorowanie zbioru prostych z jednego peku na zbidr prostych drugiego pgku jest
roznowartosciowe. Kazdym dwom réznym prostym p;, p, nalezagcym do pgku 4 mozemy
wskaza¢ jedyne proste p,’, p.’ rownolegte do danych przechodzace prze punkt 4’. Na mocy
aksjomatu rownolegtosci wiemy, ze proste p;’, p.’ sg réznymi prostymi. Odwzorowanie jest
,»ha”, poniewaz kazdej prostej z pecku 4’ mozemy przyporzadkowac¢ doktadnie jedna prosta
z peku A. W tym celu dla prostej p wyznaczamy prostg rownolegla przechodzaca przez punkt
A. Obrazem zbioru prostych 4’ przez to przeksztalcenie jest pek prostych 4.

Mamy, zatem wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie zbioru punktow z jednego peku na
zbior prostych drugiego peku, czyli zbiory te sa réwnoliczne (niezaleznie od tego, czy sa
skonczone czy nieskonczone).
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3.3. Definicja rzutu rownoleglego

Zajmiemy si¢ zdefiniowaniem rzutu rownoleglego. Rzut ten bedzie nam bardzo pomocny

w dalszej czesci pracy.

Dana jest prosta m, na ktorg bedziemy rzutowac, oraz prosta p (nie rownolegta do prostej m)

— kierunek rzutowania.

Zajmiemy si¢ trzema przypadkami polozenia punktu 4, ktéry chcemy zrzutowac na prostg m.

W pierwszym punkt nie nalezy do prostej m, ale lezy na prostej p. Drugi przypadek, to
potozenie punktu poza prostg m 1 p. Ostatni to taki, gdzie punkt 4 nalezy do prostej m.

3.3.1. Przypadek, gdy punkt 4 € p14 € m

Punkt 4 lezy na prostej p, ale nie nalezy do prostej
m, sytuacj¢ obrazuje schematycznie rysunek 3.5.

Rzutem punktu A na prostqg m w kierunku p
jest punkt A°, punkt przeciecia prostej p i m.

3.3.2. Przypadek, gdy punkt 4 € p14 € m

Rys. 3.6.

schematycznie
rysunek 3.6.

3.3.3. Przypadek, gdy punkt 4 € m

W przypadku, gdy punkt 4 lezy na prostej m —
tej na ktérag mamy rzutowac — to on sam dla
siebie jest rzutem na prosta m.

Rys. 3.5

Jesli punkt A nie lezy na prostej p

to na
mocy aksjomatu rownoleglosci

istnieje

doktadnie jedna prosta rownolegta
do p

zawierajaca punkt 4, nazwijmy ja
P’

Z wniosku 3.1.3 wiemy, Ze prosta
p

przecina prosta m, przecina go
w punkcie 4.
Calg sytuacje obrazuje

A=A

Rys. 3.7.

3.4. Rownoliczno$¢ zbioru punktéw nalezacych do prostych
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W punkcie tym pokazemy, ze zbiory punktéw nalezacych do prostej sg rownoliczne, czyli
kazda prosta ma tyle samo punktéw. Wiasno$¢ ta jest prawdziwa niezaleznie od tego czy
zbiory te sg skonczone czy tez nie.

Rozpatrzymy dwa przypadki, pierwszy, gdy dwie proste przecinajg si¢ w jednym punkcie
1 drugi, gdy nie maja punktéw wspdlnych.
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3.4.1. Proste majg punkt wspolny

Mamy dane dwie rozne proste p i g, ktére przecinaja si¢ w punkcie S. Prowadzimy prosta m
tak by przecinata obie proste w dwodch réznych punktach, punkty speiniaja dodatkowy
warunek, zaden z nich nie jest rowny punktowi S (rys. 3.8.).

p

Prosta m nie jest rownolegla do prostej p
ani do prostej g, poniewaz ma z nimi po
jednym punkcie wspdlnym. Nie jest tez
rowna zadnej z tych dwoch prostych gdyz
nie zawiera punkty S nalezacego do prostej
pig.

Kazdy punkt prostej p rzutujemy na prosta
q

w kierunku prostej m. Punkt S jest
szczegoOlny, poniewaz nalezy do prostej g,
na ktora rzutujemy, czyli jest on sam dla
Rys. 3.8. siebie obrazem.

3.4.2. Proste nie majg punktéw wspdlnych

W przypadku, gdy proste p 1 ¢ sa rownolegle wybieramy dowolny punkt na prostej p oraz
punkt na prostej g. Prowadzimy przez te punkty prosta, nazwiemy ja prosta m, tak jak
w powyzszym przypadku bedzie ona kierunkiem rzutowania. Na mocy wniosku 3.1.3. prosta
m nie jest rownolegta do Zadnej z prostych p i g. Dalej postgpujemy analogicznie jak
powyzej.

3.4.3. Uzasadnienie, ze odwzorowanie jest wzajemnie jednoznaczne

Odwzorowanie jest odwzorowaniem wzajemnie jednoznacznym (bijekcjg), gdy jest
roznowartosciowe oraz ,,NA” jednocze$nie. Dla przypomnienia przytoczymy definicje
réznowartosciowosci oraz suriekcji.

DEFINICJA roznowartosciowosci
fnazywa si¢ funkcjq roznowartosciowq jesli warto$¢ funkcji f'dla réznych elementdéw zbioru
X sg rozne.

DEFINICJA suriekcji
Moéwimy, ze f odwzorowuje zbior X na zbior Y jesli f(X)=Y , a wiec kazdy element zbioru
Y jest obrazem, co najmniej jednego elementu zbioru X.

Sformutowane wyzej odwzorowanie jest réznowarto$ciowe, gdyz dla kazdych dwoch
réznych punktéw Q i Q; nalezacych do prostej ¢ mozemy znalez¢ odpowiadajace im punkty
na prostej p. Na mocy WNIOSKU 3.1.3 wiemy, ze punkty te sg rézne, poniewaz proste m
1 m’ sg rownoleglte oraz rézne wiec przecinaja prosta p w dwoch réznych punktach Pi P’
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Aby wykazaé, ze odwzorowanie jest ,,NA”, wystarczy pokazaé, iz kazdemu elementowi ze
zbioru punktéw nalezacych do prostej p mozna przyporzadkowac¢ punkt na prostej g.

W tym celu kazdy punkt prostej p rzutujemy na prosta g. Obrazem proste g prze to
odwzorowanie jest prosta p. Zatem istnieje dla kazdego punktu z prostej p jego jedyny obraz
na prostej q.

3.5. Rownolicznos¢ zbiorow prostych o jednym kierunku
Przez pojecie kierunku rozumiemy rodzing wszystkich prostych réwnolegltych do dowolnie
ustalonej prostej. Rozne kierunki wyznaczaja proste nie bedace rownolegte i rozne.
Na poczatek pokazemy, Ze istnieja, co najmniej trzy kierunki. Skorzystamy z tego faktu przy
dowodzie réwnolicznos$ci zbioru prostych o jednym kierunku.

3.5.1. WNIOSEK

Z aksjomatu o istnieniu trzech punktéw nie nalezacych do jednej prostych (trzeci aksjomat
incydencji) mozna wyciaggna¢ ponizszy wniosek.

Istniejq, co najmniej trzy kierunki.

Na mocy przywotanego wyzej aksjomatu
mamy trzy punkty 4, B, C. Tak jak obrazuje
sytuacje rysunek 3.9. punkty 4 i B leza na
jednej prostej [/, natomiast punkt C nie
nalezy do tej proste;j.

Rys. 3.9,
Na mocy drugiego aksjomatu incydencji przez punkt C i punkt B przechodzi doktadnie jedna
prosta k. Nie jest ona réwnolegla do prostej / (ma punkt wspolny B z prosta /), nie jest tez
roOwna prostej /, poniewaz zawiera punkt nie nalezacy do prostej /, punkt C.
Zatem proste / i k wyznaczaja dwa rdzne kierunki.

Przez punkt 4 i C przechodzi doktadnie jedna prosta m, r6zna od prostych k i / — nie zawiera
ich punktu wspodlnego B. Nie jest tez rownolegta do prostej k, poniewaz ma z nig punkt
wspolny C. Prosta m przecina prosta / w punkcie 4, czyli nie jest do niej réwnolegla. Zatem
prosta m wyznacza trzeci, r6zny od dwdch pozostatych kierunek.

PokazaliSmy, ze istniejg, co najmniej trzy kierunki.
3.5.2. Réwnolicznos$¢ zbiorow prostych o jednym kierunku

Mamy dane dwie nie rownolegle proste p i r. Prosta p z wszystkimi prostymi do niej
rownoleglymi tworzy rodzinne P prostych réwnoleglych o tym samym kierunku.
Analogicznie prosta » wyznacza kierunek prostych réwnoleglych — rodzina R.

Z wniosku 3.5.1. wiemy, Ze istniejg przynajmniej trzy kierunki. Zatem prowadzimy prosta /,
ktora bedzie wyznaczaé trzeci kierunek (patrz rysunek 3.11.).

Prosta p przecina prosta / w jednym punkcie, niech bedzie to punkt S. Na mocy wniosku
3.1.3 kazda prosta z rodziny prostych P przecina prosta / w doktadnie jednym punkcie.
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Podobnie jest z prostymi z rodziny R, poniewaz prosta » ma z prosta / punkt wspdlny O, wiec
na mocy wniosku 3.1.3 kazda prosta rownolegta do prostej » przecina prosta / w jednym
punkcie.

Niech odwzorowanie @ przyporzadkowuje prostej p z rodziny P prosta » nalezaca do
rodziny R taka ze, prosta ta przechodzi przez punkt S wspélny dla prostej / oraz p.
Odwzorowanie @ jest roznowartoSciowe,
poniewaz dwie rdzne proste p; 1 p; za zbioru P
przecinaja si¢ w dwoch roéznych punktach
z prosta /, punkcie odpowiednio S; 1 S.. Przez
te punkty przechodza dwie rozne, réwnolegle
proste 7, oraz r, ktore s3a obrazami
odpowiednio prostej p; 1 p> przez
przeksztatcenie D .

Natomiast do kazdej prostej z rodziny R
mozna wskaza¢ prosta z rodziny P.
Mianowicie przez punkt wspdlny dla prostej /
1 r prowadzimy prosta réwnolegla w tym
samym kierunku co pozostale proste z rodziny
P, na mocy aksjomatu réwnoleglosci wiemy,
ze istnieje jedyna taka prosta zawierajgca punkt S. Obrazem rodziny R przez odwzorowanie
® jest rodzina prostych P. Zatem odwzorowanie d jest ,na”. Poniewaz przeksztalcenie
@ jest roznowartosciowe i ,,na” jednoczesnie, wigc jest wzajemnie jednoznaczne.

Rys. 3,10,

WskazaliSmy wzajemnie jednoznaczne przeksztalcenie odwzorowujace zbidr prostych
réwnoleglych o jednym kierunku na zbidr prostych réwnolegtych w innym kierunku. Zatem
zbiory te sg rownoliczne (niezaleznie od tego czy sg skonczone czy nieskonczone).

3.6. ,,Uklad wspolrzednych”

Mamy dwie dowolne rézne proste k i p. Proste przecinaja si¢ w punkcie O. Taki uktad
prostych

z wyrdznionym punktem przeci¢cia nazwiemy uktadem wspotrzednych a proste & i p osiami.
Kazdy punkt w tym uktadzie wspotrzednych jest wyznaczony jednoznacznie przez pare
punktow lezacych na prostej p i k, punkty te nazywamy wspotrzednymi. Wyrdzniony punkt
O ma wyjatkowe wspotrzedne jest nimi para (O; O).

3.6.1. Sposob przypisania punktom wspotrzednych

Dany jest uktad prostych p 1 k oraz
wyr6zniony punkt O.

Mamy punkt B nie nalezacy do
zadnej z prostych p 1 k, tak jak na
rysunku 3.12.

Na mocy aksjomatu réwnolegtosci
istnieje jedna prosta p’ zawierajgca
punkt B i réwnolegta do prostej p.
Z wniosku 3.1.3. wiemy, zZe proste
k 1 p’ przecinaja si¢ w jednym
punkcie B..

Rys. 3.12.
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Analogicznie istnieje jedyna prosta k’ rownolegta do k, zawierajaca punkt B. Prosta ta ma
jeden punkt wspdlny B, prosta p.

Stad wynika, ze punkt B ma wyznaczone jednoznacznie wspotrzedne — punkty na prostej p
1 k. Natomiast wyrdozniony punkt O bedacy punktem przecigcia osi ma wspolrzedne (O; O).

3.6.2. Jednoznaczno$¢ wyznaczania punktu za pomoca wspotrzednych

K
Dany jest uktad dwoch prostych ki p f:’#
oraz wyr6zniony punkt O. /
Na prostej p lezy punkt 4;, punkt 4, SA

nalezy do prostej k, oba punkty sg rézne
od punktu O (rys. 3.11.).

Na mocy aksjomatu réwnolegtosci
przez punkt 4, przechodzi doktadnie
jedna prosta rownolegta do proste;j £,
nazwijmy ja k.

Natomiast przez punkt A, przechodzi
jedyna prosta rownolegla do prostej p, Rys. 3.11.

prosta k.

Z wniosku 3.1.3. wiemy, Ze proste p’ 1 k’ przetng si¢ w jednym punkcie 4. Stad wida¢, ze
punkty (4, A;) — wspotrzedne- wyznaczaja jednoznacznie punkt 4.
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ROZDZIAL 4

Dzialania i ich wlasnosci na proste;j

W rozdziale tym pokazemy, ze prosta z wyrdznionymi punktami O i1 [/ zachowuje wszystkie
wlasnosci charakterystyczne dla ciala. Mozna na niej zdefiniowa¢ dziatanie dodawania
z neutralnym elementem O 1 mnozenia z elementem neutralnym /. Dodawanie i mnozenie s3
dziataniami przemiennymi 1 tacznymi. Zachodzi tez rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem
dodawania. Istniejg elementy odwrotne i przeciwne. Wybrane wlasno$ci udowodnimy.

4.1. Dodawanie

Na prostej / mamy wyrdézniony punkt O oraz punkty X 1 Y. Cze$¢ prostej ograniczonej
punktami O 1 X bedziemy intuicyjnie nazywa¢ wektorem X, o poczatku
w punkcie O 1 koncu w X. v

Podobnie wektor y ma poczatek w punkcie O 1 /\—/Lr*—\

koniec w punkcie Y. ‘(}""_‘-’“‘"‘"i Y

Sytuacj¢ obrazuje rysunek 4.1. Takie obiekty X
maja za zadanie jedynie intuicyjnie przyblizy¢

. . . Rys. 4.1.
rozumowanie czytelnikowi. ;
4.1.1. Definicja dodawania
\5 \'\" t t Dodawanie p}lnktéw, i'ntuicyj:nych
AN N Py s wektoréw x 1 y ogranicza si¢ do
- “u /;’ /;” _ wyznaczenia wektora x + y, czyli
o™ x“\\ Y P punktu X + Y na prostej /, bedacego
M ™. /,f /,/ koncem wektora. Zgodnie z intuicja
™ . . .
\\\ SN Vs operacja dodawania sprowadza si¢
AN K e do prze-niesienia wektora x, tak by
\\\ ’,// . //f jego poczatkiem byl punkt Y a nie O
- b - ‘;::’\ jak do tej pory. W tym celu
//" o, //’.‘i' AN wykorzystamy rzut réwnolegly
A N punktu na prosta opisanego
w punkcie 3.3 tej pracy.
Rys. 4.2.

Wybieramy prostg m, rGwnolegla do
prostej /, ale od niej r6zng - na nig bedziemy rzutowac. Przez punkt O prowadzimy prostg k
(kierunek rzutowania).
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Zgodnie z definicja rzutu roéwnoleglego punkt przecigcia prostej k z prosta m jest obrazem
punktu O, dla nas niech bedzie to O’. Analogicznie wyznaczamy obraz punktu X na prostej
m (patrz rys. 4.2.).

Nastepnie rzutujemy punkty O’ 1 X’ na prostg /, tak by obrazem punktu O’ byl punkt Y.
Zatem kierunek rzutowania wyznacza prosta ¢ przechodzaca przez punkty O’ 1 Y. Obrazem
punktu X’ bedzie poszukiwany punkt X + Y.

4.1.2. Niezalezno$¢ dodawania od wyboru prostej, na ktora rzutujemy i kierunku rzutowania

,_.
H-I.
]
-

-

-

=
N
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Dodawanie ma by¢ operacja uniwersalna,
niezalezng od obiektow drugorzednych ]
(wykorzystywanych do jej zdefiniowania). U‘t
W punkcie tym pokazemy, ze nie zalezy I
ona od wyboru prostej, na ktorg :
rzutujemy, ani od proste] wyznaczajacej I
kierunek rzutu. i w s .S
|
|
[
[

|
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T
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Wybieramy prosta m, rownolegla do
prostej I, r6zng od m,; Na t¢ prostg s
bedziemy rzutowa¢ punkty O 1 X
w kierunku innym niz przy rzutowaniu na o
prosta m,;.  Sytuacj¢  schematycznie
obrazuje rysunek 4.3.

Nastepnie wedlug zdefiniowanej metody dodawania przenosimy punkt O’ i X’ na prosta /,
tak by obrazem punktu O’ byt punkt Y.

s

-
O S

Rys. 4.3,

Naszym celem jest pokaza¢, ze (X+Y), = (X+Y)..

DOWOD:

Wiemy, ze proste /, m;, m,sg rownolegte oraz
L, k|l k.

Na mocy pierwszego aksjomatu Desarguesa
proste s 1 s’ s3 réwnolegle (patrz
schematyczny rysunek 4.4.).

Z kolei, poniewaz s||s’1r||r’ to proste g1 g’ sa

rownolegte  zgodnie z tym  samym
aksjomatem.

Z aksjomatu réwnoleglosci wiemy, ze przez
punkt nie nalezacy do prostej przechodzi tylko
jedna prosta rownolegta, zatem prosta g’ jest

rébwna prostej przechodzacej przez punkt
(X+Y),.Czyli punkt (X+Y), jest roéwny

Rys. 4.4. punktowi (X+Y).. To konczy dowdd, ze
operacja dodawania nie zalezy od wyboru prostych pomocniczych.
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4.1.3. Przemiennos$¢ dodawania
Musimy pokaza¢, iz przy wykonywaniu operacji dodawania punktéw nie ma znaczenia,

kolejno$¢ dodawania, czyli rzutowania punktow na prosta. Zadanie sprowadza si¢ do
udowodnienia, ze punkt X+Y i Y+X to te same punkty.

Przy pomocy prostej m

réwnoleglej do / dodajemy punkt X
do Y. W tym celu prowadzimy
dwie proste rownolegle, ¢
przechodzacg przez punkt O oraz ¢,
zawierajagca punkt X.  Proste
przecinajag prosta m kazda

w jednym punkcie, odpowiednio

O’, X’ (patrz rysunek 4.5.).
Nastepnie prowadzimy prosta k; Rys. 4.5,

przez punkty O’ 1 Y oraz réwnolegta do niej prosta k. zawierajaca punkt X'. Proste k. 1 / maja
punkt wspolny X + Y.

Aby doda¢ punkt ¥ do X prowadzimy prosta #;, rownolegla do prostej ¢;, przechodzaca przez
punkt Y. Prosta ta przecina prosta m w punkcie Y.

Przez punkty O’ 1 X prowadzimy prosta p,, nastgpnie p, rownolegla do niej zawierajaca
punkt Y. Prosta ta przecina prosta / w punkcie ¥ + X.

Naszym zadaniem jest pokazac, ze punkt X+Y jest rowny punktowi Y+X.

Powyzej opisane operacje dajg sytuacje gdzie prosta #, jest rownolegta do prostej #; oraz k||
k>, Wiemy tez, ze prosta [/ jest rownolegta do m, bo tak je dobralismy. Zatem na mocy
pierwszego twierdzenia Pappusa mamy p,||p.’. Powolujac si¢ na aksjomat rownoleglosci
prosta p, 1 p,’ to ta sama prosta, ktdra przecina prosta / w jednym punkcie, stad punkt Y+X
jest rowny punktowi X+7Y.

Koniczy to dowod przemienno$ci dodawania.

4.1.4. Laczno$¢ dodawania

Aby pokaza¢ wlasno$¢ lacznosci dla dziatanie dodawania nalezy pokazaé, ze punkt
Z=(A+B)+C jest réwny punktowi A+(B+C)=0Q, gdzie A, B, C to dowolne, rézne punkty
lezace na jednej prostej, powiedzmy /.

Dodajemy punkt 4 i B. W tym celu rzutujemy punkty 4 i O na prosta m réwnolegla do
prostej / 1 r16zng od niej. Nastepnie powstaty punkt 4’ rzutujemy na prosta / w kierunku
wyznaczonym prze punkty O’ 1 B. UzyskaliSmy punkt 4+B. Punkt ten dodajemy do punktu
] 0 A B A+B C B+C 7 C rzutujac go najpierw
- \ 0 na prosta m w kierunku
prostej] OO’ a nastepnie
na prosta / w kierunku
prostej O’C.
W efekcie otrzymujemy
\ punkt Z=(A+B)+C.
er Sytuacj¢ schematycznie
obrazuje rysunek 4.6.

M

Rys.4.6.
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Aby doda¢ punkt B do C rzutujemy B na prosta m w kierunku prostej OO’ i otrzymujemy
punkt B’. Nastepnie punkt ten rzutujemy na prostg / tym razem w kierunku prostej O’C tak
otrzymujemy punkt B+C. Uzyskany punkt dodajemy do punkt 4 rzutujac go na prosta m
w kierunku prostej OO, nastepnie uzyskany punkt (B+C)’ rzutujemy na prostg / w kierunku
prostej O’A. W efekcie otrzymujemy punkt O=A4+(B+C).

Wykonanie powyzszych operacji dodawania punktow stworzyto sytuacje, gdzie mamy proste
parami réwnolegle, mianowicie prosta m||l bo tak wybraliSmy prosta m. Prosta AA’
rownoleglta do prostej BB’ oraz O’B||A’(A+B). Zatem na mocy pierwszego aksjomatu
Pappusa mamy réwnoleglos$¢ prostych O’4 1 B’(A+B).

Stosujac jeszcze raz pierwszy aksjomat Pappusa dla prostych B’(B+C)||(A+B) Z oraz (A+B)
(A+B)’||(B+C)(B+C)’, otrzymujemy rownoleglos¢ prostej B’(A+B) 1 Z(B+C)".

Z rozdziatu trzeciego tej pracy wiemy, ze rownoleglos¢ jest relacja przechodnig, zatem
prosta Z(B+C)’ jest rownolegta rowniez do prostej O A.

Na mocy aksjomatu réwnolegtosci wiemy, ze przez punkt (B+C)’ przechodzi tylko jedna
prosta rownolegta do proste O’A4, zatem punkt Q jest rowny punktowi Z, czyli (4+B)+C=
A+(B+C).

4.2. Mnozenie
By czytelnikowi blizsza byta idea opisanej ponizej definicji mnozenia, przedstawimy jej
uzasadnienie w znanej mu geometrii euklidesowej operujac jej twierdzeniem.
Przypadek, schematycznie zobrazowany za pomocg rysunku 4.7, speilnia zatozenia

twierdzenia Talesa.

Mianowicie, proste / i [, tworzg kat, ktorego ramiona przecinajg proste rownolegle 71 ¢’
wyznaczajac odcinki Of oraz OX, OA, OB. Gdzie dtugos¢ odcinka Ol jest rowna 1.

Zatem na mocy twierdzenia

Talesa prawdziwa jest
) |OoA4|
proporcja: jox] = |0B| - Ten

sam kat przecinajg dwie inne
proste rownolegte s i s’

1 wyznaczaja na prostej / dwa
nowe odcinki OY, OZ. Dla tego

przypadku  prawdziwa jest
o4 oY
rownosé: | 551 = oz -
Podstawiajagc  pierwsze rownanie do drugiego 1 przeksztalcajac  otrzymujemy:
|0z| =|ox]|-|OY|, Zatem OZ jest odcinkiem o dlugo$ci réownej iloczynowi dlugosci
odcinkow OX'1 OY.

Idee ta przenosimy do naszej teorii stosujac zamiast dtugosci odcinka wektory zdefiniowane
na poczatku tego rozdziatu.

Rys. 4.7.
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4.2.1. Definicja mnozenia

Mnozenie punktow, intuicyjnych wektorow x i y ogranicza si¢ do wyznaczenia wektora xy,
czyli punktu Z = X -Y na prostej /. Mozna operacj¢ intuicyjnie rozumie¢ jako przeniesienia
wektora x, tak by jego poczatkiem byl punkt Y a nie O jak do tej pory. W tym celu
wykorzystamy rzut rownolegly punktu na prostag majacg punkt wspdlny z prosta /.

Wyznaczamy prostg /;, przecinajacg prosta / w punkcie O, na nig bedziemy rzutowac. Przez
punkty X i / prowadzimy proste rownolegle odpowiednio ¢, ¢’ (rys. 4.7). Proste te maja
punkty wspolne z prosta /;, A1 B.

Nastepnie rzutujemy punkty 4 i B na prosta /, tak by obrazem punktu 4 byl punkt Y.

Zatem kierunek rzutowania wyznacza prosta s przechodzaca przez punkty 4 i Y. Obrazem
punktu B bedzie poszukiwany punkt Z=X-Y .

4.2.2. Niezalezno$¢ mnozenia od wyboru prostej, na ktérg rzutujemy i kierunku

Wybieramy prosta /> majaca
punkt wspolny O z prostg /,
r6zng od /;.

Na t¢ prosta bedziemy
rzutowa¢ punkty 7 1 X w
kierunku innym niz przy
rzutowaniu na prostg /;.

Nastepnie wedhug
zdefiniowane;j metody
mnozenia przenosimy punkt 4’
1 B’ na prosta /, tak by obrazem
punktu A4’ byt punkt Y.

Naszym celem jest udowodnié, ze Z=Z". Sytuacje¢ schematycznie obrazuje rysunek 4.8.
DOWOD:

Wiemy, ze proste /, [;, [, majg punkt wspolny O 1s3 rozne, oraz t || ¢, r || 7.

Na mocy drugiego aksjomatu Desarguesa prosta a zawierajgca punkty 4, 4’ jest rOwnolegla
do prostej a’ przechodzacej przez
punkty B 1 B, sag rownolegle (patrz
rysunek 4.9.). Poniewaz s||s’ 1 alla’
to prosta p i p’ sa rownolegle
zgodnie z drugim aksjomatem
Desarguesa.

Zatem prosta p’ przecina prosta /
W tym samym punkcie co

prosta s’, punkcie Z.

Tu dochodzimy do sprzecznosci

Rys. 4.9,
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z zalozeniem, ze prosta p’ przecina prostg / w punkcie réznym od Z

4.2.3. Przemienno$¢ mnozenia

Naszym celem jest pokazanie, ze mnozac punkty X i ¥ otrzymujemy ten sam wynik, co przy
mnozeniu punktu Y z punktem X. Czyli, Ze nie ma znaczenia kolejno$¢ rzutowania punktow

na prostg. Zadanie sprowadza si¢ do udowodnienia, ze punkt Z = X -Y jest rowny punktowi
O=Y-X,

Mamy prosta / zawierajaca punkty bedace elementami neutralnymi dodawania i mnozenia,
odpowiednio punkt O, 1. Przez punkt O prowadzimy pomocniczg prostg m, r6zng od /. Na nig
rzutujemy punkty / i X prowadzac dwie, rézne proste rownoleglte, otrzymujemy punkty /’,
X'. Nastepnie rzutujemy je na prosta / w kierunku wyznaczonym przez prosta I’X. Tak
otrzymujemy punkt Z, réwny iloczynowi X -Y . Sytuacj¢ obrazuje rysunek 4.10.

Punkt Q wyznaczamy rzutujac na prosta punkt ¥ w kierunku prostej /I°. Otrzymany punkt Y’
rzutujemy na prostg / w kierunku wyznaczonym przez prostg /'X. Uzyskany punkt jest rowny

Y- X

Powyzej opisane operacje mnozenia
daja sytuacje, w ktorej wyrdzniamy
parami rownolegle proste: I'Y||X°Q
oraz X'’X||Y’Y. W tym przypadku
mozemy skorzysta¢ z drugiego
aksjomatu Pappusa na mocy, ktdrego
wiemy, ze prosta /'X jest rownolegta
do prostej Y'Q. Zgodnie
z aksjomatem rdéwnoleglosci przez
X-y=7 punkt nie nalezacy do prostej
przechodzi doktadnie jedna prosta
Rys. 4.10, rownolegla, zatem prosta Y'Z jest
rowna prostej] Y'Q a tym samym punkt Q jest rowny punktowi Z. Pokazujac réwnos¢
punktow, udowodniliSmy réwnanie Y-X=X-Y a to konczy dowodd przemiennosci
mnozenia.
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ROZDZIAL S

Izomorficznos¢ cial na dwoch osiach

W rozdziale tym pokazemy, ze dwie proste — ciala, przecinajace si¢ w jednym punkcie O —osie -
sg izomorficzne. Czyli istnieje odwzorowanie jednej prostej w druga bedace izomorfizmem.
Przez izomorfizm na przyktad ciala K na cialo K’ rozumiemy takie odwzorowanie wzajemnie
jednoznaczne K na K, ktore zachowuje dziatania w ciatach.

Pokazemy, Ze istnieje takie odwzorowanie jednej prostej na druga oraz jest bijekcja 1 zachowuje
dzialania.

l2/
5. 1. Odwzorowanie < Jl,-"f
Mamy dany uktad wspotrzednych z osiami /; i \ ,.-f
0 wspolnym punkcie O. \ .-’I
Na kazdej prostej wyrdzniony jest punkt I, jako \ /
element neutralny mnozenia. /
Jak pokazaliSmy w poprzednim rozdziale prosta jest \ J,"'
cialem z dziataniami mnozenia i dodawania. /
I
N\
Nasze poszukiwane odwzorowanie I1, bedzie .{ i
rzutem rownoleglym (zdefiniowanym w punkcie /0 I}V

3.3 tej pracy) wszystkich punktéw ze zbioru, jakim /
jest jedna prosta na druga prosta w kierunku prostej
s. Natomiast prosta s jest jednoznacznie
wyznaczona przez dwa punkty lezace na réznych Rys. 5.1.
osiach, sa to elementy neutralne mnozenia punkty ’

1,1 .. Sytuacj¢ schematycznie przedstawia rysunek 5.1.

5.2. Przeksztalcenie I1 jest izomorfizmem

Aby odwzorowanie bylo izomorfizmem musi spelnia¢ dwa warunki. Jest wzajemnie
jednoznaczne i zachowuje dziatania.

Odwzorowania jest wzajemnie jednoznaczne (bijekcja), gdy jest roznowarto$ciowe oraz
»NA” jednocze$nie. Ze tak jest pokazaliSmy w punkcie 3.4.3 tej pracy.
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Pokazemy, ze odwzorowanie I zachowuje oba dziatania, mnozenie i dodawanie.

Mamy dwa dowolne, r6zne punkty nalezace do osi /;, X; 1 Y;. Punkty X1 Y- lezace na proste;j
[, sa obrazami punktéw odpowiednio X; i Y, uzyskanymi przez odwzorowanie 1T,
zdefiniowane w punkcie 5.1.

5.2.1. Odwzorowanie Il zachowuje dodawanie

Naszym zadaniem jest pokaza¢, ze odwzorowanie Il zachowuje dodawanie, czyli ze
prawdziwa jest rOwWnos¢ (X +Y)=1T1(Xx)+11(Y). Sytuacja sprowadza si¢ do
udowodnienia, ze punkt X> +Y; jest obrazem punktu X; +Y; przez odwzorowanie 1T .

Pokazemy prawdziwos$¢ rownania: X, +Y>=X; +Y;

DOWOD I
Przez punkt X; prowadzimy prosta 4,
rownolegta do osi /.. Podobnie przez
punkt Y, prowadzimy prosta /4, taka, ze
ho||l;. Proste h;, h, przecinaja si¢
w punkcie C.

Przez ten punkt prowadzimy prosta k;
rownolegla do prostej A Sytuacje
obrazuje schematycznie rysunek 5.2.

Prosta k; przecina obie osie.
Zauwazmy, ze, b||h; oraz k||ks, czyli
zgodnie z definicja dodawania punkt 3
przecigcia prostej k; z osig [, jest . ki k.
wynikiem dodawania Y, +X.

Rys. 5.2.

Natomiast punkt przecigcia prostej ks z osig I, to X>+Y,, gdyz [j||h: 1 ki||ks. W rozdziale
czwartym tej pracy pokazaliSmy, ze dzialanie dodawania jest przemienne w ciele K. Zatem
punkt Y;,+X; jest rowny punktowi X;+Y;. Natomiast z faktu, Ze prosta k; jest rOwnolegta do &
wynika, ze obrazem punktu X;+Y; przez przeksztalcenie 11 jest punkt X>+Y,

To konczy dowdd prawdziwosci rownania (X +Y)=T1(X)+T11(Y).

5.2.2. Odwzorowanie Il zachowuje mnozenie

Mnozac punkty X; i Y; otrzymujemy punkt
(X,Y,), rzutujac go na prostg ¢ uzyskujemy
punkt (AX 2 Y. 2).

Z kolei mnozac punkty X 1 Y, uzyskujemy
punkt (AX 2 Y. 2) ’,

Musimy pokaza¢, ze punkt (X>Y,) jest rowny
punktowi (X>Y>)’. Sytuacje schematycznie
obrazuje rysunek 5.3.

Przez punkt O prowadzimy pomocnicza
prosta I Na tej prostej wybieramy dowolny
punkt A, przez ten punkt i punkt 7,
prowadzimy prostag 7, to bedzie kierunek
rzutowania zgodnie z definicja mnozenia.
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Prosta r, przechodzaca przez punkt
X, jest rownolegla do r; 1 przecina
prosta / w punkcie B.

Prosta ¢, zawiera punkty A4 1 I,
natomiast prosta ¢, przechodzi przez
punkty B 1 X, schematycznie
obrazuje to rysunek 5.4.

Mamy sytuacje gdzie r; || 215 || s/,
zatem na mocy drugiego aksjomatu
Desarguesa proste ¢ 1 £ sa

rownolegte.
| : | \“a E]"z \\
N8 31 \El
Rys. 5.4. Przez punkty 4, Y, prowadzimy

prosta k;, natomiast przez punkt B
prosta k, rownolegta do k,. Prosta ta przetnie prosta » w punkcie X;Y,. Przez punkty 4 1 1>
prowadzimy prostg 4, przez punkt B prowadzimy prosta rownolegla do 4, nazwijmy ja h..
Prosta 4, i r przecinaja si¢ w jednym punkcie (X>Y>)’ (sytuacj¢ schematycznie obrazuje
rysunek 5.5).

W efekcie mamy sytuacje, gdzie h: .
prosta 4; jest rownolegla do A, ki||k: XaY3)
i proste z tym samym indeksem maja Y

wspolne punkty odpowiednio 4 1 B
nalezace do prostej /. Zatem na mocy
drugiego aksjomaty  Desarguesa
prosta s, jest rownolegta do
prostej s.

Natomiast zgodnie z aksjomatem
rownolegtosci przez punkt nie lezacy
na prostej s, w naszym przypadku
punkt X;Y, przechodzi tylko jedna
prosta rownolegta do proste;j s.

Czyli obrazem punktu X;Y, przez
odwzorowanie I jest punkt (X,Y5)’
rowny punktowi X,Y>

Rys. 5.5.

Zatem punkty (X>Y>)' 1 (X>Y;) to ten sam punkt. Wraz z tym faktem pokazaliSmy, ze
odwzorowanie Il zachowuje dziatanie mnozenia.
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ROZDZIAL 6

Rownania prostych

Pokazemy, ze proste w uzyskanym uktadzie wspotrzednych zadane sg liniowymi réwnaniami.
Z faktu tego wynika izomorficzno$ci dowolnej ptaszczyzny afinicznej z modelem K°.

Pierwsza czg$¢ rozdzialu zawiera dowod lematu, ktorego tres¢ jest podstawa do wyprowadzenia
rownan prostych w danym uktadzie wspotrzednych.

6.1. Lemat

Mamy dane dwie proste /; 1 [; majace jeden punkt wspdlny, punkt O. Sytuacje schematycznie
przedstawia rysunek 6.1. Dla punktow X, ¥; (réznych od O) nalezacych do osi /; oraz X>1 1>

lezacych na osi /> (r6znych od punktu O) L/
prawdziwa jest zdanie: \ P /

,.f"
LEMAT 2 ¥:
Istnieje C nalezgce do ciata K takie, \ f,f'f
ze V,=X,-C oraz Y,=X,-C & Y.X)| X’\!’ \
Y,Y>. N\ \

I:
Aby udowodni¢ prawdziwo$¢ tego lematu, f,/ \\ \\ L
musimy pokaza¢ wynikanie w obie strony. — %@ i \
A0 I X \ ¥, \
Vi
Rys. 6.1.

6.1.1. Dowod implikacji w jedng strong (<)

Zakladamy, ze proste zawierajace punkty X;, X, jest rownolegla do prostej przechodzacej
przez punkty Y; i Y. Teza, do ktorej dazy¢ bedziemy w dowodzie brzmi:

dC e K takie,ze ¥, = X,-Coraz ¥, =X, -C.
Mamy dany uklad osi /; 1 /; z punktami nalezacymi do odpowiednich osi zgodnie
z powyzszym opisem. Na osiach s wyroznione punkty /; oraz I, — elementy neutralne

mnozenia. Zgodnie z zatozeniem prosta k; przechodzaca przez punkty X;, X> jest rGwnolegla
do prostej k, zawierajacej punkty Y;, Yo.
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Przez punkt O prowadzimy prosta / r6zng od

obu osi. Prosta ta przecina k; i k, w punktach

1}'3 odpowiednio 4 1 B, patrz schematyczny

4 rysunek 6.2. Punkt B rzutujemy na o$ /; w

kierunku prostej zawierajacej punkty [, 1 A.

\. Obrazem punktu B przez takie przeksztatcenie
jest punkt C; lezacy na prostej /;.

—F
AN
N
\
e

Rys. 6.2,

Prosta wyznaczona przez punkty 7, I, bedzie kierunkiem rzutowania punktu C; na o$ /.
Obrazem tego punktu jest C, Sytuacje przedstawia schematyczny rysunek 6.3. Mamy
sytuacja gdzie prosta /;4 jest réwnolegly do prostej C,B oraz I,15||C;C,. Zatem na mocy
drugiego aksjomatu Desarguesa prosta />4 jest rownolegla do prostej C.B.

Zgodnie z definicja mnozenia punkt Y jest ke Ly
wynikiem mnozenia punktow X; i C,, czyli '
Y, =X, -C,. Natomiast punkt Y; to iloczyn
punktow X; 1 Cj, zatem Y, = X, - C,.

Zauwazmy, ze odwzorowanie, ktore przek-
sztatca element neutralny mnozenia nalezacy
do jednej osi na element neutralny mnozenia
na drugiej osi to odwzorowanie Il z roz-
dzialu 5 tej pracy. O przeksztatceniu tym
wiemy, ze izomorfizmem jednej osi w druga
1 przyporzadkowuje punktom =ze zbioru,
jakim jest prosta [/, te same elementy
nalezace do zbioru /. Rys. 6.3.

Zatem punkt C; jest rowny punktowi C,, czyli ¥, = X, -C,oraz Y, = X, -C, Doszlismy do
naszej tezy, to konczy dowod implikacji.

6.1.2. Dowod implikacji w drugg strong (=)

Zaktadamy, ze prawdziwa jest réwnos¢ dla C nalezacego do ciala K: Y, = X, -Coraz
Y, =X,-C. Musimy pokaza¢, ze prosta k; zawierajace punkty X, X> jest rownolegla do
prostej k; przechodzacej przez punkty Y, i Y.. Teza, ktdrej bedziemy dowodzi¢ brzmi: &, || £

Mamy dany ten sam, co w poprzednim podpunkcie, uktad osi /; i /; z punktami nalezacymi
do odpowiednich osi zgodnie z powyzszym opisem. Na osiach sg wyrodznione punkty /; oraz
I, — elementy neutralne mnozenia. Zgodnie z zatozeniem punkt ¥, = X, -Coraz ¥, = X, -C.
Zatem punkt Y, jest iloczynem punktu X; i C; natomiast punkt Y, to wynik mnozenia
punktow X> i C,, gdzie punkt C; jest rowny punktowi C, przez odwzorowanie I1 .
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Dla dowodu przez punkt O prowadzimy
prosta /, r6zng od obu osi uktadu. Na prostej
wybieramy dowolny punkt 4 rézny od O.
Nastepnie rzutujemy punkt C; na prostg / 2
w kierunku prostej A/;,, Obrazem punktu C; : -
przez to przeksztalcenie jest punkt B na
prostej [ Sytuacje¢ schematycznie ilustruje I:
rysunek 6.4. Zgodnie z definicja mnozenia P
rzutujemy punkt B na os /; w kierunku prostej

AX;. Obraz punktu B to punkt ¥, = X, - C,. /0
Mamy sytuacje gdzie prosta A, jest
rownolegta do prostej BC, oraz I, || C,C;

(wiemy, ze C,=C;). Korzystajac z drugiego

aksjomatu Desarguesa wiemy, ze prosta />4 jest rownolegta do prostej C.B.

Rys. 6.4,

Dalej postepujemy zgodnie z definicjg
mnozenia, czyli rzutujemy punkt B na o§ I, w
kierunku prostej przechodzacej prze punkty
A 1 Xo. Obrazem punktu B przez takie
przeksztatcenie jest punkt Y, =X, -C,.
1 Sytuacja schematycznie jest zilustrowana na
rysunku 6.5.
Powstaly nam parami réwnolegle proste,
mianowicie X;A4||Y,;B oraz X;A||Y.B. Zatem
na mocy drugiego aksjomatu Desarguesa

I prosta k; jest rownolegla do prostej k..

Yi=Xr

Rys. 6.5,

Ten wniosek konczy dowdd implikacji w druga strong. Tym samym, dowodzac obu
implikacji udowodnilismy LEMAT 2.

6.2. Réwnania prostych

Dany jest uktad wspotrzednych z osiami /; 1 [; przecinajacymi si¢ w punkcie O. Na osiach sg
wyr6znione punkt odpowiednio 7, i I, bedace elementami neutralnymi mnozenia. Proste
w tym uktadzie wspotrzednych mozemy podzieli¢ na dwie grupy ze wzgledu na potozenie.
W pierwszym przypadku proste beda zawiera¢ punkt O wspdlny dla obu osi, natomiast
w drugim przypadku prosta ma punkt wspolny z osig, r6zny od punktu O. Naszym celem jest
znalez¢ roéwnania tych prostych.
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6.2.1. Rownanie prostej przechodzaca przez punkt O
W tym punkcie pracy udowodnimy prawdziwos$¢ ponizszego lematu.

LEMAT3
Proste przechodzgce przez punkt O, rozne od osi [, majqg rownania postaci Y =C- X .

DOWOD
Przez punkt O prowadzimy dowolng prosta / r6zng od osi. Na prostej znajdujemy punkt 4,
ktérego pierwsza wspotrzgdng bedzie punkt /;,, w tym celu prowadzimy prosta a; rownolegta
do osi /.. Prowadzac prosta a, przez punkt A, taka, ze a-||/;, wyznaczamy drugg wspotrzedna
punkt A4, punkt C. Wybieramy dowolny punkt lezacy na prostej /, nazwijmy go B.
Prowadzimy prosta b,||/;, punkt przecigcia z osig [, wyznacza pierwszg wspotrzedng X
punktu B. Podobnie druga wspotrzedna, to
punkt przecigcia prostej b.||/> z osig /;, jest nig
punkt Y. Sytuacj¢ schematycznie przedstawia
rysunek 6.6.

Mamy sytuacje gdzie prosta a; jest rownolegta
do prostej b, oraz a||b,. Zatem na mocy
drugiego aksjomatu Desarguesa prosta k; jest
rownolegta do prostej 4.

Na mocy LEMATU 3 istnieje D, element ciata
K taki, ze Y =C-Xoraz X =1,-D. Poniewaz
punkt /; jest elementem neutralnym mnozenia,
zatem drugie rownanie sprowadza si¢ do
takiej  rownosci: X=I1,-D= D. a, b,/ Rys 6.6.
Po przeksztalceniu pierwszego rownania :

mamy: ¥ =C-X.

Zatem dowolna prosta przechodzaca przez punkt O wyraza si¢ réwnaniem Y =C-X. To
konczy dowod lematu.

6.2.2. Réwnanie prostej nie przechodzacej przez punkt O’ # O

Dany jest uklad wspotrzednych z osiami /; i /; przecinajacymi si¢ w punkcie O. Na osiach
wyréznione sg odpowiednio punkty /; 1 I, — elementy neutralne mnozenia. Taki uktad
bedziemy nazywa¢ OI,l.. W tym uktadzie dowolny punkt X be¢dzie miat wspolrzgdne
(XI,' Xz)

Dana jest prosta / przecinajaca o$ /; w punkcie O’ r6znym od punktu O.

Rozwaza¢ bedziemy drugi uktad wspotrzednych O’I;’L°, gdzie o$ [, to prosta réwnolegta do
[, przecinajaca o$ /; w punkcie O’. Natomiast o§ /,” to ta sama prosta, co /,. Punkt 1.’ jest
obrazem punktu /> otrzymanego przez rzutowanie poziome w kierunku osi /; na prostg
[’ Jest on elementem neutralnym mnozenia nowej osi /,’. Natomiast punkt /;,” otrzymujemy
prze podwdjne ,,przeniesienie” punktu /,, najpierw na prostg 2 w kierunku osi /> a nastgpnie
na o$ /;” tym razem w kierunku prostej /0. Punkt /,” jest elementem neutralnym mnozenia
nalezacym do osi /;’. Sytuacj¢ schematycznie obrazuje rysunek 6.7.

Nasz punkt X w nowym uktadzie ma wspotrzedne (X;’; X2').
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I’

Mamy tu do czynienia z naturalnym

utozsamieniem ciata, jakie tworza

drugie wspoétrzedne na osi /> - K(1,, O,

I;) z cialem nowych wspolrzednych -

K(,’, O’, I,’). Dokonujemy go przez

przeksztalcenie O , ktore jest pozio- b L H
mym rzutem punktdw na prostg />’
w kierunku osi /,. I
Przy utozsamieniu przez O drugich
wspotrzednych w  uktadzie Ol

z wspotrzednymi w uktadzie O’I;’[;’ mamy X>=X>".

Natomiast naturalnego utozsamienia ciata K(I,, O, I;) z ciatem K(l,’, O’, I,’) dokonujemy
przez przeksztalcenie 7T, bedace ,,podwodjnym” przeniesieniem. Przy tym utoZsamieniu
pierwszych wspotrzednych w ukladzie OI,l, z wspdhrzednymi w uktadzie O’I;’," mamy
Xi=X,"+0".

Zatem obrazem punktu X o wspotrzednych (X;’;X>’) w uktadzie O’I,’[,’ w starym ukladzie
ma wspotrzedne (X;'+O ;1 X>).

W nowym ukladzie wspotrzednych prosta / przechodzi przez punkt przecigcia osi, zatem
sprowadza si¢ to do przypadku rozpatrywanego w punkcie 6.2.1. tej pracy. Czyli rOwnanie

opisujace prosta / w uktadzie O’I,’,” jest nastepujace: X, =C-X, gdzie C € K . Wyrazmy to
réwnanie we wspohrzednych uktadu OLL : X, =C-(X, -0)=C-X,-C-O . Poniewaz C i
O’ naleza do ciala K, zatem ich iloczyn tez jest elementem ciala, zatem rownanie prostej
sprowadza si¢ do postaci: X, =C-X, +Bgdzie Ce Ki BeK .

Pokazalismy, Ze nie istnieja inne modele ptaszczyzny afinicznej od tych przedstawionych
w rozdziale drugim tej pracy.
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