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WSTEP

Niniejsza praca traktuje o elementarnej plaskiej geometrii rzutowej. Celem pracy jest
wyprowadzenie podstawowych wtasnos$ci aksjomatycznej teorii plaskiej geometrii
rzutowej w oparciu o przyjete aksjomaty oraz wskazanie zwigzku ptaskiej geometrii
rzutowej z teorig ptaskiej geometrii afiniczne;j.

Praca kierowana jest do Czytelnikéw chcacych zapoznac sie z aksjomatycznym ujeciem
ptaskiej geometrii rzutowej, jak réwniez do zainteresowanych réznymi teoriami
geometrii. Zostala ona napisana w sposdb elementarny, z mys$lg o szerokim gronie
Czytelnikéw, tak aby mozliwym bylo zapoznanie sie z jej tre$cia bez uprzedniego
studiowania prac poswieconych geometrii rzutowej czy innej dziedziny matematyki.
Wszystkie potrzebne definicje czy twierdzenia spoza geometrii rzutowej uzywane
w rozwazaniach sg podane bezposrednio w tekScie lub zaopatrzone w odwotanie
do odpowiedniej literatury.

Tekst zostat podzielony na cztery rozdziaty. W Rozdziale 1 zapoznajemy Czytelnika
ze sposobem konstruowania teorii aksjomatycznej, a takze podajemy aksjomaty
i podstawowe pojecia teorii ptaskiej geometrii rzutowej. Kolejny rozdziat poswiecony
jest oméwieniu wybranych modeli reprezentujacych teorie ptaskiej geometrii rzutowej.
Rozdzial 3 zawiera wyprowadzenie podstawowych wlasnosci ptaszczyzn rzutowych,
w szczegbdlnosci faktéw dotyczacych skonczonych ptaszczyzn rzutowych. Ostatni
rozdzial wskazuje na powigzanie teorii ptaskiej geometrii rzutowej z teorig plaskiej
geometrii afiniczne;j.

Czytelnikéw zainteresowanych zagadnieniami poruszanymi w tej pracy zachecamy do
zapoznania sie z pozycjami wskazanymi w bibliografii.

Autorka pracy sktada szczegdlne podziekowania opiekunowi pracy Profesorowi.
Jackowi Swiagtkowskiego, za okazang cierpliwo$¢ i wszelkg pomoc podczas tworzenia
niniejszej pracy.



1 AKSJOMATYKA PLASKIE] GEOMETRII RZUTOWE]

Przed rozpoczeciem procesu konstruowania teorii plaskiej geometrii rzutowej
wyodrebnijmy kilka intuicyjnie zrozumialych poje¢ teorii, za pomocg ktérych
zbudujemy kolejne definicje. Okreslenia te uznamy za naturalne dla teorii ptaskie]
geometrii rzutowej, a postugiwac sie nimi bedziemy bez wyjasnienia ich znaczenia.
Pojecia te nazwiemy pojeciami pierwotnymi.

Podobnie postapimy ze stwierdzeni dotyczacymi plaskiej geometrii rzutowej, ktdre
wydaja nam sie oczywiste — te stwierdzenia przyjmiemy za pewniki 1 nazwiemy
aksjomatami. Aksjomaty uznajemy za prawdziwe bez zadnych dowodéw. Bedziemy sie
nimi postugiwali dowodzac prawdziwosci twierdzen plaskiej geometrii rzutowej.

Dalsze definicje i twierdzenia bedziemy tworzyli i dowodzili tylko za pornocg
aksjomatéw i poje¢ pierwotnych, a takze definicji i twierdzen juz wyprowadzonych
czy udowodnionych.

1.1 PODSTAWOWE POJECIA GEOMETRII RZUTOWE]
Da poje¢ pierwotnych plaskiej geometrii rzutowej naleza:

1) punkty rzutowe,
oznaczane wielkimi literami alfabetu tacinskiego: 4, B,C, D, ...

2) proste rzutowe,
oznaczane malymi literami alfabetu facinskiego: a, b, ¢, d, ...

3) incydencja punktéw i prostych rzutowych, czyli relacja pomiedzy punktami A4, B, ...
oraz prostymi a,b, .., ktéra dla pewnych par (4, a) zachodzi, za$ dla innych nie
zachodzi.

1.1.1 UWAGA

Na opisanie relacji incydencji zachodzacej pomiedzy punktem A4 i prosty a bedziemy
uzywali réwnowaznych okreslen: punkt A jest incydenty z prosta a / prosta a jest
incydentna z punktem A / punkt 4 lezy na prostej a / prosta a przechodzi przez punkt A.
Jesli dwie rézne proste p i q s3 w incydencji z punktem P, to powiemy, Ze proste pig
przecinajg sie¢ w punkcie P, a punkt P jest punktem przecigcia lub punktem wspélnym
tych prostych. Jesli prosta p jest w incydencji z dwoma réznymi punktami A i B,
to powiemy, Ze p fgczy Ai B.

1.1.2 DEFINICJA

Zbiér wszystkich prostych rzutowych, ktére sa w incydencji z pewnym ustalonym
punktem rzutowym A nazywamy pekiem i oznaczamy przez A’. Proste nalezgce
do jednego peku nazywamy wspdipekowymi.

1.1.3 DEFINICJA

Zbiér wszystkich punktéw rzutowych, ktére s w incydencji z pewng ustalong prosta
rzutowa p nazywamy faricuchem i oznaczamy przez p*. Punkty nalezace do jednego
tancucha nazywamy wspétliniowymi.



1.2 AKSJOMATY PLASKIE] GEOMETRII RZUTOWE]

Do aksjomatéw ptlaskiej geometrii rzutowej naleza nastepujgce stwierdzenia:
AR1: Przez kazde dwa rézne punkty przechodzi doktadnie jedna prosta.
AR2: Kazde dwie rézne proste przecinajg sie doktadnie w jednym punkcie.
AR3: Istniejq cztery rézne punkty, z ktérych zadne trzy nie sq wspétliniowe.

Chciatoby sie, aby zbior aksjomatéw danej teorii nie zawierat stwierdzen zbednych,
czyli takich, ktore datoby sie udowodni¢ za pomoca pozostatych aksjomatéw. Ponadto
sensownos$¢ konstruowane;j teorii podwazatoby istnienie dwéch wzajemnie sprzecznych
stwierdzenn w danej teorii. Dlatego postulowana jest niezalezno$¢ i niesprzecznos¢
zbioru aksjomatow, a tym samym niesprzeczno$¢ teorii na nich zbudowane;j.

NIEZALEZNOSC AKSJOMATOW

1.2.1 DEFINICJA

a) Aksjomat cA; nalezagcy do zbioru aksjomatéw  {A4, Ay, ..., A,} nazywamy
niezaleznym od aksjomatéw ze zbioru {Ay, A,, ..., A} \{A;}, jesli aksjomatu A; nie
mozna ani udowodnié, ani obali¢ za pomocg aksjomatéw z {A;, A, ..., A} \{A;}-

b) Uktad aksjomatow A, A,, ..., A, nazywamy niezaleznym, jesli kazdy aksjomat A;
tego uktadu jest niezalezny od pozostatych.

1.2.2 UWAGA

W celu uzasadnienia wlasno$ci tworéw czy twierdzen teorii, a wiec takze stwierdzen
na temat aksjomatéw, przewaznie postugujemy sie zbiorami obiektéw reprezentujacych
pojecia pierwotne teorii. Obiekty te tworzg pewne konfiguracje, w ktérych okresla sie
relacje incydencji.

1.2.3 FAKT
Uktad aksjomatéw AR1, AR2, AR3 ptaskiej geometrii rzutowej jest niezalezny.
DOWOD:

Zauwazmy najpierw, ze gdyby np. AR1 byl zalezny od AR2 i AR3, to wszystkie
konfiguracje obiektéw reprezentujgcych punkty i proste rzutowe z okreslong relacja
incydencji, speiniajgce AR2 i AR3, albo zawsze spehmialyby AR1 (gdyby AR1 byt logiczna
konsekwencjg aksjomatow ARZ i AR3), albo zawsze nie spetniatyby AR1 (gdyby
zaprzeczenie AR1 bylo logiczng konsekwencjg AR2 i AR3).

Pokazemy zatem, Ze istniejg zaréwno konfiguracje, w ktérych zachodza tylko dwa
sposrod aksjomatéw AR1, AR2, AR3, a trzeci nie, jak i konfiguracje spelniajgce wszystkie
trzy aksjomaty.

1°Konfiguracja nie spetniajgca AR1 (AR1 nie wynika z ARZ i AR3)

Rozpatrzmy konfiguracje jak na Rysunku 1.1, w ktérej punkty rzutowe
reprezentowane sg przez punkty 4,B,C,D,E,F, natomiast proste rzutowe - przez
odcinki a, b, ¢, d, za$ relacja incydencji jest okreS§lona jak na zwyktej plaszczyznie
euklidesowe;j.



Rysunek 1.1

W konfiguracji tej:

= AR1 nie jest speiniony, gdyz np. przez punkty A i B nie przechodzi zadna prosta
rzutowa.

» AR2 jest spetniony, gdyz jedynymi punktami przeciecia dla danych par prostych
rzutowych to: dla ai b punkt C, dla ai c punkt D, dla a i d punkt 4, dla b i ¢ punkt B,
dlabid punktE, dlacid punktF.

= AR3 jest spetniony, bo istnieje czwérka punktéw, np. 4, B, D, E, z ktorych zadne trzy
nie sa wspotliniowe.

2° Konfiguracja nie spetniajgca AR2 (AR2 nie wynika z AR1i AR3)

Rozpatrzmy konfiguracje jak na Rysunku 1.2, w ktérej punktami rzutowymi sg
punkty A4,B,C,D, a prostymi rzutowymi - odcinki a,b,c,d,e,f, natomiast relacja
incydencji jest okre$lona jak na ptaszczyznie euklidesowe;j.

C
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Rysunek 1.2

W konfiguracji tej:

» AR1 jest spetniony, gdyz jedynymi prostymi przechodzgcymi przez dane dwa punkty
to: dla punktéw A i B prosta rzutowa a, dla Ai C prosta c,dla Ai D prostad,dlaBiC
prosta b, dla BiD prosta e orazdla CiD prosta f.

= ARZ2 nie jest speiniony, poniewaz proste rzutowe a i f nie przecinajg sie w zadnym
punkcie.

" AR3 jest spetniony, gdyz istnieje czwdrka punktéow A, B,C, D, z ktorych zadne trzy
nie sg wspdétliniowe.



3° Konfiguracja nie spetniajgca AR3 (AR3 nie wynika z AR11 AR2)

Rozpatrzmy konfiguracje jak na Rysunku 1.3, utworzong z punktéw rzutowych
reprezentowanych przez punkty A,B,C oraz prostych rzutowych reprezentowanych
przez odcinki a, b, c.

Rysunek 1.3

W tej konfiguracji:

= ARI1 jest spetniony, gdyz jedynymi prostymi przechodzgcymi przez dane dwa punkty
to dla punktéw A i B prosta a,dla A1 C prosta ¢, dla B i C prosta b.

= AR2 jest spetniony, gdyz jedyne punkty przeciecia danych par prostych to dla a i b:
punkt B, aic:punkt 4, b i c: punkt C

= AR3 nie jest spelniony. W konfiguracji wystepuja jedynie 3 rézne punkty rzutowe,
zatem nie moze istnie¢ czwérka punktéw, z ktérych zadne trzy nie sg wspétliniowe.

PokazaliSmy, ze zaden z AR1, AR2, AR3 nie wynika z pozostatych aksjomatow.

Ostatnim krokiem dowodu jest wskazanie konfiguracji, w ktérej speinione sa
wszystkie trzy aksjomaty, co uzasadni, dlaczego zaprzeczenie zadnego z aksjomatow nie
wynika z pozostatych pewnikéw. Takie konfiguracje wskazemy w Rozdziale 2.

NIESPRZECZNOSC AKSJOMATOW

1.2.4 DEFINICJA

Teoria aksjomatyczna jest niesprzeczna je$li nie jest mozliwym udowodnienie pewnego
stwierdzenia S i jednocze$nie jego obalenia (tzn. udowodnienia prawdziwos$ci jego
zaprzeczenia).

Gdyby mozliwym bylo wyprowadzenie pewnego stwierdzenia S z aksjomatow
i jednoczeénie jego obalenia, to nie istniataby zadna konfiguracja punktéw i prostych
rzutowych spehiajgca wszystkie aksjomaty, gdyz dla tej konfiguracji zaréwno
stwierdzenie S, jak i jego zaprzeczenie musialoby by¢ spetnione, co jest niemozliwe.
W Rozdziale 2 podamy przyktady konfiguracji teorii ptaskiej geometrii rzutowej
spelniajgce wszystkie sposrdd aksjomatéw AR1, AR2 i AR3, co automatycznie pokaze
niesprzeczno$¢ podanego zbioru pewnikow.



2 MODELE PLASKIE] GEOMETRII RZUTOWE]

Do tej pory poshugiwaliSmy sie konfiguracjami punktéow i prostych na plaszczyznie
z relacja incydencji okre$long jak na plaszczyznie euklidesowej. Obiekty w tych
konfiguracjach reprezentowaty pojecia pierwotne ptaskiej geometrii rzutowej, jednak
w konfiguracjach tych nie byly spelnione wszystkie aksjomaty teorii. W tym rozdziale
przypatrzymy si¢ konfiguracjom, ktére w peki realizuja system aksjomatyczny ptaskiej
geometrii rzutowej, czyli stanowia szczegbélne modele teorii ptaskiej geometrii rzutowej.

2.1 DEFINICJA
Modelem teorii nazywamy matematycznie opisany system, w ktérym pojeciom teorii
przypisuje sie konkretne obiekty matematyczne.

PRZYKELAD. Powszechnie znanym modelem dwuwymiarowej geometrii euklidesowej
jest ptaszczyzna z prostokatnym uktadem wspétrzednych, ktéry wykorzystuje narzedzia
algebry i analizy matematycznej do badania wlasnosci geometrycznych figur.

PRZYKEAD. Zbiory punktéw i odcinkéw na Rysunkach 1.1, 1.2 i 1.3 s3 modelami teorii
pltaskiej geometrii rzutowej.

2.2 DEFINICJA
Modele ptaskiej geometrii rzutowej, w ktérych spemione sg aksjomaty AR1, AR2 i AR3,
nazwiemy plaszczyznami rzutowymi.

W niniejszej czesSci pracy przyjrzymy sie wybranym modelom reprezentujgcym
ptaszczyzny rzutowe.

2.1 STANDARDOWA PLASZCZYZNA RZUTOWA

Rozpatrzmy ptaszczyzne euklidesowa 7 wraz z punktami i prostymi do niej
nalezgcymi. Z witasnosci geometrii euklidesowej wynika, ze przez kazde dwa punkty
na ptaszczyinie przechodzi doktadnie jedna prosta (czyli AR1 jest spelniony) i mozna
wskaza¢ 4 punkty, z ktérych zadne trzy nie sg wspétliniowe (czyli spelniony jest AR3).
Na plaszczyznie 7 nie jest jednak spelniony AR2 z uwagi na nieprzecinajgce sie proste
rownolegle. Zauwazmy, Ze proste takie maja wspdlny kierunek, kbdry mozemy
potraktowac jako nowy punkt. Pokazemy, ze tak zmodyfikowana plaszczyzna jest
ptaszczyzna rzutowa. Nazwiemy ja standardowq ptaszczyznqg rzutowg.

PODSTAWOWE POJECIA STANDARDOWE] PLASZCZYZNY RZUTOWE]
Pojecia pierwotne w standardowej ptaszczyznie rzutowej zinterpretujemy nastepujaco:

1) Punktami rzutowymi nazwiemy:
a) punkty wlasciwe, czyli punkty ptaszczyzny 7; ozn. A, B, C, ...
b) punkty niewtasciwe lub punkty w nieskoriczonosci, czyli kierunki prostych
na plaszczyznie  ; kierunki prostych a, b, ¢, ... 0zn. odpowiednio przez (@), (b), (¢), ...

2) Prostymi rzutowymi nazwiemy:
a) proste wilasciwe, czyli proste na plaszczyznie m z dolgczemym kierunkiem;
ozn. a, b,c, ...



b) prostg niewtasciwg, czyli prostg sktadajaca sie ze wszystkich kierunkéw prostych
na plaszczyznie 7; 0zn. Pco.

3) Powiemy, Ze na plaszczyznie rzutowe;j:
a) punkt wtadciwy A i prosta wtasciwa a sg w incydencji & punkt A lezy na prostej a
w zwyktym sensie na plaszczyznie euklidesowej T,
b) punkt niewtasciwy (a) i prosta wiasciwa p sa w incydencji & prosta p ma
kierunek prostej a.

2.1.1 UWAGA

Prosta wtasciwa a sklada sie ze wszystkich punktéw wlasciwych, jakie nalezaty
do oryginalnej prostej a na ptaszczyZnie 7 i z nowego punktu bedacego kierunkiem (a)
tej prostej na ptaszczyznie euklidesowej. Do prostej niewtasciwej Poo nie nalezy zaden
punkt wiasciwy.

SPEENIANIE AKSJOMATOW W STANDARDOWE] PLASZCZYZNIE RZUTOWE]

2.1.2 FAKT
W standardowej ptaszczyznie rzutowej sq spetnione aksjomaty ptaskiej geometrii
rzutowey.

DOWOD:
= SPELNIANIE AR1

W standardowej ptaszczyZnie rzutowej prosta moze tgczy¢ dwa punkty réznego
rodzaju - wiasciwe i niewtasciwe, dlatego rozwazymy trzy mozliwe przypadki, kiedy
prosta przechodzi przez:

1° dwa rézne punkty wtasciwe A i B

Na ptaszczyznie euklidesowej m przez kazde dwa rézne punkty A i B przechodzi
doktadnie jedna prosta p. Po dodaniu do ptaszczyzny 7 nowych punktéw
w nieskoniczonosci, czyli kierunkéw prostych, relacja miedzy punktami i prostymi
wiadciwymi nie zmienia sie, tzn. prosta p wciaz tgczy punkty A i B. Przez te punkty nie
moze przechodzi¢ zadna inna prosta wtasciwa, bo p byta jedyng prosta taczaca A i B.
Ponadto niemozliwym jest, aby przez punkty wtasciwe przechodzita prosta niewtasciwa,
bo bytoby to niezgodne z interpretacja prostej rzutowej w tym modelu. Stad na
ptaszczyznie rzutowej przez dwa rézne punkty wilasciwe przechodzi doktadnie jedna
prosta.

2°dwa rézne punkty niewtasciwe (a) i (b)

Na ptaszczyznie m kazda prosta p posiada dokladnie jeden kierunek (p), zatem
na ptaszczyznie rzutowej prosta wtasciwa p przechodzi doktadnie przez jeden punkt
niewtasciwy. Stad zadna prosta wiasciwa nie lgczy dwéch réznych punktow
niewtasciwych. Wobec interpretacji prostej rzutowej dowolne dwa rézne punkty
niewtasciwe leza na jednej prostej — prostej niewlasciwej Poo i jest to jedyna prosta
taczaca punkty niewtasciwe (a) i (b).

3° punkt wtasciwy A i punkt niewtasciwy (a)

Wobec Uwagi 2.1.1 prosta Poo przechodzi jedynie przez punkty niewtasciwe, dlatego
prostych incydentnych z punktem wilasciwym A i niewltaséciwym (a) szukamy wérdod
prostych witasciwych. Z V postulatu Euklidesa wynika, ze na ptaszczyznie 7 prosta
przechodzaca przez dany punkt A i posiadajgca zadany kierunek (a) jest tylko jedna.
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Wobec tego na ptaszczyZnie rzutowej istnieje doktadnie jedna prosta wiasciwa bedgca w
incydencji z zadanym punktem wtasciwym A i punktem niewlasciwym (a).

= SPEENIANIE AR2
Jako, ze na plaszczyZznie rzutowej istnieje tylko jedna prosta niewlasciwa,
do rozpatrzenia pozostaja dwie mozliwosci przecinania sie prostych rzutowych:

1°dwie proste wtasciwe a i b

a) Proste przecinajqce sie na ptaszczyznie m w punkcie P na plaszczyznie rzutowej
réwniez przecinajg si¢ w tym punkcie. Nie maja one innych punktéw wspélnych -
jedynym dodatkowym punktem przeciecia mégtby by¢ punkt niewtasciwy (a) = (b), ich
wspolny kierunek, jednak (a) jest rézny od (b). Stad punkt P jest jedynym punktem
przeciecia prostych aib.

b) Proste nieprzecinajgce sie na plaszczyinie euklidesowej nie majg punktow
wspdlnych, ale posiadaja wspélny kierunek (a) = (b), wiec na plaszczyznie rzutowej
przecinaja sie tylko w punkcie niewtasciwym (a) = (b), a nie majg zadnego wspdlnego
punktu wlasciwego.

2°prosta wtasciwa a i prosta niewtasciwa Pco

Kazda prosta a na ptaszczyznie euklidesowej ma dokladnie jeden kierunek, wiec
na plaszczyznie rzutowej przechodzi dokladnie przez jeden punkt niewlasciwy (a),
a co za tym idzie, przecina prosta Pco dokladnie w jednym punkcie. Wobec Uwagi 2.1.1
prosta wta§ciwa nie ma z prostg Pco wspélnych punktéw whasciwych.

= SPELNIANIE AR3

Wystarczy rozwazy¢ dwie rézne pary prostych réwnoleglych na ptaszczyZnie 7, jak
na Rysunku 2.1. Zadne trzy spo$réd punktéw wilasciwych A,B,C,D przeciecia tych
prostych nie sg wspétliniowe. Wobec tego AR3 jest spelniony w tym modelu.

Rysunek 2.1

PokazaliSmy, ze w standardowej plaszczyznie rzutowej sg speilnione wszystkie
aksjomaty ptaskiej geometrii rzutowej, a wiec jest ona ptaszczyzng rzutows.
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2.2 MODEL SRODKOWY I MODEL NA SFERZE

Rozwazajgc standardowg ptaszczyzne rzutowa nalezy by¢ czujnym na typy punktéw
oraz prostych. Aby uniknag¢ problemu rozrézniania punktéw i prostych na wtasciwe
i niewtasciwe, zbudujmy nowy model, ktéory zilustruje jednorodno$¢ twordow
ptaszczyzny rzutowe;.

POJECIA PIERWOTNE W MODELU SRODKOWYM

Rozwazmy tréjwymiarowa przestrzen euklidesowg z wyrdznionym punktem O, ktory
nazwiemy Srodkiem. W przestrzeni tej zinterpretujemy pojecia pierwotne ptlaskiej
geometril rzutowej nastepujaco:

1) Punkt rzutowy to dowolna prosta w przestrzeni przechodzgca przez srodek O.
2) Prosta rzutowa to dowolna ptaszczyzna w przestrzeni przechodzaca przez srodek O.

3) Punkt rzutowy P jest w incydencji z prostg rzutowg p < prosta reprezentujgca punkt
P zawiera sie w plaszczyZnie reprezentujgcej prostg p w przestrzeni.

Model ten nazwiemy modelem srodkowym.

SPELNIANIE AKSJOMATOW W MODELU SRODKOWYM

2.21 FAKT
W modelu srodkowym sq spetnione aksjomaty ptaskiej geometrii rzutowej.

DOWOD:
= SPELNIANIE AR1

W tréjwymiarowej przestrzeni euklidesowej dowolne dwie przecinajgce sie proste
rozpinajg dokladnie jedng ptaszczyzne. Proste te w modelu srodkowym odpowiadajg
dwoém réznym punktom plaszczyzny rzutowej, a ptaszczyzna rozpinana przez te proste
- prostej rzutowej. Zatem w modelu srodkowym przez kazde dwa punkty rzutowe
przechodzi doktadnie jedna prosta rzutowa.

® SPELNIANIE AR2

Dwie rézne ptaszczyzny w tréjwymiarowej przestrzeni euklidesowej moga albo by¢
réwnoleglte i nie posiada¢ punktéw wspoélnych, albo przecinaja sie wzdtuz wspélnej
prostej - krawedzi. Zatem jesli dwie rézne ptaszczyzny majg punkt wspdlny, to majg tez
wspdlng prosta. Stad w plaszczyZnie rzutowej kazde dwie rézne proste rzutowe,
reprezentowane przez przechodzgce przez punkt O plaszczyzny z przestrzeni
trojwymiarowej, przecinajg sie dokladnie w jednym punkcie rzutowym,
reprezentowanym przez krawedz powyzszych ptaszczyzn w przestrzeni euklidesowej.

= SPELNIANIE AR3

Na Rysunku 2.2 zostaly wskazane cztery niewspoétliniowe punkty rzutowe. Dla
przejrzysto$ci rysunku zaznaczono jedynie fragmenty prostych rzutowych (obszary
ptaszczyzn zawarte miedzy prostymi je wyznaczajgcymi).
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Rysunek 2.2

Na mocy powyzszych rozwazan w modelu Srodkowym sg spetnione aksjomaty
ptaskiej geometrii rzutowe;j.

MODEL NA SFERZE

W tréjwymiarowej przestrzeni euklidesowej rozwazmy sfere S o $rodku w punkcie 0.
W modelu na sferze okreslamy pojecia pierwotne nastepujgco:

1) Punktami rzutowymi nazwiemy pary antypodycznych punktéw na sferze S.
2) Prostymi rzutowymi nazwiemy okregi wielkie sfery S.

3) Punkt P jest w incydencji z prosta p & okrag wielki reprezentujgcy prostg rzutowg p
przechodzi przez pare punktéw antypodycznych reprezentujgcych punkt rzutowy P.

Uzasadnienie, Zze w modelu tym speinione sa aksjomaty ptaskiej geometrii rzutowe;j
sprowadza si¢ do rozwazan z dowodu Faktu 2.2.1, przy czym kazdy punkt rzutowy
utozsamiamy z prosta w tréjwymiarowej przestrzeni euklidesowej wyznaczajgcg pare
punktéow antypodycznych na sferze S, a kazda prostg rzutowg tego modelu
z ptaszczyzng w tréjwymiarowej przestrzeni, wyznaczajaca na sferze S okrag wielki.

llustracje modelu przedstawia Rysunek 2.3, na ktérym zaznaczono 3 punkty rzutowe
iincydentne z nimi proste rzutowe.

Rysunek 2.3

13



2.2.2 UWAGA
Standardowa ptlaszczyzna rzutowa, model Srodkowy oraz model na sferze s3
izomorficzne. Przyporzadkowania wyznaczajace izomorfizmy opisujemy ponizej.

IZOMORFIZM MODELU STANDARDOWEGO I MODELU SRODKOWEGO
Plaszczyzne euklidesowg 7, na bazie ktoérej zostal zbudowany model standardowy
(por. Podrozdziat 2.1), umieszczamy w przestrzeni euklidesowej. Obieramy dowolny
punkt O nie lezacy na ptaszczyznie 7. Izomorfizm miedzy standardowg ptaszczyzna
rzutowg a modelem $rodkowym o $rodku w punkcie O okreslony jest przez nastepujace
przyporzadkowanie (por. Rysunek 2.4):
o punkt wtasciwy A & prosta tgczaca punkty Ai O
punkt niewtasciwy (a) & prosta o kierunku (a) przechodzaca przez punkt O
o prostawtasciwa a ¢ plaszczyzna zawierajgca prostg a i przechodzaca przez punkt O
prosta niewtasciwa Pco < plaszczyzna réwnolegta do plaszczyzny m przechodzaca
przez punkt O.
Latwo zauwazy¢, ze powyzsze przyporzadkowania sa wzajemnie jednoznaczne. Ponadto
relacja incydencji jest zachowana, co wida¢ wprost z okreslenie przyporzadkowania.
7

Rysunek 2.4 Rysunek 2.5

IZOMORFIZM MODELU SRODKOWEGO I MODELU NA SFERZE
Rozwazmy opisany powyzej model srodkowy o $rodku w punkcie O oraz sfer¢ S o
srodku w punkcie 0, uzyta do opisu modelu na sferze. Izomorfizm pomiedzy tymi
modelami opisuje nastepujgce przyporzadkowanie (por. Rysunek 2.5):
o prosta P w przestrzeni przechodzgca przez punkt O <« para punktéw
antypodycznych bedacych miejscem przebicia sfery S przez ta prosta
o plaszczyzna p w przestrzeni przechodzgca przez punkt O < okrag wielki bedacy
zbiorem punktéw przeciecia tej ptaszczyzny ze sferg S.
Latwo zauwazy¢, ze powyzsze przyporzadkowania sa wzajemnie jednoznaczne, a relacja
incydencji zostaje zachowana.

W nastepnym podrozdziale podamy przyktady parami nieizomorficznych ptaszczyzn
rzutowych.
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2.3 MODEL P2(K)

Rozwazmy zbiér K3 = {(x,y,2):x,v,z € K}, gdzie K jest dowolnym ciatem. Niech
0 = {(0,0,0)}. W tym rozdziale oméwimy model, ktéry oznaczymy przez P*(K) = K*\0.

PODSTAWOWE POJECIA W MODELU P2(K)

Okres$lmy w zbiorze K3\0 relacje ~

(1, ¥1,21) ~ (X2, Y2, 23)
=
istnieje stata k € K\ {0}, taka ze x; = kx,, y; = ky,, 2y = kz,.

2.3.1 FAKT
Relacja ~ jest relacjg rcwnowaznoscl.
DOWOD:

Relacja ~ spetnia warunki relacji réwnowazno$ci.

a) zwrotnos¢,

tzn. (x,y,z)~(x,y, Z).

Istnieje stata k = 1, dla ktérej x = 1x,y = 1y, z = 1z.

b) przechodniosé,

tzn. jesli (xq, ¥4, 21) ~ (X2, Y2, 22) 1 (X2, ¥2, 22)~(x3, Y3, Z3), t0 (x4, Y1, 21) ~ (%3, 3, Z3).

Jesli (xq,y1,21) ~ (X2, V5, 2,) oraz (x5, V5, 2,) = (x3,¥3,73), to istniejg state m,n € K\{0},
takie ze x; = mx,, Y, = MY,, Z; = MZ, Oraz X, = NX3, Y, = NY3, Z, = nz3. Wowczas
X, = mnxs, y; = mnys, z; = mnzs, stad (x4, yy, 2)~(x3,¥3, 23) dla statej mn € K\{0}.

c) symetrycznosé,

tzn. jesli (xy, ¥y, 21) ~ (X2, Y2, 22), t0 (X3, V2, 25)~ (X4, Y1, 21).

Jesli (xq, vy, 21) ~ (x5,¥,,2,), to dla pewnej statej k € K\{0} zachodzi: x; = kx,,
y; = ky,, z; = kz,. Poniewaz stata k jest niezerowa, zatem istnieje element odwrotny
do k: k'€ K\{0}, dla ktérego x,=k'x;, y, =k 'y, z,=k7'z;. Zatem
(%2, V2, 22) ~ (X1, Y1, Z1)-

Wobec tego relacja ~ jest relacja réwnowaznosci.

Rozpatrzmy zbiér wszystkich réwnan postaci Ax + By + Cz = 0, gdzie (4, B,C) € K3\0.
Dla tego typu réwnan okreslamy relacje =

=

istnieje stata k € K\{0}, taka ze A; = kA,, By = kB,, C; = kC,.

2,32 FAKT
Relacja = jest relacjg rownowaznosci.

DOWOD tego faktu przebiega identycznie jak dow6d Faktu 2.3.1, z tym, ze zamieniamy
oznaczenia (x,y,z) na (4, B, C).
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Zinterpretujmy teraz pojecia pierwotne w modelu P2(K).

1) Punktem rzutowym nazwiemy dowolng klase abstrakcji relacji ~, czyli zbior
proporcjonalnych tréjek {(ka, kb,kc): k € K\{0}}, przy czym (a,b,c) jest dowolng
ustalong tréjka z K3\ 0.

2.3.3 UWAGA

Na oznaczenie punktu rzutowego bedziemy uzywali zapisu

(a:b:c)={(ka, kb, kc): k € K\{0}}.
Punkty A = (a4, a,,a;) i B = (by, by, b3) s3 rowne & istnieje stata ¢ € K\{0}, taka ze
a1 == Cbl, az = Cbz, a3 = Cb3.

2) Prosta rzutowag nazwiemy dowolna klase abstrakcji relacji =, czyli zbior
proporcjonalnych réwnan kAx + kBy + kCz = 0, gdzie parametr k € K\{0}, przy czym
(4, B, C) jest dowolng ustalona tréjka z K3\0.
2.34 UWAGA
Na oznaczenie prostej rzutowej reprezentowanej przez réwnanie Ax + By +Cz =0
uzyjemy zapisu

[4:B:C] = {kAx + kBy + kCz = 0: k € K\{0} }.
Zapis przy uzyciu nawiasu kwadratowego [a: b: c] pozwala odrézni¢ tréjke opisujaca
prostg rzutowg od tréjki (a: b: ¢) opisujgcej punkt rzutowy.
3) Punkt rzutowy reprezentowany przez trojke (p:q:7) jest w incydencji z prosta
rzutowa reprezentowang przez tréjke [P: Q: R] wtedy i tylko wtedy gdy zachodzi

Pp+ Qq + Rr = 0.

Relacja incydencji nie zalezy od wyboru reprezentantéw tréjek opisujacych punkt
i prostg rzutowa.

SPELNIANIE AKSJOMATOW W MODELU P2(K)

Do uzasadnienia, ze w modelu P?(K) sa spelione aksjomaty ptaskiej geometrii
rzutowej postuzymy sie narzedziami algebry liniowej. W tym celu zdefiniujmy
nastepujace pojecia.

2.3.5 DEFINICJA
lloczyn wektorowy dla tréjek A = (ay,a,,as) i B = (by, by, by), gdzie a;, b; € K, wyraza
sie przez

= (apb3 — agh,,azhy — ab, , a;b, — ayby).

as b
a; by

a; by
a, b,

a b,
as by

’ ’

Asz(

2.3.6 DEFINICJA
lloczyn skalarny dla tréjek A = (a,, a,, a3) i B = (by, by, by), gdzie a;, b; € K, wyraza sie
przez

AeB = albl + a2b2 + a3b3.
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2.3.7 FAKT
W modelu P%(K) sq spetnione aksjomaty plaskiej geometrii rzutowej.

DOWOD:
Rozwazmy dwa rézne punkty rzutowe A = (a;:a,:as) i B = (by:b,: by). Dowdd
Faktu 2.3.7 wymaga wprowadzenia kilku lematéw pomocniczych.

LEMAT POMOCNICZY 1
Dla dowolnych réznych tréjek (ay,a,,a3) i (by, by, bs), reprezentujgcych punkty
rzutowe A i B, iloczyn wektorowy (a4, a,, as) X (by, by, b3) jest niezerowy.

UZASADNIENIE (nie wprost):

Zatozmy, ze (a4, a,, az) X (by, by, b3) = (0,0,0).

Poniewaz wspéirzedne punktéw A i B zgodnie z interpretacjg punktu rzutowego
w modelu P?(K) nie mogg by¢ wszystkie zerowe, rozpatrzmy 3 przypadki ze wzgledu
na wartosci wspotrzednych punktu A.

1° Doktadnie jedna wspétrzedna A jest niezerowa.

Bez straty og6lnosci mozemy zatozy¢, ze a; + 0,a, = a3 = 0.

Woéweczas (ay,0,0) X (by, by, b3) = (0,—a, b3, a;b,), wiec —a;b; =0, zatem by = 0,
bo a; # 0. Ponadto a;b, = 0, zatem b, = 0, bo a; # 0. Stad B = (b,,0,0), gdzie b, # 0.
Ale wtedy (a;,0,0) = (a;b;” by, 0,0), wiec punkty rzutowe A i B majg proporcjonalne
wspotrzedne. Wobec Uwagi 2.3.1 otrzymujemy, ze A =B, co przeczy zaloZeniu
o réznosci punktow.

2° Doktadnie dwie wspétrzedne punktu A sq niezerowe.

Bez straty og6lnosci zalézmy, ze a; # 0,a, # 0,a; = 0.

Wéwecezas (ay, ap, 0) X (by, by, b3) = (ayby,—aby, a;b, — ayhy), wtedy a,b; =0,
zatem b3 =0, bo a, # 0 oraz a;b, = ayb;. Zachodzi wiec jeden z ponizszych
przypadkéw:

e by =b, =0, ale wéwczas sprzeczno$¢ z zalozeniem, ze B nie ma wszystkich
zerowych wspoétrzednych;

o (ayby,a,h,,0) = (ayhy ,a,b,,0), stad (ay,a,,0) = (a;h; "by,a;by; " 'h,, O), ale wtedy
punkty rzutowe A i B majg proporcjonalne wspétrzedne, wiec A = B, co przeczy

zalozeniu, ze A + B.

3° Wszystkie trzy wspotrzedne punktu A sq niezerowe.

Mamy (ay, ay, az) X (by, by, bs) = (ab3 — ash,, azby —ayby , a;b, — ayby), skad
a,by = azb,, azb; = a;b3, a;b, = a,by, zatem (a;b;,a1b,,a;bs) = (a by, ayby, azb,)
co daje, ze A = B - sprzeczno$¢ z zatozeniem réznosci punktéw rzutowych A i B.

Wobec powyzszych rozwazan iloczyn wektorowy (a,, a,, as) x (by, by, b3) # (0,0,0)
dla dowolnych niezerowych réznych tréjek wyznaczajgcych punkty rzutowe.

LEMAT POMOCNICZY 2
Wspdirzedne (P,Q,R) iloczynu wektorowego (ay,a,, as) X (by, by, b3), wziete za
wspdtczynniki réwnania Px + Qy + Rz = 0, wyznaczajq prostq rzutowq przechodzqcq
przez punkty AiB.

UZASADNIENIE:
lloczyn wektorowy dla tréjek opisujgcych punkty rzutowe A i B wyraza sie przez
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(al, az, a3) X (bl’ bz, b3) = (a2[)3 - a3b2 ’ a3b1 - a1b3 ] a1b2 - (12b1),

stad réownanie prostej rzutowej wyznaczonej przez (aq, a,, az) X (b, by, b3) przyjmuje
postac

((ay, az,az) X (by, by, b3)) © (x,y,2) = 0,
czyli
(a2b3 —_ a3b2)x + (a3b1 - a1b3)y + (a1b2 - azbl)z = 0

Wspoétrzedne punktu A speiniaja rownanie tak znalezionej prostej rzutowej, mamy
bowiem:

((ay, ap, az) x (by, by, b3)) © (a4,0ay,a3) =
= (ayby — aghy)ay + (azhy — ayby)a, + (ayh, — ayby)a; =
- a1a2b3 — a1a3b2 + a2a3b1 - a1a2b3 + a1(l3b2 - a2a3b1 =
= 0.

Analogicznie pokazujemy incydencje punktu B i tak wyznaczonejprostej. Wobec Lematu
Pomocniczego 1 iloczyn wektorowy (ay, a,, az) X (by, b,, b3) jest niezerowy.

Tym samym pokazalismy, ze iloczyn wektorowy (ay, a,, az) X (by, b,, b3) wyznacza
wspotczynniki prostej przechodzacej przez punkty A i B.

LEMAT POMOCNICZY 3
Prosta rzutowa wyznaczone przez (aq,a,, as) X (by, by, b3) jest jedyng prostq
przechodzqcq przez punkty rzutowe A i B.

UZASADNIENIE (nie wprost):

Zatézmy, zZe istnieje prosta rzutowa wyznaczona przez trojke [P:Q:R], taka ze
[P:Q:R] # [a,b; — agh, : aghy — a;bs : a b, — a,b,], przechodzaca przez punkty A i B.
Woéwczas wspétrzedne punktéw A i B speiniajg rownanie prostej

Pb1+Qb2+Rb3:0.

Traktujgc wspétezynniki prostej rzutowej P, Q, R jako niewiadome mamy do czynienia z
uktadem dwdéch réwnan liniowych z trzema niewiadomymi. Mozemy go zamieni¢ na
uktad kramerowski, traktujgc jedng ze zmiennych jako parametrl. W tym przypadku jest
to zawsze mozliwe, gdyz na mocy Lematu Pomocniczego 1 co najmniej jedno z wyrazen
a,b; — azb,, azb; —ayb;, a;b, — a, b, jest rézne od zera. Bez straty og6lnosci zatdzmy,
ze ayb, — a, by # 0. Wéweczas jako parametr traktujemy niewiadoma R.

Uktad przyjmuje postac

Pal + Qaz = _Ra3
Pb1 + sz = _Rb3
irozwigzujgc go metoda wyznacznikéw otrzymujemy

=1

(dla wygody zapisu zamiast ba™" stosujemy notacje %)

! na mocy twierdzenia Kroneckera-Capellego
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4y az
W = bl bz = albz — azbl
o _Ra3 az o .
WP —Rb3 b2 - R(a2b3 a3b2)
a.l '_'Rag _
Wo = b, —Rbs| R(ash; — a;bs)
P WP R(a2b3 - a3b2)

W a.lbz - azbl
WQ _ R(a3b1 - a1b3)
W a1 bz - azbl

Zatem prosta rzutowa przechodzgca przez punkty rzutowe A i B ma postac

[P:Q: B] =
R(azb; — azb,) R(azhy —a.bs) R|=
albz — azbl ) albz — azbl . N

[R(a2b3 - a3b2) . R(a3b1 - a1b3) X R(a1l72 - azhl)] B

a;b, — a;by A a; b, — ayby . a3 by, — ay by
layhs — aghy = azby — aybs : ab, — a;bql.

Otrzymali$my tréjke o wspdirzednych proporcjonalnych do tréjki wyznaczonej przez
(ay, ay, ag) X (by, by, by), ktéra na mocy Lematu Pomocniczego 2 wyznacza wspétrzedne
réwnania reprezentujgcego prostg rzutowg przechodzaca przez punkty 4 i B. Wobec
tego otrzymana tréjka opisuje te samg prosta rzutowa - sprzeczno$¢ z zatozeniem
o r6znosci prostych przechodzacych przez punkty rzutowe A i B.

Przechodzimy teraz do wtasciwego dowodu Faktu 2.7.3.

= SPELNIANIE AR1

Na mocy Lematu Pomocniczego 3 dla dowolnych dwéch réznych niezerowych
punktéw rzutowych 4 i B istnieje doktadnie jedna prosta przez nie przechodzaca, a wiec
AR1 jest spelniony w modelu P%(K).

= SPELNIANIE AR2

Rozwazmy dwie rézne proste rzutowe a = [A;:4,:43] i b = [By:B,:B;3]. Niech
punktem przeciecia prostych rzutowych a i b bedzie punkt rzutowy P = (x:y:Z).
Wowczas

Alx + Azy + A3Z = 0
le + Bzy -+ B3Z = O.

OtrzymaliSmy w ten sposéb uklad réwnan z trzema niewiadomymi x, y i z.
Rozwigzujemy go analogicznie jak w dowodzie Lematu Pomocniczego 3. Podobnie jak
w dowodzie Lematu Pomocniczego 1 jedno z wyrazen A,B; — A3B,, A3B{— A{Bj,
A{B, — A, B, jest rézne od zera — gdyby wszystkie trzy byly rowne zeru, prosta a bytaby
rowna prostej b.
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Postepujgc analogicznie jak poprzednio otrzymujemy wspdtrzedne punktu P
przeciecia prostych aib
= z(A3B; — A3B;)
(A1By — A;3By)
z(A3By — A1B3)
(4B, — A;By)

zZ = 2.

y

Uzasadnienie, ze punkt rzutowy (A,B; — A3B,: A3By— A{B;:A{B, —A,B;) jest
jedynym punktem przeciecia prostych a i b przebiega analogicznie do rozumowania
zawartego w dowodzie Lematu Pomocniczego 3 o jedynosci prostej rzutowe;j
przechodzacej przez dwa rézne punkty rzutowe.

Tym samym stwierdzamy spelniane AR2 w modelu P?(K).

= SPELNIANIE AR3
Rozwazmy czworke punktéw rzutowych
Ay = (1:1:0),4, = (0:1:1),4A5 = (—1:1:0), A4 = (0: 1: —1),
gdzie 1 jest elementem neutralnym wzgledem mnozenia w ciele K. fLatwo wyliczy¢, ze

Al X Az = [1:1:1], Al XA3 = [O:O: 1], Al XA4 = [1. —1: _1]
Ay, X Ay =[-1:1:1], A, x A, =[1:0:0], A3 x A, =[—-1:—1:—1].

Zadne dwa iloczyny wektorowe nie maja proporcjonalnych wspétrzednych, wiec
otrzymane proste s3 parami rézne, zatem zadne trzy z podanych punktéw nie s3
wspétliniowe.

Tym samym pokazaliémy, Ze w modelu P?(K) sa spetnione aksjomaty plaskiej
geometrii rzutowej, jest on zatem przyktadem ptaszczyzny rzutowe;j.

2.3.8 UWAGA
Przyjmujagc w modelu P?(K) za K ciato liczb rzeczywistych R, otrzymamy model

ptaszczyzny rzutowej izomorficzny z modelem srodkowym opisanym w Rozdziale 2.2.
W modelu P?(R):

1) punkty rzutowe s reprezentowane przez zbiory {(ka,kb,kc),k € R\{0}}, gdzie
(a, b, c) € R3\{(0,0,0)}, czyli s3 to proste przechodzace przez punkt (0,0,0),

2) proste rzutowe sg reprezentowane przez zbiory niezerowych rozwigzan réwnania
Ax + By + Cz = 0, gdzie (4, B, C) € R3\{(0,0,0)}, czyli sg to ptaszczyzny przechodzace
przez punkt (0,0,0),

3) punkt rzutowy P jest w incydencji z prostg rzutowg p opisang réwnaniem
Ax+ By + Cz =0 ¢ dla kazdej trojki (xp, ¥, 2p,) € P zachodzi Ax, + By, + Cz, =0,
czyli prosta reprezentujgca punkt rzutowy P zawiera sie w plaszczyZnie reprezentujacej
prostg rzutowg p.

Dowdd Faktu 2.3.7, przeprowadzony dla dowolnego ciata K, obejmuje réwniez dowéd
faktu, ze w modelu P?(R) s3 spetnione aksjomaty ptaskiej geometrii rzutowe;.
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Przygladajac sie blizej powyzszym rozwazaniom, nasuwa si¢ pewne spostrzezenie na
temat istoty punktéw i prostych rzutowych - uzasadnienia AR1 i AR2 s3 analogiczne,
dokonujemy w nich jedynie zamiany niewiadomych z tréjek opisujgcych proste na tréjki
opisujace punkty rzutowe. Sam opis punktu rzutowego jako zbioru proporcjonalnych
tréjek jest analogiczny do opisu prostej rzutowej, ktéra rowniez w pewnym sensie
opisuje zbiér proporcjonalnych tréjek liczb.

Whasno$é te, dzieki ktérej w stwierdzeniach na temat tworéw plaszczyzny rzutowej
mozemy swobodnie zamieniaé punkty z prostymi nazywamy dualnoscig ptaszczyzny
rzutowe]j i oméwimy jg szerzej w Rozdziale 3.

2.4 PLASZCZYZNAFANO

Niech Czytelnik zechce sam skonstruowaé plaszczyzne rzutowa zaczynajac
od zaznaczenia 4 punktéw, ktérych istnienie gwarantuje AR3, 13czac je prostymi
i dorysowujac kolejne punkty do momentu, w ktérym w podanej konfiguracji beda
spetnione réwniez AR1 i AR2. Dziatania te powinny doprowadzi¢ Czytelnika
do konfiguracji siedmiu punktéw rzutowych, widocznej na Rysunku 2.6.

Rysunek 2.6

Konfiguracja ta nosi nazwe plaszczyzny Fano? W nastgpnym podrozdziale pokazemy,
ze ptaszczyzna Fano jest plaszczyzng rzutowa.

POJECIA PIERWOTNE NA PLASZCZYZNIE FANO

Oméwimy ten model traktujac go jako tréjkat réwnoboczny z wyrdznionymi nan
punktami. W modelu:

1) punkty rzutowe s3 reprezentowane przez wierzchotki trojkata, $rodki jego bokéw
oraz $rodek okregu wpisanego w ten tréjkat

2) proste rzutowe s3 reprezentowane przez boki tréjkata, Srodkowe tréjkata oraz okrag
wpisany w ten tréjkat

3)relacja incydencji jest okreslona jak na zwyktej ptaszczyznie euklidesowej.

2 Gino Fano (1871-1952) - matematyk wloski, zajmowat si¢ gtéwnie geometrig rzutowa i algebraiczna
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SPELNIANIE AKSJOMATOW NA PLASZCZYZNIE FANO

2.41 FAKT
Na ptaszczyznie Fano sq spetnione aksjomaty ptaskiej geometrii rzutowej.

DOWOD:
= SPELNIANIE AR1

W modelu rozrézniamy 3 rodzaje punktéw, zatem rozpatrzmy nastepujgce sytuacje:
1° dwa rézne wierzchotki incyduja z doktadnie jednym bokiem tréjkata i z zadnym
innym rodzajem prostej,
2° dwa rézne Srodki bokéw tréjkata sg incydentne z doktadnie jedng prosta — okregiem,
3° wierzchotek i $srodek boku incyduja albo z jednym bokiem (jes$li jest to $rodek boku
schodzacego sie w danym wierzchotku) albo z jedng sSrodkowg (jesli jest to $rodek boku
nie schodzacego sie w danym wierzchotku),
4° $rodek okregu wpisanego w tréjkat i wierzchotek sg incydetne z doktadnie jedng
$rodkowa, podobnie przez $rodek okregu i $rodek boku przechodzi dokladnie jedna
$rodkowa i zadna inna prosta z modelu.

Jak widaé z rozwazonych powyzej przypadkéw, przez dowolne dwa rézne punkty
przechodzi doktadnie jedna prosta, czyli na ptaszczyznie Fano jest spelniony AR1.

= SPELNIANIE AR2

W modelu rozrézniamy 3 rodzaje prostych, zatem rozpatrzmy nastepujace sytuacje:
1° dwa rézne boki tréjkata przecinajg sie doktadnie w jednym punkcie — wierzchotku,
2° dwie rézne Srodkowe przecinaja sie doktadnie w jednym punkcie — $rodku okregu
wpisanego w tréjkat,
3° drodkowa i inny bok tréjkata przecinajg sie w doktadnie jednym punkcie — $rodku
boku,
4° okrag przecina sie z bokiem w doktadnie jednym punkcie - $rodku boku, a z kazdg
Srodkowa réwniez w doktadnie jednym punkcie - jednym ze $rodkéw boku.

Z powyzszych rozwazan wida¢, ze kazde dwie rézne proste przecinajg sie doktadnie
w jednym punkcie, czyli na ptaszczyZnie Fano jest spelniony AR2.

= SPELNIANIE AR3
Wierzchotki tréjkata i srodek okregu wpisanego w tréjkat sa czterema punktami,
z ktorych zadne trzy nie lezg na jednej prostej, zatem w modelu jest spelniony AR3.

Tym samym wykazaliSmy, Ze na ptaszczyZznie Fano sg speinione aksjomaty ptaskiej
geometrii rzutowej - jest ona zatem ptaszczyzna rzutowa.

2.4.2 UWAGA

Plaszczyzne Fano mozemy utozsamiaé z modelem S$rodkowym P2(K), gdzie
K = Z, ={0,1}. Jedynym niezerowym elementem ciata Z, jest 1, stad klasy abstrakcji
relacji ~ w tym przypadku sg zbiorami jednoelementowymi i wyznaczajg siedem trojek
reprezentujacych punkty ptaszczyzny: (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (1,1,0), (1,0,1), (0,1,1),
(1,1,1), rozmieszczonych jak na Rysunku 2.7.

Podobnie klasy abstrakcji relacji ~ sg zbiorami jednoelementowymi. Analogicznie
otrzymujemy siedem klas réwnan reprezentujgcych proste na ptaszczyznie Fano (patrz
Rysunek 2.8).
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(0.1,0)

(1,0.0) Q1,13 (0,0,13

Rysunek 2.7

Latwo sprawdzi¢, ze punkty zaznaczone na Rysunku 2.7 sg incydentne z odpowiednimi
prostymi opisanymi na Rysunku 2.8 (proste podpisane na przedtuzeniach).

[1,0,0]

011 .

[0.0,1] 1,011 [(1.1,0
Rysunek 2.8

2.4.3 UWAGA
Plaszczyzna Fano jest ptaszczyzng rzutowa o najmniejszej mozliwej liczbie punktow
rzutowych, czego dowiedziemy w Rozdziale 3.3.
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3 WLEASNOSCI PLASZCZYZNY RZUTOWE]

W rozdziale tym wyprowadzimy kilka wtasnosci ptaszczyzn rzutowych oraz
zalezno$ci miedzy punktami i prostymi rzutowymi — w szczego6lnosci zwigzki liczbowe
miedzy iloscig punktéw i prostych rzutowych.

3.1 ZASADA DUALNOSCI

Zasada dualno$ci orzeka, ze kazda definicja zachowuje swojg witasnos¢, a kazde
twierdzenie prawdziwos¢, je$li konsekwentnie zamienimy w nich slowa:
punkt — prosta, tancuch — pek, lezy na — przechodzi przez (aczy), wspotliniowe —
wspotpekowe.

Aby ustali¢ te zasade nalezy pokazaé, ze przyjete aksjomaty ptaskiej geometrii
rzutowej implikujg stwierdzenia dualne do nich. Zauwazmy, ze w podanej
w Podrozdziale 2.1 aksjomatyce AR1 i AR2 s3 do siebie dualne, co oznaczamy przez
AR14=AR2, AR29=AR1, zatem nie trzeba udowadnia¢ stwierdzenn dualnych do nich.
Rzeczywiscie, jesli w réwnowaznym do podanego w Podrozdziale 2.1 sformutowaniu

AR1: kazde dwa rézne punkty rzutowe taczy dokiadnie jedna prosta rzutowa
zamienimy stowo punkt ze stowem prosta, a czasownik {gczy z przecina sie w mamy

AR2: kazde dwie rézne proste rzutowe przecinajq sie doktadnie w jednym punkcie
rzutowym.

Pozostaje wykaza(, ze z aksjomatéw AR1, AR2, AR3 wynika stwierdzenie dualne do AR3:
AR34: Istniejq cztery rézne proste, z ktérych zadne trzy nie sq wspétpekowe.

Niech A,B,C,D bedg punktami zapewnionymi przez AR3. PoprowadZmy proste
a, b, ¢, d przechodzace odpowiednio przez punkty AB, BC,CD i DA.

3.1.1 STWIERDZENIE
Zadne trzy sposrod prostych a, b, ¢, d nie sq wspétpekowe.

UZASADNIENIE:

Zat6zmy nie wprost, ze pewne trzy proste sposrad prostych a, b, ¢, d s wsp6tpekowe.
Bez straty ogdlnosci zatézmy, Ze s3 to proste a,b i c. Poniewaz na mocy AR1 jedynym
punktem przeciecia prostych a i b jest punkt B, a jedynym punktem przeciecia prostych
b i c jest punkt C, to proste a i ¢ muszg przecinac sie w tym samym punkcie, wobec czego
B = C, co jest sprzeczne z zatoZeniami AR3 o réznosci punktéw A4, B, C, D.

Tym samym pokazaliémy, ze zasada dualnosci obowiagzuje na dowolnej ptaszczyznie
rzutowe;.

Dzieki zasadzie dualno$ci majac dane pewne stwierdzenia S i jego dowéd, mozemy
automatycznie napisa¢ stwierdzenie do niego dualne Sd, ktérego dowodem bedzie
mechaniczne przepisanie rozumowania uzasadniajgcego S, w ktérym zostang dokonane
odpowiednie zamiany terminéw, o ktérych mowa na poczatku podrozdziatu.

Wobec tego w dalszych rozwazaniach na temat wtasnos$ci plaszczyzny rzutowej
definicje i twierdzenia zostang podane w dwdéch dualnych postaciach, przy czym
w przypadku twierdzen udowodniona zostanie jedna cze$¢, a drugg — dualng - uznamy
za prawdziwg na mocy zasady dualnosci.
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3.2 PRZEKSZTALCENIE RZUTOWE

3.2.1 DEFINICJA

i) Dana jest prosta rzutowa a oraz punkt rzutowy A nie lezacy na niej. Wéwczas rzutem
tancucha a® na pek A" nazywamy przeksztatcenie R: a* — A", takie ze rzut R(P) punktu
P jestjedyna prostg w peku A" incydentng z punktem P (patrz Rysunek 3.1).

ii) Dany jest punkt B i prosta b nie bedaca w incydencji z tym punktem. Wéwczas rzutem
peku B* na tanicuch b* nazywamy przeksztatcenie R: B* — b*, takie ze rzut R(p) prostej
p jestjedynym punktem w tancuchu b* nalezagcym do prostej p (patrz Rysunek 3.2).

Rysunek 3.1 Rysunek 3.2

3.2.2 UWAGA

Zauwazmy, ze rzut R jest dobrze zdefiniowanym przeksztatceniem wzajemnie
jednoznacznym: kazdy punkt P nalezgcy do tancucha a®, na mocy ARI, jest
przeksztatcany na dokltadnie jedng prosta zawierajaca ten punkt i punkt 4, natomiast
AR2 zapewnia istnienie i jednoznaczno$¢ przyporzadkowania prostym z peku A*
punktéw z taicucha a*. Przeksztalceniem odwrotnym do rzutu fancucha a* na pek 4*
jest rzut peku A* na tancuch a’.

3.2.3 DEFINICJA
ZYozenie dowolnej skonczonej liczby rzutéw nazywamy przeksztatceniem rzutowym.

3.2.4 UWAGA
Kazde przeksztatcenie rzutowe, jako ztozenie skonczonej liczby bijekcji, jest bijekcja.
Ponadto odwzorowanie odwrotne do przeksztatcenia rzutowego jest rzutowe.

3.2.5 TWIERDZENIE
i) Dla dowolnych réznych prostych rzutowych a i b istnieje przeksztatcenie rzutowe R
przeprowadzajqce taricuch a* na tancuch b*.
ii) Dla dowolnych réznych punktéw A i B istnieje przeksztalcenie rzutowe R’
przeprowadzajqce pek A* na pek B*.

Do udowodnienia Twierdzenia 3.2.5 wykorzystamy nastepujacy lemat:
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LEMAT POMOCNICZY
Dla dowolnych dwdch réznych prostych rzutowych a i b istnieje punkt nie nalezgcy do
zadnej z nich.

UZASADNIENIE:
1) Wobec AR2 proste a i b przecinajg sie doktadnie w jednym punkcie O.
2) Wobec AR3 istnieja 4 punkty A, B, C, D, z ktérych zadne trzy nie sg wspétliniowe.
3) Wobec 2) istnieje punkt rzutowy P nieincydentny ani z prosta rzutowg a, ani z b.
Taki punkt P istnieje niezaleznie od potozenia punktow A4, B, C, D wzgledem prostych
aib. Rozpatrzmy dwa istotnie rézne przypadki:

1° co najmniej jeden z punktéw A, B, C, D nie lezy ani na prostej a ani na prostej b
W tym przypadku za punkt P obieramy jeden z nieincydentnych z prostymi punktow,
tak jak - przyktadowo - na Rysunkach 3.31i 3.4

Rysunek 3.3 Rysunek 3.4

2° wszystkie punkty A, B, C, D lezg na prostych a i b

Zadne trzy sposréd punktéw 4, B,C,D nie s3 wspéliniowe, zatem na kazdej
z prostych a i b leza doktadnie dwa spos$réd punktéw A, B, C,D. Bez straty ogdlnosci
mozemy zatozy¢, ze zachodzi sytuacja jak na Rysunku 3.5.

Rysunek 3.5

Na mocy AR1 przez punkty A4, D i przez punkty B, C przechodza proste, ktére na mocy
AR?2 przecinajg sie doktadnie w jednym punkcie P. Punkt P nie moze leze¢ ani na prostej,
a ani na prostej b, bo woéwczas odpowiednio punkty A,B,D lub A, B,C byltyby
wspétliniowe, co przeczytoby AR3. Stad punktem nieincydentnym z prostymi a i b jest
punkt P.

Wobec powyzszych rozwazan dla dowolnych dwéch prostych rzutowych istnieje
punkt nieincydentny z Zzadng z nich. Stad tatwo wynika wniosek:
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WNIOSEK POMOCNICZY
Dla dowolnej prostej rzutowej p istnieje punkt P nie nalezqcy do prostej p.

Przejdziemy teraz do dowodu wtasciwego Twierdzenia 3.2.5.

DOWOD:

i) Wobec Lematu Pomocniczego istnieje punkt P nieincydentny z prostymi a i b.
Niech R;:a“ - P*,R,:P* — b* beda rzutami. Woéwczas R = R,R :a" — b" jest Zadanym
przeksztatceniem rzutowym.

ii) Istnienie przeksztatcenia dowolnego peku na inny dowolny pek stwierdzamy
na mocy zasady dualnosci.

Tym samym pokazali$my, Ze istnieje przeksztalcenie dowolnego tancucha/peku
na dowolny inny tancuch/pek.

3.2.6 TWIERDZENIE
Dla dowolnej prostej rzutowej a i dowolnego punktu rzutowego A istnieje
przeksztatcenierzutowe R tancucha a* na pek A.

DOWOD:

Rozpatrzmy dwa przypadki incydencji punktu 4 z prosta a.

1° punkt A niejest incydentny z prostq a

Przeksztatceniem, o ktérym mowa w twierdzeniu, jest rzut R:a* — A",

2° punkt A jestincydentny z prostg a

Wobec Wniosku Pomocniczego istnieje punkt P nieincydentny z prosta a. Niech
R;:a* — P* bedzie rzutem. Wobec Twierdzenia 3.2.5ii) istnieje rzut R,:P* — A"
Ztozenie R,R,: a* —» A® jest przeksztatceniem, o ktérym mowa w twierdzeniu.

Tym samym pokazaliSmy istnienie przeksztatcenia dowolnego tancucha/peku
na dowolny pek/fancuch.

3.2.7 UWAGA
Zauwazmy, Ze twierdzenie dualne do Twierdzenia 3.2.6 jest tym samym twierdzeniem,
czyli Twierdzenie3.2.6 jest samo-dualne.

Pokazali$my, ze mozliwym jest przeksztalcenie dowolnego pierwotnego tworu
plaszczyzny rzutowej w inny dowolny twoér, co tym samym zaciera réznice miedzy
punktami i prostymi rzutowymi, dlatego mozemy traktowac je réwnoprawnie.

3.3 LICZNOSCI PEKOW I LANCUCHOW

Z rozwazan nad przeksztatceniami rzutowymi przedstawionymi w Podrozdziale 3.2
wysnuwamy nastepujacy wniosek:

3.3.1 WNIOSEK
Liczba punktow we wszystkich tanicuchach i liczba prostych we wszystkich pekach
jest taka sama.

DOWOD:

Odwzorowaniem ustalajgcym rownoliczno$¢ dowolnych dwéch réznych pekéw,
dowolnych dwdéch réznych taricuchéw czy dowolnego peku z dowolnym taficuchem jest
przeksztatcenie rzutowe, ktére na mocy Twierdzen 3.2.5 i 3.2.6 istnieje dla dowolnych
punktéw i prostych rzutowych, wyznaczonych przez dane peki i tanicuchy.
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3.3.2 TWIERDZENIE
1) Do kazdej prostej rzutowej nalezg co najmniej 3 réZne punkty rzutowe.
ii) Przez kazdy punkt rzutowy przechodzq co najmniej 3 rézne proste rzutowe.

DOWOD:

i) Niech 4,B,C,D, a, b, c,d beda punktami i prostymi rzutowymi zapewnionymi przez
AR3, w konfiguracji przedstawionej na Rysunku 3.6. Wobec AR2 istnieje punkt rzutowy
E przeciecia prostych rzutowych a i d (patrz Rysunek 3.6).

Rysunek 3.6

Punkt E' nie moze by¢ zadnym z punktéw A,B,C i D, bo gdyby byt jednym z nich,
odpowiednio punkty 4,C,D lub B,C,D lub 4, B,C lub A, B, D bytyby wspdlliniowe, co
przeczytoby AR3. Zatem na prostej rzutowej a lezg trzy r6zne punkty rzutowe 4, B, E.
Wobec Wniosku 3.3.1 na dowolnej prostej lezy tyle samo punktéw, co na prostej a,
stad do dowolnej prostej rzutowej nalezg co najmniej 3 rézne punkty rzutowe.
ii) Prawdziwos$¢ drugiej cze$ci Twierdzenia 3.3.2 stwierdzamy na mocy zasady
dualno$ci.

3.3.3 TWIERDZENIE
W dowolnym modelu ptaszczyzny rzutowej, jesli liczba punktéw na prostej a wynosi
n + 1 (ozn. |a*| = n + 1), to liczba wszystkich punktéw rzutowych w modelu jest réwna
n®+n+1

DOWOD:

Niech, na mocy Wniosku 3.3.1, dla dowolnej prostej a i dowolnego punktu A
na plaszczyznie rzutowej zachodzi réwnos¢ |a*| = |A*| = n + 1.
FAKT POMOCNICZY

Kazdy punkt P # A jest w incydencji z doktadnie jedna prostg p € A".

UZASADNIENIE (nie wprost)

Zatézmy nie wprost, ze istnieje prosta q € A* bedaca w incydencji z punktem P
irézna od prostej p. Wéwczas punkty P i A sg punktami wspoélnymi prostych p i q, wiec
wobec AR2 musi zachodzi¢ P = A, co przeczy zatozeniu. Ponadto punkt P musi by¢ w
incydencji z pewng prostg z peku A*, bo gdyby nie byl, przez punkt P i punkt A nie
przechodzitaby zadna prosta, co przeczytoby AR1.
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Wobec Faktu Pomocniczego kazdy punkt ptaszczyzny rzutowej rézny od A jest
w incydencji z dokladnie jedng prostg z danego peku A*. Ponadto kazdy z tancuchéw
prostych z peku A* incyduje z n punktami ré6znymi od A i punktem 4, ktéry jest punktem
wspélnym dla nich wszystkich. Zatem liczba wszystkich punktéw na plaszczyznie
rzutowej wynosi

n+Dn+1=n>+n+1

3.3.4 WNIOSEK
W dowolnym modelu ptaszczyzny rzutowej zbior punktéw rzutowych jest réwnoliczny
ze zbiorem prostych rzutowych.

DOWOD:

Na mocy zasady dualno$ci i Twierdzenia 3.3.3 mamy, Ze jesli liczba prostych
w dowolnym peku A* wynosi k + 1, to liczba wszystkich prostych rzutowych modelu
jest réowna k(k + 1) + 1. Zatem jesli dla dowolnego tancucha |a*| =n+ 1 oraz dla
dowolnego peku |A*| = k +1, to na mocy Wniosku 3.3.1 zachodzi |a*| = [4"], czyli
n =k, wiec réwniez n?+n+ 1 =k + k + 1. Zatem liczba punktéw rzutowych jest
rowna liczbie prostych rzutowych na plaszczyzZnie rzutowe;j.

3.3.5 WNIOSEK
Plaszczyzna Fano jest modelem plaszczyzny rzutowej o najmniejszej moZzliwej liczbie
punktow i prostych rzutowych.

DOWOD:

Wobec Twierdzenia 3.3.2 najmniejszg mozliwg liczbg punktéw na prostej rzutowej
jest liczba 3. Na mocy Twierdzenia 3.3.3 dla n = 2, liczba wszystkich punktéw na
plaszczyZnie wynosi co najmniej 7. Na mocy Wniosku 3.3.4 prostych rzutowych jest tyle
samo, ile punktéw rzutowych na plaszczyznie. Nie istnieje zatem plaszczyzna o
mniejszej liczbie punktéw i prostych niz 7. Plaszczyzna Fano sklada sie z dokladnie 7
punktéw i 7 prostych, jest zatem ptaszczyznga o najmniejsze mozliwej liczbie punktow i
prostych rzutowych.

3.3.6 UWAGA

Zauwazmy, zZe plaszczyzny rzutowe o skoniczonej liczbie punktéw w tancuchu skiadaja
sie ze skonczonej liczby punktéw i prostych. Takie plaszczyzny nazywamy skoriczonymi
ptaszczyznami rzutowymi. Fakty zwigzane z liczbami prostych i punktéw na ptaszczyznie
wyprowadzone w Rozdziale 3.3 zalezne od skonczonej liczby n stosujg sie do ptaszczyzn

skoniczonych.

3.4 MOZLIWE I NIEMOZLIWE PLASZCZYZNY RZUTOWE

3.4.1 DEFINICJA
Niech n + 1 bedzie liczbg punktéw w dowolnym tancuchu na plaszczyznie rzutowej.
Liczbe n nazywamy rzedem ptaszczyzny rzutowe;j.

3.4.2 TWIERDZENIE

Istniejg plaszczyzny rzutowe rzedu p*, gdzie p jest liczbg pierwszqg, a k liczbg
naturalng.
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DOWOD:

Dla dowolnej liczby pierwszej p i dowolnej liczby naturalnej k istnieje ciato K, takie ze
|K| = p* [9]. Zbudujmy model P2(K), jak w Podrozdziale 2.3. Zauwazmy, ze wszystkich
mozliwych niezerowych tréjek (a,b,c) o wspétczynnikach z ciala K jest p3k — 1.
Pamietajgc o tym, ze punkt rzutowy jest reprezentowany przez zbiér proporcjonalnych
trojek, otrzymujemy, ze liczba punktéw rzutowych jest rowna:

@ -D/p-1 =
=@-DE*+p"+1/p-1) =
= p?k + p* + 1.

Wobec Twierdzenia 3.3.3 dla ptaszczyzny rzutowej rzedu n liczba prostych/punktéw
na ptaszczyznie wynosi n? +n + 1. W niniejszym przypadku n = p*, wobec czego rzad
ptaszczyzny P?(K) wynosi p*, co daje teze.

3.4.3 UWAGA
Dla wszystkich dotychczas znanych skonczonych ptaszczyzn rzutowych rzad
ptaszczyzny rzutowej n jest potega pewnej liczby pierwsze;j.

Okazuje sie, ze nie kazda liczba naturalna n > 2 moze by¢ rzedem ptaszczyzny
rzutowej. Jednym z najbardziej znanych twierdzen dotyczacych rzedu skonczonej
ptaszczyzny rzutowej jest nastepujace twierdzenie Brucka-Rysera [1]:

3.4.4 TWIERDZENIE
Jesli istnieje ptaszczyzna rzutowa rzedu n, gdzie n = 1 lub 2(mod4), wowczas istniejq
liczby naturalne x,y, takie ze n = x* + y2.

Z pomoca Twierdzenia 3.4.2 oraz Twierdzenia 3.4.4 tatwo sprawdzi¢, ze istniejg
ptaszczyzny rzutowe rzedu: 2,3,4,5,7,8,9,11, natomiast niemozliwym jest
skonstruowanie plaszczyzny rzutowej np. rzedu 6. Fakt nieistnienia ptaszczyzny
rzutowej rzedu n =6 zostat pierwotnie udowodniony jako rozwigzanie problemu
Eulera3 o 36 oficerach [8].

Przypadek dla n = 10 nie jest rozstrzygalny za pomoca Twierdzenia 3.4.2, poniewaz
10 nie jest potegg liczby pierwszej, ani za pomocg Twierdzenia 3.4.4, gdyz
10 = 2(mod4), ale jednocze$nie 10 = 3% + 12. Nieistnienie ptaszczyzny rzutowej rzedu
10 wykazano za pomoca poteznych obliczen komputerowych [5][6].

Problem konstruowalnos$ci ptaszczyzn rzutowych wyzszych rzedéw wciaz pozostaje
otwarty.

3.45 UWAGA

Wiadomo, ze plaszczyzny rzutowe rzedéw n = 2,3,45,7,8 s3 izomorficzne
z ptaszczyznami P?(K), gdzie |K| = n odpowiednio, przy czym istnieje doktadnie jedno
co do izomorfizmu cialo K o n elementach. Znana jest ptaszczyzna rzutowa rzedu n = 9
izomorficzna z modelem P?(K), a takze trzy inne parami nieizomorficzne ptaszczyzny
rzedu n = 9, ktére nie sg izomorficzne z modelem P?(K) [7]. Ptaszczyzna rzedun = 11
jest izomorficzne z P%(K), gdzie |K| = 11, aczkolwiek nie wyklucza sie istnienia innych
takich ptaszczyzn rzedu 11, ktére nie sg izomorficzne z powyzszym modelem.

3 Leonhard Euler (1707-1783) — matematyk i fizyk szwajcarski
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4 PLASZCZYINARZUTOWA A PLASZCZYZNA AFINICZNA

W niniejszym rozdziale podamy aksjomatyke i pojecia pierwotne teorii ptaszczyzny
afinicznej. Ponadto zbadamy zwigzek miedzy ptaszczyznami rzutowymi a ptaszczyznami
afinicznymi. W szczegdlnoSci przyjrzymy sie konstrukcji ptaszczyzny afinicznej
7 plaszczyzny rzutowej poprzez usuniecie pewnej prostej wraz z punktami z nig
incydentnymi oraz konstrukcji ptaszczyzny rzutowej z plaszczyzny afinicznej poprzez
dodanie nowych punktow i prostej z nich sie sktadajacej. Ponadto w Podrozdziale 4.4
pokazemy, ze operacje dodawania i usuwania prostej s3 w pewnym sensie operacjami
odwrotnymi.

4.1 AKSJOMATYKATPODSTAWOWE POJECIA PLASZCZYZNY AFINICZNE]

POJECIA PIERWOTNE TEORII PLASZCZYZNY AFINICZNE]
1) punkt
2) prosta
3) relacja incydencjidla par punktéw i prostych.

4.1.1. UWAGA
Do okreslenia relacji incydencji pomiedzy punktem a prostg bedziemy uzywali
terminologii stosowanej dotychczas (por. Uwaga 1.1.1).

AKSJOMATY TEORII PLASZCZYZNY AFINICZNE]#*

AA1: Przez dwa dowolne rézZne punkty przechodzi doktadnie jedna prosta.
AA2: Na kazdej prostej lezq co najmniej dwa rézne punkty.
AA3: Istniejq trzy punkty nie lezZqce na tej samej prostej.

AA4: Dla dowolnej prostej n i dowolnego punktu P nie lezqcego na tej prostej istnieje
doktadnie jedna prosta m przechodzgca przez punkt P i nie przecinajgca prostej n.

4.1.2. DEFINICJA
Ptaszczyznq afiniczng nazwiemy model teorii plaszczyzny afinicznej spelniajacy
wszystkie aksjomaty AA1,AA2Z, AA3, AA4 tej teorii.

POJECIE ROWNOLEGLOSCI
Zdefiniujmy wazne pojecie teorii ptaszczyzny afinicznej, jakim jest réawnolegtosé.

4.1.3. DEFNICJA
Prosta a jest rdwnolegta do prostej b (ozn. a||b) wtedy, gdy a = b lub gdy proste ai b
nie majg punktéw wspdlnych.

4.1.4. FAKT
Relacja réwnolegtosci jest relacjq réwnowaznosci.

4 poréwnaj z [2], ss. 195,209
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DOWOD:
Pokazemy, Ze relacja rownolegtosci spelnia warunki relacji réwnowaznosci. Niech
a, b, c bedg dowolnymi prostymi na ptaszczyznie afinicznej.

a) zwrotnos¢, tzn. dla dowolnej prostej zachodzi a||a.
Dowolna prosta a jestréwnolegta sama do siebie, co wynika wprost z Definicji 4.1.3.

b) symetrycznos¢, tzn. jesli a||b, to b||a.

Jesli a|[b dla a # b, to prosta a nie ma punktéw wspdlnych z prostg b, zatem réwniez
prosta b nie ma punktéw wspdlnych z prostg a, stagd b||a. Dla a = b mamy sytuacje
trywialna.

c) przechodnios¢, tzn. jesli a||b oraz b||c, to al|c.

Zatézmy, ze proste a,b,c s parami rézne. Zalézmy nie wprost, Ze prosta a nie jest
réwnolegta do prostej ci przecina jg w punkcie P. Z zatozenia o réwnolegtosci i r6znosci
prostych a i b wynika, ze punkt P nie lezy na prostej b. Wobec AA4 mamy, Ze przez
punkt P nie lezgcy na prostej b przechodzi doktadnie jedna prosta réwnolegta do proste;j
b. Wobec zatozen przez ten punkt przechodza dwie rézne proste a i c rownolegte do b -
sprzeczno$¢ z zatozeniem o nieréwnolegtosci prostych ai c.

Przypadek, kiedy dwie lub wszystkie spos$réd prostych a,b,c, s3 sobie réwne
sprowadza sie do trywialnych sytuacji.

Wobec powyzszych rozwazan relacja réwnolegtosci jest relacjg réwnowaznosci.

4.1.5. DEFINICJA
Klasy abstrakcji relacji réwnolegtos$ci nazywamy kierunkami.

4.1.6. UWAGA
Klasy abstrakcji relacji ré(wnowaznosci s3 parami roztgcznymi zbiorami. Stad kazda
prosta na ptaszczyznie afinicznej ma doktadnie jeden kierunek.

4.2 KONSTRUKCJA PLASZCZYZNY AFINICZNE]
Z PLASZCZYZNY RZUTOWE]

Rozwazmy dowolng ptaszczyzne rzutowg ny ze zbiorami punktéw rzutowych PKTy,
i prostych rzutowych PR, .. Wybieramy dowolng prostg p ze zbioru PR, i usuwamy ja
z ptaszczyzny razem ze wszystkimi punktami nalezgcymi do tanicucha p*.

4.2.1 FAKT
Operacja usuniecia dowolnej ustalonej prostej p € PRy, z pfaszczyzny rzutowej my

powoduje usunigcie z kazdej prostej q € PR, \{p} dokiadnie jednego punktu.

DOWOD:

Niech q bedzie dowolng prostg ze zbioru PRy \{p}. Na mocy AR2 na ptaszczyznie 7y
prosta q przecinata prostg p dokladnie w jednym punkcie Q € p*. Poniewaz
z plaszczyzny my zostaje usunieta tylko prosta p wraz z punktami do niej nalezacymi,
z prostej q usuniety zostanie jedynie punkt wspélny prostych p i g, czyli Q, ktéry jest ich
jedynym punktem wspdlnym.
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Plaszczyzne otrzymang z plaszczyzny rzutowej m, przez usuniecie dowolnej prostej
oznaczymy symbolem 7, °. Na plaszczyznie mz°:

1) punktami nazwiemy wszystkie punkty ze zbioru PKT,,\ p*
2) prostymi nazwiemy wszystkie proste ze zbioru PR, \{p}

3) relacja incydencji pomiedzy punktami a prostymi na plaszczyZznie 7,° jest okreslona
tak samo jak incydencja pomiedzy punktami ze zbioru PKT,,\ p* a prostymi ze zbioru
PR, \{p} na ptaszczyznie rzutowej my.

4.2.2 STWIERDZENIE
Ptaszczyzna my° jest pltaszczyzngq afiniczng.

UZASADNIENIE:
Pokazemy, ze na ptaszczyZnie my° sg spetnione aksjomaty ptaszczyzny afinicznej.

= SPELNIANIE AA1

Wybierzmy dwa dowolne rézne punkty A i B lezgce na plaszczyinie m,°. Wobec
okreslonej relacji incydencji na ptaszczyznie mz° przez punkty A i B przechodzi ta sama
prosta, ktéra 1aczy je na ptaszczyznie . Wobec AR1 na plaszczyZnie g przez punkty A
i B przechodzi doktadnie jedna prosta, zatem réwniez na plaszczyznie 7y° jest ona
jedyna prosta taczgcg dane punkty.
= SPELENIANIE AA2

Wobec Twierdzenia 3.3.2 na kazdej prostej ze zbioru PR, leza co najmniej 3 rézne
punkty. Na mocy Faktu 4.2.1 z kazdej prostej q € PR, \{p} zostaje usuniety dokiadnie
jeden punkt, za$ incydencja pomiedzy pozostalymi punktami i prostymi nie zmienia sie.
Wobec tego na prostych ze zbioru PR, \{p} pozostaja co najmniej dwa rézne punkty.
Stad na ptaszczyznie 7;° na dowolnej prostej lezg co najmniej dwa rézne punkty.

= SPELNIANIE AA3

Wobec AR4 na ptaszczyZnie my istniejg 4 rézne punkty 4, B,C, D, z ktérych zadne 3
nie leZzg na jednej prostej. Przyjmijmy oznaczenia jak w dowodzie Twierdzenia 3.3.2.
Moga sie zdarzy¢ nastepujgce sytuacje:

1° dwa sposréd punktéw A, B, C, D nalezq do usuwanej prostej p

Bez straty ogdélnoSci przyjmijmy, Ze sa to punkty A i D, zatem usuwang prostg jest
p = b. Woéwczas na plaszczyZnie m° pozostaja punkty B i C oraz proste a i d, ktérych
punktem przeciecia jest punkt E (patrz Rysunek 4.1).

Rysunek 4.1
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FAKT POMOCNICZY 1
Punkty E, B i C tworzq tréjke niewspétliniowych punktéw na ptaszczyzniemn z°.

UZASADNIENIE:

W dowodzie Twierdzenia 3.3.2 wykazaliSmy réznos$¢ punkt E od punktéw 4, B, C,D.
Zauwazmy réwniez, ze punkt E nie nalezy do usuwanej prostej p = b, bo gdyby nalezat,
proste ai b (ale takze d i b) miatyby dwa rézne punkty wspdlne, co przeczytoby AR2.
Ponadto punkt E nie nalezy do prostej ¢, bo gdyby nalezatl, to proste ci d (a takze a i c)
przecinalyby sie w dwdch réznych punktach na ptaszczyznie 7y, co byloby sprzeczne
z AR2. Zatem punkty B, C, E nie sg wspoétliniowe, czyli nie lezg na jednej proste;j.

Na mocy Faktu Pomocniczego 1 na plaszczyznie mz° istniejg trzy punkty nie lezace
na jednej prostej.

2° doktadnie jeden sposréd punktéw A, B, C, D nalezy do usuwanej prostej p

Bez straty og6lnosci przyjmijmy, ze punkt A nalezy do prostej p. Poniewaz zadne trzy
sposrod punktéw A4, B,C, D nie sg wspétliniowe na plaszczyZnie 7y, to po odrzuceniu
punktu 4 i pozostawieniu punktéw B, C,D w relacji incydencji jak na ptaszczyznie g,
punkty B, C, D pozostaja niewspétniowe na ptaszczyznie my°.

3° Zaden sposréd punktéw A, B, C, D nie nalezy do wyrzucanej prostej p
Woéwczas np. punkty A, B, C nie sg wspélliniowe, wiec AA3 jest spetniony.
Wobec powyzszych rozwazan stwierdzamy spetnianie AA3 na ptaszczyznie my°

= SPELNIANIE AA4

Wybierzmy dowolny punkt P na plaszczyznie mz° oraz dowolng prostg n nie
przechodzacg przez punkt P. Wobec AR2 na ptaszczyZnie my proste n i p przecinajg sie
doktadnie w jednym punkcie N € p*. Wobec AR1 na plaszczyznie y przez punkty Pi N
przechodzi doktadnie jedna prosta m (patrz Rysunek 4.2).

Rysunek 4.2

Po usunieciu prostej p i punktéw do niej nalezacych proste n i m nie beda miaty
punktéw wspdlnych na ptaszczyznie mz° bo ich jedynym punktem przeciecia byt
usuniety punkt N.
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FAKT POMOCNICZY 2

Prosta m jest jedynqg prostq przechodzgcq przez punkt P nie przecinajgcq prostej n

na ptaszczyznie 3 °.
UZASADNIENIE (nie wprost):

Zal6zmy, ze na plaszczyznie m° istnieje rézna od prostej m prosta k przechodzaca
przez punkt P i nieprzecinajgca prostej n. Wobec AR2 przed usunieciem prostej p prosta
n i prosta k musiaty mie¢ punkt wspélny K € p na plaszczyZnie m. Punkt K byt rézny od
punktu N, bo inaczej, wobec AR1, proste m i k bylyby tg samg prostg. Punkty N i K
nalezaty do prostej n jako punkty przeciecia odpowiednio z prostymi m i k, ale byly
rowniez incydentne z prosta p. Stad wynika, Zze prosta n miala dwa rézne punkty
przeciecia z prostg p, co przeczy ARZ. Stad prosta m jest jedyng prosta przechodzgca
przez punkt P i nieprzecinajgcg prostej n na ptaszczyznieny°.

Na mocy powyzszych rozwazan stwierdzamy speinianie AA4.

Tym samym pokazali$my, Ze na ptaszczyznie mz° sg spetnione aksjomaty ptaszczyzny
afinicznej, a wiec jest ona ptaszczyzng afiniczna.

4.3 KONSTRUKCJA PLASZCZYZNY RZUTOWE]
Z PLASZCZYZNY AFINICZNE]

Rozwazmy ptaszczyzne afiniczng 7, wraz ze zbiorami punktéw PKT, , oraz prostych
PR ,. Analogicznie do konstrukcji modelu standardowego ptlaszczyzny rzutowej

z plaszczyzny euklidesowej opisanej w Podrozdziale 2.1 przeprowadzimy konstrukcje
ptaszczyzny rzutowej wychodzac od ptaszczyzny afinicznej.

Zdefiniujmy nowe punkty, tzw. punkty w nieskoriczonosci, bedace kierunkami
prostych na ptaszczyznie afinicznej. Wobec Uwagi 4.1.6 kazda prosta na ptaszczyZnie 7,
ma doktadnie jeden kierunek, zatem do kazdej prostej g € PR, dotgczamy doktadnie

jeden nowy punkt, kierunek prostej g, ktéry oznaczymy przez (q).

Zdefiniujmy nowa prostg, tzw. prostg w nieskoriczonosci, sktadajaca sie wylacznie
znowych punktéw w nieskonczonosci i oznaczmy jg przez Poo.

Dotgczmy nowe twory do plaszczyzny afinicznej m,. Oznaczmy otrzymang
ptaszczyzne symbolem 7. Na ptaszczyZnie 7;:

1) punktami nazwiemy wszystkie punkty ze zbioru PKT, , oraz wszystkie punkty
w nieskonczono$ci nalezgce do tancucha (Poo)*

2) prostymi nazwiemy wszystkie proste ze zbioru PRy, oraz prostg Poo

3) relacje incydencji okreslimy przez warunki:
a) punkt Q € PKT;, jest incydenty z prostg q € PR,, < punkt Q i prosta q s3
incydentne na ptaszczyznie 1,
b) punkt w nieskoniczonosci (q) jest incydenty z prostg q € PR;, < prosta ¢ ma
kierunek (q)
c) nowa prosta Pco w nieskonczonosci jest incydentna ze wszystkimi punktami
w nieskonczonosci i tylko z nimi.
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4.3.1. STWIERDZNIE
Ptaszczyzna Tt jest ptaszczyzng rzutowaq.

UZASADNIENIE:
Pokazemy, ze na ptaszczyznie 7, sg spetnione aksjomaty ptaszczyzny rzutowe;j.

= SPELNIANIE AR1
Wezmy dwa dowolne rézne punkty Q i R nalezgce do ptaszczyzny 7,. Rozwazmy trzy
mozliwe przypadki:

1".Q,R € PRT,,

Na plaszczyinie 7T, przez punkty Q,R przechodzi ta sama prosta co na ptaszczyznie
m,. Wobec AA1 przez punkty Q,R przechodzita doktadnie jedna prosta s € PRg,.
Ponadto przez punkty Q i R nie moze przechodzi¢ nowa prosta Poo, gdyz taczy ona
wylacznie punkty w nieskonczonos$ci. Wobec tego prosta s jest jedyng prosta taczaca
punkty Q i R.

2°Q,R € (Poo)*

Punkty Q i R s3 nowymi punktami dotgczonymi do plaszczyzny afinicznej razem
z prosta w nieskonczonosci, zatem nie moze przez nie przechodzi¢ zadna prosta ze
zbioru PR, ,. Wobec tego jedyng prostg faczgcg dwa rézne punkty w nieskonczonosci P i
R jest prosta w nieskonczonosci Poo.

3° Q € PKT,, oraz R € (Px)"

Oznaczmy R = (r). Wobec AA4 na plaszczyZnie m, przez punkt Q przechodzi
doktadnie jedna prosta q o kierunku prostej r, czyli na ptaszczyZnie rzutowej jest ona
jedyng prostg incydentng z punktem w nieskornczonosci (r) i punktem Q. Ponadto przez
punkty Q oraz (r) nie moze przechodzi¢ prosta Poo, gdyz sktada sie ona wylacznie z
punktéw w nieskonczonosci.

Wobec powyzszych rozwazan stwierdzamy spetnianie AR1 na ptaszczyznie 7,.

= SPELNIANIE AR2
Rozwazmy dwie dowolne rdzne proste na ptaszczyznie ;. Mamy dwa przypadki:

1° dwie rozne proste q,r € PR,

Rozwazmy dwie mozliwosci.

a) Proste q i 7 przecinaja sie w pewnym punkcie P € PKT,, na ptaszczyznie 7.

Woéweczas na ptaszczyznie 7, ich punktem wspd6lnym pozostaje punkt P. Proste te nie
mogg przecina¢ si¢ w zadnym innym punkcie ze zbioru PKT,,, bo wtedy musialyby
przecinac sie rowniez w réznym od P punkcie na ptaszczyZnie 1, skad na mocy AA1
wynikatoby, ze g = 7. Proste te nie miaty na ptaszczyznie m, wspdlnego kierunku, wiec
na ptaszczyznie 4 nie mogg przecinac sie w punkcie w nieskonczonosci.

b) Proste q i r sa réwnolegte na ptaszczyZnie 1 .

Woéwczas punktem wspdlnym prostych g i r na plaszczyznie 7, jest punkt
w nieskonczonosci (q) = (r), czyli kierunek prostych na ptaszczyznie m,. Wobec Uwagi
4.1.6 zaden inny punkt w nieskonczonosci nie moze by¢ ich punktem wspdlnym.
Ponadto proste te nie przecinaty sie w zadnym punkcie na plaszczyznie m,, wiec
na plaszczyznie 7, nie mainnego punktu przeciecia tych prostych niz (q) = (r).
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2° prosta q € PRy, oraz Peo

Wobec Uwagi 4.1.6 prosta g na ptaszczyznie 7, ma dokladnie jeden kierunek, zatem
na plaszczyznie 7, prosta q przecina prostg Pco dokltadnie w jednym punkcie - punkcie
w nieskonczonosci (q). Jest to jedyny punkt przeciecia prostej q z prostg Poo, bo gdyby
istniat inny punkt przeciecia w nieskonczonosci, prosta g miataby dwa rézne kierunki,
co prowadzi do sprzecznodci. Ponadto prosta q nie moze przecina¢ prostej Pco
w punkcie ze zbioru PKT, , bo zaden z tych punktéw nie nalezy do prostej Pco.

Wobec powyzszych rozwazan stwierdzamy spetnianie AR2 na ptaszczyZnie 7.

= SPELNIANIE AR3

Na mocy AA3 na plaszczyZnie m, istniejg trzy punkty A,B,C nie lezgce na jednej
postej. Wobec AA1 przez punkty A, B przechodzi doktadnie jedna prosta a, za$ przez
punkty B,C - doktadnie jedna prosta b, przy czym a # b. Wobec AA4 przez punkt C
przechodzi doktadnie jedna prosta c réwnolegta do prostej a, za$ przez punkt A - jedyna
prosta d réwnolegta do prostej b (patrz Rysunek 4.3).

Rysunek 4.3

Na ptaszczyznie 7, incydencja miedzy punktami A4,B,C oraz prostymi a,b,c,d
pozostaje taka jak na ptaszczyZnie m, Ponadto proste réwnolegle a i ¢ oraz b i d
przecinajg sie¢ odpowiednio w réznych punktach w nieskoriczonosci (a), (b). Wobec
Uwagi 4.1.6. punkt (a) nie moze naleze¢ ani do prostej b ani do d, za$ punkt (b) - ani do
prostej a ani do ¢ (patrz Rysunek 4.4), bo gdyby nalezaly, wtedy odpowiednie proste
mialyby dwa rézne kierunki.

Rysunek 4.4
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Wobec tego punkty 4, C, (a), (b) s3a czterema punktami na ptaszczyznie 7, z ktérych
zadne trzy nie lezg na jednej proste;j.

Tym samym pokazaliS$my, ze na ptaszczyznie 7, s3 spetnione aksjomaty ptaskiej
geometrii rzutowej, zatem 7, jest ptaszczyzng rzutowa.

Opisane w Podrozdziatach 4.2 i 4.3 konstrukcje pozwalajg otrzymac ptaszczyzne
afiniczng lub plaszczyzne rzutowa poprzez dokonanie operacji odpowiednio usuniecia
lub dodania pewnej prostej, wraz z punktami do niej nalezagcymi, do wyjSciowe;j
ptaszczyzny. W kolejnym podrozdziale zbadamy, czy operacje te sa do siebie odwrotne.

4.4  SKLADANIE OPERAC]I USUWANIA I DODAWANIA PROSTE]
7 PUNKTAMI DO NIEJ NALEZACYMI

Aby przekona¢ sie, czy operacje, o ktérych mowa w Podrozdziatach 4.2 i 4.3, s3 do
siebie odwrotne, wykazemy izomorficzno$¢ ptlaszczyzny wyjSciowej z tworem
otrzymanym w wyniku odpowiedniego zloZenia operacji usuwania i dodawania prostej
(wraz z punktami do niej nalezacymi).

IZOMORFIZM MIEDZY PEASZCZYZNA 1y A PEASZCZYZNA 1,°

Rozpatrzmy dowolng ptaszczyzne rzutows my. Wykonajmy na niej operacje usuniecia
dowolnej ustalonej prostej p, opisang w Podrozdziale 4.2. Otrzymujemy nowa
ptaszczyzne 1y °, ktéra na mocy Stwierdzenie 4.2.2 jest ptaszczyzng afiniczna.

Rozpatrzmy teraz ptaszczyzne afiniczng mz° i dokonajmy na niej operacji dodania
nowych punktéw w nieskonczonosci wraz z prosta w nieskonczonosci, opisanej w
Podrozdziale 4.3. Otrzymujemy w ten sposéb nowg ptaszczyzne 7x°, ktéra na mocy
Stwierdzenia 4.3.1 jest ptaszczyzna rzutowa.

4.4.1. STWIERDZENIE
Plaszczyzna Ty jest izomorficzna z ptaszczyzng T g°.

UZASADNIENIE:

Aby uzasadni¢ Stwierdzenie 4.4.1 skonstruujemy izomorfizm pomiedzy danymi
ptaszczyznami. Na ponizszym diagramie zilustrowano, jak zmieniajg sie zbiory punktéw
i prostych na kolejno otrzymywanych ptaszczyznach.

usuniecie dodanie
W — o — i
. zbioru kierunkéw
prostej p (Pos)"
Wrazz Punktami ze e e

zhioru p nieskonczono$ci Peo
PKTy, PKT,,\ p' (PKTy, \ p*) U (Poo)"
PRy, PRy, \ (0} (PR, \ {p}) U {Poo}
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Naszym celem jest ustalenie izomorfizmu miedzy zbiorami punktéw i prostych
dla ptaszczyzn 7y oraz m;°. Niech ¢: mp - 7z° bedzie odwzorowaniem, ktére
przyporzadkowuje:

1) punktom ze zbioru PKT,\ p’ na plaszczyZnie 7y te same punkty na plaszczyznie TgR°
2) prostym ze zbioru PR, _\ {p} na ptaszczyZnie 7y te same proste na plaszczyznie TR
3) prostej p na plaszczyZnie 7y prostg w nieskonczonosci Poo

4) kazdemu punktowi P € p* na ptaszczyznie 7y punkt P’ € (Poo)* na plaszczyZnie 75°,
ktéry jest wyznaczony przez kierunek prostych z peku P* na ptaszczyznie mz°.

FAKT POMOCNICZY
Przyporzadkowanie g wyznacza izomorfizm pomiedzy ptaszczyznami 7y oraz 7,°.
UZASADNIENIE:

1° Przyporzgdkowanie @ jest bijekcjq.

Warunki 1), 2), 3) w oczywisty sposob wyznaczaja bijekcje pomiedzy punktami ze
zbioru PKT, \p" na plaszczyznach mp i Tr° a takze miedzy prostymi ze zbioru
PR\ {p} na ptaszczyznach iy oraz Tz° oraz miedzy prosta p i Poo.

Warunek 4) réwniez okredla wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie taricucha p*
z plaszczyzny 7y na fancuch (Poo)* z plaszczyzny 7°. Mamy bowiem, ze dla dowolnego
punktu P € p* na plaszczyinie my proste nalezace do peku P°, poprzez konstrukcje
podang w Podrozdziale 4.2, zostajg przeksztalcone w pek prostych réwnoleglych
o wspdlnym kierunku (g) na plaszczyznie mz°. Kierunek (q) wyznacza na plaszczyznie
T° punkt (q) = P' w nieskoiiczonoéci nalezacy do prostej Pco.

Zauwazmy, ze dla dwoch réznych punktow P i Q z plaszczyzny my peki Q° i P*
wyznaczajg dwa rézne kierunki na ptaszczyznie 7;°, a kierunki te - dwa rézne punkty w
nieskoriczono$ci ma plaszczyZnie 7mR°, co pokazuje réznowarto$ciowosé
przyporzadkowania. Ponadto z opisu konstrukcji 4.2 i 4.3 wynika, ze kazdy punkt
fancucha (Poo)* zostaje przyporzgdkowany pewnemu punktowi tancucha p*.

Wobec powyzszych rezwazan przyporzadkowanie ¢ wyznacza bijekcje.

2° Przyporzqdkowanie @ zachowuje relacje incydenciji.

Incydencja pomiedzy punktami ze zbioru PKT,,\p* oraz prostymi ze zbioru PR, \{p}
w oczywisty sposéb zostaje zachowana na plaszczyznie 7,°, podobnie jak incydencja
pomiedzy punktami faficucha p* a prostg p, ktérym na ptaszczyznie m,;° odpowiada
prosta i punkty w nieskosniczonosci.

Dla punktu P fancucha p* oraz prostej q € PR, \ {p} relacja incydencji réwniez
zostaje zachowana. Jesli bowiem prosta q nalezy do peku P* na plaszczyZnie my, to
zostaje ona odwzorowana na prosta przechodzacg przez odpowiadajgcy punktowi P
punkt (q) = P’ na plaszczyinie 7,°, jak w przypadku 1°. W sytuacji, gdy prosta q nie
byta incydentna z punktemn P na ptaszczyznie 1y, nie bedzie ona incydentna z punktem
P’ na ptaszczyZznie 7m;°. Ponadto jesli punkt Q ze zbioru PKT;,\p" nie byt incydentny z
prosta p, na nowej ptaszczyznie nie bedzie incydenty z prostg w nieskonczonosci.

Wobec powyzszych rozwazan, przyporzadkowanie ¢ wyznacza izomorfizm pomiedzy
ptaszczyznami 7y oraz g°. Zatem plaszczyzny my oraz mR° s3 izomorficzne.
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[ZOMORFIZM MIEDZY PLASZCZYZNA 1, A PLASZCZYZNA 7;°

Podobnie jak w poprzedniej czesci Podrozdziatu 4.4 chcielibysSmy pokazaé, ze istnieje
izomorfizm pomiedzy dowolng ptaszczyzng afiniczng a ptaszczyzng otrzymang
z wyjsciowej poprzez ztozenie operacji dodania i usuniecia prostej.

Rozpatrzmy dowolng ptaszczyzne afiniczng m,. Dokonajmy na niej operacji dodania
nowych punktéw w nieskonczonos$ci oraz prostej w nieskonczonosci, opisanej
w Podrozdziale 4.3. Otrzymujemy w ten sposéb nowa ptaszczyzne 7, ktéra wobec
Stwierdzenia 4.3.1 jest ptaszczyzng rzutowa. Wykonajmy na nowej ptaszczyznie T,
operacje usuniecia dowolnej prostej p wraz z punktami nalezgcymi do p*, opisang
w Podrozdziale 4.2. Otrzymujemy w ten sposéb plaszczyzne 7;°, ktéra wobec
Stwierdzenia 4.2.2 jest ptaszczyzng afiniczna.

W tym przypadku nie mozemy natychmiastowo opisa¢ przyporzadkowania pomiedzy
wyjéciowg ptaszczyzna a otrzymanym tworem, jak to zrobiliSmy w przypadku
ptaszczyzny rzutowej i don izomorficznej w poprzedniej czesci tego podrozdziatu.
W poprzedniej sytuacji usuwana prosta determinowata prosta, ktdra zostata dodana. Tu
najpierw dodajemy prosta w nieskonczono$ci wraz z kierunkami, natomiast mozemy
usung¢ dowolng inng prostg, co wprowadza pewne utrudnienia.

4.4.2. PROBLEM
Czy ptaszczyzna T, jest izomorficzna z ptaszczyzng 7;°?

PrzesledZmy na ponizszym diagramie, jak zmieniajg sie zbiory punktéw i prostych na
kolejnych ptaszczyznach:

Dodanie usuniecie
» — ) —0
77_'A T[A nA
prostej Peo prostej p
ze zbiorem z punktami
kierunkéw (Peo)” ze zbioru p*

PKT,,
PR,

PKT,, U (Po)*
PR, U {Poo}

(PKTy, U (Poo))\ p*
(PR, U {Peo }) \ {p}

Podczas dokonywania operacji usuwania pewnej prostej z plaszczyzny 7, moze si¢
zdarzy¢, Ze usuniemy wszystkie nowe punkty z {aricucha (Po)*, wdwczas
przyporzadkowanie wyznaczajgce izomorfizm jest trywialne, gdyz otrzymaliSmy de
facto ptaszczyzne 7,° identyczng z wyj$ciowa 7.

Rozstrzygniecie, czy plaszczyzna 7, jest izomorficzna z ptaszczyzng 7;° w sytuacji
gdy (Poo)* # p*, wykracza poza zakres tej pracy.

4.4.3. UWAGA
Na podstawie dostepnej literatury nie udato sie ustali¢ kompletnego rozwigzania
Problemu 4.4.2.
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