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Wstep

W niniejszej pracy pochylimy sie nad pewnym ciekawym faktem znanym z algebry. Okazuje sie, ze
Sg jako jedyna wérdéd grup permutacji ma automorfizm niewewnetrzny. Automorfizm ten ma pewna
interpretacje geometryczng i struktura ta jest obecna w wielu dobrze znanych obiektach. Inspiracja do
napisania tej pracy byl podrodzial 8.6 (Some thoughts on the icosahedron) ksiazki [3]. Praca ta ma
charakter przegladowy. Sktada si¢ z czterech gtéwnych czesci.

W Rozdziale 1 przypomnimy pewne definicje i fakty z teorii grup oraz pochylimy sie¢ nad auto-
morfizmami grup S, dla n # 6. W ostatnim, krétkim podrozdziale przytoczymy dowdd jedynosci
potencjalnego automorfizmu zewnetrznego grupy Sg.

W drugiej czesci (Rozdzial 2) wprowadzimy obiekt zwany pentadg. Nazewnictwo w tej sekcji zostalo
wprowadzone po raz pierwszy przez J. J. Sylvestera i pojawia sie do$¢ czesto w literaturze (na przyklad
w [2], [3] 1 [4]), jednak interpretacja pentad w grafie K¢ jest autorska i nie znalazlam jej w zadnym
zrodle. W tym rozdziale skonstruujemy za pomoca pentad jedyny automorfizm zewnetrzny grupy Sg.

W Rozdziale 3 wprowadzimy inny rodzaj obiektu geometrycznego, pentagraf. Ta koncepcja réwniez
jest autorska, jednak w trakcie kompletowania bibliografii natknelam sie na artykut [1], gdzie pen-
tagrafy nazywane sa mystic pentagons. Dalej przyjrzymy sie, jak opisa¢ kandydata na automorfizm
zewnetrzny grupy Sg w jezyku tych obiektéw.

W ostatnim rozdziale skonstruujemy naturalne utozsamienie konkurencyjnych opiséw automorfi-
zmu zewnetrznego i podsumujemy wyniki catej pracy.
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1 Automorfizmy i teoria grup

1.1 Wprowadzenie

W tym podrozdziale przypomnimy pewne definicje i nietrudne do pokazania fakty z teorii grup, z
ktorych bedziemy korzystaé¢ w dalszej czesci pracy.

Definicja 1.1. Grupa permutacji na n elementach S, nazywamy grupe wszystkich bijekcji
{1,...,n}—{1,...,n} ze skladaniem funkcji jako dzialaniem grupowym.

Definicja 1.2. Automorfizmem grupy G jest izomorfizm ¢: G — G.

Fakt 1.3. Odwzorowanie py: G — G postaci ¢,(x) = grg™' jest automorfizmem.



Dowdd. Prosty rachunek, pokazuje, ze ¢, jest homomorfizmem:

og(zy) = gryg ™' = gzg  gyg" = @g(2)ey(y).

Mamy réwniez:

pg0pg-1(x) =glg leg)g™ = a
Pg-1 0pg(x) =g (gug g ==
zatem odwzorowanie ¢ -1 jest odwrotne do ¢4, co pokazuje, ze g4 jest izomorfizmem. O

Powyzszy fakt prowadzi do nastepujacej definicji:

Definicja 1.4. Niech G bedzie grupa. Automorfizm ¢: G — G jest nazywany wewnetrznym jesli jest
postaci p(r) = grg~!, gdzie g jest pewnym elementem grupy G (zaleznym tylko od ¢). Automorfizm,
ktéry nie jest wewnetrzny, nazywamy zewnetrznym.

Zbiér wszystkich automorfizméw grupy G bedziemy oznaczaé¢ Aut(G), natomiast zbiér automorfi-
zméw wewnetrznych przez Inn(G). Latwo pokazaé, ze zaréwno Aut(G) jak i Inn(G) tworza grupy.

Fakt 1.5. Inn(G) jest podgrupg normalng w Aut(G) dla dowolnej grupy G.

Dowdd. Fakt, ze Inn(G) jest podgrupa w Aut(G) jest latwy do sprawdzenia i pominiemy jego dowdd.
Pokazemy natomiast, ze Inn(G) jest zamkniety na sprzezenia. Niech ¢ € Aut(G) bedzie dowolnym
automorfizmem i ¢ € Inn(G) bedzie dowolnym automorfizmem wewnetrznym, czyli wyraza sie wzorem
o(z) = grg~! dla pewnego elementu g € G. Mamy:

Yooy Hz) = Y(p(W  (x) =v(g YT (@) g7 = Y(g) - d(g) T
Zatem takie zlozenie wyraza sie jako pewien automorfizm wewnetrzny. O

Powyzszy fakt pozwala nam méwié o grupie ilorazowej Aut(G)/Inn(G).

1.2 Automorfizmy grup permutacji

Niniejsza sekcja pracy korzysta z rozumowania przedstawionego na konwersatorium z Algebry 1R
prowadzonym przez prof. Krzysztofa Krupinskiego w Instytucie Matematycznym Uniwersytetu Wro-
clawskiego w semestrze zimowym roku akademickiego 2023/24. Nie jest mi znane inne zrédlo, w ktérym
jest przedstawione podobne do niniejszego rozumowanie. Najpierw sformulujemy i udowodnimy kilka
lematoéw, ktore pomoga nam w udowodnieniu nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 1.6. Dla n # 6 jedynymi automorfizmami grupy S, s¢ automorfizmy wewnetrzne.

WprowadZmy oznaczenie By jako zbiér iloczynéw rozlacznych k transpozycji w grupie S, (k =

I )Y

Lemat 1.7. Dla dowolnego n > 2 niech f bedzie automorfizmem grupy S, takim, Ze f[B1] = Bi.
Wtedy istniejg parami rézne ji,. .., Jn, takie ze f(1,k) = (j1,jr) dla dowolnego k € {2,...,n}.

Dowdd. 7 zalozenia o automorfizmie f mamy, ze:

f(1,2) = (i2,j2)
f(1,3) = (i3, j3)



dla pewnych ix, jr € {1,...,n} (k=2,...,n). Zachodzi réwnos¢:

FULE)(L,0)) = (igs Ji) (irs 1)

Zauwazmy, ze element (1, k)(1,1) ma rzad 3, zatem kazde dwie transpozycje postaci (i, ji) maja jeden
element wspolny. Pokazemy, ze wszystkie te transpozycje maja jeden element wspdlny. Zalézmy nie
wprost, ze istnieja trzy transpozycje, ktore nie maja wspolnego elementu. Wtedy zachodzi:

f((l, k)(la l)(l’ m)) = (a> b)<a7 C)(b7 C) = (a> C)'
Element (1, %)(1,1)(1,m) ma rzad 4, a (a,c) rzad 2, co prowadzi do sprzecznosci. O

Lemat 1.8. Niech f bedzie automorfizmem grupy S, takim, Ze f[Bi] = B dla dowolnego n > 2.
Wiedy istnieje pewna permutacja o taka, ze dla kazdego k € {2,3,...,n} prawdziwa jest réwnodé:

of(1,k)o™t = (1,k).
Dowdéd. 7 zalozenia o automorfizmie f iz Lematu 1.7 mamy, ze:

f(1,2) = (j1,J2)
f(1,3) = (j1,J3)

f(Ln) = (.717.]71)

dla pewnych j € {1,...,n} (k =1,...,n). Oczywiscie elementy j,...,j, sa parami rézne, bo trans-
pozycje (j1,jk) sa parami rézne. Niech:

_(J1 g2 g3 o Un
7= (1 2 3 .. n> ‘
Taka permutacja istotnie spelnia nasze wymagania. Rzeczywiscie mamy:

of(Lk)o™" = o(j1.gx)o ™" = (0(j1),o(ik)) = (1, k).
O

Lemat 1.9. Niech f € Aut(S,) dla dowolnego n > 2. Wéwczas [ jest automorfizmem wewnetrznym
wtedy i tylko wtedy gdy f[B1] = Bs.

Dowdéd. (=) Sprzezenie transpozycji przez dowolny element jest transpozycja, wiec f[B1] C By. Z
drugiej strony automorfizm jest w szczegdlnodci réznowartosciowy i dziala na zbiorach skonczonych,
zatem f[B1] = Bj.

(<) Korzystajac z Lematu 1.8 istnieje o, taka ze dla kazdego i € {2,3,...,n} zachodzi:

of(1,i)o0 ! = (1,4)

Zauwazmy, ze (1,a)(1,b)(1,a) = (a, b), wiec kazda transpozycje da sie uzyskaé poprzez transpozycje
postaci (1,1), z kolei transpozycje generuja wszystkie permutacje. Mamy f(1,4) = o~ *(1,4)o, wiec f
jest automorfizmem wewnetrznym. O

Lemat 1.10. Dla n # 6 i k # 1 zachodzi |By| # |Bg|. Ponadto dla n = 6 mamy |B1| = |Bs| oraz
(Bi| # |Bel dia k# 1,3,



Dowdd. Zauwazmy, ze:

()

5 B3

k=1 n—2i
|Bk;| — H'L:Ok(! 2 ) —

n(n—=1) (n—=2)-(n—=3)  (n—2k+2)-(n—2k+1)
2 2 2
k!
n-(n—1)---(n—2k+1)
2kl

Zalézmy nie wprost, ze |By| = |By|. Mamy wtedy:
(n—2)-(n—3)---(n—(2k—1)) =281k (1)
Rozwazmy te rownos$¢ w zaleznosci od wartosci k.
1°) Niech k = 2. Mamy wtedy n > 4 i réwnanie (1) przyjmuje postaé:
(n—2)-(n—-3)=4.
Réwnanie nie ma rozwigzan w zbiorze liczb naturalnych, co prowadzi do sprzecznosci.
2°) Niech k = 3. Mamy wtedy n > 6 i réwnanie (1) przyjmuje postaé:
(n—2)-(n—3)-(n—4)-(n—>5) =24
Rozwigzaniami w zbiorze liczb naturalnych sa n = 1 (dostajemy grupe Si, w ktérej nie ma sensu

méwié o transpozycjach) i n = 6 (w sformulowaniu lematu wykluczyliSémy ten przypadek), co
réwniez prowadzi do sprzecznosci.

3°) Niech k > 4. Wtedy mamy n > 8 i dostajemy:

m=2)n—=3)...n—2k+1)=mn—-2k+1)...(n—k—-1)-(n—k)...(n—3)-(n—2)

k—1 wyrazéw k—2 wyrazéw
>1-2-...-2-k-(k—1)-...-36
. — M
k—1 wyrazéw k—2 wyrazéw
> 2.2 k-(k—1)-...-3.2.2
—_ —_——
k—2 wyrazéw k—2 wyrazéw
= 2...-2 ‘k-(k—-1)-...-3-2
=
k—1 wyrazéw k—1 wyrazéw
= 2k_1 * k!

Zatem réwnosé (1) nigdy nie zachodzi.



Mozemy teraz przej$¢ do dowodu Twierdzenia 1.6.

Dowéd Twierdzenia 1.6. Wezmy dowolny automorfizm f € Aut(S,,). Obraz kazdej transpozycji musi
by¢ iloczynem pewnej liczby roztacznych transpozycji ze wzgledu na to, ze musi mieé rzad 2. Dodat-
kowo wiadomo, ze kazde dwie transpozycje sa sprzezone, wiec ich obrazy réwniez, zatem gdy jedna
transpozycja przejdzie pod dzialaniem f na iloczyn k rozlacznych transpozycji, to kazda transpozycja
przejdzie na iloczyn k rozlacznych transpozycji. Stad dostajemy, ze f[B1] C By, za$ réwnosé wyni-
ka stad, ze wszystkie iloczyny k rozlacznych transpozycji sa sprzezone. Z Lematu 1.10 wiadomo, ze
|f[B1]] = | B| tylko dla k = 1, zatem f[B1] = By i w konsekwencji f jest automorfizmem wewnetrznym
na mocy Lematu 1.9. O

Oznacza to dokladnie tyle, ze za wyjatkiem Sg wszystkie skonczone grupy permutacji nie moga
mie¢ automorfizmu zewnetrznego. Dodatkowo kazdy ewentualny automorfizm zewnetrzny ® grupy Sg
musi spelnia¢ ®[B;] = Bs, a poniewaz odwrotno$é automorfizmu zewnetrznego jest automorfizmem
zewnetrznym, réwniez ®[Bz] = Bj.

1.3 Jedyno$é automorfizmu zewnetrznego

Ponizsze twierdzenie to Twierdzenie 7.10 z [4].

Twierdzenie 1.11. Jesli istnieje automorfizm zewnetrzny grupy Sg, to jest on jedyny, z dokladnoscig
do automorfizmu wewnetrznego. Innymi stowy, jesli taki automorfizm zewnetrzny istnieje, to grupa
ilorazowa Aut(Se)/Inn(Se) jest dwuelementowa.

Dowdéd. Niech ¢1, po beda automorfizmami zewnetrznymi Sg. Mamy wiec:

o1 2] Bi]] = @1 '[Bs] = By

zatem (z Lematu 1.9) wflcpg € Inn(Sg). Wiemy wiec, ze @1 i @9 wyznaczaja te samg warstwe w
Aut(Ss)/ Inn(Se), skad wynika teza. O

2 Pentady

Pentady pojawiaja sie w réznych postaciach w literaturze, jednak ich interpretacja jako kolorowanie
grafu Kg jest autorska i nigdzie nie spotkalam si¢ z tym rozumowaniem. W sekcji pierwszej (Rozdzial
2.1) wprowadzimy dokladne definicje i udowodnimy przydatne fakty. W drugiej sekcji (Rozdziat 2.2)
natomiast przeprowadzimy konstrukcje automorfizmu zewnetrznego.

2.1 Wprowadzenie

Definicja 2.1. Rozbicie zbioru wierzchotkéw grafu K na trzy 2-elementowe podzbiory nazywamy
syntems.

Krawedz laczaca wierzcholki a i b bedziemy oznaczaé [a,b]. Zauwazmy, ze [a,b] = [b, a]. Synteme
bedziemy oznaczaé przez s = {[a, b], [c, d], [e, f]}. O syntemie mozemy mysleé jako o trzech krawedziach
grafu Kg o roztacznych wierzchotkach. Istnieje doktadnie 15 réznych syntem, poniewaz:

1. Istnieje (g) krawedzi grafu Kg i na tyle sposobow mozemy wybraé pierwsza krawedz syntemy.

2. Druga krawedZ mozna wybraé na () sposobéw. Dwa pozostale wierzcholki laczymy do ostatniej
krawedzi pentady.

3. W powyzszych krokach kazda synteme policzylismy 3! razy.



Mamy:

3!

Definicja 2.2. Pentada to zbidr pieciu syntem (traktowanych jako 3-elementowe zbiory krawedzi w
grafie Kg), ktére sumuja sie do zbioru Ef, wszystkich krawedzi grafu K.

Uwaga 2.3. Syntemy w kazdej pentadzie, jako 3-elementowe podzbiory Fk,, sa parami roztaczne.

Bedziemy my$le¢ o pentadzie jako o pewnym kolorowaniu krawedzi grafu Kg w taki sposéb, aby
kazda syntema byla w innym kolorze. Kazda krawedZ wychodzaca z danego wierzchotka musi naleze¢
do innej syntemy, a zatem jest w innym kolorze. Ponizej przedstawimy fakty ukazujace pewne wlasnosci
pentad. Pomijamy przy tym bardzo proste uzasadnienie pierwszego z tych faktéw, Faktu 2.4 (patrz
Rysunek 1).

Fakt 2.4. Suma dwdch dowolnych, rozlgcznych syntem jest cyklem zawierajgcym wszystkie wierzcholki
grafu Kg.

®
o

e

d

Rysunek 1: Cykl wyznaczony przez dwie przykladowe roztaczne syntemy. [Rysunek do Faktu 2.4]

Fakt 2.5. Dwie rozlgczne syntemy jednoznacznie wyznaczajg jedng pentade, w ktérej sq¢ dwiema spo-
§réd pieciu tworzgeych jg syntem. [Patrz Rusunek 2].

Rysunek 2: Konstrukcja pentady z dwéch przykladowych roztacznych syntem. [Rysunek do Faktu 2.5)



Dowdd. Wezmy dwie syntemy tworzace cykl jak w Fakcie 2.4 i zastosujmy oznaczenie jak na Rysunku 1.
Dorysujmy krawedzie laczace wierzcholek a z wierzcholkami odlegtymi od niego o 2 w cyklu (tzn. [a, d)
i[a,e]) [Patrz lewy fragment Rysunku 2]. Sprébujmy uzupeinié [a, e] do syntemy. W tym celu musimy
potaczyé w pary wierzcholki b, ¢, d, f. Nie mozemy narysowaé krawedzi [c,d] i [d, f], bo one sa zawarte
w cyklu. Zatem ,zostaje” jeden sposéb, ktéry zadaje synteme {[a, €], [b, d], [¢, f]}. Analogicznie mozemy
uzupelnié¢ krawedz [a, d] na jedyny sposéb do syntemy {[a,d],[b, f],[c,e]} [Patrz $rodkowy fragment
Rysunku 2]. To nam daje trzy niewykorzystane krawedzie, ktére zadaja synteme {[a, f], [b, ], [d, €]}
jak w prawym fragmencie Rysunku 2. O

Fakt 2.6. Kazda syntema wystepuje w doktadnie dwoch pentadach.
o\
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Rysunek 3: Konstrukcja dwéch pentad z jednej przykladowej syntemy. [Rysunek do Faktu 2.6]

Dowdd. Mamy dana pewna synteme s = {[a, b], [¢,d], e, f]}. Rysujemy dodatkowa krawed? [a, c] i sta-
ramy sie uzupelnié ja do drugiej syntemy. W tym celu musimy potaczy¢ w pary 4 pozostale wierzchotki
b,d,e, f. Mozemy to zrobié¢ na 3 rézne sposoby ({[b, f], [d, €]}, {[b,e€], [d, f]},{[b,d], [e, f]}). Dokladnie
jeden z nich jest juz ,zajety”, bo zawiera krawedz wystepujaca w syntemie s. Dwa pozostale sposoby
zadaja nam dwie rézne pary syntem [Patrz Rysunek 3], a z Faktu 2.5 mamy, Ze mozna je uzupelnié
do doktadnie dwbéch pentad. O

Fakt 2.7. Kazde dwie pentady majg wspolng dokladnie jedng synteme.

Dowdd. Rozwazmy odwzororowanie pomiedzy zbiorem syntem, a zbiorem 2-elementowych podzbio-
réw zbioru pentad przyporzadkowujace danej syntemie te pare pentad, w ktorej ona wystepuje. Latwo
zauwazy¢, ze oba zbiory maja moc 15. Dodatkowo na mocy Faktu 2.6 odwzorowanie jest réznowarto-
Sciowe, zatem musi by¢ ono bijekcja. O

Twierdzenie 2.8. W grafie K¢ istnieje dokladnie sze$é pentad.



Dowdd. Dowdd przeprowadzimy w nastepujacych krokach:

1. Chcemy skonstruowaé¢ cykl jak w Fakcie 2.4. Mozemy to zrobi¢ na 6% = %’ sposobéw.

2. Taki cykl reprezentuje dwie z pieciu syntem, na ktore sklada si¢ pentada jednoznacznie zde-
finiowana przez te dwie syntemy (jak w Fakcie 2.5), wiec w pierwszym kroku kazda pentade
policzylismy (g) razy.

To nam daje:

pentad. O

Alternatywny dowdd. Wiedzac, ze kazda pentada zawiera dokladnie 5 z 15 syntem i korzystajac z Faktu

2.6 otrzymujemy, ze pentad jest:
15-2 6
£ =6

Na Rysunku 4 widnieja wszystkie pentady w grafie Kg.

Rysunek 4: Wszystkie pentady i ich numeracja.

2.2 Konstrukcja automorfizmu zewnetrznego

Oznaczmy przez P = {P1, Py, P3, Py, Ps, Ps} zbior wszystkich sze$ciu pentad. Zdefiniujmy homomor-
fizm ®: S¢ — Sp pomiedzy grupa permutacji wierzchotkéw grafu Kg (ponumerowanych liczbami
1,...,6) a grupa permutacji pentad. Ustalmy o € Sg. Permutacja o dziala na zbiorze wierzchotkéw
grafu Kg i w konsekwencji dziala na zbiorze syntem, a przez to réwniez na zbiorze pentad. Definiujemy
®(0) jako permutacje pentad zadana przez o w ten sposéb, ze dla pojedynczej syntemy zachodzi:

@(o)({[a, b, [¢,d] [e, f1}) = {[o(a), o (b)), [o(c), o ()], [o(e), o (f)]}-



Definicja 2.9. Czworobokiem pentady bedziemy nazywaé podzbiér tej pentady skladajacy sig z
czterech wierzchotkéw oraz krawedzi miedzy nimi (zachowujac kolorowanie zadane przez pierwotna
pentade).

Fakt 2.10. W dowolnym czworoboku pentady istnieje dokladnie jedna para krawedzi mie majgcych
wspolnego wierzcholka, ktore w pierwotnej pentadzie nalezaly do jednej syntemy.

Dowdd. Dowdd przeprowadzimy w dwoch standardowych krokach:

1. Istnienie. Usuwajac dwa wierzcholki w szczegdlnosci usuwamy krawedz e poprowadzona miedzy
nimi. Razem z dwiema innymi krawedziami (ktére naleza do rozwazanego czworoboku) tworzy
ona synteme w pierwotnej pentadzie. Te dwie krawedzie spelniaja nasze wymagania.

2. Jedynosé. Gdyby istnialy dwie rézne pary takich krawedzi, to istnialyby dwie rézne syntemy
w pierwotnej pentadzie, ktére zawieralyby krawedz e, co prowadzi do sprzecznosci z konstrukcja
pentady.

O
Lemat 2.11. ® jest epimorfizmem.

Dowdd. Aby pokazaé teze wystarczy udowodnié, ze w obrazie ® jest dowolna transpozycja. Wez-
my dwie pentady, ktére chcemy spermutowaé. Z Faktu 2.7 wiemy, ze dzielg one dokladnie jedna
synteme. Oznaczmy ja s = {[a,b],[c,d],[e, f]}. Nastepnie zadzialajmy na zbiér pentad permutacja
o = (a,b)(c,d)(e, f). Rozwazmy co dzieje si¢ z:

1. Pentada, ktora nie zawiera syntemy s. Pentada taka sklada sie¢ miedzy innymi z trzech
syntem, z ktorych kazda ma po jedynej krawedzi wspélnej z syntema s. Rozwazmy czworobok
pentady sktadajacy si¢ z wierzchotkéw a, b, cid. Korzystajac z Faktu 2.10 wiemy, ze para krawedzi
{[a, ], [b,d]} lub {[a,d], [b,c]} nalezy do jednej syntemy (para {[a,b],[c,d]} jest wykluczona, bo
ta para rozpielaby synteme s). W skutek dzialania o ta para jest posylana na sama siebie, zatem
cala syntema rozpinana przez te pare jest posylana na samg siebie. To samo rozumowanie stosuje
sie do czworobokéw rozpinanych przez wierzchotki ¢, d, e i f oraz przez a,b,e i f. Trzy syntemy
zatem sg swoim obrazem, wiec i cala pentada zostaje posltana na siebie.

2. Pentadg, ktora zawiera synteme s. Zalézmy nie wprost, ze obrazem takiej pentady przez
® jest ona sama. Wezmy dowolna inna synteme nalezaca do tej pentady, niech bedzie to syn-
tema s1 = {[a, €], [b,d], [c, f]}. W skutek dzialania o zostaje ona przeniesiona na synteme sy =
{b, ], [a, c][d, €]}. Sprébujmy uzupelnié¢ syntemy s, s1,s2 do pentady. Wezmy krawedZ [b, ] i
czworobok rozpinany przez pozostale cztery wierzcholtki. W tym czworoboku ,zajete” sa jed-
nak krawedzie [e, f], [a, €], [d, €], zatem nie jesteSmy w stanie rozpia¢ syntemy, co prowadzi do
sprzecznosci.

Widzimy, ze po zadzialaniu permutacja o na cztery pentady, ktore nie zawieraja syntemy s zostaja one
posylane na same siebie, natomiast dwie pozostale pentady faktycznie sa nawzajem swoimi obrazami.
Otrzymalismy zatem pozadang transpozycje. O

Epimorfizm ® dziala pomiedzy izomorficznymi grupami skonczonymi, zatem z Lematu 2.11 dosta-
jemy, ze @ jest automorfizmem.

Twierdzenie 2.12. ® jest automorfizmem zewnetrznym.
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Dowdéd. Rozwazmy co dzieje sie z pentadami Py, Po, Ps, Py, Ps, Ps (numeracja zgodna z Rysunkiem 4)
pod wplywem transpozycji (1,2) na ich wierzchotkach. Widzimy, ze:

Traktujac permutacje pentad jako permutacje ich zbioru indekséow otrzymujemy:
®(1,2) = (1,5)(2,3)(4,6).
Mamy wiec ®[B1] # By i z Lematu 1.9 dostajemy, ze ® jest automorfizmem zewnetrznym. O

Uwaga 2.13. Z rozwazan przeprowadzonych w Rozdziale 1 wynikalto, ze jesli automorfizm zewnetrzny
® grupy Sg istnieje, to zachodzi ®[By] = Bj oraz ®[B3] = Bj. Dokladnie taka zalezno$é mozemy
zaobserwowaé w powyzszej konstrukeji.

3 Pentagrafy

Idee przedstawione w niniejszym rozdziale réwniez sa autorskie, natomiast sa obecne w artykule [1] i
Rozdziale 7 ksiazki [4] (dokladniej strony 156-162), wiec tymi Zrédlami sie¢ wspomagalam piszac pewne
fragmenty tego rozdzialu. W czesci pierwszej (Rozdzial 3.1) wprowadzimy nowy rodzaj obiektéow aby
w drugiej czesci (Rozdzial 3.2) skonstruowaé, pozornie inny, automorfizm zewnetrzny.

3.1 Wprowadzenie

W tej czesci pracy przyjrzymy sie tak zwanym pentagrafom, w literaturze nazywanym mystic penta-
gons. Zostaly wprowadzone w [1]. Rozwazmy cykle nieskierowane na pieciu wierzchotkach. Jest ich

5!

— =12.
52

Dodatkowo w naturalny sposéb mozemy polaczy¢ je w pary tak, aby krawedzie z kazdej pary sumowaty
sie do grafu K. Takich par jest zatem 6 i bedziemy je nazywaé pentagrafami. Bedziemy mysle¢ o
pentagrafach jako o kolorowaniach krawedzi grafu K5 tak, aby kazdy cykl byl w innym kolorze.

Na Rysunku 5 widnieja wszystkie pentagrafy.

3.2 Egzotyczne zanurzenie S; w Sg

Ponizsza sekcja zostala napisana na podstawie [1] i fragmentéw [4] (doktadnie Lematu 7.8 i Twierdzenia
7.9).

Oznaczmy przez G = {G1, G2, Gs, Gy, G5, Gg} zbidr wszystkich szedciu pentagraféw. Zdefiniujmy
homomorfizm ¥: S5 — Sg pomiedzy grupa permutacji wierzcholkéw grafu K (ponumerowanych licz-
bami 1,...,5) a grupa permutacji pentagraféw. Homomorfizm ¥ dziala analogicznie do automorfizmu
®: S¢ — P. Ustalmy o € S5. Permutacja o dziala na zbiorze wierzchotkow grafu Ky i w konsekwencji
dziala na zbiorze pentagraféw. Definiujemy ¥(o) jako permutacje pentagraféw zadana przez o w ten
sposob, ze dla pojedynczego cyklu pentagrafu zachodzi:

U(o)(a,b,c,d,e) = (c(a),o(db),o(c),o(d),o(e)).
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Lemat 3.1. VU jest roznowarto$ciowe.

Dowdd. Zbadajmy jadro U. Zauwazmy, ze jadro zawsze jest podgrupa normalna, wiec w tym przypadku
musi byé jedna z grup {id}, As, S5. Rozwazmy co dzieje sie z pentagrafami Gi,Ga, G5, G4, G5, G
(numeracja zgodna z Rysunkiem 5) pod wplywem permutacji (1,2, 3) na ich wierzchotkach. Mamy:

zatem (1,2,3) ¢ ker(¥). Dostajemy wiec, ze ker(¥) = {id} i co za tym idzie ¥ jest monomorfizmem.

Oznaczmy H := U[Ss5]. Przyjrzyjmy si¢ obrazowi odwzorowania ¥. Z Lematu 3.1 wiemy, ze H jest
izomorficzny z Sy, zatem [Sg : H| = 6. W Sg ,zyje” duzo kopii S5, na przyklad stabilizatory punktéw.

Zachodzi jednak:

Lemat 3.2. Podgrupa H nie jest stabilizatorem Zadnego punktu.

Dowdd. Wystarczy sprawdzié, ze w obrazie U jest permutacja bez punktu statego. Rozwazmy dzialanie

transpozycji (1, 2):

Zatem urozsamiajac pentagraf G; z i € {1,2,3,4,5,6} mamy ¥(1,2) = (1,5)(2,3)(4,6).

Rysunek 5: Wszystkie pentagrafy i ich numeracja.

U(1,2,3)(G1) = Gy
\II(L 2, 3)(G2) =Gy
\Il(l’ 2, 3)(G3) =Gs
¥(1,2,3)(Gs) = Gy
\II(L 2, 3)(G5) =G
\11(17 2, 3)(G6) =G3

U(1,2)(G1) = Gs
U(1,2)(Gz) = Gs
¥(1,2)(Gs) = G
U(1,2)(Ga) = Gs
U(1,2)(Gs5) = Gy
¥(1,2)(Gs) = Ga
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Grupa Sg dziala na zbiorze (lewych) warstw Sg/H poprzez mnozenie z lewej strony:
co(rH) = (o7)H.

Dzialanie to zadaje homomorfizm z Sg w grupe permutacji zbioru Sg/H. Z racji, ze [Se : H] = 6,
mozemy ten homomorfizm utozsami¢ z endomorfizmem Sg. Jak okaze sie w Rozdziale 4, endomorfizm
ten jest automorfizmem zewnetrznym.

4 Roéwnowaznosé konstrukcji

Dotychczas udato nam sie opisa¢ automorfizm zewnetrzny grupy Sg. W tym rozdziale pokazemy, ze
mozemy w naturalny sposéb utozsamié automorfizm zewnetrzny opisany w Rozdziale 2.2 i kandydata
na automorfizm zewnetrzny z Rozdzialu 3.2. W szczegdlnosci wykazemy, ze W faktycznie jest automor-
fizmem zewnetrznym. Rozumowanie przedstawione w niniejszym rozdziale jest w pelni autorskie.

4.1 Zwigzek pentagrafow z pentadami

W niniejszej sekcji udowodnimy pewien przydatny lemat oraz przyjrzymy sie zwiazkowi miedzy pen-
tadami a pentagrafami. Pomoze nam to skonstruowaé kanoniczng odpowiednio$¢ pomiedzy automor-
fizmem skonstruowanym w Rozdziale 2, a tym w Rozdziale 3.

Definicja 4.1. Czworobokiem pentagrafu bedziemy nazywaé¢ podzbior pentagrafu sktadajacy sie
z czterech wierzchotkéw i krawedzi miedzy nimi (zachowujac kolorowanie zadane przez pierwotny
pentagraf).

Lemat 4.2. Wsrdid dowolnego czworoboku pentagrafu istnieje dokladnie jedna para krawedzi o rozlgcz-
nych wierzchotkach, taka ze kazda krawedZ nalezy do innego cyklu.

e [/ 8 <

A f e

(&

Rysunek 6: Tlustracja do Lematu 4.2.

Dowdd. Bez straty ogdlnosci rozwazmy pentagraf skladajacy sie z cykli C1 = (a,b,c,d,e),Cy =
(a,c,e,b,d) i wierzcholki b, ¢,d,e. Mozna je polaczyé w rozlaczne pary na 3 rézne sposoby, ale za-
uwazmy, ze Cy zawiera jedna z nich ({[b, ¢|, [d, e]}), a C5 realizuje druga ({[b, d], [c, e]}). Trzeci sposéb,
{le,d], [b, €]}, zawiera krawedZ zaréwno z C jak i z Cs i to jest szukana para krawedzi (patrz Rysunek
6). O

Powyzszy lemat pozwoli nam skonstruowaé naturalna bijekcje pomiedzy zbiorem pentagrafow, a
zbiorem pentad. Ustalmy, ze wierzchotkami pentagraféw sa wierzchotki {1,2,3,4,5} w grafie K¢ o
wierzchotkach {1,2,3,4,5,6}, w ktérym rozpatrujemy pentady. W pierwszej kolejnosci pokazemy, ze z
kazdego pentagrafu mozna zbudowaé pentade. W tym celu dodajemy do pentagrafu szosty wierzcholek
i postepujemy zgodnie z nastepujacym algorytmem:
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1. Wybieramy dowolny wierzcholek w pentagrafie i rysujemy krawedz miedzy nim i wierzchotkiem
numer 6.

2. Pozostale cztery wierzcholki taczymy w pary zgodnie z Lematem 4.2, tzn. tak, aby kazda para
nalezala do innego cyklu w pierwotnym pentagrafie.

Taka procedura zadaje nam synteme. Mozemy ja powtorzy¢ dla kazdego z czterech pozostatych
wierzchotkéw pentagrafu otrzymujac 5 réznych syntem.

Lemat 4.3. Otrzymany w sposob opisany powyzej zbior syntem faktycznie zadaje pentade.

Dowod. Pokazemy, ze zadna krawedz nie wystepuje wielokrotnie. PrzeprowadZmy rozumowanie nie
wprost. Zalézmy, ze pewna krawedz [a, b] pojawia sie dwukrotnie, w dwdch réznych syntemach. Oczy-
wiscie a, b # 6. To by oznaczalo, ze [a, b] pojawia sie po polaczeniu w pary wierzchotkéw a,b, ¢, d, jak
ia,b,c e jak w Lemacie 4.2. To z kolei oznacza, ze w pewnym cyklu C wystepuje zaréwno krawedz
[c,d], jak i krawedZ [c,e] czyli w tym cyklu wystepuja kolejno (d,c,e). Zatem C = (d,c,e,b,a) lub
C = (d,c,e,a,b). W obu przypadkach [a,b] € C, co prowadzi do sprzecznosci ze sposobem budowania
syntem. O

Oznaczmy przez A skonstruowane wyzej odwzorowanie ze zbioru pentagrafow w zbiér pentad.
Chcielibysmy skonstruowaé¢ funkcje odwrotna do A. Aby tak bylo nalezaloby znalezé cykl po wierz-
chotkach 1-5 tak, aby kazda krawedz nalezala do innej syntemy. To jednak moze by¢ trudne, dlatego
pokazemy inna procedure.

Lemat 4.4. Ustalmy dowolng pentade i syntemy si1,s2 w tej pentadzie. Niech s; bedzie syntemgq s;
pozbawiong krawedzi, ktorej jednym z wierzchotkéw jest 6. Wtedy istnieje dokladnie jeden pentagraf,
taki ze kazda z krawedzi w $1 1 kaZda z krawedzi w So naleZy do innego cyklu.

Dowdd. Zauwazmy, ze $1 U 1 jest Sciezka dlugodci 4 w grafie K5. Oznaczmy ja (a,b,c,d,e). Wtedy
s1 ={la,b], [c,d]} oraz $3 = {[b, ], [d, €]} (by¢ moze zmieniajac numeracje syntem). Osobno pokazemy
istnienie i jedynosé¢ pentagrafu, ktory spetnia nasze wymagania.

1. Istnienie. Latwo sprawdzié, ze szukany przez nas pentagraf jest wyznaczony przez cykl (a, ¢, e, d, b).

2. Jedynosé. Niech G bedzie pentagrafem spelniajacym teze lematu. Oznaczmy cykle sktadajace
sie na G przez C1, Cs i zalézmy, ze [a,b] € C;. Zauwazmy, wtedy [b, ¢|] € Cs. Istotnie, gdyby kra-
wedz [b, ] nalezata do cyklu C1, to z warunkéw tezy wynika, ze krawedzie [c, d] 1 [d, €] nalezalyby
do Cy. Spéjrzmy na krawedz [a, e]. Bez straty ogélnosci zalézmy, ze [a,e] € C;. Wtedy $ciezka
(e,a,b, c) zawiera sie w C1, a ja mozna uzupelnié na jedyny sposéb do 5-cyklu C = (e, a,b, ¢, d),
co prowadzi do sprzecznosci, bo [c,d], [d,e] € Cy. W takim razie krawedzie [a,b] i [b, ] musza
naleze¢ do réznych cykli, stad (i z tezy lematu) widzimy, ze [a, ], [c,d] € C} oraz [b, ], [d, e] € Cs.
Latwo zauwazy¢, ze takie przyporzadkowanie krawedzi K5 do cykli mozna na jeden sposéb uzu-
pelni¢ do pentagrafu (dokladnie do pentagrafu opisanego w poprzednim paragrafie), co koniczy
dowdd jedynosci.

O

Lemat 4.5. Niech G bedzie pentagrafem, P = A(QG) i niech s1, s2 beda dowolnymi réznymi syntemami
w P. Wiedy G spelnia teze Lematu 4.4 dla tak wybranych P, sy, ss.

Dowdd. 7 konstrukeji A(G) wynika, ze kazde z §7 oraz §3 sklada sie z dwdch roztacznych krawedzi w
grafie K5, ktére w G naleza do réznych cykli, ale to dokladnie znaczy, ze G spelnia teze Lematu 4.4
dla P, s, so. O

Na mocy Lematu 4.5 pentagraf z tezy Lematu 4.4 nie zalezy od wyboru syntem s, sz, a jedynie
od pentady P. Wobec tego otrzymujemy odwzorowanie V ze zbioru pentad w zbiér pentagraféw. Przy
takim oznaczeniu Lemat 4.5 mozna zinterpretowaé¢ nastepujaco.

14



Whniosek 4.6. Zachodzi V o A =id. W szczegdlnosci, A oraz V sa wzajemnie odwrotnymi do siebie
bijekcjami.

S 3

Rysunek 7: Pewna pentada i odpowiadajacy jej pentagraf.

4.2 VU jest automorfizmem zewnetrznym

W tym podrozdziale bedziemy chcieli opisaé zbidr ilorazowy Sg/H w bardziej geometryczny sposéb.
To pokaze, ze ¥ opisane w Rozdziale 3.2 faktycznie jest automorfizmem zewnetrznym. W tym celu
rozwazmy graf pelny Ky, ktérego zbiorem wierzcholkéw jest zbiér pentagraféw G. Taki graf bedziemy
oznaczaé przez Kg. Zdefiniujemy w tym grafie pewng wyrdzniona pentade.

Ustalmy i € {1,2,3,4,5} i rozwazmy wszystkie pary rozlacznych krawedzi w grafie K, ktére nie
zawieraja . Latwo zauwazy¢, ze istnieja dokladnie dwa pentagrafy, w ktérych taka para krawedzi
nalezy do réznych cykli. W takim razie kazda para rozlacznych krawedzi, a tych jest 3, wyznacza
nam pare pentagrafow. Definiujemy s; jako zbiér wszystkich powstalych w ten sposéb par. Wprost z
konstrukeji wynika, ze s; jest syntema w Kg oraz P = {s1, sa, 83, 84, S5} jest pentada w Kg.

Fakt 4.7. Dla dowolnego T € S5 orazi € {1,2,3,4,5} mamy V() (5;) = 5,33

Dowdd. Ustalmy dowolng krawedz [G,G’ ] € s;. Z definicji s; istnieja rozlaczne krawedzie [a,b] oraz
[c, d], ktére nie zawieraja i i ktére w pentagrafach G oraz G’ naleza do réznych cykli. W takim razie w
kazdym z graféw VU (1) (G) oraz ¥ (1) (G') krawedzie [7(a), 7(b)] oraz [T(c), 7(d)] réwniez musza nalezeé
do réznych cykli. W takim razie [G, G’ | jest krawedzia w syntemie s.¢;y. Stad W (7) (s;) = s-¢;). O

7 powyzszego faktu natychmiast wynika nastepujacy wniosek.
Fakt 4.8. Dla dowolnego 0 € H mamy o(P) = P.

Zdefiniujmy odwzorowanie ©: Sg/H — P zadane przez ©(cH) = o(P).
Fakt 4.9. Odwzorowanie © jest dobrze okreslone.

Dowdd. Ustalmy o, 0, takie ze cH = o’ H. W takim razie istnieje 7 € H, takie ze ¢/ = o7. Mamy
wiec o’/ (P) = o(7(P)) = o(P) na mocy Faktu 4.8 i w konsekwencji © jest dobrze okreslona. O

Fakt 4.10. Odwzorowanie © jest bijekcjq.

Dowdéd. 7 racji, ze © jest funkcja miedzy dwoma zbiorami 6-elementowymi, wystarczy pokazaé, ze ©
jest ,na”. Ustalmy dowolng pentade P’. Na mocy Lematu 2.11 istnieje permutacja o € Sg taka, ze
o(P) = P’. W takim razie

O(cH) =0o(P) =P,

wigc P’ jest w obrazie ©. O
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Zauwazmy, ze wprost z definicji © jest odwzorowaniem Sg-ekwiwariantnym. Zachodzi bowiem:
O(c-7H) =06((o1)H) = (o7)(P) = o(7(P)) = 0 - O(TH).

W takim razie mozemy mysleé, ze © utozsamia konstrukcje automorfizmu zewnetrznego grupy Sg przy
pomocy pentagraféw i H z bardziej geometryczng konstrukcja przy pomocy pentad.

Dodatkowo, zauwazmy, ze z powyzszego wynika, ze grupa H < Sg to dokladnie grupa permutacji
stabilizujacych pentade P. Stad mimo, ze ,egzotyczna kopia” S5 w Sg nie jest stabilizatorem zadnego
punktu (Lemat 3.2), to jest stabilizatorem innego naturalnego geometrycznego obiektu.
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