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1 Wprowadzenie

Fraktale to niezwykte obiekty matematyczne budzace zainteresowanie zaréwno wsrod
naukowcow, jak i artystéw. Charakteryzuja si¢ one ztozong struktura, ktéra czesto trudno
jest opisa¢ za pomocg klasycznych poje¢ geometrii euklidesowej. Pomimo swej zawitosci,
nietrudno o spostrzezenie ich w otaczajacym nas $wiecie - czy to w ksztalcie ptatkow
$niegu, koronie drzew, czy nawet linii brzegowe;j.

Sposrod wielu spotykanych rodzajow fraktali, znaczng uwage przykuwaja fraktale $ci-
sle samopodobne. Ich struktura jest o tyle szczegblna, iz charakteryzujg sie specyficz-
ng cechg - kazdy fragment figury jest pomniejszong kopia calosci. To wtasnie one beda
obszarem zainteresowan tej pracy. Motywacja do podjecia tego tematu byta cheé¢ do-
glebniejszego zrozumienia cechy samopodobienstwa, a takze jak pewne modyfikacje w
schemacie budowy klasycznych i dobrze znanych fraktali wptywaja na ich strukture, ale
przede wszystkim na wielko$¢ wymiaru fraktalnego.

W niniejszej pracy przyjrzymy sie takim przyktadom ”podrecznikowych” fraktali, jak
dywan Sierpinskiego, krzywa Kocha oraz zbiér Cantora. Nim przejdziemy do zasadniczej
czesci pracy, w Rozdziale 2 przedstawimy zagadnienia teoretyczne, ktére postuzg nam do
dalszych rozwazan o badanych przypadkach. W Rozdziale 3 Wiktoria Adamska przyblizy
nam dywan Sierpinskiego oraz rozwazy wybrane modyfikacje w kontekscie wymiaru. 7Z
kolei w Rozdziale 4 Zuzanna Naroznik podejmie si¢ badania zmian wymiaru w modyfika-
cjach dla krzywej Kocha. Na koniec w Rozdziale 5 Olena Zubets przeanalizuje zmiennosé
wymiaru w przypadku zbioru Cantora.



2 Podstawy teoretyczne

Nim przejdziemy do zasadniczej czeSci pracy, przedstawimy pewne zagadnienia teore-
tyczne dotyczace fraktali i wymiaru, ktorymi bedziemy sie postugiwa¢ w pdzniejszych
rozwazaniach. Zaczniemy od zdefiniowania pojecia fraktala jako figury $cisle samopodob-
nej.

Definicja 2.1. Figura X jest $cidle samopodobna, gdy jest ona sumg X = X; U
- U Xy figur X;, ktore sq podobne do X w tej samej skali s € (0,1). Ponadto figury
X; nie zachodzq na siebie, to znaczy wnetrza X; w X sq rozlgezne (dopuszczamy jedynie
nachodzenie na siebie brzegami).

W naszym przypadku, opisujac rozmaite mniej powszechnie znane fraktale, skupimy
sie jedynie na pierwszej czesci zaprezentowanej definicji. Zalozenie roztacznosci wnetrz
uznamy za ~oczywiste”, czy tez "z gory przyjete”, bez dodatkowego dowodu i pominiemy
je w rozwazaniach. Natomiast, przyda nam si¢ réwniez pojecie wymiaru fraktalnego. W
praktyce stosuje sie czesto tzw. metode pudetkowa polegajaca na umieszczeniu badanego
obrazu/obiektu na regularnej siatce, a nastepnie policzeniu ilosci zajmowanych pudetek
przez ten obiekt. My jednak postuzymy sie bardziej teoretyczng i w naszym przypadku,
bardziej uzyteczna, definicja wymiaru fraktalnego.

Definicja 2.2. Ogélnym wymiarem fraktalnym zbioru X punktéow n-wymiarowej
przestrzent nazwiemy liczbe D takg, ze:
log N
(2.1) D — lim 128 N(5).
8 Tog(1/5)
gdzie N(s) jest minimalng liczbg n-wymiarowych kostek domknietych o krawedzi dlugosci
s potrzebnych do pokrycia zbioru X [1.

Dla fraktali $cisle samopodobnych wymiar fraktalny jest tym samym, co wymiar po-
dobienstwa [5]. Zatem, mozemy postuzy¢ sie prostszym sposobem na wyliczenie wymiaru
fraktalnego, ktory zdefiniujemy nastepujaco.

Definicja 2.3. Wymiarem samopodobienstwa figury scisle samopodobnej X nazwie-
my liczbe D takq, Ze:

(2.2) N =s7P,

gdzie N to liczba podobnych figur X; skladajacych si¢ na X, jak w Definicji[2.1], natomiast
s to ich skala podobienistwa w stosunku do calej figury X . Liczbe tg oznaczmy tez symbolem
dim” (X).

Motywacja dla zdefiniowania wymiaru fraktalnego jako wymiaru samopodobienstwa w
przypadku fraktali $cisle samopodobnych jest to, ze z definicji samopodobienstwa wiemy,
ze zbior X = X; U ---U Xy ma ksztalt, ktory jest podobny do ksztattu fragmentéw X;
tego zbioru w ustalonej skali. Zatem, aby odtworzy¢ caly zbior X, potrzebujemy N czesci
X; podobnych do zbioru X w skali s. Rozwazmy kilka przyktadéw :



Przykltad 2.4. WeZmy odcinek o dlugosci 1 i oznaczmy go jako X. Podzielmy go na
dwie rowne czesci. Zauwazmy, ze jest to figura samopodobna. Przy podziale odcinka na
dwie rowne czesci, otrzymujemy odcinki X1, Xo, gdzie X = X7 U Xy, a kazdy z X; jest
podobny do X w skali s = % Zatem, chege odtworzyé X potrzebujemy N = 2 czesci X;
podobnych do X w skali s = 5, cayli wymiar D =1, gdyz 2 = ().

Przyktad 2.5. Rozwaimy kwadrat X o boku diugosci 1, a nastepnie podzielmy go na
4 kwadraty podobne. Jest to oczywiscie figura Scisle samopodobna, gdyz dzielge kwadrat
w ten sposob otrzymujemy kwadraty X1, Xo, X3, X4 podobne do X w skali s = %, gdzie
XiUXoUX3U Xy = X. Zatem, chcge odtworzyé X potrzebujemy N = 4 czeSci X;

podobnych do X w skali s = %, czyli wymiar D =2, bo 4 = (%)*2.

Przyktad 2.6. Spdjrzmy teraz na szeScian X o boku diugosci 1 i podzielmy go na 8
sze$cianow podobnych. Otrzymamy figure Scisle samopodobnag, gdyz po podziale szeScianu
na 8 szeScianow podobnych mamy szesciany Xy, ..., Xg, gdzie X = XjU---UXg, a kazdy
X, jest podobny do X w skali s = % A zatem, aby odtworzyé X, potrzebujemy N = 8
czeSci X; podobnych do X w skali s = % Z tego wynika, ze wymiar D = 3, dlatego ze
8= (3)

Zwroémy uwage na to, ze gdybyémy w Przyktadzie chcieli podzieli¢ kwadrat nie
na 4, a na 9 réwnych czesci, to réwniez bytaby to figura Scisle samopodobna, gdzie X =
X1 U -+ U Xy, tyle ze X; jest podobny do X w skali s = % Jednakze wymiar sie nie
zmienia, bo mamy 9 = (%)_2. Zatem wymiar ten nie zalezy od sposobu podziatu, co
mozna pokazaé¢ réwniez dla pozostatych przyktadow.

Zatem, N = s~ P gdzie N to ilo$¢ kopii, s to skala podobienstwa, a D to wymiar
obiektu. W podanych przyktadach obiekty maja wymiar catkowity, ale dopuszczalny (i
czesto spotykany) jest wymiar utamkowy, co zobaczymy w dalszej czesci tej pracy. Stad
otrzymujemy podany wzér na wymiar fraktalny jako wzor na wymiar samopodobienistwa
dla fraktali Scisle samopodobnych.

Przeksztatcajac wersje wzoru na wymiar samopodobienstwa, otrzymujemy row-
nowazng postac:

log(N
(2.3) p - JoeV)

log(1/s)
Taka wersja wzoru na wymiar fraktalny bedzie dla nas wygodniejsza w zastosowaniu w
praktyce przy dalszych rozwazaniach na temat fraktali i ich wymiaréw samopodobienstwa.

Lemat 2.7. Jeieli X jest $cisle samopodobny o wymiarze fraktalnym dim®(X), za$ X'
jest podobny do X, to X' tez jest Scisle samopodobna i zachodzi réwnos$é wymiaréw:

dim”(X') = dim” (X)

Dowdd. 7 faktu, ze X jest $cisle samopodobny, wiemy, ze istnieje N roztacznych kopii
zbioru X podobnych do niego w tej samej skali s € (0,1), tj. X = X3 U---U Xy, gdzie
X; ~ X wskali s. Poniewaz X’ jest podobny do X w skali k, kazdy z fragmentéw X; prze-
ksztalca sie w fragment X/ podobny do X’ w tej samej skali s (poniewaz przeksztalcenia
podobienstwa zachowuja relacje skalowe). Otrzymujemy wiec, ze X' = X U---U X}, jest
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zbiorem ztozonym z N fragmentéw podobnych do X’ w tej samej skali s, zatem rowniez
spelnia definicje figury $cisle samopodobnej. Poniewaz liczba kopii NV i skala podobienstwa
s pozostaja bez zmian, wymiar fraktalny zbioru X’ obliczamy identycznym wzorem:

[]

Cho¢ nie bedzie to gtownym przedmiotem dalszych rozwazan, warto wspomnieé¢ o
pojeciu miary fraktalnej, ktore czesto towarzyszy analizie fraktali. Jest to pojecie uzupet-
niajace, ktére pozwala precyzyjniej opisa¢ ,rozmiar” zbioréw o niecatkowitym wymiarze
i dopelnia intuicje wynikajaca z samego wymiaru. W niniejszej pracy nie bedziemy wcho-
dzi¢ w formalng konstrukcje tego pojecia, lecz ograniczymy sie do ogdlnej definicji i dwdch
podstawowych wtasnosci.

Definicja 2.8. Miara fraktalna zbioru $cisle samopodobnego X (oznaczana jako m* (X)),
wyraza sie wzorem:

(2.4) mF (X) = diam(X)™" ),
gdzie diam(X) oznacza srednice zbioru X, a dim* (X)) to jego wymiar fraktalny.

Miara fraktalna posiada kilka istotnych wtasnosci, z ktérych dwie najwazniejsze to:
Wtlasnosé 2.8.1. Jesli X' jest podobna do zbioru Scisle samopodobnego X w skali k, to
(2.5) mP (X') = k50 F (X)),

Dowdd: 7 definicji miary fraktalnej mamy:
mP (X') = diam(X")%m" X,
Poniewaz figura X i X’ sg podobne, z Lematu mamy:
dim®(X') = dim®(X).
Poniewaz X' jest podobny do zbioru X w skali k, to

diam(X') = k - diam(X),

poniewaz Srednia w przypadku podobienstwa geometrycznego skaluje sie tak jak dtugosci.
Podstawiajac do Definicji otrzymujemy:

mF(X/> = (k- diam(X))dimF(X) _ o dim®(X) _diam<X)dimF(X) _ pdim®(X) _mF(X).
[

Wtasnosé 2.8.2. Jesli zbior X jest scisle samopodobny z rozktadem na X1, Xo, ..., X,
(jak w Definicji to:

(2.6) m?(X) = ZmF(Xl)



Dowod: Zaktadamy, ze zbiory X1, ..., X,, nie zachodza na siebie i kazde X; jest podobne
do X w skali s (patrz Deﬁnicja. Zatem korzystajac z Wtasnosci , miara kazdego
X; wynosi:

mF(Xi) — dim®(X) _mF(X).

Sumujac po wszystkich m sktadnikach:

7 definicji wymiaru samopodobienstwa 1' mamy m = g~ dim”(X) Podstawiajac to
wyrazenie za m do prawej strony w powyzszej formule na sume i skracajac potegi, otrzy-

mujemy:



3 Dywan Sierpinskiego i inne pokrewne fraktale

Rozdziatl ten poswiecimy fraktalowi, ktory nazywany jest dywanem Sierpinskiego, oraz
pokrewnym mu fraktalom bazujacym na tej samej konstrukcji. Zbadamy, czy i jak nie-
ktore modyfikacje wprowadzane do klasycznej wersji fraktala wptywajg na jego wymiar
fraktalny. W Podrozdziale 3.1 oméwimy klasyczny dywan Sierpinskiego, w 3.2 zamienimy
usuwany kwadrat, w 3.3 zmniejszymy skale podobienstwa, a w Podrozdziale 3.4 zajmiemy
si¢ zmiang ilosci usuwanych kwadratow.

3.1 Klasyczny dywan Sierpinskiego

Zapewne pierwszym skojarzeniem z nazwiskiem ”Sierpinski” jest rownie, a moze i nawet
bardziej znany fraktal - trojkat Sierpinskiego. Choé¢ schemat budowy (powstawania) obu
z nich (fraktali) ma pewne cechy wspélne, my jednak skupimy sie jedynie na dywanie
Sierpinskiego.

Gdybys$my chcieli przedstawi¢ najprostsza charakteryzacje dywanu Sierpinskiego, po-
wiedzielibysmy, ze jest to fraktal powstaty z podzialu kwadratu na dziewie¢ mniejszych
kopii tego kwadratu (siatka 3x3) oraz poprzez usuniecie srodkowego z nich. Schemat ten
powtarzamy dla wszystkich pozostatych kwadratéw podziatu w nieskonczonosé. Jest to
definicja poprawna, ale méwigca nam za mato o strukturze i parametrach dywanu Sier-
pinskiego, dlatego skupimy sie jednak na jego formalnej definicji.

Definicja 3.1. (Formalna konstrukcja dywanu Sierpinskiego)
Niech Sy bedzie kwadratem przedziatu jednostkowego I, czyli :

So=1*={(z,y) eR*: 2,y €[0,1]}

So dzielimy na 9 przystajecych kwadratow, kazdy o boku dlugosci %, nastepnie usuwa-
my wnetrze srodkowego. Sume pozostatych 8 kwadratow oznaczamy Sy. Z kolei kazdy z
8 kwadratow z Sy dzielimy na 9 przystajgcych kwadratow o boku dtugosci 3% 1 usuwamy
wnetrze Srodkowego. Pozostalg sume 8% kwadratéw oznaczamy jako Sy. Kontynuujgc ro-
zumowanie okreslamy indukcyjnie S,, ktory jest sumg 8" kwadratow o bokach diugosci
37". Przeciecie :

S=1{) Sa
n=0
nazywamy dywanem Sierpinskiego. [2] [3]

Powyzsza konstrukcje mozemy uogélni¢ na dowolng diugo$é boku kwadratu, gdyz
istotny jest stosunek dtugosci bokow (czyli skala podobienistwa), a ten zawsze z przysta-
wania bedzie wynosit % dhugosci poprzedniego

Przyktadowa wizualizacja dywanu Sierpinskiego po szesciu krokach przedstawia sie,
jak na Rysunku 1.



Rysunek 1: Klasyczny dywan Sierpinskiego [4]

Moéwiac o klasycznym dywanie Sierpinskiego, warto wspomnie¢ o jego dwéch wtasno-
Sciach. Pierwsza z nich jest wymiar fraktalny, ktory bedzie gtéwnym obszarem rozwazan
w tej pracy. Zwroémy uwage, ze dywan Sierpinskiego jest figurg $cisle samopodobna.
Oznaczmy fraktal taki, jak w konstrukcji z Definicji jako S = X. Przy podziale kwa-
dratu K = Sy na 9 kwadratéw przystajacych i usunieciu srodkowego z nich otrzymujemy
Ky, ..., Ks. Kazdy K; (wlacznie z usunietym Kjy) jest podobny do wyjsciowego K = Sy
w skali s = %, gdyz dzielgc kwadrat na 9 rownych czesci, dzielimy bok na 3 réwne czedci.
Definiujemy X; = K; N X ("kwadraty podziurawione”), gdzie X = X; U---U X5. Wyja-
snijmy, dlaczego X; sa podobne do X w skali s = % Schemat podziatu na 9 przystajacych
kwadratow i usuwania srodkowego z nich powtarzamy dla kazdego K; i otrzymujemy kwa-
draty K, ..., K, ktére sg podobne do K; w skali s = % Oznaczmy K;; U---U K5 jako
U; (usuniety jeden srodkowy kwadrat Kjg), a K bez srodkowego kwadratu jako K \ Kj.
Kazdy bok U; stanowi é boku K \ Ky - zaréwno odcinki zewnetrzne, jak i wewnetrzne,
czyli boku usunietego w §rodku kwadratu (wiemy, ze K9 jest podobny do Ko w skali
s = 3). A zatem U; sa podobne do K \ Ky w skali s = 3. Takie rozumowanie mogliby-
smy kontynuowadé dla kolejnych iteracji, a wiec w ostatecznosci dochodzimy do tego, ze
X, = K; N X jest podobny do X w skali s = %

Istotne jest réwniez to, ze powstate X; nie zachodza na siebie - stykaja sie jedynie na
krawedziach. Zatem, odwolujac sie do rownowaznej postaci wzoru na wymiar samopodo-

bienstwa ([2.3)) otrzymujemy :

_ log(8)  log(8)

log(1/(1/3))  log(3)

co daje nam wynik z przedziatu (1, 2), czyli miedzy wymiarem prostej a wymiarem figury
ptaskiej.

Druga wtasno$¢, jaka przywotamy, dotyczy pola dywanu Sierpinskiego, ktére jest ze-
rowe. Powotujac sie na te sama konstrukcje oraz powyzsze rozwazania, wiemy, ze pole
kazdego z powstatych kwadratow w danym kroku jest 9 razy mniejsze niz w poprzednim.
Czyli przyktadowo dla S; pole powstalej figury wynosi %, dla Sy jest to (%)2, a dla S5
(%)3. Po n krokach pole figury S,, wynosi (%)”. Jako ze przecigcie )2 S, zawiera sie w S,
dla kazdego n, a pola S,, daza do 0 przy n — o0, to pole przeciecia S, czyli pole dywanu
Sierpinskiego jest zerowe.

~ 1.892789,



3.2 Zmiana usuwanego kwadratu

Wiemy juz, czym jest dywan Sierpinskiego, jak wyglada jego konstrukcja oraz jaki ma
wymiar fraktalny, wiec w tym podrozdziale zajmiemy sie jego pierwszg modyfikacja. Zba-
damy, jak zmienitby sie fraktal, a przede wszystkim jego wymiar samopodobienstwa, gdy-
bysmy zamiast srodkowego kwadratu usuwali inny z pozostalych. Mogtoby sie wydawac,
ze nie jest to szczegdlnie trudne i istotne zagadnienie, jednakze okaze sie ono by¢ kluczo-
we do poézniejszych rozwazan o innych modyfikacjach. Spodziewalibyémy sie, ze wymiar
fraktalny sie nie zmieni, gdyz wzor na niego nie jest uzalezniony od potozenia usuwanego
kwadratu na siatce. By sie¢ o tym przekonaé¢, przeprowadzimy nastepujace rozwazania.

Rozwazania i wnioski

Zacznijmy od konstrukeji takiego fraktala. Bierzemy Sy = {(x,y) € R? : x,y € [0, 1]},
czyli kwadrat jednostkowy. Nastepnie dzielimy go na 9 przystajacych kwadratéw, gdzie
kazdy ma bok dtugosci %, a nastepnie zamiast usuwa¢ $rodkowy z nich, pozbedziemy
si¢ prawego gornego, uzyskujac w ten sposob 8 kwadratéw, ktorych sume oznaczamy
Sy. Krok ten powtarzamy, dzielac kazdy z 8 kwadratow wedtug tego samego schematu
(jak w przypadku klasycznym), jak najwiekszy kwadrat poczatkowy, az dochodzimy do
n-tego kroku. Otrzymujemy .S, bedacy suma 8" kwadratow o bokach dtugosci 37", a
przeciecie S = (o2, S, bedzie otrzymanym fraktalem. Ponownie zauwazmy, ze S jest
fraktalem $cisle samopodobnym z tych samych powodéw, co klasyczny dywan Sierpin-
skiego. Jest on suma 8 fragmentow calosci zawartych w kwadratach pierwszego podziatu
(tj. jak wezesniej S = X; U --- U Xy, gdzie X; = K; NS, a K; to kwadraty pierwszego
podziatu) podobnych do catego fraktala S. Skala podobienstwa s wynosi %, a pojedyncze
czesci zawarte w kwadratach nie zachodza na siebie - stykaja sie jedynie krawedziami.

Konstrukcja pierwszych trzech krokéw zaprezentowana jest na Rysunku 2.

Rysunek 2: Modyfikacja 1 dywanu Sierpinskiego (odrecznie)

Zauwazmy, ze konstrukcja zmodyfikowanego dywanu Sierpinskiego zawsze moéwi o
podziale kwadratu na kwadraty przystajace i usunieciu jednego z nich. Mimo ze otrzy-
mujemy fraktal rozniacy sie wygladem od klasycznej jego wersji, pewne parametry z nim



zwiazane sa niezmienne. Wciaz uzyskujemy 8" kwadratéw, a dtugosci ich bokéw nadal
stanowia é dtugosci poprzednich iteracji. Wymiar fraktalny otrzymanej modyfikacji pre-
zentowalby sie, jak ponizej:

_ log(8)  log(8)

log(1/(1/3)  log(3)

Zatem, wymiar fraktalny sie nie zmienit w sytuacji, gdy usuwamy prawy gérny kwa-

drat zamiast srodkowego. Analogiczne rozumowania moglibySmy przeprowadzi¢ dla po-

zostalych 7 mozliwosci, a wynik pozostatby niezmienny. Dlatego mozemy twierdzi¢, ze

zmiana usuwanego kwadratu w dywanie Sierpinskiego (przy podziale na 9 kwadratéw) ze

srodkowego na jeden z o$miu pozostatych, nie wpltywa na warto$¢ wymiaru fraktalnego
tak zmodyfikowanej wers;ji.

~ 1.892789

3.3 Zmiana parametru skali

Modyfikujac znany nam juz dywan Sierpinskiego, moglibyémy zastanowi¢ sie, co by sie
zmienito, zaréwno w strukturze fraktala, jak i przede wszystkim w jego wymiarze, gdyby-
sSmy zmieniali wartos¢ parametru skali s, ale wcigz usuwali tylko jeden kwadrat tak, jak
w klasycznej wersji. Dlatego w tym podrozdziale zbadamy wplyw takiej modyfikacji na
wielko$¢ wymiaru samopodobienstwa. Spodziewaliby$my sie, ze zmniejszenie parametru
skali s zwiekszy wymiar, ktéry dla odpowiednio matego s € (0,1) bytby bliski D = 2,
czyli nie wigkszy niz wymiar petnego kwadratu.

Rozwazania i wnioski

Przede wszystkim, zacznijmy od skonstruowania przyktadowego fraktala tego typu. Wez-
my Sy = {(z,y) € R* : x,y € [0,1]}. Przy wczesniejszych rozwazaniach kwadrat ten
dzieliliémy na 9 przystajacych kwadratéw, gdzie kazdy miat bok dtugosci % Wtedy skala
podobienstwa wynosita s = % Tym razem to parametr skali jest zmienny, a zatem - dla
przyktadu - zbadajmy podzial na 16 kwadratéw przystajacych, kazdy o boku diugosci
i. Nastepnie usuniemy jeden z nich, np. lewy dolny, gdyz z Podrozdziatu 3.2 wiemy, ze
wybor usuwanego kwadratu w zmodyfikowanym dywanie Sierpinskiego nie wptywa na
wartos¢ wymiaru fraktalnego. W ten sposéb otrzymujemy 15 kwadratéow przystajacych,
a ich sume oznaczymy jako S;. Krok ten powtarzamy, dzielac kazdy z 15 kwadratow
wedtug tego samego schematu, jak w przypadku klasycznym, az do n-tego kroku, gdzie
otrzymujemy sume S, 15" kwadratéw o bokach dtugosci 47". Przeciecie S = N2, S, to
konstruowany fraktal.

W tym przypadku figura S rowniez jest scisle samopodobna, jak w sytuacji z Podroz-
dziatu 3.2, czy z klasycznej wersji dywanu. Jednakze réznica w rozwazaniach jest para-
metr skali, ktory tym razem nie wynosi % a i oraz liczba fragmentow catosci to 15, nie
8. Fraktal S jest zatem suma 15 fragmentow catosci zawartych w kwadratach pierwszego
podziatu podobnych do S, czyli S = X; U---U X35, gdzie X; = K; NS, a K; to kwadraty
pierwszego podziatu. Tutaj skala podobienstwa wynosi i, a pojedyncze czesci zawarte w
kwadratach stykaja sie tylko krawedziami. Omawiang konstrukcje dla pierwszych trzech
krokow przedstawia Rysunek 3.
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Rysunek 3: Modyfikacja 2 dywanu Sierpiniskiego (odrecznie)

Skoro jest to fraktal scisle ssmopodobny, to mozemy wyznaczy¢ jego wymiar fraktalny

przy pomocy wzoru na wymiar samopodobienstwa, gdzie N = 15, a s = %:

~log(15)  log(15)

log(1/(1/4))  log(4)

Poréwnujac otrzymang warto$é¢ z wartoscia wymiaru dla s = %, czyli 1.892789, mozemy
zauwazy¢, ze przy zmniejszeniu skali s z é na i wymiar fraktalny sie zwiekszyt.

Jako, ze rozwazania o Scistym samopodobienstwie przy innych wartosciach skali beda
analogiczne, wyznaczmy wymiar fraktalny przy pomocy wzoru na wymiar samopodo-
bienstwa dla kilku innych wartosci parametru s. Wtedy N = S% — 1, gdyz wynika to z
podobienstwa kwadratéw. Skoro skala podobienstwa wynosi s € (0, 1), to przy podziale
kwadratu jeden z bokéw dzielimy na % odcinkéw réwnej dtugosci. Zatem caty kwadrat

dzielimy na 8% jednakowych mniejszych kwadratéw. Na koniec odejmujemy jeden z nich.

~ 1.953445

Przyktad 3.2. Dia s = § liczba kwadratéw wynosi N = (1/(1/2))* =1 =4—-1 = 3.

_ o3 _ log(3)
Wiedy D = 958 = (0] ~ 1.584963.

Przyktad 3.3. Dia s =

log(24)
s(21) 1 1.974636.

mamy N = (1/(1/5))2 =1 =25—-1=24 i D = 1629

1 —
5 log(1/(1/5)) —

N wynosi 35, a D = 12633 ~ 1 984278.

1
Przyktad 3.4. Dia s = Tog(6)

6

Przyktad 3.5. Weimy s =

L wtedy N =100 —-1=99, a D = }g§<99> ~ 1.995635.

(10)

Na podstawie przedstawionych przyktadow wydawatoby sie, ze wraz ze zmniejszaniem
sie skali, przy jednoczesnym odejmowaniu tylko jednego kwadratu przy kazdym podziale,
wymiar D samopodobienstwa roénie. Do tego zaprezentowane przyktady nie przekraczaja
wartosci wymiaru 2. Aby potwierdzi¢ nasze domysty, narysujemy w programie RStudio
wykres wartosci D w zaleznosci od parametru s € {1 : n € N} C (0,1), gdyz parametr s
bedzie dyskretny, a nie ciagty, co wynika z tego, ze zalezy on od podziatu kwadratu na
naturalng ilos¢ mniejszych kwadratéw. Stworzymy najpierw wektor wartosci dla zmiennej
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s, a nastepnie wektor wyliczonych wartosci wymiaru D. Otrzymane dane zapiszemy w
ramce danych zawierajacej oba wektory, ale przeksztalcone w kolumny. Z otrzymanych
danych utworzymy wykres zaleznosci D od s, ktorego osie zoptymalizujemy tak, aby byty
one czytelne i przydatne do dalszych rozwazan, tzn. zakres zmiennej s bedzie od ﬁ do
0.5 (dla n € {2,3,...100}, gdzie s = 1), gdyz dla s wickszych od 0.5 wykres ten nie
bedzie miat sensu z tego wzgledu, ze dla n = 1 mamy s = 1, a z zalozenia wartos¢ ta nie
jest osiagana (dla fraktali s € (0, 1), a wigc warto$¢ 1 nie moze zachodzi¢). Natomiast dla
wartosci D o$ bedzie miata zakres od 1.55 do 2. Wykres prezentuje sie, jak na Rysunku
4.

E.D— e e UL R .
-
-

Whyrniar fraktalny D

[

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.
Skala s

Rysunek 4: Wykres zaleznos$ci wymiaru fraktalnego D od parametru skali s

Przygladajac sie wykresowi z Rysunku 4 mozemy zauwazy¢, ze dla wartosci s bliz-
szych zeru (tj. s = 1(1)—0) wymiar fraktalny jest bliski 2. Wraz ze wzrostem parametru
s wymiar ten zaczyna male¢ - z poczatku powoli i minimalnie, az spadek ten zaczyna
znaczaco przyspiesza¢. Wyglad wykresu nie powinien zaskakiwac, jest on raczej spodzie-
wany. Wyobrazmy sobie sytuacje, w ktorej konstruujemy fraktal, jak ten omawiany w
tym podrozdziale. Jesli zmniejszymy parametr skali, tzn. zwickszymy ilo$¢ kwadratow
pierwszego podziatu, to przy odjeciu jednego z nich pole ”zamalowane” przez pozostate
kwadraty bedzie wicksze, niz gdybysmy te skale zwickszyli. Wynika to z tego, ze usuwa-
ny kwadrat bedzie mniejszy (bedzie mial mniejsze pole). Dlatego w konsekwencji, gdy
wykonamy n krokéw podziatu dla np. s = i otrzymamy ”gestszy” fraktal niz dla s = %
Zatem zmniejszenie parametru skali zwicksza wymiar fraktalny.

Sprawdzmy jeszcze, czy przy pomocy teoretycznych wyliczen potwierdzi sie, ze gra-
nica wymiaru fraktalnego jest warto$¢ 2 w badanej modyfikacji dywanu Sierpinskiego.
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Formalnie powinni$my sprawdzi¢, czy przy n — oo, gdzie s = % granica ciggu warto-
sci wymiaru dazy do 2, jednakze my zajmiemy si¢ badaniem powiazanej funkcji ciagtej
wymiaru samopodobienstwa przy s — 0.

li lOg(N) N:‘g%fl . log(s% - 1) O | reguta de I'Hospitala . ;732 . ;721
im————>=— = lim — T = | = lim S ) =
s—0 log(1/s) s=0  log() 00 5—0 5 — 1 .
i [(-2L (2L :th - )(_1)] -
=0 [\5-1/-83) 1/ s s—0 [\s—s3/ \ s

<ty () <

Dzieki powyzszym obliczeniom przekonali$my sie, ze faktycznie granica wymiaru sa-
mopodobienstwa dla fraktali scisle samopodobnych przy zbieganiu parametru skali s do
0 jest wartos¢ 2.

Zatem, przedstawione w tym podrozdziale rozwazania potwierdzaja nasze spekulacje
dotyczace modyfikacji dywanu Sierpinskiego przy zmianie parametru skali s. Zmniejszenie
wartosci skali zwicksza wymiar fraktalny D, a granica tego wymiaru przy coraz mniejszych
wartosciach s jest liczba 2.

Na zakoriczenie warto zwrécié uwage na miare Lebesgue’a (tj. pole) omawianych zmo-
dyfikowanych fraktali. Gdy omawialiémy uzyskane na wykresie wyniki oraz ich wyjasnie-

nia, powiedzieliémy, ze: "dla np. s = 1 otrzymamy ”gestszy” fraktal niz dla s = %”, co

mogtoby budzi¢ pewne watpliwosci, czglf w takim razie " gestszy” fraktal ma wieksze pole.
Ot6z, nie bytoby to prawdziwe stwierdzenie. Pojecie ”gestszy” odnosi si¢ do aspektow
wizualnych samego fraktala, czyli do finalnego wygladu jego struktury. Jednakze pole w
obu przypadkach (ale i réwniez we wszystkich pozostaltych, tj. dla roznych wartosci s)
wynosi 0. Zastanowmy sie¢, dlaczego tak jest. W Podrozdziale 3.1 wspomnieliSmy, ze w
konstrukeji klasycznego dywanu Sierpinskiego pole dla n-tego podzialu wynosi .S,, = (%)".
Przeciecie N2,S,, = S C 5, dla kazdego n, a S,, — 0 przy n — oo, zatem pole S jest

zerowe. W ogolnym przypadku omawianym w tym podrozdziale, dla pierwszego podziatu

pole S; wynosi S7 = Jednakze jest to dosé meczytelne zatem wprowadzimy klarow-

E]

niejsze oznaczenia. Niech s = E’ gdzie k € N, czyli k = 1. Wtedy mamy, ze S; = k21

(co bardziej przypomina rozwazania dla klasycznego dywanu Sierpinskiego), gdyz pole

kazdego z kwadratéw wynosi k? — 1, a w danym kroku jest ono k? razy mniejsze niz w
P 3

poprzednim. Zatem dla Sy mamy Sy = (%) , adla S3 jest to <k1§1> . Wtedy po n kro-

kach pole figury S, to S,, = (’i;l)n. Przeciecie N2° S, = S zawiera si¢ w 5, dla kazdego

n. Pola S,, daza do 0 przy n — 00, co przedstawimy w nastepujacym rozumowaniu.

() - (%)

Skoro s € (0,1) NNis = 1, gdzie k € N, to:

1 1 1
0<ﬁ<1 —1<—?<O O<1_ﬁ<1
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A zatem (1 — k%>n "% 0. W takim razie pole przeciecia S, czyli omawianych fraktali,

jest zerowe w kazdym przypadku.

3.4 Zmiana iloSci usuwanych kwadratow

Jako ostatnig modyfikacje, zaproponujemy zmiang ilosci usuwanych kwadratéw. Oznacza
to, ze zbadamy, jak zachowuje sie wymiar fraktalny w sytuacji, gdy zmienng wielko$cig jest
ilo$¢ usuwanych kwadratéw, ktora bedzie stata przy kazdym podziale, tj. gdybysSmy przy
kazdym kroku podziatu usuwali m kwadratow, gdzie s = % jest ustalone oraz m zmienia
sicod 1 do k*—1, a k € N. Dzicki temu, ze oméwiliémy wczesniej zachowanie sie wymiaru
w sytuacji, gdy zmieniamy jeden usuwany kwadrat (miejsce jego usuwania) oraz przy
zmianie parametru skali s, bedziemy mogli swobodnie korzysta¢ z otrzymanych wnioskéw
w celu poglebienia analizy w tym podrozdziale. Spodziewaliby$Smy sie, ze dla ustalonej
skali s zwiekszenie ustalonej dla danego podzialu liczby m usuwanych kwadratéow (tj.
usuwanie np. zawsze 3 kwadratéw w kazdym kroku podziatu) zmniejsza wymiar fraktalny.

Rozwazania i wnioski

Standardowo, zacznijmy od konstrukcji przyktadowego fraktala, ktory bedzie speiniat
zatozenia omawianej modyfikacji. Wezmy Sy = {(z,y) € R? : z,y € [0,1]}. Dla przy-
ktadu zalézmy, ze dzielimy kwadrat na 16 kwadratéw przystajacych, gdzie kazdy ma
bok dtugosci i. Nastepnie usunmy dwa z nich, np. prawy gorny oraz lewy goérny. W ten
sposob otrzymujemy 14 kwadratow przystajacych, a ich sume oznaczymy jako S;. Krok
ten oczywiscie powtarzamy dla kazdego z 14 pozostalych kwadratéw i dostajemy sume S
142 kwadratéw, gdzie kazdy ma bok dtugoéci 472, Schemat ten powtarzamy nieskonczenie
wiele razy, otrzymujac w ogbélnym n-tym kroku sume 5, 14" kwadratéw o bokach dtugosci
47" Wtedy przeciecie S = N9 ,.S,, bedzie naszym skonstruowanym fraktalem. Rysunek
5 (ponizej) przedstawia figure S3 otrzymana po 3 krokach wyzej opisanej konstrukeji, co
jest przyblizona ilustracja naszego koncowego fraktala S.

Otrzymany fraktal S jest figura $cisle samopodobng. Wyjasnienie tego stwierdzenia
bedzie zblizone do tego dla klasycznego dywanu Sierpinskiego oraz zmodyfikowanej wersji
w Podrozdziale 3.3. Oznaczmy fraktal S z przedstawionej konstrukcji jako S = X, aby
nie zaszta kolizja oznaczen w pozniejszych rozwazaniach, a nastepnie podzielmy pierwszy
kwadrat K = Sy na 16 kwadratow przystajacych. Z Podrozdziatu 3.2 wiemy, ze miejsce
usuwanego kwadratu nie wptywa na wymiar fraktalny, zatem z otrzymanych 16 kwadra-
tow usunmy dwa z nich - w tym przypadku prawy gérny i lewy gorny, ale mozemy to
uogolni¢ dla dowolnych dwoch kwadratow. Dostajemy wiec kwadraty Ky, ..., Ki4. Kazdy
K; (wlacznie z usunietymi Ki5 i Ki6) jest podobny do pierwotnego K = Sy w skali s = §
z przystawania kwadratéw. Definiujemy X; = K; N X, gdzie X = X U--- U Xy4. X, sa
podobne do X w skali s = i, co postaramy sie teraz wyjasni¢. Powtorzmy zaproponowany
schemat dzielenia dla kazdego K;, a wtedy otrzymamy kwadraty Kj;i,..., K;4, ktore sa
podobne do K; w skali s = i Oznaczmy Kj U --- U Kj14 jako U; (bez usunietych dwoch
kwadratéw K5 1 Kj6), a K bez dwoch kwadratéow jako K\ (K15 U Kig). Kazdy bok U
stanowi  boku K \ (K5 U K1) (zaréwno wewnetrzne, jak i zewnetrzne odcinki, bo Kjs
oraz K1 sa podobne do odpowiednio K5 i K16 w skali s = %) Zatem U; sa podobne
do K\ (K35 U Kig). Oczywiscie rozumowanie to kontynuujemy dla kolejnych iteracji i w
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koncu otrzymujemy, ze X; = K; N X jest podobny do X.
Skala podobienstwa wynosi i, a pojedyncze czedci zawarte w kwadratach stykaja sie
jedynie na krawedziach. Ponizej prezentujemy wspomniany wczesniej Rysunek 5.

- e M e W we mm e owe mm

Rysunek 5: Modyfikacja 3 dywanu Sierpiniskiego (odrecznie)

7 racji tego, ze otrzymany fraktal jest $cisle samopodobny, wyznaczmy jego wymiar
fraktalny przy uzyciu wzoru na wymiar samopodobienstwa dla s = i i N=14:

~ log(14)  log(14)
log(1/(1/4))  log(4)
Przywolujac warto$¢ wymiaru fraktalnego z Podrozdziatu 3.3 dla s = i, ale N = 15, tj.
1.953445, widzimy, ze wymiar samopodobienstwa sie zmniejszyt, gdy wartos¢ N zmalata,
czyli liczba odejmowanych kwadratow zwiekszyta sie z 1 do 2. Jako ze wszystkie roz-
wazania dotyczace Scistego samopodobienstwa moglibysmy uogélni¢ dla dowolnej liczby
usuwanych kwadratéw (wystarczy skorzystaé¢ z wnioskow z Podrozdzialu 3.2 o wymia-
rze przy zmianie usuwanego kwadratu oraz odpowiednio oznaczy¢ otrzymane fragmenty
calosci zawartych w kwadratach pierwszego podziatu, ktorych liczba zalezna jest od ich
usuwanej liczby), zobaczmy, jak bedzie sie zmienial wymiar fraktalny w sytuacji, gdy
parametr skali bedzie niezmienny, tj. bedzie wynosit s = i, ale liczba N bedzie malata.

~ 1.903677

Przyktad 3.6. Gdy odejmujemy trzy kwadraty, czyli gdy N = 13, wymiar fraktalny

o log(13)”  _ log(13)

wynosi D = log(f/(1/4)) = logg(4) ~ 1.85022.

Przyktad 3.7. Gdy odejmujemy cztery kwadraty, czyli gdy N = 12, wymiar fraktalny
. _ log(12) _ log(12)

wynosi D = log(f/(1/4)) = logg(4) ~ 1.792481.

Przyktad 3.8. Gdy odejmujemy ostem kwadratow, czyli gdy N = 8, wymiar fraktalny

wynosi D = —e®) __ _ 1os®) _ 5

Y log(1/(1/4) ~ log(d) — ~*"

Przyktad 3.9. Gdy odeymujemy dziewieé kwadratow, czyli gdy N = 7, wymiar fraktalny

wynosi D = }22% ~ 1.403677.

Przyktad 3.10. Gdy odejmujemy trzynascie kwadratow, czyli gdy N = 3, wymiar

fraktalny wynosi D = }gig% ~~ (.79248]1.
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Wybrane przyktady modyfikacji dla s = i sugerowalyby, ze zmniejszenie sie liczby
fragmentow, czyli zwiekszenie liczby odejmowanych kwadratéw, zmniejsza warto$é wy-
miaru samopodobienstwa D. Oczywiscie sprawdziliSmy tylko kilka mozliwosci sposrod
wszystkich potencjalnych wartosci N. Dlatego, aby przekonaé si¢, ze nasze przypusz-
czenia sg shuszne bez koniecznosci wypisywania wszystkich przypadkow na wymiar D,
skonstruujemy wykres (w RStudio) zaleznosci wymiaru fraktalnego D od liczby odejmo-
wanych kwadratow m. Stworzymy wektor wartosci m € {1,2,3,...,15} oraz wyliczonych
wartosci wymiaru D. Otrzymane dane zapiszemy w ramce danych, a nastepnie stworzymy
z nich wykres, gdzie 0§ X bedzie liczba odejmowanych kwadratéow m, a jej zakres bedzie
taki, jak zakres wektora m. Z kolei 0§ Y warto$ci wymiaru fraktalnego D okredlimy od 0
do 2. Wykres przedstawiony jest na Rysunku 6.

a)

ey

E -

i

o

m10- .

@

§ -
05- .
0.0- .

4 B 12

Liczba ocdejmowanych kwadratéw m

Rysunek 6: Wykres zaleznosci wymiaru fraktalnego D od liczby usuwanych kwadratéw

m (dla s =1)

4

Widzimy, ze z wykresu wynika, ze faktycznie zwigkszenie liczby odejmowanych kwa-
dratéw zmniejsza wymiar fraktalny, ktéry maleje do 0. Wniosek ten przedstawimy w
formie lematu, a nastepnie udowodnimy go.

Lemat 3.11. Funkcja wymiaru fraktalnego D = lﬁf s /% przy ustalonym parametrze s oraz

zmiennej liczbie m odeymowanych kwadratow jest funkcjg malejgcg do 0.

Dowdd: Okreslmy N jako N = s% —m = k* —m, gdzie k = % oraz k € N, am €

{1,2,...,k*—=1}. Wtedy D = 12‘;%(1]78)) = bglg; k)m) Wartosé log(k) jest stata dla ustalonego

s, czyli ustalonego k. Z kolei log(N) = log(k2 m) jest funkcja malejaca dla ustalonego s,
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czyli ustalonego k oraz zmiennej m, gdyz k* —m jest funkcja malejaca liniowo (oczywiscie
osigga warto$ci naturalne dla zadanych wczesniej zakresow). Dla mype, = k* — 1 mamy,
ze log(k? —m) = log(k? — (k* — 1)) = log(k* — k* + 1) = log(1) = 0. Zatem funkcja D
jest funkcja malejaca do 0. O]

Na sam koniec, zwroémy jeszcze uwage na miare Lebesgue’a omawianych zmodyfiko-
wanych fraktali. Analizujac wplyw zwiekszenia liczby usuwanych kwadratéw, moglibysmy
zastanowic¢ sie, czy zmiana ta wptywa na pole fraktala, czy jednak pozostaje ono zerowe,
jak w rozwazaniach dla klasycznej wersji dywanu Sierpinskiego oraz jego zmodyfikowa-
nych wersji z Podrozdziatu 3.3. Okaze sie, ze pozostanie ono zerowe, dlatego aby sie o
tym przekonaé, przeprowadzimy potrzebne rozumowania. Oznaczmy liczbe usuwanych
kwadratow jako m € {1,2,...,k* — 1}, gdzie k = 1 i s € (0,1), a wiecc k € N;. W
konstrukeji kwadratu Sy przy podziale na s% = k? mniejszych kwadratéw przystajacych

wiemy, ze kazdy z nich ma pole k? razy mniejsze niz w poprzednim kroku. Nastepnie
_ k-

usuwamy m kwadratow i otrzymujemy, ze pole powstalej figury wynosi 51 = 5. Dla
2 3
Sy, mamy Sy = (k%m) , a dla S3 jest to S5 = (k%m) . W koncu po n krokach pole

figury S, wynosi S,, = (kzkgm)n. Przeciecie N7, S,, = S zawiera sie w 5,, dla kazdego n.

Zobaczmy, ze pola S, daza do 0 przy n — oo. Zacznijmy od zalezno$ci:

(&) -0-8)

PrzeprowadZzmy teraz analogiczne rozumowanie, jak w Podrozdziale 3.3.

7, przedstawionych rozwazan wynika, ze (1 — %)n "2 0. Dlatego pole przeciecia S,

czyli omawianych fraktali, jest zerowe.
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4 Krzywa Kocha i inne pokrewne fraktale

W tym rozdziale oméwimy krzywa Kocha oraz pokrewne jej fraktale. Podobnie jak w
Rozdziale 3, gléwnym celem bedzie przeanalizowanie, w jaki sposéb modyfikacje kla-
sycznej wersji krzywej Kocha wplywaja na jej wymiar fraktalny. W Podrozdziale 4.1
przedstawimy konstrukcje klasycznej krzywej Kocha. Nastepnie w Podrozdziale 4.2 zmo-
dyfikujemy generator krzywej poprzez przesuniecie fragmentu tréjkata réwnobocznego
(stanowiacego podstawe konstrukeji) w lewa strone. W Podrozdziale 4.3 przeanalizujemy
efekt zmniejszania skali podobienstwa, zas w Podrozdziale 4.4 zbadamy wplyw zmiany
kata nachylenia odcinkow tworzacych generator krzywej.

4.1 Klasyczna krzywa Kocha

Wsréd najbardziej znanych i jednocze$nie najczesciej przywolywanych przyktadow frak-
tali w matematyce, krzywa Kocha zajmuje szczegdlne miejsce. Czesto pojawia sie ona
w kontekscie nauki o fraktalach jako jeden z pierwszych i najbardziej intuicyjnych przy-
ktadéw figury o nieskoriczonej dtugosci i skoriczonym obszarze zawartym w ograniczonej
przestrzeni.

W przeciwienstwie do dywanu Sierpinskiego, ktorego konstrukcja opiera si¢ na kwa-
dracie, krzywa Kocha powstaje poprzez modyfikacje odcinka.

Najprostszym sposobem opisania budowy krzywej Kocha jest uznanie jej za graniczny
rezultat nieskonczonej modyfikacji odcinka. W kazdej iteracji dzielimy kazdy odcinek po-
przednio uzyskanej famanej na trzy réwne czesci, po czym srodkowsa z nich zastepujemy
dwoma bokami tréjkata réwnobocznego (z usunieta podstawa). Z kazdym kolejnym kro-
kiem liczba odcinkéw tamanych wzrasta wyktadniczo, a dhugos$é catkowita krzywej rosnie
bez ograniczen. Aby to opisa¢ formalnie, wprowadzamy ponizszg definicje.

Definicja 4.1 (Formalna konstrukcja krzywej Kocha). Niech Ky bedzie odcinkiem jed-
nostkowym w przestrzeni R?, czyli:

Ko ={(x,0) e R* : x € [0,1]}.

W pierwszym kroku konstruujemy K poprzez podzial odcinka Ky na trzy rowne czesci,
kazda o dlugosci %, 1 zastgpienie srodkowego segmentu dwiema krawedziami majgcymsi tak-
ze diugosé % tworzgcymi z usuwang krawedzig trojkgt rownoboczny. W efekcie Ky sklada
sie z czterech odcinkow tej samej dtugosci (patrz Rysunek 7(b)).

Proces ten powtarzamy dla kazdego nowo powstatego odcinka — kazdorazowo dzielgc
kazdy z mich na trzy czesci i@ Srodkowq czesé zastepujge dwiema krawedziami tworzgcyms

nowy ,zqbek” (patrz Rysunki 7(c)-(f)). W ogélnosci, przyjmujemy rekurencyjnie:
o K, skiada sie z 4™ odcinkow,
o kazdy z nich ma diugosé 377,
o suma dtugosci wszystkich odcinkow w K, wynosi (%)n.

Ostatecznie krzywa Kocha K definiowana jest jako:

K = lim K,.

n—oo
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Krzywa Kocha mozemy uogolni¢ do dowolnej dtugosci odcinka wyjsciowego K. Moze-
my wtedy otrzymac odpowiednio przeskalowane warianty krzywej Kocha, bedace figurami
podobnymi do naszej podstawowej krzywej Kocha K.

Na Rysunku 7 przedstawiamy pie¢ kolejnych iteracji konstrukeji krzywej Kocha.

a) Ko b) Ky ) K>
d) K3 e) KA f) KS

S s o8 e oS

Rysunek 7: Kolejne iteracje konstrukeji klasycznej krzywej Kocha

Krzywa Kocha jest klasycznym przyktadem figury samopodobnej, ktéra mozna wy-
korzysta¢ do zilustrowania pojecia $cisle samopodobnej figury w sensie Definicji [2.1].

Rozwazmy klasyczna krzywa Kocha powstajacg jako granica ciagu krzywych K, gdzie
K to odcinek jednostkowy. W pierwszym kroku konstrukcji, czyli dla n = 1, odcinek ten
dzielimy na trzy réwne czesci i sSrodkowa z nich zastepujemy dwoma odcinkami, ktore
tworza z usuwanym odcinkiem boki trojkata réwnobocznego. W wyniku tego powstaje
tamana K, ztozona z czterech odcinkow o jednakowej dtugosci, ktére kolejno oznaczymy
przez Iy, I, I3, I4. Kazda z tych czesci po wykonaniu na niej kolejnych iteracji konstruke;ji,
stanowi fragment bedacy doktadnie taka samg krzywa Kocha, jak catosé, lecz przeska-
lowang w skali s = % Oznaczmy te mniejsze krzywe Kocha otrzymane z odcinkow I
przez L, Lo, L3, Ly. Oznacza to, ze kazda z figur L; jest podobna do catej krzywej K w
tej samej skali s = %, co spehia pierwszy warunek definicji. Na kazdym z tych czterech
odcinkéw kontynuujemy konstrukcje w ten sam sposéb, uzyskujac kolejne przyblizenia
krzywej Kocha.

Ostateczna krzywa Kocha K jest suma tych czterech fragmentéw, to znaczy K =
LiULyUL3ULy. Kazda z figur L; jest podobna do figury K w tej samej skali s = %, a ich
wnetrza nie zachodzg na siebie, gdyz kazdy fragment osadzony jest na osobnym odcinku
I; tamanej K, co oznacza, ze ich przecigcia moga wystgpowac najwyzej w punktach
brzegowych.

Wobec tego, zgodnie z Definicja 2.1 krzywa Kocha spelnia warunki $cistej samopo-
dobnosci. Mozemy zatem zastosowa¢ wzor na wymiar samopodobienstwa i wowczas
otrzymujemy:
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_ log(4)  log(4)

log(1/(1/3))  log(3)

Jest to warto$¢ z przedziatu (1,2), co potwierdza, ze krzywa Kocha jest bardziej ,rozwi-
nieta” niz zwykta linia, ale nie zajmuje jeszcze powierzchni.

Inng istotna wlasnoscia tej krzywej jest jej dtugosé. W Tabeli 1 mozemy zauwazy¢ ile
wynosi catkowita dtugos¢ w kolejnych iteracjach konstrukcji.

~ 1.26186.

n | Liczba odcinkéw N | Dlugos$é odcinka | Dhugosé catkowita

0 1 1 1

1 4 3 3~1,33

2 16 (32 =73 B A1,78
s _ 1 61

3 64 (%) = 5 o ~ 2,37

4 256 (3 =g 20~ 3,16

n % Ok Ok

Tabela 1: Dtugos¢ tamanych K,, w kolejnych krokach konstrukcji krzywej Kocha

. 4\
lim () = 00,
n—oo \ 3

dtugos¢ kolejnych przyblizen krzywej Kocha rosnie bez ograniczen i w granicy jest nie-
skonczona, mimo ze figura pozostaje ograniczona w przestrzeni.

Poniewaz:

4.2 Asymetryczna krzywa Kocha (lewostronna)

Po przeczytaniu Podrozdziatu 4.1 wiemy juz czym jest klasyczna krzywa Kocha, jak
przebiega jej konstrukcja oraz jaki posiada wymiar samopodobienstwa. W niniejszym
podrozdziale przedstawimy pierwsza modyfikacje tej krzywej i sprawdzimy, czy — a je-
sli tak, to w jaki sposob — zmienia sie jej wymiar fraktalny. Przez analogie do analizy
zawartej w Podrozdziale 3.2 mozemy przypuszczacé, ze warto$é¢ tego wymiaru pozostanie
niezmieniona. Aby sie o tym przekonaé, przeprowadzimy ponizsze rozwazania.

Rozwazania i wnioski

Konstrukcje zmodyfikowanej krzywej Kocha rozpoczniemy od odcinka jednostkowego Ky,
tak jak w przypadku klasycznym. W pierwszym kroku, czyli dla K, dzielimy odcinek na
trzy réwne cze$ci. W miejsce pierwszego odcinka (skrajnego lewego) — zamiast Srodko-
wego, jak w wersji klasycznej — wstawiamy dwa odcinki tworzace wraz z tym odcinkiem
zastepowanym boki trojkata rownobocznego, tworzac charakterystyczny ,zabek” prze-
suniety na lewa strone krzywej. W efekcie tego podziatu uzyskujemy tamana K (patrz
Rysunek 8(b)) ztozona z czterech odcinkéw o jednakowej dtugoscei. Podobnie jak w wersji
klasycznej, kazdy z tych odcinkow ma dtugosé % dhugosci odcinka poczatkowego.

Na kazdym z tych czterech odcinkéow kontynuujemy konstrukeje zgodnie z tym samym
schematem — to znaczy, na kazdej z czeSci tworzymy lokalnie taka sama krzywa, z ta
réznica, ze ,zabek” pojawia sie zawsze na lewej jednej trzeciej (patrz Rysunki 8(c)-(f)).
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Ko b) Ki

a) )

e S S

Rysunek 8: Kolejne kroki konstrukeji przesunietej w lewo krzywej Kocha

Asymetryczna, lewostronna krzywa Kocha stanowi kolejny przyktad figury, ktéra do-
skonale nadaje sie do zilustrowania pojecia figury Scidle samopodobnej, zgodnie z Definicji
2.1l Rozwazmy taka krzywa, ktéra oznaczymy przez K, powstajaca jako granica nie-
skonczonego procesu iteracyjnego. Zaczynamy od odcinka jednostkowego — to nasz etap
zerowy, czyli K. Wytthumaczenie jest analogiczne jak w przypadku klasycznej krzywej
Kocha. W pierwszym kroku konstrukeji, dla n = 1, odcinek ten dzielimy na trzy réwne
czesci. W przeciwienstwie do wersji klasycznej, gdzie przeksztatcamy srodkowy fragment,
tutaj modyfikujemy fragment skrajny — lewy. Usuwamy pierwszy z trzech odcinkow i na
jego miejscu budujemy tréjkat réwnoboczny, ktérego podstawa pokrywa sie z tym usu-
nietym odcinkiem, a nowo dodane boki skierowane sg w gore, tworzac charakterystyczny
wzabek”.

Po tym przeksztatceniu otrzymujemy tamana K, sktadajaca si¢ z czterech odcinkow o
tej samej dtugosci, oznaczanych kolejno jako Iy, I, I3, I,. Kazdy z tych odcinkow podlega
w kolejnych iteracjach doktadnie tej samej regule konstrukcyjnej, co oznacza, ze na kaz-
dym z nich wykonujemy te sama operacje: usuniecie lewej jednej trzeciej i zastgpienie jej
dwoma bokami trojkata rownobocznego. Proces ten jest kontynuowany w nieskonczonosé,
a jego granicg jest pelna krzywa Kocha, oznaczana przez K.

Kluczowe jest to, ze kazdy z odcinkéw I; (dla j = 1,2, 3,4) przeksztalca sie w frag-
ment krzywej, ktéry jest identyczny w ksztalcie jak cata figura K, tylko odpowiednio
pomniejszony — dokltadnie w tej samej skali s = %, poniewaz kazdy z tych odcinkéw
ma dtugosé é odcinka poczatkowego. Fragmenty te oznaczmy jako Lq, Lo, L3, L4, czyli:
K=L UL, UL3ULy

Kazdy z fragmentéw L; jest podobny do calej figury K w tej samej skali s = %,
co spetnia pierwszy warunek definicji figury $cisle samopodobnej. Dodatkowo, poniewaz
kazdy fragment powstaje na oddzielnym odcinku tamanej K, ich wnetrza nie przecinaja
sie — mogg sie styka¢ jedynie w punktach brzegowych.

Zatem asymetryczna lewostronna krzywa Kocha spetnia wszystkie wymagania defini-
¢ji figury $cisle samopodobnej: sktada sie z czterech podfigur, ktore sg do niej podobne
w tej samej skali s, a ich wnetrza nie nachodza na siebie.
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Mozna zauwazy¢, ze taka zmiana wplywa na ksztalt i symetrie fraktala, ale nie wptywa
na jego strukture z punktu widzenia samopodobienstwa ani na jego wymiar fraktalny.
Liczba fragmentéw pozostaje taka sama (N = 4), podobnie jak skala podobienstwa (s =

1), zatem wymiar fraktalny obliczamy ze wzoru:

3

_ log(4) _ log(4)

log(1/(1/3))  log(3)

Widzimy zatem, ze modyfikacja polegajaca na przesunieciu fragmentu tréjkata row-

nobocznego (stanowigcego podstawe konstrukeji) w lewa strone nie narusza $cistego sa-
mopodobienstwa fraktala, ani nie wptywa na jego wymiar przy zachowaniu skali %

~ 1.26186.

4.3 Zmiana parametru skali

W poprzednich podrozdziatach wykazaliSmy, ze krzywa Kocha — zaréwno klasyczna, jak
i jej asymetryczna modyfikacja — spetnia warunki $cistego samopodobienstwa zgodnie z
Definicja [2.1] Oznacza to, ze kazda z tych krzywych moze by¢ traktowana jako zbiér
fraktalny zbudowany z przeskalowanych kopii samej siebie. Punktem wyjscia w obu przy-
padkach byta skala s = %, dla ktorej krzywa dzieli sie na N = 4 fragmenty, a kazdy z
nich jest podobny do cato$ci w tej samej skali.

W niniejszym podrozdziale interesuje nas odpowiedz na pytanie: jak zmienia sie struk-
tura i wymiar fraktalny figury, gdy zastosujemy inng skale podobienstwa niz %? W szcze-
gblnosci rozwazymy przypadek s = i, a nastepnie uogélnimy zaleznosc.

Rozwazania i wnioski

W celu lepszego zrozumienia wptywu zmiany parametru skali na strukture i wlasciwosci
geometryczne fraktali, rozwazmy modyfikacje klasycznego algorytmu konstrukeji krzywej
Kocha. W wersji pierwotnej konstrukcja opiera sie na podziale odcinka jednostkowego
na trzy rowne czesci, co odpowiada zastosowaniu skali s = % W niniejszym rozwazaniu
interesuje nas przypadek, w ktérym zamiast tréjpodziatu zastosujemy podziat na wigksza
liczbe czesci — na przyktad cztery — czyli przyjmiemy skale s = i.

Konstrukcje rozpoczynamy od odcinka jednostkowego. Dzielimy go na cztery réwne
segmenty, z ktorych kazdy ma dtugosé i. Nastepnie, aby zachowaé strukture charaktery-
styczna dla fraktali z rodziny krzywej Kocha, w jednym z tych segmentéw (na przyktad
w drugim z lewej) dokonujemy modyfikacji — zastepujemy go dwoma odcinkami, ktore
tworza boki trojkata rownobocznego wraz z odcinkiem, ktéry usuwamy. W efekcie otrzy-
mujemy krzywa tamana K (patrz Rysunek 9(b)), sktadajaca sie z pieciu odcinkéw, kazdy
dhugosci i. W kolejnym kroku proces konstrukcyjny powtarzamy dla kazdego z pieciu od-
cinkéw uzyskanej tamanej. Na kazdej z tych czesci odtwarzamy lokalnie ten sam wzorzec
cow Kj, co prowadzi do uzyskania kolejnych przyblizen krzywej (patrz Rysunek 9(c)-(f)).

22



Ko b) K1

a) )

VAN NN

d) K3 e) Ka f) Ks

o Snnes a8 Rnn 8 R

Rysunek 9: Kolejne iteracje konstrukeji krzywej Kocha dla skali s:i

Podobnie jak w poprzednich podrozdziatach krzywa Kocha w wersji opartej na cztero-
podziale stanowi kolejny przyktad figury speliajacej warunki definicji figury $cisle samo-
podobnej (zob. Definicja . Oznaczmy te krzywa przez K. Powstaje ona jako granica
nieskonczonego procesu iteracyjnego, ktérego punktem wyjscia jest odcinek jednostkowy
— to etap zerowy, oznaczany przez Ky. W pierwszym kroku dzielimy odcinek dtugosci 1 na
cztery réwne czesci. Nastepnie, zgodnie z asymetryczng reguta wprowadzong wezesniej,
modyfikujemy tylko jeden z fragmentéw — tym razem drugi segment od lewej. Zostaje on
usuniety i zastapiony dwoma bokami trojkata rownobocznego. Tak powstata tamana K
zlozona jest z pieciu odcinkéw opisanych kolejno I; dla 7 = 1,2,3,4,5 i dlugosci i. W
kolejnych iteracjach kazdy z tych pieciu odcinkéw podlega doktadnie tej samej regule kon-
strukcyjnej: usuwamy z niego lewa jedng czwarta i w jej miejsce wstawiamy dwa ramiona
trojkata rownobocznego bez podstawy. Proces ten kontynuujemy w nieskonczonosé, a
jego granicy jest krzywa K.

Podobnie jak w przypadku wersji tréjpodziatowej, kazdy z odcinkéw I; przeksztalca
sie w fragment krzywej, ktory jest wiernag miniaturg catej figury K — tyle ze w skali s = i.
Oznaczmy te pie¢ fragmentéw jako Ly, Lo, L3, Ly, Ly, tak ze: K = L1 U Ly U L3U Ly U Ly
Kazdy z fragmentéw L; stanowi przeksztalcenie calej krzywej K w tej samej skali

%, co — zgodnie z definicja — oznacza spetnienie warunku sScistej samopodobnogci.
Tak skonstruowana figura spelnia zatem wszystkie warunki definicji Scistej samopo-
dobnosci (Definicja [2.1)). Kazdy z pieciu fragmentéw jest odwzorowaniem calej figury
przez przeksztatcenie podobienstwa — w tym przypadku skalowanie z czynnikiem s = %,
a takze odpowiednie przesuniecie i ewentualnie obrét (w przypadku bokéw tréjkata).
Ponadto, wnetrza tych fragmentéw sg parami roztaczne, co jest wymagane w kontek-
scie samopodobnych zbiorow fraktalnych. Nie dochodzi réwniez do ich naktadania sie —
kazdy z nich zajmuje inna czes¢ przestrzeni, co mozna bezposrednio zaobserwowaé juz
na poziomie pierwszej iteracji konstrukcji. Na Rysunku 9 przedstawiamy kolejne iteracje
1

konstrukcji tak zmodyfikowanej krzywej Kocha dla skali s = 7

Skoro jest to fraktal Scisle samopodobny, to mozemy wyznaczy¢ jego wymiar fraktalny

S =
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przy pomocy wzoru na wymiar samopodobienstwa, gdzie N =5, a s = i

_ log(5) _ log(s)
log(1/(1/4))  log(4)

Powyzszy sposob budowy mozna uogélni¢ na przypadek dowolnej liczby podziatow.
Jesli przyjmiemy, ze dzielimy odcinek na n rownych czesci, a nastepnie wprowadzamy jed-
na modyfikacje analogiczna do opisanej wezesniej (czyli zastapienie jednego z segmentdw
dwoma bokami trojkata), to catkowita liczba powstalych odcinkéw po pierwszej iteracji
bedzie rowna N = n + 1. Kazdy z tych odcinkéw ma wowczas dtugosé %, a wszystkie sg
przeskalowanymi kopiami calosci, co ponownie prowadzi do wniosku, ze figura jest $cisle

1

samopodobna. W naszych rozwazaniach przyjmujemy, ze s = -, gdzie n € N oraz n > 2,

wtedy mamy réwniez N = + +1 = % + 1. Ograniczenie n > 2 wynika z faktu, ze dla

~ 1.16096.

n = 1 figura nie podlega zadnemu podziatowi i nie mozna rozpocza¢ konstrukeji fraktal-
nej. Dlan > 2 mozliwy jest réwny podziat odcinka oraz umieszczenie charakterystycznego
szabka” .

Przyktad 4.2. Dia s = %

__ log(3) _ log(3)
D = 51/1/2) = lealz) ~ 1.58496.

Przyktad 4.3. Dia s = %

__ log(6) _ log(6)
D= gm/am = e ~ 1-11328.

Przyktad 4.4. Dia s = %

__ log(7) _ log(7)
D= gi/ajen = los(e) ~ 1-08603.

Przyktad 4.5. Dia s = % liczba odcinkow wynosi N = - +1 =10+ 1 = 11. Wtedy

__log(ll) _ log(11)
D= log(1/(1/10)) — log(10) 1.04139.

liczba odcinkow wynosi N = + +1 = 2+ 1 = 3. Wiedy

ol =

liczba odcinkow wynosi N = + +1 =5+ 1 = 6. Wiedy

- =

liczba odcinkow wynosi N = + +1 =6+ 1 = 7. Wiedy

ol =

=

Na podstawie wczesniejszych przyktadéw mozemy sformutowaé ogolng regute wyzna-
czania wymiaru fraktalnego D dla figur zbudowanych na wzor krzywej Kocha, w ktorych
odcinek jednostkowy dzielony jest na n rownych czesci, a nastepnie jeden z nich zostaje
zastapiony dwoma bokami trojkata réwnobocznego. W takim przypadku:

e liczba czesci po pierwszej iteracji konstrukeji wynosi N =n + 1,
e dtugosé¢ kazdego odcinka to s = %

Poniewaz graniczna figura uzyskana z kolejnych iteracji powyzszej konstrukeji spetnia
warunki $cistej samopodobnosci (kazdy fragment jest przeksztalceniem calej figury przez
skalowanie, przesuniecie i ewentualnie obrdt), mozemy zastosowaé¢ klasyczny wzoér na
wymiar fraktalny zbioru samopodobnego:

log(N
P log(N)
log (%)
Po podstawieniu zaleznosci N =n + 1 = % +1lis= %, otrzymujemy:
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Dzlog(n—l—l) :log(%%-l)

log (n) log (%)

Po przeanalizowaniu powyzszych przyktadéw mozemy wywnioskowaé, ze wraz ze zmniej-
szaniem sie skali, wymiar D samopodobienstwa maleje. Aby lepiej to zobaczyé¢, nary-
sujemy w programie Python wykres wartosci wymiaru fraktalnego D w zaleznosci od

parametru s = L
n

17
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D=1.585
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Rysunek 10: Wykres zaleznosci wymiaru fraktalnego D od parametru skali s

Na wykresie na Rysunku 10 widzimy, ze przy zmniejszaniu parametru skali wymiar
fraktalny maleje i jest coraz blizszy 1. Formalnie sprawdzimy czy przy n — oo, gdzie s = %

granica ciggu wartosci wymiaru fraktalnego dazy do 1. My jednak zbadamy funkcje ciagta
wymiaru samopodobienstwa przy s — 0.

| N =1 1 i 1 reguta de ’'Hospitala = ;21
lim J0BN) Npery, los(G D) [OO} e hr%[( >< ﬂ B

52 52
s—0 log(1/s) s=0  log(1) 00 1+1 2

=1 1 1 1 1
. 52 s T s T . _
:g%(iﬂ'*>_£5%<§+1>_?35[s'(3+1>]_

1 1
zlim<~ > )zlim ~1
s—0\s 1-+s s—01+s
Powyzsze obliczenia pokazuja, ze faktycznie granica wymiaru samopodobienstwa dla
s — 0 wynosi 1. Oznacza to, ze w przypadku bardzo matej skali podobienstwa fraktalna

figura staje sie coraz bardziej zblizona do zwyklego odcinka — jej ztozonos¢ maleje, a
wymiar fraktalny dazy do wymiaru topologicznego jednowymiarowego odcinka.

4.4 Zmiana kata

W klasycznej konstrukeji krzywej Kocha wykorzystuje sie trojkat réwnoboczny, co ozna-
cza, ze ,zabek” tej tamanej tworzony jest pod katem 60° . Mozliwe jest jednak ogdlniejsze
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podejscie, w ktérym zamiast kata 60° przyjmuje sie dowolny kat 6 € (0°,90°). W niniej-
szym podrozdziale skupimy sie na tym, jak zmienia si¢ wyglad fraktali w zaleznosci od
wartosci kata 6, a takze jak wptywa on na ich wymiar fraktalny.

Rozwazania i wnioski

Podobnie jak we wczesniejszych podrozdziatach, zaczniemy od opisania, jak powstaje
taka krzywa Kocha w zaleznosci od kata 6, rozumianego jako kat zawarty pomiedzy
odcinkiem usuwanym w kazdej iteracji a ramionami podstawianego trojkata rownora-
miennego. Punkt wyjsécia stanowi odcinek jednostkowy, ktory standardowo oznaczamy
jako Ky. W pierwszym kroku dzielimy odcinek dhugosci 1 na trzy czesci. W odroznieniu
od klasycznej wersji krzywej Kocha, podzial ten zalezy od kata 6, dlatego dwa skrajne
odcinki maja dhugos¢ s, natomiast sSrodkowy odcinek, ktory zostaje usuniety, ma dtugosé
m. Stad mamy 2s +m = 1. W miejsce tego srodkowego odcinka m wstawiamy trojkat
réwnoramienny (bez podstawy) o kacie 6 przy podstawie. Ramiona tego tréjkata réwniez
majg dtugosc¢ s, co zapewnia spojnos¢ konstrukeji i pozwala na jej iteracyjne powtarzanie
w kolejnych krokach (patrz Rysunek 11).

Rysunek 11:

Powstaly w ten sposob trojkat jest rownoramienny, zatem jego wysokosé dzieli pod-
stawe dlugosci m na dwie rowne czesci, kazda o dlugosci 7. Rozpatrzmy jedng z tych
potowek — tworzy ona tréjkat prostokatny, w ktorym przeciwprostokatng stanowi ramie
trojkata o dhugosci s, kat przy podstawie wynosi 6, a przyprostokatng przylegajaca do
tego kata jest odcinek o dtugosci 3.

Z definicji funkeji cosinus w trojkacie prostokatnym otrzymujemy:

cosf =

)

[V |m|§

czyli po przeksztatceniu:
m
s-cosf = —.
2
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7, wezesniejszego warunku 2s + m = 1, podstawiajac m = 2s cos 6, otrzymujemy:
2s + 2scosf =1,

25(1 4 cosf) =1,
1

o 2(1 + cosh)’

Krzywa Kocha z katem 0 jako figura $cisle samopodobna

Krzywa Kocha konstruowana z trojkatéw rownoramiennych o kacie 6 przy podstawie
stanowi przyktad fraktala, ktéry réwniez spetnia definicje figury $Scisle samopodobnej,
zgodnie z Definicja 2.1} Oznaczmy przez K granice tego procesu iteracyjnego. Punkt
wyjécia stanowi odcinek jednostkowy Ky, a pierwszy krok konstrukcji polega na zasta-
pieniu $rodkowej czesci odcinka tréjkatem réwnoramiennym bez podstawy, o ramionach
dtugosci s i kacie przy podstawie réwnym 6. W efekcie otrzymujemy tamana K, skta-
dajaca sie z czterech odcinkéw o takiej samej dtugosci (patrz Rysunek 11), oznaczanych
jako Iy, Iy, I3, I4. Na kazdym z tych odcinkéw, w kolejnych krokach konstrukeji, stosujemy
identyczng regute: usuwamy srodkowy fragment i wstawiamy nowy tréjkat o tym samym
kacie 6. Dzigki temu, w wyniku nieskonczonego procesu iteracyjnego, powstaje krzywa K.
Otrzymane krzywe z odcinkéw I; oznaczymy kolejno L, Lo, L3, Ly co oznacza, ze kazda
z figur L; jest podobna do catej krzywej K w skali s, ktorg wezesniej obliczylismy jako:

1

5 2+ 2cosf

Poniewaz tamana K sktada si¢ z czterech odcinkéw nie nachodzacych na siebie we
wnetrzach, odpowiadajace im fragmenty Ly, Lo, L3, L4 rOwniez nie majg wspolnych wnetrz
—moga co najwyzej stykac sie w punktach brzegowych. Kazdy z fragmentéw jest w doktad-
nie tej samej relacji samopodobienstwa wzgledem catej krzywej K, dzieki czemu spetniony
jest warunek, ze calo$¢ mozna przedstawi¢ jako sume czterech mniejszych fragmentow o
takim samym ksztalcie K = L1 U Ly U L3 U Ly.

7 powyzszej konstrukcji wynika, ze krzywa Kocha z parametrem 6 spelia wszystkie
warunki definicji figury scigle samopodobnej: sktada sie z czterech czesci podobnych do
catej figury, wszystkie w tej samej skali.

Zauwazmy ponadto, ze poniewaz parametr § moze przyjmowaé¢ dowolng warto$é¢ z
przedziatu (0,90°), to uzyskana konstrukcja tworzy rodzine fraktali $cisle samopodobnych,
zaleznych od parametru cigglego. Tym samym mamy do czynienia nie z pojedyncza figura,
lecz z caty klasa geometrycznych obiektéw, ktorych struktura samopodobna zmienia sie
plynnie wraz ze zmiang 6.

W kazdej iteracji powstaja 4 odcinki o dhugosci s, dlatego wymiar fraktalny D tej
krzywej wyraza sie wzorem:

B log(4)
~ log(2(1 +cosh))’

Ponizej na Rysunku 12 i 13, przedstawiono wyglad kolejnych iteracji konstrukeji krzy-
wej Kocha dla réznych wartosci kata 6.
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Rysunek 12: Kolejne iteracje konstrukeji krzywej Kocha dla 6 = 30°
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Rysunek 13: Kolejne iteracje konstrukeji krzywej Kocha dla 8 = 70°
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Wymiar fraktalny figur uzyskanych z tej konstrukeji zmienia si¢ w zaleznosci od war-
tosci kata 6. Ponizej przedstawiono przyktadowe wartosci.

Przyktad 4.6. Dla kgta 6 = 30° wymiar fraktalny wynosi D = m ~ 1.053.
Przyktad 4.7. Dla kqta 0 = 45° wymiar fraktalny wynosi D = m ~ 1.129.
Przyktad 4.8. Dla kqta 6 = 60° wymiar fraktalny wynosi D = m ~ 1.262.
Dodatkow wiemy, Ze dla klasycznej wersji wtasnie taki wynik powinien nam wyjsc.
Przyktad 4.9. Dia kgta 6 = 70° wymiar fraktalny wynosi D = m ~ 1.404.

7 przedstawionych przyktadow wynika, ze zmiana kata # wptywa bezposrednio na
wymiar fraktalny. Wraz ze wzrostem wartosci 6, zwieksza sie réwniez warto$¢ wymiaru
fraktalnego D. Zaleznos¢ ta mozemy zobrazowa¢ na wykresie narysowanym w programie
Python.

Zaleznos¢ D od kata 6

— In4
D(e) = In[Z(lrJ‘rcose)]
2.5 1
2.0 1
nl5
1.0
D=1.053

0.5 1
0.0 T T T T T T T T T T

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

0 [stopnie]

Rysunek 14: Wykres zaleznosci wymiaru D od kata 6

Na wykresie (patrz Rysunek 14) widzimy, ze wymiar fraktalny D(#) rosnie wraz ze
wzrostem kata 6. Oznacza to, ze krzywa staje sie bardziej zlozona geometrycznie, im
wiekszy jest kat podstawianego trojkata. Zdefiniowana funkcja:

log 4

Do) = log(2(1 + cos 0))

jest okreslona dla 6 € (0,90°), poniewaz cosf € (0,1), co zapewnia dodatniosé i ciaglosé
mianownika.
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Poniewaz funkcja cos 0 jest ciagta i écisle malejaca w przedziale (0, 5), to 2(1 + cos )
réwniez jest funkcja ciagta i Scisle malejaca. Z kolei funkcja log(2(1 4 cosf)) jest ciagta
i Scisle malejaca, a jej odwrotnos¢ rowniez jest ciggta i $cidle rosnaca. Zatem funkcja
D(#), bedaca kompozycja funkcji ciagtych i monotonicznych, jest réwniez ciagta oraz
Scidle rosngca w catym przedziale § € (0,%).

Dodatkowo, mozna zauwazy¢, ze:

. . log 4 log 4
gt O P (6) log(2(1+1)) logd
log 4
lim cosf =0 = lim D(0) = 8% _ o

0— 61 log 2

Zatem funkcja wymiaru fraktalnego przyjmuje wartosci w przedziale otwartym:
D(0) € (1,2),

co oznacza, ze kazda wartos¢ wymiaru fraktalnego pomiedzy 1 a 2 jest osiggana dla
pewnego kata 6 € (0,90°).

Poniewaz D(f) jest ciagla na przedziale (0,7), na mocy twierdzenia Darboux
(twierdzenia o wartosci posredniej), oznacza to réowniez, ze dla kazdego d € (1,2) ist-
nieje taki kat 0, dla ktérego D(0) = d. Dowodzi to, ze nasza rodzina fraktali stanowi
przyktad konstrukeji zaleznej od ciggtego parametru — kata 6 — a kazda warto$¢ wymiaru
fraktalnego w tym przedziale jest realizowalna geometrycznie.
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5 Zbiér Cantora i inne pokrewne fraktale

W tym rozdziale przedstawimy klasyczny Zbiér Cantora oraz Pyl Cantora (ang. Can-
tor Dust, iloczyn kartezjanski dwdch zbioréw Cantora). Zbadamy jak modyfikacje tych
fraktali wptywaja na ich wymiar fraktalny. W Podrozdziale 5.1 oméwimy klasyczny zbior
Cantora, w 5.2 jego wariant odpowiadajacy podzialowi wyjsciowego odcinka na nieparzy-
sta liczbe odcinkéw i usuwaniu co drugiego z nich. W 5.3 zmienimy dtugo$é usuwanego
odcinka. Podrozdzialy 5.4 i 5.5 odpowiednio po$wiecimy klasycznemu pytowi Cantora
oraz zmianom szerokos$ci usuwanego pasa. Za kazdym razem bedziemy sprawdzaé jak
wprowadzone zmiany wptywaja na wymiar fraktalny opisywanych zbioréw.

5.1 Klasyczny Zbiér Cantora

Zbior Cantora jest uznawany za najprostrzy przyktad fraktala.

Definicja 5.1. (Formalna konstrukcja zbioru Cantora)

Niech Cy bedzie odcinkiem jednostkowym I = [0,1]. Cy dzielimy na 3 odcinki, kazdy
dtugosci %, i usuvwamy Srodkowy. Sume pozostatych 2 odcinkow oznaczamy Cy. Z kolet
kazdy z 2 odcinkow z Cy dzielimy na 3 odcinki o diugosci 3% kazdy i usuwamy srodkowy.
Pozostatg sume 2% odcinkéw oznaczamy jako Cy. Kontynujge rozumowanie okreslamy

ndukcynie C,, ktory jest sumg 2" odcinkow o diugosci 3™". Przeciecie:

c=[)Cn

n=0
nazywamy zbiorem Cantora.

Powyzsza konstrukcje mozemy uogélni¢ na dowolng dhugos¢ odcinka, gdyz istotny
jest stosunek dtugosci poszezegdlnych odcinkéw (czyli skali podobienistwa), a ten zawsze
bedzie wynosit % dhugosci poprzedniego.

Przyktadowa wizualizacja zbioru Cantora po szesciu krokach przedstawia sig, jak na
Rysunku 15.

Rysunek 15: Klasyczny zbiér Cantora [6]

Sprawdzmy, ze zbiér Cantora jest figurg $cisle samopodobna. Rozumowanie jest po-
dobne do rozumowania o dywanie Sierpinskiego. Oznaczmy fraktal taki, jak w konstrukcji
z definicji jako C' = X. Przy podziale odcinka I = Cj na 3 odcinki réwnej dlugosci i
usunieciu wnetrza srodkowego z nich otrzymujemy dwa odcinki, ktore nazwiemy Jy, Jo.
Kazdy J; (wlacznie z usunigtym J3) jest podobny do wyjsciowego I = Cy w skali s = %
Schemat podziatu na 3 odcinki rownej dtugosci i usuwaniu srodkowego z nich powtarza-
my dla kazdego J; i otrzymujemy odcinki J;1, J;o, ktére ponownie beda podobne do J; w

skali s = % Po nieskonczeniu wielu krokach otrzymamy fraktal C', gdzie C = X; U Xs,
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gdzie X; = J; N X ("odcinki podziurowane”). Wyjasnijmy, dlaczego X; sa podobne do
X wskali s = % Oznaczmy J;; U J;s jako R; (usuniety jeden $rodkowy odcinek Ji3), a [
bez srodkowego odcinka jako I\ J;. Kazdy odcinek z R; stanowi % odcinka I\ J; oraz
Ji3 jest podobny do I\ J; w skali s = % Zatem R; sa podobne do I\ J; w skali s = %

Takie rozumowanie mogliby$my kontynuowac dla kolejnych iteracji, a wigc ostatecznie
dochodzimy do tego, ze C; = J; N X jest podobny do X w skali s = %

Uzyskane mniejsze zbiory Cantora X; i X, sa roztaczne. Zatem, odwotujac sie do
wzoru na wymiar samopodobienstwa otrzymujemy:

log(2) _ log(2) a0

~ log(1/(1/3)) ~ log(3)

co daje nam wynik z przedziatu (0,1), czyli miedzy wymiarem punktu a wymiarem proste;.

5.2 Zmiana parametru skali

Modyfikujac zbiér Cantora, mozemy sie zastanowic, jak by sie zmienil wymiar fraktalny,
gdybys$my dzielili w kazdym kroku poprzednio uzyskane odcinki na wigkszg liczbe rownych
odcinkéw i usuwalibysmy co drugi z nich. Ma to sens dla podziatu na nieparzysta liczbe
rownych odcinkéw M = 2k + 1, gdzie £ € N. Wtedy skala podobienstwa s = ﬁ, aw
kazdym kroku usuwamy L = MQ_ L odcinkéw. Po usunieciu zostanie N = M —L = k+1 =
% odcinkow podobnych.

Przyktad 5.2. Dlak=1: M =2k+1=2-141=3,s=1 =3, L=""1 =31 =1
Czyli w pierwszym kroku dzielimy odcinek jednostkowy I na M = 3 rowne odcinki, i
usuwamy L =1 z nich. Kontynujgc iteracje dostaniemy klasyczny zbior Cantora.

Przyktad 5.3. Diak=2: M =2-2+1=5,s=5 =1+, L= =51 =2 Cayli w
pierwszym kroku dzielimy odcinek jednostkowy I na L = 5 réownych odcinkow, © usuwamy
L =2 z nich.

Przyklad 5.4. Diak=3: M =2-34+1=717, s:ﬁ
pierwszym kroku dzielimy odcinek jednostkowy I na M =
L =3 z nich.

1 — M1 _ 71 _ ;
= L =75 =5 —3. Czyli w
7 rownych odcinkéw, i usuwamy

Wizualizacje Przyktadu 5.3 po trzech krokach iteracji przedstawia Rysunek 16, zas
Przyktadu 5.4 po dwoch krokach iteracji - Rysunek 17.

Rysunek 16: Modyfikacja zbioru Cantoru z podziatem na 5 odcinkéw (odrecznie)

32



Rysunek 17: Modyfikacja zbioru Cantora z podzialem na 7 odcinkéw (odrecznie)

Uzasadnienie samopodobienstwa dla podanej rodziny fraktali jest bardzo podobne
jak dla klasycznego zbioru Cantora, z tym, ze catos¢ bedzie podzieliona na M = 2k + 1
fragmentéw podobnych do calosci w skali s = ﬁ, a w kazdym podziale bedziemy usuwac
wnetrza L = % odcinkéw, czyli zostana N = k + 1 odcinki podobne.

Policzmy wymiar samopodobienstwa otrzymanych fraktali.

Dla k=2: os(3) os(3)
og og
D= - ~ 0.6826
log(1/(1/5))  log(5)
Dla k=3 - -
og(t) _logd) -0

- log(1/(1/7))  log(7)
Widzimy, ze wymiar fraktalny sie zwieksza wraz ze wzrostem ilosci usuwanych odcin-

kéw (czyli zmniejszeniem skali). Wykres na Rysunku 15 przedstawia zmiennosé wymiaru
fraktali w zaleznosci od wartosci parametru k.

0.85

e o o
-l ~ @
o o =1
.
.
.
.

Wymiar fraktalny D

=
[a]
(4]

0 5 10 15 20
Liczba usuwanych odcinkow k

Rysunek 18: Wykres zaleznosci wymiaru fraktalnego D od liczby usuwanych odcinkow k

Zobaczmy co bedzie si¢ dzialo dla k — oco. Wtedy M =2k +1 — o0, s = ﬁ — 0,
N=k+1= % — 00. Odpowiednio wymiar samopodobienstwa wylicza sie wtedy ze

WZOoru:
B log(N) B 1og(#)

log(3)  log(M)

D
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Gdy M — oo to graniczna wartos¢ wymiaru wynosi:

1; lOg(N) M=2-k+1 s:ﬁ,N—% lim log(MH) _ [OO:| regula deLHospitala
s—0 IOg(l/S) M —o0 log(M) o0
= lim [<1> : (1>] = lim M =
_J\zlllgloo1+— 11901_:1_
M M

Dzigki powyzszym obliczeniom przekonalidmy sie, ze przy zwiekszaniu ilosci usuwa-
nych odcinkéw, czyli przy parametrze k zbiegajacym do oo, skala s zbiega do 0 oraz
granica wymiaru samopodobienstwa jest réwna 1.

5.3 Zmiana dlugosci usuwanego odcinka

Modyfikujac klasyczny zbior Cantora, mogliby$Smy zastanowi¢ sie, co by sie zmienito, za-
rowno w strukturze fraktala, jak i przede wszystkim w jego wymiarze, gdyby$my wciaz
usuwali jeden odcinek, ale zmienilibysmy dtugos$¢ tego odcinka. Dlatego w tym podroz-
dziale zbadamy wplyw takiej modyfikacji na wielko$¢ wymiaru samopodobienstwa.
Przyjmijmy, ze wyjsciowy odcinek ma dhugo$¢ 1. Oznaczmy dtugos¢ usuwanego od-

cinka jako a € (0,1). Wtedy w pierwszym kroku po usunieciu z I odcinka srodkowego

dhugosci «v zostang 2 odcinki dhugosci 1—“ kazdy, w drugim kroku 22 odcinkéw dtugoéci

( 1o )2, a w n-tym kroku 2" odcinkow dlugosm (1’7&) kazdy.

Na Rysunku 19 jest przedstawiona wizualizacja tego fraktala po trzech krokach iteracji
1

dla parametru o = =.

I 1 I}
¥ !
& =2
2 & 7B

' 3 A 4
] T v 1

4 2 L. 2
AL A=t 4-d AL e 4-4
& ¢ (4 i i B ss [N

B B I
O e o el o el o e

Rysunek 19: Modyfikacja zbioru Cantora w zaleznosci od dtugosci usuwanego
odcinka a (odrecznie)
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Uzasadnienie, ze dla dowolnego o € (0, 1) tak zmodyfikowany zbiér Cantora jest figura
scisle samopodobng przebiega identycznie jak dla klasycznego zbiéru Cantora, z tym, ze
l1—a

skala podobienstwa zmodyfikowanych X;, X5 do caloéci X wynosi s = 5%

Policzmy wymiar dla przedstawionej modyfikacji. Zachodzi s = "‘, N = 2. Wtedy:

_ log®  _ log(2)
log(1/55%) ~ loa(;2)

Wykres na Rysunku 20 przedstawia wartosci wymiaru fraktalnego D dla o € (0,1) z
krokiem 10712,

1.00
0.75
)
>
£
o
=
& 050
ks
£
>
=
0.25
0.00
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
Parametr o

Rysunek 20: Wykres zaleznosci wymiaru fraktalnego D od dtugosci usuwanego
odcinka «

Z wykresu widzimy, ze wymiar fraktalny maleje wraz ze zwiekszeniem dtugosci usuwa-
nego odcinka o, w tym D przyjmuje dowolna wartosé z przedziatu (0, 1), a jego granica dla
a — 1 wynosi 0, za$ granica dla o« — 0 wynosi 1. Potwierdzmy analitycznym rachunkiem
ta obserwacje dotyczaca granicy wymiaru D dla a« — 01 dla a — 1.

W punkcie a = 0 funkcja jest ciagta, wigc mozemy obliczy¢ granice jako wartos$c
funkeji w a = 0:

~—

log (2 log(2
hmO() g(

—1
o= log(+%;)  log(5%5)

Wartosé granicy wymiaru D dla o« — 1 obliczymy poprzez granice lewostronna w
punkcie a = 1. Czyli @« — 17, skad (1 — @) — 07. Wtedy log(l — a) — —o0 oraz

log(1—a) .
L= Py — Foo
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' log(2) : log(2) i !
im —="  — lim = Jim a0
a—1-log((127))  a—1-log(2) —log(1 — @) a—1- 1 — lEloa)

Jest to rodzina fraktali, zalezna od cigglego parametru, w ktorej kazda liczba z prze-
dziatu (0, 1) jest realizowana jako wymiar fraktalny jednego z przyktadéw. Przeksztatca-
jac wzor na wymiar fraktalny dostaniemy wzor, ktory pozwala wyliczy¢ a odpowiadajace
dowolnemu wybranemu D € (0, 1).

_ log(2)
b= log(2;)

2 log(2)
1-— oz) D

2 log(2)
D

log(

11—«

5.4 Klasyczny pyl Cantora

Nastepnym klasycznym przyktadem fraktali, ktéry przedstawimy jest pyt Cantora. Ten
fraktal jest iloczynem kartezjanskiem dwéch zbioréw Cantora.

Definicja 5.5. (Formalna konstrukcja pytu Cantora)

Niech Py bedzie kwadratem jednostkowym I = [0,1]%. Kazdy z bokéw Py dzielimy na 3
odcinki, kazdy diugosci %, 1 usuwamy wnetrza dwoch pasow, utworzonych przez potaczenie
srodkowych odcinkow z ich odpowiednikami na przeciwlegltych bokach kwadratu. Sume po-
zostatych 4 kwadratow oznaczamy Py. Z kolei kazdy z bokow 4 kwadratow z Py dzielimy na
3 odcinki o dlugosci 3% kazdy i usuwamy dwa pasy, utworzone przez srodkowe odcinki, w
analogiczny sposéb jak w poprzednim kroku. Pozostalg sume 4° kwadratéw oznaczamy ja-
ko P. Kontynujgc rozumowanie okreslamy indukcyjnie P,, ktory jest sumq 4™ kwadratow
o dtugoSci boku 37" kazdy. Przeciecie:

P=) P,

n=0
nazywamy pytem Cantora.

Powyzsza konstrukcje mozemy uogélni¢ na dowolng diugo$é boku kwadratu, gdyz
istotny jest stosunek dlugosé poszczegdlnych bokéw (czyli skali podobienistwa), a ten
zawsze bedzie wynosit % dtugosci poprzedniego boku.

Przyktadowa wizualizacja pytu Cantora po dwoéch krokach przedstawia sie, jak na
Rysunku 21.
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Rysunek 21: Klasyczny pyt Cantora (odrecznie)

Sprawdzmy, ze pyl Cantora jest figura $cisle samopodobna. Rozumowanie jest po-
dobne do rozumowania o klasycznym zbiorze Cantora. Oznaczmy fraktal taki, jak w
konstrukeji z definicji jako P = X. Przy podziale kazdego z bokéw kwadratu L = Py na 3
odcinki réwnej dtugosci i po usunieciu wnetrza dwoch pasow, utworzonych poprzez pota-
czenie sSrodkowych odcinkéw z ich odpowiednikami na przeciwlegtych bokach, otrzymuje-
my cztery kwadraty, ktore nazwiemy Ly, Lo, L3, Ly. Kazdy z kwadratow L; jest podobny
do wyjsciowego kwadratu L = Py w skali s = % Schemat podziatu bokow poszczegolnych
kwadratow na 3 odcinki réwnej dlugosci i usuniecia pasa, utworzonego ze srodkowych
odcinkéw w analogiczny sposob, jak w kroku poprzednim, powtarzamy dla kazdego L; i
otrzymujemy kwadraty, ktére ponownie beda podobne do L; w skali s = % Po nieskon-
czeniu wielu krokach otrzymamy fraktal P = X7 U Xo U X3U Xy, w ktérym X; = ;N X
("kwadraty bez paséw”). Wyjasnijmy, dlaczego X; sa podobne do X w skali s = % Sche-
mat podzialu bokéw poszcezegdlnych kwadratow i usunieciu srodkowych paséw, opisanego
jak wyzej, powtarzamy dla kazdego L; i otrzymujemy kwadraty L;i, Lo, L;z, L;s, ktOre sa
podobne do L; w skali s = % Oznaczmy L;; U LiU Lz U Ly jako T; (usuniete zostaty pasy
srodkowe o szerokosci é), a L bez srodkowych paséw jako L\ p, gdzie p oznacza usuniete
pasy o szerokosci é Kazdy kwadrat z T; stanowi % kwadratu z L\ p oraz szeroko$¢ paséw
p jest podobna do dtugosci boku kwadratu L \ p w skali s = % Zatem T; sa podobne do
L\ pwskali s = % Takie rozumowanie moglibysmy kontynuowaé¢ dla kolejnych iteracji,
a wiec ostatecznie dochodzimy do tego, ze P; = L; N X jest podobny do X w skali s = %

Uzyskane mniejsze pyty Cantora X7, Xo, X3, X, sa roztaczne. Zatem, odwotujac sie
do wzoru na wymiar samopodobienistwa (2.3) otrzymujemy:

~ log(4)  2log(2)
log(1/(1/3)) ~ log(3)
co daje nam wynik z przedziatu (1,2), czyli miedzy wymiarem prostej a wymiarem figury
plaskiej.
Mozna zauwazy¢, ze wymiar pytu Cantora jest 2 razy wiekszy od wymiaru zbioru
Cantora:
log(2)

log(3)

~ 1,26,

Dpylu Cantora = 2 = 2Dzbioru Cantora.

5.5 Zmiana szerokos$ci usuwanych paséw pytu Cantora

Podobnie jak w Podrozdziale 5.3, modyfikujac klasyczny pyt Cantora mogliby$my zasta-
nowic sie, co by sie zmienito, zaréwno w strukturze fraktala, jak i przede wszystkim w jego
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wymiarze, gdybysmy zmienili szeroko$¢ usuwanych paséw. Dlatego w tym podrozdziale
zbadamy wptyw takiej modyfikacji na wielko$¢ wymiaru samopodobienstwa.

Przyjmijmy, ze bok kwadratu wyjsciowego jest rowny 1. Oznaczmy szerokosci usuwa-
nych paséw jako a € (0,1). Wtedy w pierwszym kroku po usuniegciu z kwadratu I pasow
srodkowych szerokosci v zostang 4 kwadraty o bokach dtugos¢ 1= 5 kazdy, w drugim kroku
4% kwadratéw o bokach dtugoéci ( )2 kazdy, a w n-tym kroku 4™ kwadratow o dhugosci
boku (15%)" kazdy.

Na Rysunku 22 jest przedstawiona wizualizacja tego fraktala po dwoch krokach iteracji

dla parametru o = 1.

1 5 L 5 e
.

- . w.. ..

Rysunek 22: Modyfikacja pytu Cantora w zaleznosci od szerokosci usuwanych pasow
(odrecznie)

»#IL

e ‘\ ‘r‘z;

=l

Uzasadnienie, ze dla dowolnego o € (0, 1) tak zmodyfikowany pyt Cantora jest figura
Scisle samopodobng przebiega identycznie jak dla klasycznego pytu Cantora, z tym, ze

skala podopodobienstwa fragmentow X;, Xo, X3, Xy do catosci X wynosi s = T‘“
Policzmy wymiar dla przedstawionej modyfikacji. Zachodzi s = %“ N = 4. Wtedy:
log(4) _ log(4)

" log(1/5%) T log(+Z)

Wykres na Rysunku 23 przedstawia zaleznos¢ wymiaru fraktalnego D od parametru
a dla a € (0,1) z krokiem 1072
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Rysunek 23: Wykres zaleznosci wymiaru fraktalnego D od szerokosci usuwanych
pasow «

Z wykresu widzimy, ze wymiar fraktalny maleje wraz ze zwiekszeniem szerokosci «
usuwanych paséw, w tym D przyjmuje dowolna warto$¢ z przedziatu (0, 2), a jego granica
dla @ — 1 wynosi 0, za$ dla @« — 0 wynosi 2. Potwierdzmy analitycznym rachunkiem ta
obserwacje dotyczaca granicy wymiaru D dla a« — 0 idla o — 1.

W punkcie a = 0 funkcja jest ciagta, wiec mozemy obliczy¢ granice jako wartosé
funkcji w o = 0:

L log(d)  los(1) log(4)

= = =2
0 log(L) log(i%)  log(2)

Wartos¢ granicy wymiaru D dla o« — 1 obliczymy poprzez granice lewostronng w
punkcie @« = 1. Czyli @ — 17, skad (1 — a) — 0. Wtedy log(l — a) — —oo oraz

log(1—a) .
1 — ig(Q) — 4-00:
loo (4 2log(2 2
i L(z): i 0g(2) = lim —————==0
a=1-log((7%7)) a=1" log(2) —log(l — @) a-1 1 — el

Jest to rodzina fraktali, zalezna od ciaglego parametru, w ktorej kazda liczba z prze-
dziatu (0,2) jest realizowana jako wymiar fraktalny jednego z przyktadéw. Przeksztatca-
jac wzor na wymiar fraktalny dostaniemy wzoér, ktory pozwala wyliczy¢ o odpowiadajace
dowolnemu wybranemu D € (0, 2).
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log(12;)
2 21og(2)
1 =
og(;——) o)
2 21og(2)
e D
11—«
2
l-—a= 102105(2)
2
a=1 T oloa(2)
D

Mozna zauwazy¢, ze wymiar zmodyfikowanego pytu Cantora jest 2 razy wiekszy od
wymiaru zmodyfikowanego zbioru Cantora (z Podzrozdziatu 5.3) dla tego samego para-
metru a € (0,1):

log(2)

log (%)

Dzmodyf. pytu Cantora — = 2l)zmodyf. zbioru Cantora.
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