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1. Wprowadzenie

1.1. Wstep

Celem tej pracy jest przedstawienie zagadnienia Apolloniusza, rozwazenie wszystkich
kombinacji wzajemnych potozen trzech okrggdéw na plaszczyznie, analiza ilo$ci rozwiazan
w zaleznos$ci od wzajemnego potozenia okrggéw oraz przeprowadzenie dowodu istnienia
CO najwyzej osmiu rozwiazan tegoz zagadnienia.
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1.2. Zagadnienie Apolloniusza, krotki opis.

Rozwiazywanie zagadnien konstrukcyjnych za pomoca cyrkla i liniatu interesowato od
dawna wszystkich zajmujacych si¢ geometria. Za pomoca tych przyrzadow mozna
podzieli¢ dowolny kat, lub odcinek na potowg, mozna z dowolnego miejsca poprowadzi¢
prosta prostopadta do danej prostej, itd. Nie wszystkie jednak konstrukcje byty tak proste
jak te wymienione wyzej, niektdre z nich przez wiele lat czekaly na odkrywcow, a to
nasuwalo matematykom mysl, czy przypadkiem nie jest prawdziwe twierdzenie, ze takich
konstrukcji nie da si¢ w ogdle wykona¢ za pomoca cyrkla i liniahu.

Przyjrzyjmy sig teraz jednemu z zagadnien, ktére sprawito matematykom tyle ktopotu.
Niewatpliwie jednym =z najstynniejszych, ale dajacym si¢ rozwiagza¢ problemem
konstrukcyjnym jest zagadnienie Apolloniusza. Pochodzi ono z 200 r.p.n.e. i brzmi
nastepujaco:

Do danych trzech okregow potoZonych na plaszczyznie nalezy znalezé¢ czwarty, styczny
do wszystkich trzech (rys. 1).

Okrag styczny do danych trzech okregow nazywac bedziemy okregiem Apolloniusza.

Rys. 1

Z rozwiazaniem tego zagadnienia przez dlugi czas byly spore trudnos$ci, jednak w
koncu udalo si¢ rozwiaza¢ ten problem dzigki zastosowaniu przeksztalcenia zwanego
inwersja. Dla porzadku dalszych rozwazah przypomnijmy sobie na czym to
przeksztatcenie polega.

1.3. Inwersja

Definicja 1.3.1. Inwersjq wzglgdem okrggu o srodku w punkcie O 1 promieniu 7
nazywamy takie przeksztalcenie ptaszczyzny, przy ktorym dowolnie wybranemu punktowi
P, r6znemu od punktu O, odpowiada taki punkt P’ na potprostej OP, ze
|0P| X‘OP" =7’ (1)
(rys. 2). Punkt O nazywamy Srodkiem inwersji; liczbe 1* - potegq albo wspdtczynnikiem
inwersji.

Strona 3



Rys.2

Punkty P i1 P’ nazywa si¢ inwersyjnymi wzgledem okregu C.

Z definicji tej wynika, ze jezeli P’ jest punktem inwersyjnym w stosunku do P to P jest
punktem inwersyjnym do P’. Inwersja zamienia wngtrze 1 zewnetrze okrggu C;
przy OP <r mamy bowiem OP'>r iprzy OP >r mamy OP'<r.

Jedynymi punktami plaszczyzny, ktdre pozostaja niezmienione przy inwersji, sa punkty

samego okregu C.

Reguta (1) nie definiuje obrazu srodka O. Jasne jest, ze jezeli punkt P zbliza si¢ do $rodka

okrggu to punkt P’ odsuwa si¢ coraz dalej od punktu O. Mdéwimy, ze punktowi O

odpowiada przy inwersji punkt w nieskonczonosci. Uzycie takiej terminologii pozwala

nam uwaza¢, iz inwersja ustala migdzy punktami plaszczyzny 1 ich obrazami
odpowiednio$¢ wzajemnie jednoznaczna bez wyjatkow: kazdy punkt ma jeden i tylko
jeden obraz i sam jest obrazem jednego i tylko jednego punktu.

1.4. Wlasnosci inwersji

I. prosta przechodzaca przez punkt O przeksztalca si¢ w prosta przechodzaca przez
punkt O.

II. Prosta nie przechodzaca przez punkt O przeksztatca si¢ na okrag przechodzacy przez
punkt O.

III. Okrag przechodzacy przez punkt O przeksztalca si¢ na prosta nie przechodzaca przez
punkt O.

IV. Okrag nie przechodzacy przez punkt O przeksztatca si¢ na okrag nie przechodzacy
przez punkt O.

V. Kat migdzy dwoma krzywymi jest niezmiennikiem inwersji.(Inwersja przeksztatca
kazde dwie krzywe przecinajace si¢ pod katem o na dwie krzywe przecinajace si¢ pod
tym samym katem, gdzie przez kat migdzy dwiema krzywymi rozumiemy kat migdzy
stycznymi do tych krzywych w punkcie przecigcia)

Z wlasnosci inwersji wynika, ze:

a) Inwersja przeksztalca okrggi ortogonalne (przecinajace si¢ pod katem prostym) na
okregi ortogonalne, oraz dwa okregi styczne w punkcie r6znym od $rodka inwersji na
okregi styczne.

b) Rodzing okrggow stycznych w $rodku inwersji przeksztalca na rodzing prostych
réwnolegtych.
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1.4. Podstawowe konstrukcje geometryczne.

Zanim przejdziemy do konstruowania okrggu Apolloniusza za pomoca cyrkla i
linijki przypomnijmy sobie podstawowe konstrukcje wykorzystywane w kolejnych etapach
naszych rozwazan.

Konstrukcja 1.4.1. Aby skonstruowa¢ obraz punktu K lezacego wewnatrz okrggu inwersji

i r6znego od O wykonujemy nastepujace czynnos$ci:

1. Rysujemy prosta prostopadta do prostej OK, przechodzaca przez K i znajdujemy punkt
L bedacy jej przecigciem z okrggiem inwersyjnym.

2. Konstruujemy styczna do okregu inwersyjnego w punkcie L.

3. Punkt przecigcia stycznej z prosta OK — K’ — jest obrazem punktu K (rys. 3).

rys. 3

Uzasadnienie poprawnosci konstrukeji:

Trojkaty OKL 1 OLK' sa prostokatne ( LZOKL = ZOLK' =90°) i maja kat wspolny
LOK. Z tego 1 z warunkéw podobienstwa trojkatow wynika, iz trojkaty OKL 1 OLK' sa
podobne. Zatem prawdziwa jest réwnos¢:

okl _lotl 1,
loL|  |oK'|’
|OK| X |0K’| =r’

Konstrukeja 1.4.2. Zeby znalezé obraz punktu K, w przypadku gdy lezy on na zewnatrz
okregu inwersyjnego, postgpowanie jest nastepujace:

1. Konstruujemy okrag oparty na $rednicy OK.

2. Znajdujemy punkt jego przecigcia L z okregiem inwersyjnym.

3. Rysujemy prosta prostopadla do OK przechodzaca przez L.

4. Punkt przecigcia obu prostych — K’ — jest obrazem punktu K (rys. 4).
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rys. 4

Dowod poprawnosci jest identyczny jak dla konstrukcji 1.4.1.

Konstrukeja 1.4.3. Zeby znalez¢ obraz okregu C, w przypadku gdy lezy on na zewnatrz
okregu inwersji, postgpowanie jest nastgpujace:

1.

2.

3.

4.
5.

Rysujemy prosta L przechodzaca przez srodek okrggu inwersji oraz przez srodek

okregu C.

Znajdujemy punkt K’ bedacy obrazem punktu K - punktu przecigcia prostej L z

okregiem C.

Znajdujemy punkt P’ bedacy obrazem punktu P — drugiego punktu przecigcia prostej
L 7 okrggiem C.

Wyznaczamy $rodek odcinka K°P’ - S

Z punktu S rozwartoscia cyrkla |[SP’| rysujemy okrag C’, ktory jest szukanym okrggiem
inwersyjnym do C. (rys. 5).

rys. S

Konstrukeja 1.4.4. Zeby znalez¢ obraz okregu C, w przypadku gdy okrag inwersji jest do
niego styczny postgpujemy w nastgpujacy sposob:

1.

2.

3.

Rysujemy prosta L przechodzaca przez srodek okregu inwersji oraz przez $rodek

okregu C.

Znajdujemy punkt K’ bedacy obrazem punktu K - punktu przecigcia prostej L z

okregiem C.

Wyznaczamy $rodek odcinka K'P’ - S

Z punktu S rozwartoscia cyrkla |[SP|, (gdzie P jest punktem stycznosci, lub jednym z
punktéw przecigcia danego okregu z okreggiem inwersji), rysujemy okrag C’, ktory jest
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szukanym okrggiem inwersyjnym do C. (rys.6).

rys. 6

Konstrukeja 1.4.5. Zeby znalezé obraz okregu C, w przypadku gdy okrag inwersji

przecina go, a srodek inwersji lezy on okregu C:

1. Korzystajac z | wlasno$ci inwersji, oraz tego, ze punkty lezace na okrggu inwersyjnym
sa niezmiennikami inwersji kreslimy prosta C’ przechodzaca przez punkty P i R begdaca
obrazem inwersyjnym okregu C (rys. 7).

Q

P rys. 7

Konstrukcja 1.4.6. Zeby znalezé obraz okregu C, w przypadku gdy okrag inwersji

przecina go lecz srodek inwersji nie lezy na okregu C postgpujemy w nastgpujacy sposob:

1. Rysujemy prosta L przechodzaca przez srodek okrggu inwersji oraz przez $rodek
okregu C.

2. Znajdujemy punkt K’ bedacy obrazem punktu K - punktu przecigcia prostej L z
okregiem C.

3. Wyznaczamy $rodkowa odcinka K'P .

4. Z punktu przecigcia srodkowej z prosta L — S, rozwartoscia cyrkla |[SP| rysujemy okrag
C’, ktory jest szukanym okrggiem inwersyjnym do C. (rys.S8).
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1.6. Konstrukcja okre¢gu Apolloniusza

PrzeprowadZzmy teraz prosta konstrukcje okrggu stycznego do trzech danych
okregow. Z wlasnosci inwersji wynika, ze stosujac te przeksztatcenia wzgledem dowolnie
wybranego $rodka inwersji, zagadnienie Apolloniusza dla trzech danych okrggéw mozna
sprowadzi¢ do odpowiedniego zagadnienia dla trzech innych okregow. Stad wynika, Ze
jezeli mozna podac konstrukejg czwartego okreggu stycznego do pewnych trzech okrggow,
to zagadnienie jest rozwiazywalne dla kazdych trzech okrggdéw, ktore mozemy otrzymac z
danej trojki przez inwersjg. Wykorzystujac ten fakt wystarczy poda¢ konstrukcje dla
najprostszego okladu okrggdéw. W tym celu rozpatrzmy trzy okrggi o srodkach w punktach
O, O,, Os (rys. 8), do ktérych szukany okrag K o $rodku w punkcie O, 1 promieniu r jest
styczny zewngtrznie.

Zauwazmy, ze  jezeli
zwigkszymy promienie
trzech danych okregéw o tg
samg dlugos¢ np. o d, to
okrag o promieniu ¥ — d i 0
srodku O, bedzie rowniez
rozwiazaniem zagadnienia
dla zwigkszonych okregow.

Wykorzystujac te uwage
przeksztalémy okregi
przedstawione na rys. 9 tak
aby dwa z nich byly styczne
w punkcie O (rys. 10).

Dokonujemy teraz inwersji
catej figury przedstawionej
na rys. 10 wzgledem
pewnego okregu o srodku w
punkcie O. Wowczas okregi
o $rodkach w punktach O; i
O, przejda na proste
rownolegle a 1 b, trzeci za$
okrag przejdzie na pewien
okrag C. Sytuacje ta
przedstawia rys. 11. Jak
wiadomo obrazy inwersyjne
a, b, ¢ mozna skonstruowac
uzywajac wylacznie cyrkla i
linijki.
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Rys. 11

Poszukiwany przez nas
okrag K’, przy inwersji
wzgledem okregu o $rodku
O 1 promieniu mniejszym
lub rownym 2-r, przeszedt
w taki okrag K’ o $rodku
w punkcie O’, ze jest on
styczny  do  prostych
rownolegtych a 1 b oraz
okreggu C. Znalezienie
srodka i promienia okrggu
K’ mnie nastrgcza juz
trudno$ci. Promien r’ jest
oczywiscie

réwny potowie odleglosci pomigdzy prostymi a i1 b. Natomiast $rodek okrggu K’

znajdujemy w nastgpujacy sposob:

Z punktu O;’ zakre§lamy promieniem » + r’ (gdzie 7 jest promieniem okrggu c) okrag.
Jeden z punktow przecigcia tego okrggu z prosta rownolegta do a 1 b lezaca w polowie
odleglo$ci pomiedzy tymi prostymi jest §rodkiem szukanego okregu K. Jesli teraz
skonstruujemy okrag inwersyjny do okrggu K’ i1 powigkszymy jego promien o d, to

otrzymamy szukany okrag K.

W ten sposob skonstruowaliSmy okrag styczny do trzech danych okrggéw, jednak na
pierwszy rzut oka wida¢, ze takich okregow bedzie wigcej. Ile jest rozwiazan zagadnienia
Apolloniusza? Od czego zalezy ilo$¢ tychze rozwiazan? Na te pytania postaram si¢ daé

odpowiedz w nastgpnych rozdziatach.
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2. Program t-nwtsys, opis
2.1. Wstep

Poniewaz konstrukcje geometryczne opisane w poprzednim rozdziale sa dosy¢
zmudne, a na potrzeby dalszych rozwazan konieczne bedzie wykonanie bardzo wielu,
napisatem 1 wykorzystatem w dalszej cze$ci pracy program ,konstruujacy” okregi
Apolloniusza, a doktadnie znajdujacy ich parametry (wspolrzgdne $rodka i promienie) .
Wyjasni¢ teraz zasade dziatania tego programu i kryteria ktérymi kierowalem si¢ w
doborze kluczowych parametrow.

Jak wiadomo wiele zjawisk zachodzacych na ptaszczyznie daje si¢ opisa¢ za pomoca
narzgdzi algebraicznych: wzordw, rownan itp. Podobnie jest z zagadnieniem Apolloniusza,
istnieje bowiem warunek na styczno$¢ poszukiwanego okregu do trzech danych okregow.

Zatézmy, ze dane trzy okregi maja sSrodki: (x;, y,), (x2 ¥3), (x3 y3) 1 promienie
odpowiednio réwne 7, 7, r;. Oznaczmy wspotrzedne srodka szukanego okregu przez (x, y)
1 promien przez r. Wtedy odlegtos¢ srodka szukanego okregu od $rodka okregéw danych
jest rowna sumie lub réznicy promieni (w zaleznoSci od tego czy okrggi sa styczne
zewngtrznie czy wewngtrznie) co daje nastgpujacy uktad rownan:

(x=x)+(-n)f-(r£r) =0
(x—x2)2 (y_yz)z_(rirz)z =0 (2)
0

Strona 10



2.2. Opis metody iteracyjnej Newtona

Program t-nwtsys opiera si¢ na metodzie Newtona. Jest to metoda iteracyjna okreslona
wzorem

N ) R KOS TE N
lub

DF(x?)-x = DA(xD). x0 - £(x), i=0,1,2... (@)

gdzie
ohlx) olx) k) | o)
I - S Oox, 0ox, ox ox,
X fl(xlaxzaxzn""xn) 6f2(x) 6f2(x) 6f2(x) 6](2()6)
X fz(xl,xz,x3,...,xn) ox Ox, ox W
=l | S0 =] Al )| D)=  60) a6l () o)
: : Oox, 0ox, Ox, ox,
X, fn(xl,xz,xy...,xn) E : : :
- - ; o) o) o) k)
| Ox 0ox, Ox, ox, |

i gdzie x\*) jest dany.
W tym konkretnym przypadku mamy do czynienia z trzema niewiadomymi, a wigc
podstawiamy :

X, =X, X, =Y, X =7 (5)

W kazdym kroku iteracyjnym nalezy rozwiaza¢ uktad réwnan liniowych (3). W
procedurze Newtonsystem stosuje si¢ do tego celu metode eliminacji Gaussa-Jordana z
pelnym wyborem elementu podstawowego. Proces iteracji przerywa si¢ gdy dla kazdego
k=1, 2, ..., n zachodzi nierownos¢

x,Ei) #0
(i+1) _ ()

i~ )

max(]x,(f”) ,(f)‘

9

)<e gdzie x™ 20 b ¥ =0  (6)

gdzie € oznacz doktadno$¢ zadana z gory, lub gdy x,(f“) = x,Ei) =0

2.3. Wywolanie procedury Newtonsystem.
Procedure¢ Newtonsystem wywotujemy w nastepujacy sposob:

Newtonsystem(n, x, f, df, mit, eps, it, st)
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Parametry wejsciowe:

n — liczba réwnan uktadu rownan (w naszym przypadku stale rowna 3).

x — tablica, ktérej elementy x/i/, i=(1, 2,.., n) zawieraja poczatkowe przyblizenia
sktadowych rozwiazania.

f— funkcja jezyka Turbo Pascal, ktora dla danej wartosci i oraz x;, x», ..., x, oblicza
wartosci funkcji fi(x,, xs, ..., X,).

df- procedura jezyka Turbo Pascal, ktéra dla danej warto$ci i oraz x,, x,, ..., x, oblicza
warto$ci pochodnych a_l dlaj=1, 2, .., n.

X

mit - maksymalna ilo$¢ iteracji.
eps - blad wzgledny rozwiazania.

Po wykonaniu procedury zmianie ulegaja wartosci w tablicy x (zawiera ona wyniki)
Wiyniki:

x - tablica zawierajaca przyblizone rozwiazania uktadu réwnan.
it - liczba wykonanych iteracji
st - zmienna, ktérej w procedurze Newtonsystem jest przypisana jedna z nast¢pujacych
wartosci:
1 gdy n<I lub mit<I
2 jezeli podczas obliczen (w ktorejs iteracji) macierz uktadu rownan liniowych jest
osobliwa
3 jesli liczba iteracji jest wigksza od wartosci mit
0 w przeciwnym przypadku.

2.4. Sposob doboru poczatkowych parametrow iteracji.

Ze wzgledu na przeznaczenie programu t-nwtsys w wyniku jego dzialania musiaty
znalez¢ sig wszystkie rozwiazania uktadu réwnan (2). Jak wiadomo metoda iteracyjna
konczy si¢ w momencie ,trafienia” na najblizsze rozwiazanie (otrzymane w wyniku
najmniejszej liczby przyblizen), a wigc odpowiednie dobranie parametrow poczatkowych
w duzej mierze decyduje o tym, czy w wyniku dziatania programu otrzymamy wszystkie
rozwiazania. Poniewaz metoda doboru parametrow startowych nie jest sama w sobie
przedmiotem naszych rozwazan przedstawig ja w sposob schematyczny.

Poniewaz obszar, w ktérym znajduja si¢ dane okregi (obszar danych) jest ograniczony
to obszar, w ktorym wystepuja rozwiazania danego ukladu rownan (obszar rozwiqzan) w
ogromnej wigkszosci przypadkow takze bedzie ograniczony. Podzielitem wigc obszar
rozwiazan na trzy czesci:

1 — czg$¢ ptaszczyzny nad prosta y=x

2 — czg$¢ plaszezyzny pod prosta y=x

3 — prosta y=x
Pierwsza iteracja rozpoczyna si¢ od punktu P,(a, -a) lezacego w ,,prawym, dolnym rogu”
obszaru rozwiazan , jezeli odnaleziony wynik lezy w czgsci 1 lub 2, to druga iteracje
rozpoczynam od punktu P(-a, a) lezacego w ,,lewym goérnym rogu” obszaru rozwiazan,
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jezeli wynik lezy na prostej y=x wspoirzedne punktu P, zmieniam odejmujac od jednej z
nich stata wartos¢ b. Wielkosci a 1 b (skraje obszaru rozwiqzan) dobratem doswiadczalnie.

2.5. Metody wprowadzania wspolrzednych okregow.

Wspotrzedne danych okregdéw mozna wprowadza¢ recznie (z klawiatury) lub losowo,
w tym przypadku program dobiera je wedlug okreslonego algorytmu:

START

u[i]:=40*random-20
w[i]:=30*random-15
z[i]:=1+razy*random
i:=it+1

|

STOP Rys. 12

W przypadku uktadow specjalnych, np. takich gdzie dane okregi sa styczne, lub
wszystkie trzy dane okregi maja wspodlne styczne zastosowatem metode recznego doboru
wspotrzednych.

2.6. Wydruki

Oprécz wyswietlania wykresow 1 tabeli rozwiazan na ekranie program realizuje
rowniez funkcje wydruku ekranu do pliku. Podczas rozpoczetej sesji pracy programu po
nacis$nigciu klawisza ,,Z” wyswietlany ekran zostaje zapamigtany w pliku o nazwie :

- apolXXXX.bmp - wykres
- tabXXXX.bmp - tabela rozwiagzan

gdzie XXXX jest liczba okreslajaca po raz ktdéry w czasie trwania sesji programu funkcja
wydruku zostata uzyta.

W ten sposéb powstato dosy¢ sprawne narzedzie, znajdujace rozwiazania zagadnienia
Apolloniusza dla wielu r6znych konfiguracji danych trzech okrggow.
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3. Rozpatrzenie przypadkow ,,szczegolnych polozen”.

Podczas testow polegajacych na losowym dobieraniu wspotrzednych i promieni
okregow zauwazy¢ mozna, ze wigkszo$¢ rozwiazan jest bardzo do siebie podobna.
Dlaczego tak si¢ dzieje? Poniewaz ilo$¢ rozwiazan zalezy od wzajemnego potozenia
(wzgledem siebie) okregdw. W niniejszym rozdziale zajmiemy si¢ tym zagadnieniem i
sprobujemy uporzadkowac uktady okregdéw Apolloniusza wedlug pewnego schematu.

Jako elementy wyrdzniajace poszczegolne potozenia przyjmijmy:
jedna styczno$¢ — w uktadzie wystgpuje jeden punkt pojedynczej stycznosci,
dwie styczno$ci — dwa punkty pojedynczej stycznosci,
trzy stycznos$ci — trzy punkty pojedynczej stycznosci,
potrojna styczno$¢ — wszystkie trzy okregi sa styczne w jednym punkcie,
punkt potrdjny — trzy okregi przecinaja si¢ w jednym punkcie,
dwa punkty potrdjne — wszystkie okrggi przecinaja si¢ w dwoch punktach.

DR =o

3.1. Polozenie ogolne:

- zadne dwa okregi nie sa styczne
- trzy nie maja punktu wspolnego

a oto wszystkie warianty spetniajace powyzszy warunek:

Wariant 1. Trzy okregi bez przecigé i nie zawierajace si¢ wzajemnie
Ilo$¢ rozwigzan: 8

v
Tabela rozwiazari ukkadu rdwnari !
i» = -3%.000000 u = 4. 000000 r = 3. 000000
2> ®x = —6.000000 y = —&.000000 r = 5. 000000
3> = 4. 000000 y = 2.000000 r = 4. 000000
sts * u r
1> o -2.127833 —-1.133896 -2.882706
2 1] -1.075850 -3.632356 -11.582064
3> o 36.919407 -46.751958 -62.825511
a1y (1) D.162706 3.644719 -8.1749216
5 (1) —-12.502106 —-2.954809 —13.2299205
6> o -5.023860 1.976249 -95.023891
73 1] -3.852427 -6.536511 -7.598821 ®
a8 o 3.647560 -0.936100 -6.957178
9> (1) —-1.075850 —-3.632356 11.582064
10> (1) —-2.127833 —1.133896 2.882706
11> o -5.023860 1.976249 5.023891
12> 1] -3.852427 -6.536511 7.598821
13> o 3.647560 -0.936100 6.957178
14> (1) 36.919407 —-46,.731958 62,.825011
15> (1) 0.162706 3.644719 8.174%916
16> o -12.502106 -2.954809 13,229905

Wariant 2. Dwa okrggi przecinaja sig, trzeci przecina obydwa przecinajac ich czg$¢
wspolna.
Ilos¢ rozwigzan: 8

Tabela rozwiazar uktadu rdwnarh : ¥
13 = -3.000000 y = 0. 000000 r o= 5. 000000
Z2 X = 3.000000 y = 0. 000000 r = 3. 000000
32 = 0.000000 y = 3.000000 r o= 5. 000000
sts » L] r
1> o —-0. 000000 -0.000000 2. 000000
2y o —0. 000000 —0.000000 —8&.000000
3> o 3.123475 3.123475 -1.874085
) o —-3.123475 3.123473 —-1.87408%
5 o 0. 000000 6.153846 1.846154
[ o 3.123475 3.123475 1.874085
T o 3.123475 —-3.123475 —-1.874085 =
8> o 0. 000000 6.153846 -1.846154
9> o —0. 000000 —0.000000 & . 000000
10> o —0. 000000 -0.000000 -2.000000
11> o —-3.123479 -3.123473 1.87408%3
12> o 3.123475 —-3.123475 1.874085
13> o —-0. 000000 -2.857143 -0.857143
14> o —-3.123475 —-3.123475 —-1.87408%
15> o -3.123475 3.123475 1.874085
162> o —0. 000000 -2.837143 D.837143
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Wariant 3. Jeden z okregow zawiera dwa pozostate, ktore nie przecinaja si¢ ani nie
zawieraja w sobie.
Ilos¢ rozwigzan: 8

Tabela rozwiazar ukkadu rewnar

1> = 0. 000000 0.000000 15.000000
2) » = —4. 000000 =5.000000 4. 000000
32 = 3. 000000 7.000000 2. 000000
sts ® u r
1> o 2.895796 -1.661018 11.661645
2 o 2.895796 -1.661018 —-11.661645
3> o 7.146233 -2.550960 7.412112
4y o 6.040170 Z.428923 —-8.489732
5 o 1.441952 -5.355718 -9.453565
6) o 7.146233 —2.330960 -7.412112
7> o &.040170 2.428923 8.489752
8) o 1.441952 —-5.399718 9.433369
9> o —-3.362232 2.038984 11.067817
10) o -3.362232 2.038984 -11.067817
i1y o —-6.471560 5.326598 6.618250
12> o -1.946625 6.774071 -7.951782
13> o -6.103198 -D.611762 —-8.866218
14> o -6.471560 5.326598 -6.618250
135> o —-1.946629 6. 774071 7.951782
16> o -6.103198 -D.611762 8.866218

Wariant 4. Dwa okre¢gi przecinaja sig, zaden z okregdw nie zawiera innego
Ilos¢ rozwigzan: 4

Tabela rozwiazaf ukFadu rdunar

»x = -5.000000 = -2.000000 r o= 3.000000
2 x = —6.000000 3. 000000 o= 4. 000000
x = 6. 000000 3. 000000 r = 3.500000
sts » o r
1> o 0.272563 0.396208 -2.791523
2 o -0.250138 2.800636 -9.753317
3> 3 —-0,906966 36.442653 —-23.9517176
a4y 3 —3.758441 8.917220 6.263506
5> o —-2.956401 1.424768 -6.580242
6 3 0.403306 -7.320437 -5.929356
Ty 3 —18.845897 39.693629 —30.403435
8> o 4,274724 0.437033 -6.589559
93 o -0.250138 2.800636 9.753317
102> o o. 0.396208 2.7
11> 3 -0, 6.622803 —4.
12> 3 -1. 4.498836 2.7
13> o a, 0.437033 6.
14> 3 -1 64.028521
15> 3 . 0.453769 .
16> o —-2.956401 1.424768 .580242

Wariant 5. Jeden z okrggdéw przecina dwa pozostate
Ilos¢ rozwiazan: 4

Tabhela rozwiazar uktadu rdwnari

1> = -4.000000 y = -1.000000 r o= 3.000000
22 X = 0. 000000 y = 0. 000000 r = 3.000000
32 = 3.000000 Y = 2.000000 r = 3. 000000
sts 3 u r
ir o -4, 700000 10.300000 -8.321661
2y o -4, 700000 10. 300000 -14.321661
3> 3 0.594173 2.358741 -2.205905
a) o —-1.012767 1.696456 1.024231
5 3 —-2.7010%90 2.304359 —-1.665759
[ 3 1.561732 0.907403 2.609055
T o —-1.012767 1.696456 —-1.024231
8> 3 -2.011580 -0.453680 2.240350
9> o -4, 700000 10. 300000 14.321661
10> o -4, 700000 10.300000 8.321661
11> 3 Z.502784 -0.304173 —-3.001160
12> o 0.376315 -1.544736 1.410088
13> 3 —-6.150839 16.103357 1.209033
14> 3 1.037359 1.693967 2.390963
15> o 0.376315 -1.544736 —-1.410088
16> 3 1.515035 —-14.560139 3.179196
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Wariant 6. Jeden z okregow zawiera dwa pozostate przecinajace si¢ okregi.
Ilo$¢ rozwigzan: 4

Tabela

LT
-
XX

n

rozuiazar ukkadu rdwnarf

= 1.000000 1.000000 = 15.000000

= 4. 000000 & . 000000 = 3. 000000

= 0. 000000 5. 000000 = 6. 000000
ts x® u r
o —-1.379351 7.063840 8.484121
o -1.379551 7.065840 -8.484121
o 6.152315 11.717044 3.108769
3 15.996642 —-3.979%046
3 9.122211 -3.945632
o 11.717044 -3.108769
3 16.032448 3.997964
3 -8.562372 7.954138
o -0.392190 11.735057
o -0.3921%0 —-11.735057
o 0.803266 5.399315
3 2.617027 -9.033568
3 21.802629 —-1.071404
o 0.803266 -9.399215
3 . -21.703863 18.221460
3 11.663403 11.337627 3.443471

sy

A
bz

Wariant 7. Dwa okrggi przecinaja sig, jeden z nich zawiera trzeci okrag.

Tabela

2L
-
XX

]

Ilos¢ rozwiazan: 4

rozuiazar ukkadu rdunar
=  0.000000 v = 0.000000 =  10.000000

= -10.000000 u 10, 000000 = ' 7.000000

= 5.000000 w = —5.000000 = 1.000000
ts = u r

3 —-9.156421 -0.527850 13.071429
3 -5.213772 3.414799 -13.071429
o 1.781315 2.365930 7.038462
o 1.865680 1.082833 -7.842857
3 -3.477657 5.778343 -10.980000
o 1.781315 2.365930 ~7.038462
o 1.865680 1.082823 7.842857
3 -3.589743 5.666257 10.980000
3 -5.418432 3.210140 13.071429
H -5.689072 2.939499 -13.071429
o -2.365930 —-1.781315 7.038462
o -1.082823 -1.865680 ~7.842857
2 -&.458680 2.797320 -10.980000
o -2.365930 —-1.781315 —-7.038462
o -1.082823 -1.865680 7.842857
3 -4.412032 4.843968 10, 980000

oS

Wariant 8. Dwa okregi przecinaja sig 1 zawieraja w czgsci wspolnej trzeci okrag
[lo$¢ rozwiazan: 4

Tabela

2L
forvae
AR

n

rozwiazari ukkadu rdwnarh

= -6&.000000 0. 000000 = 10.000000

= 3 .000000 1.000000 = 12.000000

= 0. 000000 1.000000 = 1.000000

ts 3 u r

o —1.99186%5 3.826999 4.458243
o —-1.991865 3.826999 -4.458243
3 0.034583 90,9635417 -3.3793956
3 22.020768 16.947280 13.007988
o —-2.249964 99783 -3.673091
3 26.626674 64,373326 17.466670
3 28.111683 895728 —-15.350647
o —-2.249964 3.093783 3.673091
o -1.366434 -2.484162 4.742530
(1] —1.366434 —-2.484162 —4.742530
3 —-90.095928 181.095928 35.989058
3 46 .926138 -46.274043 22.586976
o —-1.37903% —-3.814451 -4.008062
3 —-54.552869 145.552869 —19.433122
3 21.453104 18.388275 —12.789655
o —-1.37903% —-3.814451 4.008062
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Wariant 9. Dwa okrggi przecinaja sig, trzeci zawiera si¢ w jednym z nich 1 przecina z
drugim.
Ilos¢ rozwigzan: 4

v
Tabela rozuwiazari ukfadu réwnarn
1> = 5. 000000 u 5.000000 r = 11.000000
2 »x = —2.000000 1] 1.000000 r = 9. 000000
3> = -2.000000 o —-2.000000 r = 2. 000000
st=s x® u r
iy 3 -D.28833% 3.672781 9.086390
2> 3 —-2.358486 10.5031324 -11.501567
33 3 29.796413 -23.648207 5.574103
4y o -6.291610 1.392097
5 o 5.476684 —-4,494171
6> 3 -7.496668 2.501666
7> o -6.291610 —-1.332097
8> o 5.476684 4.494171
9> 3 —-9.105660 1.697170
10> 3 D0.432583 -6.476292
11> 3 —-4.745538 -3.877231
12> o -0.593175 2.976706
13> o —-3.329316 —-2.242671
14> 3 . 24.792481 18.646241
15> o -7. -0.593175 —-2.976706
162> o 3.014658 —-3.329316 2.242671

Wariant 10. Dwa okreggi przecinaja sig, trzeci zawiera si¢ w nich i przecina oba.
Ilos¢ rozwigzan 8

Tabela rozwiazar ukkadu rdunar

1y =  0.000000 0.000000 r = 5.000000

2)  x = -10.000000 0. 000000 r = 13.000000

37 = 10.000000 0. 000000 r = 13.000000

sts 4 L] r

1> o 0. 000000 2.250000 2.750000
23 o 0. 000000 2.250000 . 730000
32 o 0. 000000 6.222222 “EZ22222
a4y o —9.720000 7.459330 . 400000
5 o 5. 720000 7.459330 . 400000
6 o —-0. 000000 6.222222 .222222
Ty o 7.439330 400000
8> o 7.459330 400000
9> o —-2.250000 . 750000

10> a 250000 . 750000

11> o 222222 .

12> o 459330 . 400000

13> o 459330 . 400000

14> o 222222 Z22222

15> o . .459330 400000

16> o 5.720000 .459330 . 400000

Wariant 11. Dwa okregi przecinaja sig, trzeci przecina obydwa nie przecinajac ich czgsci

wspolnej 1 zawierajac ja.
Ilos¢ rozwigzan: 8

v

Tabela rozwiazan ukkadu rduwnan

1> = 0. 000000 0. 000000 r = 10. 000000

2y x = 5. 000000 0. 000000 r = 6. 000000

3> = -5.000000 0. 000000 r = 7 .000000

sts »® o r

1y o . 528571 1.705693 .785714
2 o 328371 1.703693 . 783714
3> o . 900000 7.445804 . 500000
ax o .994737 2.657890 .342105
52 o . 757143 1.928095 928571
&> o 200000 7.445804 500000
7> o 94737 2.657890 42105
8> o 57143 1.928095 28571
9 o Z8371 —-1.70369%3 83714
10> o 28571 —-1.705693 85714
11> o . 900000 -7.445804 . 500000
12> o .994737 —-2.657890 .342105
13> o L 7D7143 —-1.928095 . 928971
14> o 0. 200000 -7.445804 . 500000
15> o -4.994737 -2.657890 .342105
162 o 5.757143 —-1.928095 .928571
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Wariant 12. Okregi zawieraja si¢ ,,koncentrycznie”
Ilo$¢ rozwiazan: 0

A4

Tabela rozwiazarh ukkadu rdwnan

1> = 0.000000 9 = 0.000000 r = 1.000000

23 » = 0.000000 u 0. 000000 r = 2.000000

3> = 2.000000 u = 0. 000000 r = 10. 000000

sts x Y r

1> 3 —-17.000000 16.385582 1.500000

2> 2 —17.000000 —250.400979 —-1.500000

32 3 —21.000000 70.150829 -0.300000

4y 3 —26.000000 —-29.277448 0.500000

52 3 —-32.000000 -0.911801 -1.500000

62 3 —21.000000 32.227363 0.3500000

7 3 —26.000000 -83.114792 —0.500000

a8 3 —-322.000000 -135.648205 1.500000

9> 3 —17.000000 2.461687 1.500000

102 3 —=17.000000 -20.030969 -1.500000 f“\
11> 3 —-21.000000 6.280951 -0.500000

12> 3 —-26.000000 —-3.057797 0. 500000 \__/‘
13> 3 —-32.000000 -3.152934 -1.500000

14> 3 —-21.000000 30.394847 0.500000

15> 3 —-26.000000 6.498192 -0.500000

162 3 —-32.000000 -37.270015 1.3500000
Wariant 13. Jeden okrag zawiera drugi, trzeci lezy na zewnatrz.

lo&é o
Ilo$¢ rozwiazan: 0
A

Tabela rozwiazad ukkadu rdunanh

1> = 0.000000 u 0. 000000 r = 3.000000

2) x = 0.000000 o 1.000000 r = 6 .000000

3> = —-2.000000 u = €. 000000 r o= 1.000000

sts X Y r

1> 3 -3.826190 2.501649 5.167216

2 3 —-34.397944 -4.,333372 —-2.815543

33 3 -0.234658 5. 732002 -2.081334 O

a) 3 —3.879465 4.259566 1.917730

3 3 —-1.032495 1.993037 -4.997679

6 3 -35.203457 -3.524444 1.052840

7 3 —-1.942522 4,737637 -1.973071

a8 3 = 805933 2.041586 5 13862

9 3 317.219522 76.589120 29.863040

10 3 241367 3.440315 -3.480105

11> 3 0.678584 5.973743 -2.108194

12> 3 2.306276 3.850183 2.094465

13> 3 6.8920470 3.690815 -5.963605

14> 3 -0.261288 5.724953 2.080550

15> 3 -0.273229 5.186884 —-2.020765

16> 3 0.237027 2.265079 5.088360

Wariant 14. Dwa okregi przecinaja sig, trzeci przecina dwa pozostale nie zawierajac ich
czesci wspdlne;.
Ilo$¢ rozwigzan: 8

v
Tahela rozwiazari ukkadu rdwnari :
1y ® = 3 . 000000 3. 000000 r = & . 000000
2> ¥ = —3.000000 -5.000000 r = 8. 000000
3> » = —-10.000000 10. 000000 r = 9.500000
sts o L] r
1> o -3.071356 3.071356 -D,298582
2 o —-4.400199 4.400199 —-17.419315
3> o 3.881529 3.381566 7.039434
a4y o -3.418434 1.819991 0.999027
52 o -4.077373 4.077373 1.124141
6> o 3.881529 3.381566 -7.039434
7> o -3.418434 1.819991 -0,999027
8 o -10.628509 10.628509 -8.611154
9> o -4.40019%% 4.400199 17.419315
10> o —-3.071356 3.071356 0.298582
11> o -1.819991 3.4184324 0.999027
12> o -3.381366 -3.881529 7.039434
13> o —-10.628509 10.628509 8.611154
14> o -1.819991 3.4184324 -0.999027
13> o —-3.381366 -3.881529 -7.03%434
16> o —-4.077373 4.077373 -1.124141
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3.2. Polozenie szczegolne I-go stopnia:
- jedna stycznos¢
- bez punktéw potrojnych
- bez potrdjnych stycznosci

a oto wszystkie warianty spetniajace powyzszy warunek

Wariant 1. Dwa okregi styczne zewngtrznie trzeci jest polozony na zewnatrz.
Ilos¢ rozwiagzan 6

v
Tabela rozwiazari ukkadu rdwnari
iy = -6&.000000 -2 .000000 r = 2.000000
2) *¥ = -6.000000 2. 000000 v = 2. 000000
3 = & . 000000 1.000000 = 5.000000
sts x® u r
i» o —-1.688254 -0, 000000 —-2.793015
2> 3 1.421587 -0. 000000 -9.686349
3 o —-3.999993 —-14.,999986 14.999986
a4y o —-5.99999%6 9.999993 9.999993
5> o -3.870736 -0. 000000 -4.921261
6> o -3.9999%6 —-14.999989 —14.999989
K o -6 .00000% 10,000010 —10.000010
8> o 3.491788 -0, 000000 -7.70020%
9> o 1.421587 —0, 000000 2.686349
10 3 -1.688254 -0. 000000 2.753015
i1y o —6.000004 —15.000012 15.000012
12> o —-6&.000004 10, 000007 10.000007
13> o 3.491788 -0, 000000 7.700209
14> o —6.000004 —15.000011 —15.000011
15> o -5.999997 9.999995 -9.999995
16> o —-3.870736 —0. 000000 4.921261

Wariant 2. Dwa okregi styczne zewngtrznie, trzeci zawiera si¢ w jednym z nich.
[lo$¢ rozwiazan 2

v
Tabela rozwiazar ukkadu rdwnari
1y = -—2.000000 ] —2. 000000 r = 3.000000
2> x»x = -3.000000 o -3 .000000 v = 10.000000
3> = 10.000000 4y = -—3.000000 r = 3.000000
sts x u r
1> 3 2.848689 —-16.315737 7.709578
2 3 3.046067 —13.947193 -7.343018
3> 3 5.945840 9.103737 -1.957725
2 o 3.938333 —-2.999998 3.041667
5 o 0.916667 -2,999998 -6.083333
6 3 5.720690 3.893109 2.375862
e o 3.958333 —-2.999998 —-3.041667 —\
8> o 0.916667 —-2.999997 6.083333
9 3 3.073341 10.404093 3.974366
10> 3 5.094146 10.629756 —-3.539443
11> 3 5.845730 6.786897 -2.143644
12> o 3.9958333 —3.000002 3.041667
13> o 0.916666 -3.000002 -6.083334
14> 3 3.647699 2.203890 2.911416
15> o 3.958333 —3.000002 —3.041667
16> o D0.916666 -3.000002 6.083334

Wariant 3. Dwa okregi styczne zewngtrznie, trzeci przecina si¢ z jednym z nich.
Ilo$¢ rozwiazan 4

Tabela rozwiazarh ukkadu rduwnarh

12 = 3.000000 Y 0. 000000 = 3. 000000
22 *x = —6.000000 1] 0. 000000 r = 6. 000000
33 = -7.000000 uy = -&.000000 = 3. 000000
sts »® u r
1> o 0.454803 —-8.910533 -5.002838
2> o —1.003476 —-D.646969 —11.038236
3> 2 -9.500000 0.000000 -9.500000
L2 2 -3 .800000 0. 000000 3.800000
5> 3 -0.546054 2.767573 -6.006598
62 2 —9.3500000 0. 000000 9.300000
T 2 -3 .800000 -0.000000 -2.800000
8> 3 —-0.020508 —-3.991533 D.223387
9> o —1.003476 -D.646969 11.038236
10> o 0.454803 -8.910553 5.002838
i1y 2 —9.500000 —0.000000 —9.300000
12> 2 -3.800000 0. 000000 3.800000
13> 3 1.764460 —-395.741007 19.409065
14> 2 -9.500000 0. 000000 2.500000
13> 2 -3 .800000 0. 000000 —3.800000
16> 3 -0.912416 8.873598 10.036575
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Wariant 4. Dwa okregi styczne
punkt stycznosci.
Ilo$¢ rozwiazan 6

Tabela

G
-
L

W

rozuwiazari ukkadu rdunarh

= 3 .000000 u 0. 000000

= —6.000000 Y 0. 000000

= 0. 000000 u = 0. 000000
ts *x u

o -1.441176 8.734848
o -1.441176 8.734848
2 -2.500000 0. 000000
2 3.9500000 —0. 000000
o 0.178832 5.029668
2 -3.500000 0. 000000
2 3.500000 0. 000000
o 0.178832 5.029668
o —-1.441176 —-8.734848
o —-1.441176 —-8.734848
3 -3.500000 -0. 000000
2 3.500000 0. 000000
o 0.178832 -5.029668
2 —3.300000 0. 000000
2 3.500000 0. 000000
o 0.178832 -5.029668

L

zewngtrznie, trzeci przecina si¢ z obydwoma zawierajac

3. 000000
& . 000000
7 . 000000

r
15.852941
—15.852941
. 300000

J

. 500000
. 300000
SPETL53

-1!967153

-3
—3.300000
1.967153
3.500000
3.500000
-1.967153
13.832941
—15.852941
-3
-3
1
3
3

-

Wariant 5. Dwa okregi styczne zewnetrznie, trzeci przecina si¢ z obydwoma nie
zawierajac punktu stycznosci.
Ilos¢ rozwiagzan 6

Tabela

Wk
Jorbas
XXX

n

rozwiazar ukkadu rdéwnar

= 5. 000000 o 0. 000000

= -6&.000000 o 0. 000000

= 0. 000000 4y = -7.000000
ts * u

o 0.048407 -2.467786
o —1.000042 -0.071332
2 4.125000 0. 000000
2 -4.125000 0. 000000
o D.168380 -4.838793
2 4.125000 0. 000000
2 -4.125000 0. 000000
o 0.168380 -4.838793
o —1.000042 —-D0.071332
o 0.048407 —-2.467786
2 4.123000 0. 000000
2 - 25000 0. 000000
o 279568 -7.223863
2 23000 —0.000000
2 - 25000 —0. 000000
o 0.327568 -7.223863

===

5. 000000
& . 000000
4. 000000

r

-0.532472
—11.000466
4.125000
4.125000

-3.603244

0.532472 /éij;;;;;;§;

N O¥

Wariant 6. Dwa okregi styczne zewngtrznie zawieraja si¢ w trzecim okregu.
Ilo$¢ rozwiazan 6

Tabela

Wk
Jorbas
XXX

n

rozwiazar ukkadu rdéwnar

= 0. 000000 o 0. 000000

= 3. 000000 o 0. 000000

= -3.000000 y = 0. 000000
ts * u

o 0. 000000 5.625000
o 0. 000000 3.623000
o 0. 000000 8.750000
2 -7 .500000 0. 000000
2 7 .300000 —0.000000
o 0. 000000 8.750000
2 -7 .500000 0. 000000
2 7. 500000 0. 000000
o 0. 000000 —-93.625000
o 0. 000000 -5.625000
1] 0. 000000 —8.750000
2 -7 .300000 —0.000000
2 7 .500000 0. 000000
1] 0. 000000 —8.750000
2 -7 .300000 0. 000000
2 7 .500000 —0.000000

15 . 000000
3. 000000
3. 000000

r
. 375000

. 500000

9
-9
6
-7
-7
-6
?
7.
9.
-9
6
-7
-7
-6
7
?.500000

i
i

o
[=]
=]
=]
=]
Q
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Wariant 7. Dwa okregi styczne zewngtrznie, jeden z nich zawiera si¢ w trzecim okrggu.
Ilo$¢ rozwiazan 4

Tabela rozwiaza¥ ukkadu rdunarh

1) x = -—-3.000000 u 0. 000000 r = & . 000000
2 x = & . 000000 ] 0. 000000 r = 3.000000
3> ® = 7 . 000000 y = 1. 000000 r = 7. 000000
sts ® u r
1> 3 2.173158 -5.251057 2.480525
2 3 1.878916 —-1.423909 -3.363252
3> 2 8.23333332 0. 000000 -5.333333
ay 2 1.545455 0. 000000 -1.454545
5 o 3.710020 4.5920590 2.130061
6> 2 8.23333332 0. 000000 5.333333
e 2 1.3543453 0. 000000 1.4354345
8> o 3.710020 4.5905%20 -2.130061
93 3 1.399331 4.808693 4.802006
10> 3 1.337811 3.608462 -4.986368
11> 2 8.23333332 0. 000000 -5.333333
12> 2 1.543457 -0, 000000 —-1.434349
13> o 3.432837 -3.447733 1.298510
14> 2 8.333333 0. 000000 5.333333
135> 2 1.54345% 0. 000000 1.454345
16> o 3.432837 -3.4477332 -1.298510

Wariant 8. Dwa okregi styczne wewngtrznie, trzeci lezy na zewnatrz.
[lo$¢ rozwiazan 2

Tabela rozwiazarh uktadu rdwnar

1> = 1.000000 u = 1.000000 = 1.000000
27 x = 1.000000 y = —1.000000 r = 3. 000000
32 = -4.000000 y = 6. 00D000O0 = 3. 000000
sts »® u r
1> o 1.000001 4.283713 —2.283713
2> o 1.000001 4.285715 2.285715
3> 3 5.550573 7.536124 2.768062
L2 3 0.993600 3.992000 -1.996000
5> o 1.000001 18.000005 16 .000005
6> 3 §.908320 9.934514 —-3.967257
T 3 -5.126929 -1.658661 -1.8293230
8> o 1.000001 18.000003 —16.000003
o) o 0.999999 4.285714 -2.285714
10> o 0.999999 4.285714 2.285714
i1y 3 0.941520 4.243943 1.121971
12> 3 1.762613 6.953267 -2.476633
13> o 0.999999 17.999995 15.999995
14> 3 -7.780789 -1.986278 1.993139
13> 3 4,.192173 9.990216 3.993108
16> o 0.999999 17.99999%6 -15.999996

Wariant 9. Dwa okregi styczne wewngtrznie, trzeci przecina si¢ z zewngtrznym.
Ilo$¢ rozwiazan 4

Tabela rozwiazarh ukkadu rduwnarh

1> = 0.000000 Y 0. 000000 = 8. 000000
22 x = 6. 000000 1] 0. 000000 r = 2. 000000
33 = 0. 000000 uy = -8.000000 = 3. 000000
sts »® u r
1> 2 —-3.9200000 0.000000 11.900000
2> 2 —3.900000 —0.000000 —11.900000
3> o 3.774772 -3.951687 2.535137
L2 3 12.063499 -8.961312 2.438099
5> 2 2.590909 -0.000000 -5.409091
62 o —-1.913437 0.741086 -3.948062
T 3 -2.404524 -3.535804 6.242714
8> 2 2.590909 0.000000 5.409091
9> 2 —3.900000 0. 000000 11.900000
10 2 -3.900000 -0.000000 -11.900000
i1y o —-1.913437 0.741086 5.948062
12> 3 1.492058 -4.997022 -3.904765
13> 2 Z.390909 —0.000000 —-3.40909%1
14> o 3.?74772 —-3.951687 —-2.935137
15> 3 2.366633 -5.324987 3.380020
16> 2 Z.590909 0. 000000 5.4090%1
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Wariant 10. Dwa okregi styczne wewngtrznie, trzeci przecina si¢ z wewngtrznym
Ilo$¢ rozwiazan 4

Tabela

1>
2)
3>

XXX

v

rozuwiazar ukkadu rdwnar

= 0. 000000 u = 0. 000000 r = 15.000000

= 12.000000 u 0.000000 r o= 3. 000000

= 10.000000 u = 0. 000000 r = 4. 000000
ts * u r
2 10.500000 0. 000000 4. 500000
2 10, 500000 0. 000000 -4, 300000
o 13.312500 3.910623 1.125000
3 16.687500 -1.931345 1.125000
2 14.500000 0. 000000 -0, 300000
o 13.312500 3.910623 -1.125000
3 16.687500 -4.177300 -1.125000
2 14.500000 0. 000000 0. 500000
2 10.500000 0. 000000 4, 500000
2 10.500000 0. 000000 -4.500000
o 13.312500 —-3.910623 1.125000
3 16.687500 -2.444718 1.125000
2 14.500000 0. 000000 -0.500000
o 13.312500 —-3.910623 —-1.125000
3 16.687500 0.906720 -1.,125000
2 14.500000 0. 000000 0. 500000

Wariant 11. Dwa okregi styczne wewngtrznie, trzeci zawiera si¢ w zewngtrznym.
Ilos¢ rozwiagzan 6

Tabela

AL
perere
X

v

rozuwiazari ukkfadu rdunari

= 0. 000000 0. 000000 = 15.000000

= 11.000000 0.000000 4. 000000

= —11.000000 0. 000000 1.500000
ts » u r
2 1.250000 0. 000000 13.750000
2 1.250000 0. 000000 —-13.750000
o -1.390845 5.332153 9.489437
o —2.903846 3.612110 —-10.365383
2 2.750000 0. 000000 -12.250000
o —1.390845 3.332153 -9.489437
o —-2.903846 3.612110 10.365385
3 Z.790000 0. 000000 12. 250000
2 1.250000 0. 000000 13.750000
2 1.250000 0. 000000 —-13.750000
o -1.390845 5.332153 9.489437
o —2.903846 3.612110 —-10.363383
2 2.750000 0. 000000 -12.250000
o —-1.390843 3.332153 -9.489437
o —-2.903846 -3.612110 10.365385
2 2.730000 0. 000000 12.250000

Wariant 12. Dwa okrggi styczne wewngtrznie, trzeci zawiera si¢ w wewngtrznym.
[lo$¢ rozwiazan 2

Tabela

(2L
-
L

n

v

rozwiazarh ukkadu rdwnarh

= 0.000000 o 0. 000000 v = 15.000000

= 10.000000 u 0. 000000 r = 3. 000000

= 10.000000 u = 0. 000000 r = 2.000000
ts x® u r
2 11.500000 0. 000000 3.500000
3 11.500000 -0. 000000 -3.500000
3 22 .000000 2.946877 —3.3500000
3 18.000000 2.252237 1.500000
3 13.500000 -0. 000000 -1.500000
3 22.000000 —-8.149318 3.500000
3 1g.000000 13.966602 -1.500000
2 13.300000 0. 000000 1.3500000
2 11.500000 0. 000000 3.500000
3 11.500000 -0. 000000 -3.500000
3 22.000000 72.844556 —3.500000
3 1g.000000 2.771841 1.500000
2 13.300000 -0, 000000 —1.300000
3 22.000000 -14.332239 3.500000
3 18.000000 26.634551 -1.500000
2 13.500000 0. 000000 1.500000
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Wariant 13. Dwa okreggi styczne wewngtrznie zawieraja si¢ w trzecim okregu.
Ilo$¢ rozwigzan 2

Tabala

AT
ey
X

rozwiazarh ukkXadu rdwnari

= 0. 000000 y = 0. 000000

= 1.000000 y = 1.000000

= 1.000000 Yy = -1.000000
ts 4 u

o 1.000001 -41.444444
o 1.000001 -4.4444443
o 1.000001 6.461538
3 18.799080 -6.040184
3 -7.396599 13.066100
o 1.000001 6.461338
3 6.271662 -8.545668
3 14.849258 9.358457
o 0.999999 -4.444445
o 0.999999 —-4.4444435
o 0.999999 6.461539
3 20.158309 —-3.768338
3 14.462113 9.422981
o 0.999999 6.461539
3 101,.947222 10.589444
3 —-3.091747 12.348624

il

11.000000
1.000000
3.000000

™

|
L

P 1
[LE YA PAR N TAY |

. 444444
-6,
461538
020092
-5.
-4,
272834
«6TI229
« 444445
« 444445
461539

. 884169
«711491
261939
294722

174312

r

4944444

533050
461338
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3.3. Polozenie szczegolne 1I-go stopnia:

- dwie stycznosci
- bez punktéw potrdjnych
- bez potrdjnych stycznosci
a oto wszystkie warianty spelniajace powyzszy warunek

Wariant 1. Wszystkie trzy okregi sa styczne zewngtrznie
Ilo$¢ rozwiazan 4

v

Tabela rozwiazar ukfadu réunarn @

1> *x = -—-4.000000 Y = 0. 000000 = 4. 000000

22 ® = 5 .000000 Yy = 0. 000000 r o= 5. 000000

32 X = 3.000000 Yy = &. 000000 = 3. 000000

sts » u ¥

i» o —-0.309745 3.696926 —2.787706
2> o 1.077051 2.576635 —-9.693461
3 2 20. 000000 0. 000000 —20.000000
4y 2 5. 000000 0. 000000 5. 000000
3 o 3 . 000004 —40.000032 —-43.000032
6> 2 20. 000000 0. 000000 20.000000
73 2 5. 000000 —-0.000000 -5.000000 x
8> o 4.999996 —39.999963 44.999963
9> o 1.077051 2.576635 9.693461

10> o —0.309745 3.696926 2.787706

11> 3 20. 000000 0. 000000 —-20.000000

12> 2 5 . 000000 0. 000000 3. 000000

13> o 4,999996 —-39.999964 -44,999964

14> 2 20. 000000 0.000000 20.000000

15> 2 5. 000000 0. 000000 —5.000000

16> o 5. 000003 -40.000026 45 . 000026

Wariant 2. Dwa okregi styczne zewngtrznie, jeden z nich zawiera trzeci okrag styczny
wewngetrznie.
Ilo$¢ rozwiazan 2

v
Tabela rozwiazar uktadu rdwnarh :
13 = -5.000000 y = -2.000000 r o= 5. 000000
Z2 X = 7.000000 y = -—-2Z.000000 r = 7. 000000
32 = 7 .000000 y = -7.000000 r o= 2. 000000
sts » L] r
1> o 7. 000004 33.000021 42 .000021
2y o 7. 000004 33.000023 —42.000023
3> o 7. 000001 -1.999999 -7.000001
L2 o 3.888890 —-1.999998 3.888890
5 3 -13.668960 —156.624770 82.013761
6 o 7. 000002 -1.999998 7. 000002
7> o 3.888890 —1.99999%8 —-3.888890 /—\ ®
8> 3 D.261687 -6.173775 1.570125
9> o 6.999996 32.999977 41.999977
10 o 6.999995 32.999968 —-41.999968
11> o 6.999999 —2.000001 -6.999999
12> o 3.888888 -2 .000002 3.8889888
13> 3 -0.767174 —-17.285481 4.603045
14> o 6.999998 —2.000002 6.999998
15> o 3.888888 -2 .000002 -3.888888
16> 3 0.104549 -7.870870 D.627294

Wariant 3. Pierwszy okrag zawiera dwa pozostale styczne zewngtrznie okregi, z ktorych
jeden jest styczny wewngtrznie do pierwszego.
Ilos¢ rozwiazan 4

v

Tabela rozwiazar ukfadu réunarn @

1> 0. 000000 Y = 0. 000000 = 13.000000

22 -10.000000 Yy = 0. 000000 r o= 5. 000000

32 —3.000000 y = 0. 000000 = 2. 000000

sts » u ¥

1> 2 —&.000000 0. 000000 7. 000000
2 2 —-8.000000 0. 000000 -7.000000
3 1] —-2.272727 8.331936 6.363636
4y 2 5. 000000 —0.000000 —10.000000
53 o -10. 000000 0.000000 -5.000000
6> o —-2.272727 8.3319956 -6.363636
7> 2 5. 000000 0. 000000 10.000000 X
8> o —10. 000000 0. 000000 3. 000000
o) 2 —-8.000000 0. 000000 7 . 000000

io» 2 —8.000000 —-0.000000 -7.000000

11> o —-2.272727 -8.331956 6.363636

12> 2 5. 000000 0.000000 -10.000000

13> o —10. 000000 —0.000000 —5.000000

14> o —-2.272727 -8.331956 -6.363636

13> 2 3 . 000000 —0.000000 10.000000

16> 2 -10. 000000 0. 000000 5. 000000
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Wariant 4. Okrag zawierajacy drugi okrag styczny wewngtrznie, ktory zawiera trzeci
okrag styczny wewnetrznie.
Ilo$¢ rozwiazan 2

hd
Tabela rozwiazar uktadu rdwnari
1> = 0.000000 0. 000000 v = 15.000000
22 X = -3.000000 0. 000000 r = 10.000000
32 = 3.000000 0. 000000 r = 2.000000
sts 3 u r
1> o -5 . 000000 0. 000000 10.000000
2) 2 -5 . 000000 0. 000000 —10. 000000
3> 2 10. 000000 0. 000000 5. 000000
4> 3 13.571429 -14.655203 -5.714286
3 2 =7 . 000000 —0.000000 —&.000000
&) 2 10. 000000 0. 000000 -5.000000
Ty 3 13.371429 7.144993 3.714286
8> 2 -7 . 000000 0. 000000 8. 000000
9) o -5 . 000000 —0. 000000 10. 000000
10> o —5 . 000000 —0.000000 —10.000000
11> 2 10. 000000 —0.000000 5. 000000
12> 3 13.571429 24.924017 -5.714286
13> 2 =% . 000000 . D0D000 -8.000000
14> 2 10. 000000 —0.000000 —3.000000
15> 3 13.571429 3.9240589 5.714286
16> 2 —% . 000000 0. 000000 8. 000000

Wariant 5. Okrag zawierajacy dwa okregi przecinajace sig, styczne wewngtrznie do
pierwszego.
Ilo$¢ rozwiazan 4

v
Tabela rozwiazar ukXadu rdwnarh
1> = 0. 000000 u 0. 000000 v = 15.000000
27 x = 6. 000000 1] 0. 000000 r = 9. 000000
33 = -6&.000000 u 0. 000000 r o= 9. 000000
sts »® u r
1> 2 0. 000000 0.000000 . 000000
2> 2 0. 000000 0. 000000 . DDOD0O
3> o 0. 000000 11.250000 . 750000
L2 2 —9.000000 0. 000000 . DD0OD0O0
5> 2 9. 000000 0. 000000 . DDO00O0
62 o 0. 000000 11.230000 . 730000
T 2 -9.000000 0. 000000 . DD000O0
8> 2 9. 000000 0.000000 . 000000
9> 2 0. 000000 0. 000000 . DD0OD0O0
10> 2 0. 000000 0. 000000 . 000000
i1y o 0. 000000 —-11.250000 . 730000
12> 2 -9. 000000 0. 000000 . DD0O00O0
13> 2 9. 000000 —0.000000 . DDOD0O
14> o 0. 000000 -11.250000 . 750000
13> 2 —9.000000 —-0.000000 . 000000
16> 2 9. 000000 0. 000000 . 000000

Wariant 6. Okrag zawierajacy dwa styczne do niego wewnetrznie nie przecinajace si¢
okregi.
Ilo$¢ rozwiazan 4

v
Tabela rozwiazarh ukXadu rdwnar
i» = 0. 000000 o 0. 000000 r = 15.000000
2> » = 12.000000 [t} 0. 000000 r o= 3. 000000
37 = —12.000000 L] 0. 000000 r = 3. 000000
sts H u r
1> 2 0. 000000 0.000000 . 0D0D00O0
2 2 0. 000000 0. 000000 . 000000
3> o 0. 000000 3 .000000
a4y 2 —3.000000 0. 000000
5> 3 3. 000000 0. 000000
62 o 3 .000000
e 2 0. 000000
8> 2 0.000000
9 2 0. 000000
10> 2 0. 000000
11> o -5.000000
12> 2 —-0.000000
13> 2 0. 000000
14> o 0. —5.000000
15> 2 3. —-0.000000 -
162> 3 3.000000 —0.000000 12.000000
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Wariant 7. Dwa przecinajace si¢ okregi, zawierajace w czesci wspolnej trzeci okrag
styczny do obydwu.
Ilo$¢ rozwiazan 4

Tabela rozwiazah ukkadu rdunak

12 = 0. 000000 Yy = 0.000000 r = Z.000000
22 x = 6. 000000 Y = 0.000000 r = & . 000000
33 = -6.000000 u = 0. 000000 v = 8 .000000
sts x o r
1> o 0. 000000 0. 000000 Z.000000
2> 2 0. 000000 0. 000000 -2.000000
3 o —0.000000 3. 200000 —1.200000
4y 2 £ .000000 —-0. 000000 & . 000000
3) 2 —8.000000 0. 000000 & . 000000
6> o —0.000000 3.200000 1.200000
7> 2 8 .000000 -0.000000 -6.000000
8> 2 —&.000000 —0. 000000 —6.000000
9> 2 0. 000000 0. 000000 2.000000
10> o 0. 000000 —0. 000000 —&.000000
11> o -0.000000 -3.200000 -1.200000
12> 1 & . 000000 0. 000000 & . 000000
13> 2 —-8.000000 0. 000000 & . 000000
14> o —0.000000 -3 .200000 1.200000
15> 3 £ .000000 —-0. 000000 —-6&.000000
16> 2 —8.000000 —0. 000000 —6.000000

Wariant 8. Dwa przecinajace si¢ okregi, jeden z nich zawiera trzeci styczny do obydwu
pozostatych.
Ilos¢ rozwiazan 4

Tabela rozwiaza¥ ukkadu rdwnah

1) = -6 .000000 o 0. 000000 r = 3. 000000
Z) *x = —3.000000 ] 0. 000000 r = & . 000000
3> = & . 000000 y = 0. 000000 r = 9. 000000
sts ® L] r
1> 2 3. 000000 0. 000000 12.000000
2 2 3. 000000 0. 000000 —12.000000
3> 2 0. 000000 0. 000000 —3.000000
a4y o —-3.857143 4.199125 1.714286
3 2 —6.000000 0. 000000 —3.000000
6> 2 0. 000000 0. 000000 3.000000
e o —-3.837143 4.199125 -1.714286
8> 2 —6.000000 0. 000000 3.000000
9> 2 3. 000000 0. 000000 12.000000
10> 2 3. 000000 0. 000000 —12.000000
11> 2 -0.000000 -0, 000000 -3.000000
12> o —-3.837143 -4,199123 1.714286
13> 2 —6.000000 0. 000000 —3.000000
14> 2 —-0.000000 -0. 000000 3.000000
135> o —-3.837143 -4,199123 —-1.714286
16> 2 —-&.000000 0. 000000 3.000000
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3.4. Polozenie szczegolne I11-go stopnia:

- trzy stycznosci
- bez punktéw potrdjnych
- bez potrdjnych stycznosci
a oto wszystkie warianty spelniajace powyzszy warunek

Wariant 1. Kazdy z trzech okrggdéw jest styczny zewnetrznie do dwoch pozostatych
Ilo$¢ rozwiazan 2

Tabela rozwiazarh uk¥adu rdunati !

1> X = 3 .000000 Y = 3. 000000 = 3. 000000
22 » = -5.000000 Yy = 5. 000000 r o= 5. 000000
32 X = 0.000000 4y = -3.000000 = 6.180340
sts » u ¥
i» o —0. 000000 2.007458 -D.827118
2> o 0. 000000 D0.527864 -11.708204
3 o 5 . 000004 3 . 000002 3 .000004
4y o —4.999998 4.999998 4.999998
53 o 0. 000000 -5 . 000000 6.180340
6> o 5. 000003 S . 000002 —5.000003
7> o -5.000004 5. 000002 -5.000004
8> o 0. 000000 —-4.99999% -6.180339
o) o 0. 000000 0.527864 11.708204
100 3 —0. 000000 2.007438 D.827118
11> o 4.999998 4.999998 4.999998
12> o 5. 000003 5.000002 5.000003
13> o 0. 000000 —5.000004 6.180343
14> o 4.999998 4.999998 -4.999998
135> o —-4.999998 4.999998 —-4.999998
16> o 0. 000000 -5 .000006 -6.180346

Wariant 2. Jeden z okrggdéw zawiera dwa pozostale, ktore sa styczne do niego
wewnetrznie, a do siebie zewnetrznie.
Ilos¢ rozwiazan 2

Tabela rozwiazarh ukkadu rdéwnarh @

1> x 0. 000000 0.000000 r 10.000000
2) ¥ —4. 000000 0. 000000 v & . 000000
32 x = 6. 000000 0.000000 r = 4.000000
sts ® u r
1> 2 0. 000000 0. 000000 . DDDOD00
2 2 0. 000000 0. 000000 . DDDD00
3> o 2.631579 6.315789 .157895
4y 1 6. 000000 0. 000000 . DD0D00
5> 2 -4,000000 0. 000000 . D0DD00
6) o 2.631379 6.319789 »157893
7> 2 & . 000000 0. 000000 . 000000
8) 2 —4.,000000 0. 000000 . DD0000
9> 2 0. 000000 0. 000000 . 000000
10) 2 0. 000000 0. 000000 . 000000
i1y o 2.631579 —-6.315789 .157895
12> 2 6. 000000 —-0. 000000 . 000000
13> 2 —4.000000 —0. 000000 . DDDD00
14> o 2.631579 -6.315789 .157895
135> 2 6. 000000 —0. 000000 . DD0D00
16> 2 —4.000000 0. 000000 . 000000

Strona 27



3.5. Polozenie szczegolne IV-go stopnia:

- potrojna stycznosé

a oto wszystkie warianty spelniajace powyzszy warunek

Wariant 1. Pierwszy okrag zawiera drugi, a ten zawiera trzeci, wszystkie sa styczne w

jednym punkcie.
Ilo$¢ rozwiazan oo

Tahela rozwiazari ukkadu rdwnari

1> x = 0. 000000 y = 0. 000000

2> ¥ = —1.000000 u = 0. 000000

3> ¥ = -5 . 000000 u = 0. 000000

sts b u

1) 2 —165.583042 832 . 000000
2) 2 8194. 000000 62.255637
3 2 1.000000 —0. 000000
4> 3 1.000000 0. 000000
52 2 1.000000 -0, 000000
&) 2 1.000000 0. 000000
) 3 1.000000 0. 000000
8) 2 1.000000 0. 000000
Ed 2 —-633.183158 768§ . 000000
102 2 —0.500000 -62.753063
11> 2 1.000000 -0, 000000
12> 3 1.000000 —0.000000
132 2 1.000000 0. 000000
14> 2 1.000000 —0. 000000
152 3 1.000000 0. 000000
16> 2 1.000000 —0. 000000

Wariant 1. Pierwszy okrag zawiera drugi styczny do niego wewngtrznie, trzeci jest

L]

1.000000
2.000000
6. 000000

166

-
.383042

8193 . 000000
0. 000000

o.
-0.
o.
o.

000000
000000
000000
[alulslulnls}

0. 000000

634.
-1.

[=]=]=]=lu]=]

183158
S00000
000000

000000
[alulslulnls}
000000
000000
000000

()

styczny do nich zewngtrznie w tym samym punkcie stycznosci.

[lo$¢ rozwiazan oo

Tabela rozwiazarh ukfadu rdawnan @

1> ¥ = 0.000000 u = 0. 000000
2) ¥ = —1.000000 u = 0. 000000
3> ¥ = 7 . 000000 u = 0. 000000
sts b4 u
1> 2 1.000000 0.000000
2) 2 1.000000 —0.000000
3> 2 1.000000 —0.000000
4y 2 1. 000000 0. 000000
52 2 —302.009217 498.697491
62 2 1.000000 —0.000000
72 2 1. 000000 0.000000
a8 2 —85.543022 672 . 000000
9 2 1.000000 —0.000000
102 2 1.000000 0.000000
11> 3 1.000000 0.000000
12> 2 1.000000 —0.000000
13> 2 —7039. 000000 —-249_.988250
14> 2 1.000000 0.000000
152> 2 1. 000000 —0. 000000
162> 2 —137.142857 85.333333

1.000000
2.000000
6 . 000000

o.
-0.
-0.

0.

—-303

o
-0.
86 .
-0.
-0.
-0.
-0

-7040. 0DDO0OO

o.
o.
138.

r

000000
000000
000000
000000
.009217

- 000000

000000
543022
000000
000000
000000
000000

000000
000000
142857
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3.6. Polozenie szczegolne V-go stopnia:

- punkt potrojny
a oto wszystkie warianty spetniajace powyzszy warunek

Wariant 1. Trzy okregi przecinaja si¢ w tym samum punkcie.
Ilos¢ rozwiazan 4

Tabela rozwiazar ukfadu réunarn @ v

3 .000000 Y = 0. 000000 9. 000000

-5.000000 o 0. 000000 9. 000000

0.000000 4y = 10.000000 2.316683

sts » u ¥

i» 3 —0. 000000 7.483315 —0.000000
2> o 0. 000000 -1.796141 -14.312826
3 o Z.943326 7.071763 1.633292
4y o -0, 000000 7.483315 0. 000000
53 o 0. 000000 10.177398 2.339287
6> o 2.943526 ?.071763 -1.635292
7> o —-0. 000000 7.483315 -0.000000
8> o 0. 000000 10.177398 —-2.339287
9> o 0. 000000 -1.796141 14.312826
100 3 0. 000000 7.483313 0. 000000
11> o 0. 000000 7.483315 0. 000000
12> o —-2.943326 7.071763 1.633292
13> o —0. 000000 7.483315 0. 000000
14> o 0. 000000 7.483315 -0.000000
135> o —2.943526 7.071763 -1.633292
16> o 0. 000000 7.483315 -0.000000

Wariant 2. Dwa okregi sa styczne, trzeci przecina je w punkcie stycznosci.
Ilo$¢ rozwiazan 2

Tabela rozwiazafh ukkadu rdunat @

1> * —10, 000000 u = 0. 000000 r = 10.000000
2 ¥ 10. 000000 u = 0. 000000 r = 10. 000000
37 x = 0. 000000 y = —&.000000 r = &.000000
sts 4 L] r
1> o 0. 000000 -0.000000 0.000000
23 o 0. 000000 5.333333 —-21.333333
32 o 0. 000000 . DD0D0O —0.000000
a4y o —0, 000000 —0.000000 —0.000000
5 o -0, 000000 -0.000000 0.000000
6 o —-0. 000000 0. 000000 —-0.000000
Ty o 0. 000000 o —0.000000
8> o —0, 000000 —0.000000
9> o 0. 000000 21.333333
10> a 0. 000000 0. 000000
11> o -0, 000000 0. 000000
12> o -0, 000000 —0.000000
13> o —-0. 000000 4.9232077
14> o 0. 000000 0. 000000
15> o —0, 000000 -0, 0. 000000
16> 3 -0, 000000 -11.076923 -4.923077
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3.7. Polozenie szczegolne VI-go stopnia:

- dwa punkty potrojne
a oto jedyny wariant spetniajacy powyzszy warunek

Wariant 1. Trzy okregi przecinaja si¢ w dwoch tych samych punktach.
Ilos¢ rozwiazan 0

Tabela rozwiazarh uk¥adu rduwnarh @

1> = 5. 000000 Y = 0.000000 r = 9. 000000
23 »x = -5.000000 Yy = 0. 000000 r o= 9. 000000
32 = 0. 000000 Y = 0.000000 r = 7.483315
sts x® u r
1> o 0. 000000 7.483315 -0, 000000
2) o 0. 000000 7.483315 0.000000
3> o —0.000000 7.483315 —0. 000000
4y o 0.000000 7.483315 -0.000000
5 3 —0.000000 7.483315 0. 000000
6) o -0.000000 7.483315 0. 000000
7> o 0. 000000 7.483315 0. 000000
8> 3 -0.000000 7.483315 —0.000000
9> o 0. 000000 —-7.483315 —0. 000000
10> o 0. 000000 -7.483315 0. 000000
i1y o —0.000000 —-7.483315 —0. 000000
12> o 0. 000000 -7.483315 —0.000000
13> 3 0. 000000 —-7.483315 0. 000000
14> o -0.000000 -7.483315 0. 000000
13> o 0. 000000 —-7.483315 0. 000000
16> 3 -0.000000 -7.483315 -0.000000
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3.8. Uogolnienie zagadnienia Apolloniusza.

Po przeanalizowaniu wszystkich przedstawionych wariantow mozemy wysnué
hipotezg:

Hipoteza 3.8.1. W zaleznosci od sposobu potozenia na plaszczyznie Zagadnienie
Apolloniusza moze miec¢ od 0 do 8 rozwiqzan.

Hipoteza ta nie jest prawdziwa dla polozenia szczeg6lnego IV stopnia, jednak poniewaz
fakt stycznosci do trzech okrggdéw zostaje sprowadzony tutaj do styczno$ci do jednego
okregu w danym punkcie, przypadek ten mozemy uzna¢ za wyjatek i opusci¢ w dalszych
rozwazaniach.

Ponizsza tabela (Tab. 1.) Przedstawia ilo$ci rozwiazan we wszystkich wariantach
poszczegblnych potozen.

P

=

Nr wariantu PSII | PSIITI | PSIV | PSV | PSVI

4 2 o0 4 0

2 0 2

N E L IR L AE A\

DD s oo vs|w o —
(SYI- NI SIF N F N ST NI NTo Nf- N F NI SITe N[/

OOOOOOOOOO-P-P-P-P-POOOOOOB

14

Wszystkie

wystepujace
rozwigzania

N
>
R
N
>
=)
g
IS
%Y
8
N
IS
<

Tab. 1.

Jak wida¢ w zbiorze rozwiazan brakuje nam rozwiazan nieparzystych: {1, 3, 5, 7}.
Dlaczego tak si¢ dzieje?

Zauwazmy, ze wszystkie analizowane do tej pory przypadki zostaly tak dobrane, aby
okregi nie miaty wspolnej stycznej. Czy istnienie stycznej ma zwiazek z iloScia rozwiazan
zagadnienia Apolloniusza?

Przeanalizujmy nastepujacy przypadek:
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Potozenie ogblne, wariant 1.

O1 0, Qi &

O3
O3

K
Rys 9. a. Rys 9. b.
O (0)} 0s 0s
Q Q <>Ol ( O>2
/ K
K
Rys 9. c. Rys 9\ d.

Trzy okrggi potozone sa w taki sposob jak na rysunku 9.a. Okrag K jest jednym z
okregow stycznych do wszystkich trzech danych okrggdéw. Nastegpnie okrag O; przesunmy
w kierunku wskazanym strzatka. Jak wida¢ z rysunkéw 9.a. — 9.c. w miarg jak
przesuwamy okrag potozenie punktu styczno$ci zmienia si¢ tak, ze ro$nie promien okrggu
K. W pewnym momencie (rys 9.d.) punkty styczno$ci uktadaja si¢ wzdtuz jednej prostej, a
wigc jeden z okregdéw stycznych do danych trzech okregdéw przeksztalca si¢ w prosta i
liczba rozwiazan spada o 1.

Uogodlniajac mozna wiec zagadnienie Apolloniusza sprowadzi¢ do szukania
okregow i prostych stycznych do danych trzech okregow, wowcezas ilo$¢ rozwigzan
pozostaje bez zmian.

W tym opracowaniu chcialbym si¢ jednak skupi¢ tylko na okrggach dlatego
postawmy kolejne hipotezy.

Hipoteza 3.8.2. Gdy trzy dane okregi majq wspolng styczng, ilos¢ rozwiqzan
zagadnienia Apolloniusza zmniejsza sie o jedno.

I analogicznie:
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Hipoteza 3.8.3. Gdy trzy dane okregi majq dwie wspolne styczne, ilos¢ rozwiqzan
zagadnienia Apolloniusza zmniejsza si¢ o dwa.

3.9. Polozenia — uzupeknienie.

A oto modyfikacje poszczegdlnych wariantow wszystkich przytoczonych wczesniej
polozen po wprowadzeniu wspolnych stycznych:

Potozenie ogdlne wariant 1.a.

Ilo$¢ rozwiazan 7

Tabela rozwiazarh ukkadu rdwnarn @

12 0. 000000
22 —10. 000000
32 9. 000000
sts *
1> o -1.437300
2> o -1.437500
3 o —-1.019136
4y o 4.896721
3) o -5.438010
6> o —1.019136
kel 1) —21.021721
8> o -5.458010
9> o -1.437500
10> o -1.437500
11> o -0.712526
12> o —-21.021721
13> o -32.291990
14> o -0.712526
15> o 4.896721
16> o —-32.291990

[44'4

Potozenie ogdlne wariant 1.b.

[lo$¢ rozwiazan 6

Tabela rozwiazarh ukkadu rdwnan @

-10.000000
. 000000
12.000000

2T

-
X

nnn
=]

n
-+
h

1

378906
.101562

0
-
O0C000ONNOOOOCONN

. 000000

u
u
u

0.000000 =  2.000000
2.000000 r = 4.000000
3.000000 =  5.000000
o r
8.848246 -6.964254
2.848246 6.964254
2.843229 5.020363
9.478279 -12.668442
5.359174 -9.649224
2.843229 -5.020363
35.396721 -39.168442
5.359174 9.649224
2.848246 -6.964254
8.848246 6.964254
—6.661689 2.699686
35.396721 39.168442
-64.409174 -74.050776
-6.661689 ~8.699686
9.478279 12.668442
-64.409174 74.050776
0. 000000 r = 4.000000
0. 000000 r = 4.000000
0. 000000 r =  4.000000
o v

23683890008386159002377900603251
23779006032516218902368426895668

7.68521 —-132.750000
254 7.500000
11.456439 —-16.500000
685213 13.7350000
3.354102 —=7.500000
11.456439 16.500000

—19&153383604301917{19%368907972
107654045492664291 MM 080863910568

7.685213 —-13.730000
—3.354102 7 .500000
—11.456439 —-16.500000
—-7.6852123 12.750000
—3.354102 —7.500000
—11.456439 16.500000

Potozenie ogdlne wariant 2.a.

Ilos¢ rozwiagzan 7

—
=

(
(
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Tabela rozwiazath ukkadu rdwunan

1> = -10. 000000 u = 0. 000000
2 ® = 10.000000 Y 0.000000
3> w = 0. 000000 u = 5. 000000
sts * u
1> o 0. 000000 —0.000000
2 o o —0. 000000
3> o 10D.714286
4y o 10.714286
5 o 13.333333
6> o 4.285714 10.714286
7> o 10. 000000 -8.333333
8> o 0. 000000 13.333333
9> 1) 0. 000000 0. 000000
10> o 0. 000000 —0.000000
11> o —10.000000 -8.333333
12> 1) 10. 000000 —-8.333333
13> o 0. 000000 —-7.300000
14> o —10. 000000 -8.333333
152 1) —-4.285714 10.714286
16> o —0.000000 —-7.300000

-
win

15 . 000000
15 . 000000
10. 000000

. 000000
666667
.666667T
. 300000
666667
.857143
. 300000

r

. 000000

000000

.857143
837143
666667
.857143
666667
666667
. 000000

Potozenie ogélne wariant 2.b. — nie istnieje
— nie istnieje
Potozenie ogoélne wariant 3.b. — nie istnieje

Potozenie ogdlne wariant 3.a.

Potozenie ogodlne wariant 4.a.
Ilos¢ rozwiagzan 3

Tabela rozwiazar ukkadu rdwnarh

[ (¢
NO:

N
"

1> ¥ = 10.000000 o 0. 000000 = 5.000000
2) ¥ = 4. 000000 u 1. 000000 r = 4. 000000
3> x = —10.000000 u = 0. 000000 = 5.000000
sts x Y r
1> o 0. 000000 —19.809524 —17.190476
23 o -0.000000 —-19.809524 17.190476
32 3 —-2.015991 —-12.808114 -4.031981
4y 3 0. 000000 -24, 390758 1.401027
3 o 13.689560 23.7958238 —31.379119
6 3 —2.331622 —-9.020533 4.663245
7 3 0. 000000 -370.276532 37.0230726
8> o 15.689560 235.798238 31.379119
9 o 0. 000000 —-19.809524 —17.190476
100 o 0. 000000 —-19.809524 17.190476
11> 3 -5.389731 27.676773 —10.779462
12> 3 -0.000000 23.270404 6.696712
13> o 7.0792671 -8.681315 —14.159342
14> 3 -2.6626419 -5.048207 5.325299
13 3 0. 000000 -3.1920576 -3.934380
16> o 7.079671 -8.681315 14.159342
Potozenie ogodlne wariant 4.b.
lo&é 2
[lo$¢ rozwiazan 2
Tabela rozwiaza ukkadu rdwnan
1> = 10.000000 0. 000000 = 5 .000000
2) ¥ = 4. 000000 0. 000000 r = 5. 000000
3> = -7.000000 0. 000000 = 3.000000
sts x Y r
1> 2 —=1.3500000 -914140652363663972-9187343239
23 2 1000 . 000000 1000. 000000 1000. 000000
32 3 -1.3500000 2.986611 =3.100000
4y 3 1.500000 0.441752 3.3200000
52 (1] 7 . 000000 3.150000 —-9.350000
6 3 -1.500000 —-13.703485 3.100000
7 3 1.500000 -2.823044 -3.3200000
8> o 7. 000000 3.150000 9.350000
9 2 —-0.304688 1684346260636564480L6752664284
10y 2 2.891113 837962264666690581 . 8217313031
11> 3 -1.500000 1.279304 -3.100000
12> 3 1.500000 0.398815 3.3200000
13> o 7. 000000 =3.150000 -9.350000
14> 3 —1.500000 —-1.394146 5.100000
15> 3 1.500000 —-1.791238 —3.300000
16> o 7 . 000000 =3.150000 9.350000

Potozenie ogdlne wariant 5.a.
Ilos¢ rozwigzan 3
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Tabela rozwiazar ukkadu rdwnar @

1> = 10.000000 y = 0. 000000 r = 8. 000000

22 » = —-10.000000 u = 0. 000000 r o= 8. 000000

32 = 0. 000000 u = 2. 000000 r = 10. 000000

sts *® Y o

1> o 0. 000000 —10. 3500000 22.300000
2> o 0. 000000 —-10.500000 —-22.500000
3> 3 -5.336322 0.352011 —-6.670402
4y 3 3.062614 —-13.858665 —-3.828267
5 o 0. 000000 7 .500000 4.500000
6 3 -2.472434 —-17.547288 3.090542
7 3 5.907858 3.924111 7.384822
8> o 0. 000000 7 .300000 —4.300000
9 o 0. 000000 —-10. 500000 22.500000
10y 3 0. 000000 —10. 500000 —22.500000
11> 3 -5.345149 0.407182 -6.681436
12> 3 5.443901 1.024381 -6.804876
13> o —=0. 000000 -4.875000 3.125000
14> 3 -5.663121 2.394508 7.078902
135> 3 3.773090 3.081814 7.216363
16> o —-0. 000000 —-4.875000 -2.125000

Potozenie ogdlne wariant 5.b.

lo&& o

[lo$¢ rozwiazan 2

Tabela rozwiazarn uktadu réwnan :

1> = 10.000000 u = 0. 000000 r = 7. 000000

2) x = —-10.000000 u = 0. 000000 r o= 7 . 000000

32 = 0.000000 u = 0. 000000 r = 7. 000000

sts * Y r

1> 2 —-18014398509481994.2864449384756563084406490371073
23 2 —-18014398509481984.49037107316853454004452542931
3> 3 -5.000000 2.338831 -7.142857
4y 3 5. 000000 -2.169705 -7.142857
32 o 0. 000000 3.428571 3.371429
6 3 —5.000000 8.579227 7.142857
7 3 5. 000000 -1.577007 7.142857
8> o 0. 000000 3.428571 -3.371429
a9 2 —-1000. 000000 —-1000. 000000 —1000. 00000
10 2 -0.537109 —-894414885995781005=2007199254
11> 3 -5.000000 -24.757693 -7.142857
12> 3 3. 000000 -3.966037 -7.142857
13> o —0.000000 —-3.428571 3.571429
14> 3 -5 . 000000 —-3.440079 7.142857
15> 3 3. 000000 -3.385748 7.142857
16> o —-0. 000000 -3.428571 -2.571429

Potozenie ogdlne wariant 6.a. — nie istnieje
Potozenie ogdlne wariant 6.b. — nie istnieje
Potozenie ogdlne wariant 7.a. — nie istnieje
Potozenie ogdlne wariant 7.b. — nie istnieje
Potozenie ogdlne wariant 8.a. — nie istnieje
Potozenie ogdlne wariant 8.b. — nie istnieje
Potozenie ogdlne wariant 9.a. — nie istnieje
Potozenie ogdlne wariant 9.b. — nie istnieje
Potozenie ogdlne wariant 10.a. — nie istnieje
Potozenie ogdlne wariant 10.b. — nie istnieje
Potozenie ogdlne wariant 11.a. — nie istnieje
Potozenie ogdlne wariant 11.b. — nie istnieje
Potozenie ogdlne wariant 12.a. — nie istnieje
Potozenie ogdlne wariant 12.b. — nie istnieje
Potozenie ogdlne wariant 13.a. — nie istnieje
Potozenie ogdlne wariant 13.b. — nie istnieje

Potozenie ogdlne wariant 14.a.
[lo$¢ rozwiazan 7
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1> —10. 000000
23 o 10. 000000
32 X = Z. 000000
sts x
1> o —0.000000
2) 1) —0. 000000
3> o 8.425496
a4y o -6.104045
3 o 0. 000000
&) o 8.425496
7> o —6.104045
8> o 0. 000000
9> o —0.000000
10> o -0.000000
11> o 6.278729
12> o -4,364040
13> o 0. 000000
14> o 6.278729
15) 1) —-4.364040
16> o —0.000000

rozuwiazrath ukkadu rdunak @

0.000000
0. 000000
2.000000

u
—9.916667

~9.817957

Potozenie ogdlne wariant 14.b.

Ilo$¢ rozwiazan 6

0. 000000
0. 000000
0. 000000

u
1000. 000000

Tabela rozwiazar ukkadu rdwnar @
12
27
32
sts *x
1> 2 1000. 000000
2> 2
3> o 5. 0000
L2 o -5 . 000000
5> o 0. 000000
62 o 3 . 000000
T o -5 . 000000
8) o 0. 00000
9> 2
10 2
i1y o 5. 000000
12> o -5. 000000
13> o —0. 000000
14> o 5. 000000
15> o -5 . 000000
16> o —0. 000000

—-9.916667

i

0
=%

it

9
—225179981368524. 83@9486400224828827 . CIII.D64T93292
18014398509481984. EM124866202905121 0081903710731

12.000000
12.000000
14.000000

r
26.083333

—2.014003

12.000000
12.000000
12. 000000

-
000, 000000

1
—-225179981368524. 83—169486400224323332 8106479329

—-2.083333

Potozenie szczegdlne I stopnia wariant 1.a.

Ilo$¢ rozwiazan 5

Tabela rozwiazarh ukkadu rdwnari :

1> 3 . 000000 Yy = 3. 000000

2y -5. 000000 u = 5. 000000

3> & . 000000 y = —10.000000

sts * u

i o 0. 000000 -2.246400
2 o o. DDDUUD —-3.49%0207
3 o 9.3750I . 000004
ax 2 —20733213967791589 3-2.528677
32 o 0. DDODO! 833322
6 o 9. 375005 5. 000004
7 2 1000. 000000 1000. 000000
82 o 0. 000000 -11.421860
93 o 0. 000000 - 90207

10> o o. DDDUUD —-2.246400

11> o 92.3749 4,999996

123 2 —26644795941615575 6-2.502989

13> o 0. D000 —-11.421860

14> o a. 374994 99996

152 2 —-1000. 000000 —.lDDD 000000

162 o 0. 000000 4.833322

3. 000000
5. 000000
& . 000000

r
—3.803994

10.002711

Potozenie szczegdlne I stopnia wariant 1.b.

Ilo$¢ rozwiazan 4
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Tabela rozwiazar ukkadu rswnari

1> » = —10.000000
22 ®x = -—&.000000
3> ¥ = 8. 000000
sts »
1y -3 —0.000000
2y 2 -0.462891
3> 2 2. 000000
ar Z —1.000000
32 o —6&.000000
(3] 2 2. 000000
Ty 2 —1.000000
82 o —6& . 000000
9y 2 —0.375000
10> 2 5.250000
11> Z 3. 000000
12> 2 —1.000000
13> o —& . 000000
14> 2 2. 000000
15> Z —1.000000
16> o —6 . 000000

Potozenie szczegdlne I stopnia wariant 2.a.
Potozenie szczegodlne I stopnia wariant 2.b.

0. 000000 <4.000000

0. 000000 4.000000

0. 000000 4. 000000

o r

0. 000000 -647221309

—162129586585337805—0‘[61483651
0. 00O -9 . 000000
o. DDDDDD 5 . 000000
6.046693 —-11.2350000
0. 000000 9. 000000
0. 000000 —5 . 000000

6 ]

6.046693 11.2350000
-810647932926689514-807418259
16143106823899662201621295965

. 000000 . 000000

IJ 000000 5
-6.046693 -11.

0. 000000 9
—0. 000000
-6.046693

250000

Potozenie szczegolne I stopnia wariant 3.a.

Ilos¢ rozwiazan 3

Tabela rozwiazah ukkadu rdunarh

1> » = —-10.000000 Y = 0. 000000 r 10. 000000
2> ¥ = 10.000000 Y = 0. 000000 r 10.000000
32 X = 3. 000000 Yy = -—§&.000000 r 3. 000000
sts *® u r
1> o —0. 000000 -4.640039 -1.024063
2> o 0. 000000 12.024655 —-25.639448
32 -3 232 . 000000 -4, 000000 —232 . 00000
a) 2 3.2DDDDD 0. 000000 3.200000
5 2 —0. 00 -4.709292 0.378289
62 Z 756604737393242330&521 000000 7566047373
Ty 2 3. 2000 0. 000000 3 . 200000
8> 2 —0. 000000 1.286142 2.819276
9> o 0. 000000 12.0246533 £5.639448
10 o —0.000000 -4.640039 1.024063
11> 2 —248 . 000000 —-4. 000000 248 . 000000
12> 2 2 .200000 0. 000000 3 .200000
13> 3 0. 000000 —-23.604994 93997
14> 2 —1000. 000000 —1000. 000000 —1000. 0000
15> 2 2.200000 -0, 000000 -3 .200000
16> 3 —0. 000000 15.458305 10.377762

Potozenie szczegolne I stopnia wariant 3.b.

Il0$¢ rozwiazan 2

Tabela rozwiaza ukkadu rdwnar

i x = —&.000000 Y = 0.000000 & . 000000

2y = 8. 000000 y = 0. 000000 8. 000000

3> »® = 3. 000000 y = -5.000000 3. 000000

sts *® u r

iy o —0. 000000 -3.068182 —-0.568182
-3 o —0. 000000 —-3.068182 0.3568182
32 2 —633557993673‘1565 54—2.488653 6883379936
ax 2 2.0833 .DDDDDD 2.083333
32 3 -0. DDDUUD 296638 0.793935
6 2 1000. 000000 IDDD 000000 1000. 000001
7 2 —2.083333
82 3 —1.437723
93 o —-0.568182
10> o 0.568182
11> 2 7621109392
123 2 833

13> 3 —0. 000000 —4 039856 l:l 699935
14 2 —1000. 000000 —1000. 000000 —1000. 00000
152 2 2.083333 -0. 000000 —2.083333
162 3 —0. 000000 -4.491833 —0.903380
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Potozenie szczegdlne I stopnia wariant 4.a.
Ilos¢ rozwigzan 5

Tabela rozwiazari ukkadu rdwnarn :

»*x = 10.000000 u = 0. 000000 r = 10.000000
2) % = -10.000000 u = 0. 000000 v = 10.000000
x = 0. 000000 u = 4. 000000 r = 14.000000
sts x® u r
i» 3 —0. 000000 —2.,250000 £0.250000
2> 3 0. 000000 —-2.250000 —20.250000
3 2 —-6.428371 -0, 000000 —-6.428371
a4y 2 6.428571 0. 000000 —-6.428571
53 o -0.000000 12.214286 5.785714
6> 2 —-6.428371 0. 000000 6.428371
2 2 6.428571 0. 000000 6.428571
8> o —0. 000000 12.214286 -3.783714
9> o 0. 000000 —2.,250000 20.250000
10> 3 0. 000000 -2. 250000 —20. 250000
i1y 2
12> 2
13> o
14> 2
15> 2
16> o

Potozenie szczeg6lne I stopnia wariant 4.b.
Ilo$¢ rozwiazan 4

Tabela rozwiazar ukkadu rdwnari @

—-6.428371 0. 000000 -6.428371
6.428571 0. 000000 -6.428571
0. 000000 -7.300000 Z.3500000

—-6.428571 0. 000000 6.428571
6.428571 0. 000000 6.428571
0. 000000 —7.300000 —2.500000

&7

v
1y »x = 10.000000 u = 0. 000000 r = 10.000000
2> x = -10.000000 u = 0. 000000 v = 10.000000
3> x = 0.000000 y = 0. 000000 r = 10.000000
sts x u r
1> 2 —2.300000 —B91712726219338089=9007199254
2 2 —2.500000 2900719925474099200.82180190640
3> 2 -5.000000 0. 000000 -5.000000
a4y 2 3. 000000 0. 000000 —3.000000
5 o 0. 000000 ?.500000 2.500000
6 2 —3.000000 0. 000000 3. 000000
7y 2 5. 000000 0. 000000 5. 000000
8> o 0. 000000 7 .500000 -2 .500000
9> 2 —1000. 000000 —1000. 000000 —1000. 00000
10> 2 0. 000000 29007199254740992 . 001503599627
11> 2 —3.000000 -0, 000000 —3.000000
12> 3 5. 000000 —0. 000000 —5.000000
13> o 0. 000000 -7.500000 2.500000
14> 2 —5.000000 0. 000000 3. 000000
15> 2 5. 000000 0. 000000 5.000000
16> o 0. 000000 —7.300000 —2.300000

Potozenie szczegodlne I stopnia wariant 5.a. — nie istnieje
Potozenie szczegdlne I stopnia wariant 5.b. — nie istnieje
Potozenie szczegodlne I stopnia wariant 6.a. — nie istnieje
Potozenie szczegdlne I stopnia wariant 6.b. — nie istnieje
Potozenie szczegodlne I stopnia wariant 7.a. — nie istnieje
Potozenie szczegdlne I stopnia wariant 7.b. — nie istnieje

Potozenie szczegodlne I stopnia wariant 8.a.
Ilo$¢ rozwigzan 1
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Tabela

2]
-
XX

n

Potozenie szczegdlne I stopnia wariant 8.b.

rozwiazan ukkadu rewnari :

-
W

OUWOWWNNOWWOWWNN

—10. 000000
—10. 000000
10. 000000

x

—0.000000
0. 000000
—-1.788106
—3.760205
—9.999998
-0.511392
0.406844
—9.999998
—0.012979
—0. 000000
—5.447169

—10.000002

u
Y
u

0. 000000
3. 000000
3. 000000

u

10.000000
3. 000000
7 . 000000

-

18014398509533200. Dm30143985

—48990. 000000

14.285711

36359511379914002 26368395113

-50990. 000000

-4.283717

-51000. 000

14.2895717

Potozenie szczegdlne I stopnia wariant 9.a.

Ilo$¢ rozwiazan 3

Tabela rozwiazarh ukk¥adu rdwnari :

ts

WOOWOONNWOOWOOWN

—10. 000000
10. 000000
—-10. 000000

x
—0. 000000

0. 000000

u
Y
u

0. 000000
0. 000000
11 . 000000

u

@)
N

— nie istnieje

—-40636 . 300! —-40668 . 500
5.5629 5.446717
3.666670 -8.333330

—-39.339863 -43.607271
5.362970 -5.446717
3.666669 £.333331

—-11.6851 20.041277

—81720137049888892 .81 72015704

-42656 . 500000 -42668.500
0.186490 9.996047
3.666664 -8.333336
9.006950 -2.532581
0.186490 -9.996047
3.666664 8.333336
2.452181 8.078924
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Potozenie szczegblne I stopnia wariant 9.b. — nie istnieje

Potozenie szczegdlne I stopnia wariant 10.a. — nie istnieje
Potozenie szczegodlne I stopnia wariant 10.b. — nie istnieje
Potozenie szczegdlne I stopnia wariant 11.a. — nie istnieje
Potozenie szczegodlne I stopnia wariant 11.b. — nie istnieje
Potozenie szczegdlne I stopnia wariant 12.a. — nie istnieje
Potozenie szczegolne I stopnia wariant 12.b. — nie istnieje
Potozenie szczegdlne I stopnia wariant 13.a. — nie istnieje
Potozenie szczegolne I stopnia wariant 13.b. — nie istnieje

Potozenie szczegolne II stopnia wariant 1.a.
Ilos¢ rozwiagzan 3

Tabela rozwiazar ukkadu rdwnar :

1y »x = -10.000000 u = 0. 000000 r = 10.000000
2) x = 10.000000 y = 0. 000000 v = 10.000000
3 x = 10.000000 4y = 13.000000 r = 3.000000
sts x u r
1> o 0. 000000 13.783831 —-7.030829
2 o —0. 000000 —-0,785831 —20.030829
3> 2 18.571429 0. 000000 -18.571429
a4y 2 10.000000 0. 000000 10.000000
5> 2 0. 000000 -48990. 000000 —49000. 0000
62 2 18.371429 0. 000000 18.371429
7> 2 10.000000 —0. 000000 —10. 000000
8> 2 0. 000000 -91396840447204726 .91396840447
9> o —0. 000000 -0,783831 Z0.030829
10 o 0. 000000 13.785831 7.030829
11> 2 18.371429 -0, 000000 —18.371429
12> 2 10.000000 0. 000000 10.000000
13> 2 -0.001275 -7176259326239.89747 176259326
14> 2 18.571429 D 000000 18.9571429
15> 2 10.000000 000000 —10.000000
16> 2 —0.000000 24021D36591792210 162402103639

Potozenie szczegolne I stopnia wariant 1.b.
Il0$¢ rozwiazan 2

Tabela rozwiazarh ukkadu rdwnari @

1y = 9. 000000 Yy = -3.000000 r = 10.000000

2y x = —-11.000000 y = -3.000000 r = 10.000000

3> = 9. 000000 y = 15.000000 r = 10.000000

sts » u r

1y o —1.000000 3 . 000000 -3.142136
2y 1) —1.UDDDDD 5. 000000 -24.142136
3> o 8.9999 —-4.999996 9.999996
a4y 2 *?6193?61530421?31 8 5.030216 7619376153
32 Z —1.00000 —-99187.600000 —-99192.600
6> o 9. UDDDD -5. 000004 —-10.000004
7> 2 —70943336264 606836 5.000066 -709438862
8> Z —1.00000 —55728349588269981 BET2834958
9> o —l.l:ll:ll:ll:ll:ll:l 3. 000 £24.142136
10> o —.I..CIDDDDD 5. DDDDDD 4.142136
11> o 9. 000 —5 . 000004 10.000004
12> -3 576460752303425330 ]:B5,|.079888211148 80@76460752
13> 2

14> o 3 999996 —4 999996 —9 999996
15> Z 503962 . D0D0D0D0OD 3. 000000 503963 . 000
162> z2 0.006250 —3949333006406 . 83399949352982

Strona 40

ax @




Potozenie szczegdlne II stopnia wariant 2.a.
Ilo$¢ rozwiazan 1

Tabela rozwiazarh ukk¥adu rdwnari :

1> » = —10.000000 Y = 0. 000000 r = 10.000000
2 ¥ = 10.000000 Yy = 0. 000000 r = 10.000000
3> » = 10.000000 y = -7.000000 r = 3. 000000
sts »® Y r
1> 2 —0.000686 —3864139578128.00985386413957
2 Z 0. 000000 243.731343 —-233.73134
3> o 10. 000000 —-0. 000000 —10. 000000
ar 2 5.384615 0. 000000 5.384615
3 3 —0. 000000 340. 748803 —-188.86474
6 2 10. 000000 0. 000000 10.000000
7> 2 5.384615 —0. 000000 -5.384615
8> 3 0. 000000 —-2.774411 3.890702
9> Z —0.000000 48990, 000000 49000. 0000
10> 2 —0. 000000 —-256.231156 246 .231156
11> o 10.000000 -0, 000000 —10.000000
12> -3 3.384615 0. 000000 5.384613
132> 3 0. 000000 10.150093 —-10.850050
14> 2 10. 000000 0. 000000 10. 000000
15> 2 5.384615 —0. 000000 —-5.384615
162> 3 0. 000000 7.918068 9.648190

Potozenie szczegolne II stopnia wariant 2.b. — nie istnieje
Potozenie szczegolne II stopnia wariant 3.a. — nie istnieje
Potozenie szczegolne II stopnia wariant 3.b. — nie istnieje
Potozenie szczegolne II stopnia wariant 4.a. — nie istnieje
Potozenie szczeg6lne II stopnia wariant 4.b. — nie istnieje
Potozenie szczegolne II stopnia wariant 5.a. — nie istnieje
Potozenie szczegolne 11 stopnia wariant 5.b. — nie istnieje
Potozenie szczegolne II stopnia wariant 6.a. — nie istnieje
Potozenie szczegolne 11 stopnia wariant 6.b. — nie istnieje
Potozenie szczegolne II stopnia wariant 7.a. — nie istnieje
Potozenie szczegolne 11 stopnia wariant 7.b. — nie istnieje
Potozenie szczegolne II stopnia wariant 8.a. — nie istnieje
Potozenie szczegolne II stopnia wariant 8.b. — nie istnieje

Potozenie szczegolne III stopnia wariant 1.a. — nie istnieje
Potozenie szczegblne 111 stopnia wariant 1.b. — nie istnieje
Potozenie szczegolne III stopnia wariant 2.a. — nie istnieje
Potozenie szczegblne 111 stopnia wariant 2.b. — nie istnieje

Potozenie szczegdlne V stopnia wariant 1.a.
Ilos¢ rozwiagzan 3

Tabela rozwiazari ukktadu rdwnari @

1> X = 9. 000000 Yy = 0. 000000 r = 10.000000

2}  x = -9.000000 u =  0.000000 r = 10.000000

3> x = 0. 000000 Y = 7.179449 r o= Z.820551

sts * L] r

1) o 0. 000000 4.398899 —0.000000
22 o 0. 000000 4.358899 0. 000000
32 o 0. 000000 4.338899 0. 000000
a3 o —0.000000 4.358899 0. 000000
a2 o 0. 000000 7.975000 2.025000
61 o 9.784925 0.899165 -8.806432
2 o —0. 000000 4.358899 —0. 000000
8) o 0. 000000 7.975000 —-2.025000
93 o —0. 000000 4.358899 —0.000000
10 o 0. 000000 4.398899 0. 000000
11> o 9.784925 D.899165 8.806432
122 o —-9.784923 D0.899163 8.806432
13> o 0. 000000 4.358899 0. 000000
14> o 0. 000000 4.358899 —0. 000000
153 o —-9.784925 D.899165 -8.806432
162 o 0. 000000 4.358899 —0.000000

Potozenie szczegdlne V stopnia wariant 1.b. — nie istnieje
Potozenie szczegblne VI stopnia wariant 1.a. — nie istnieje
Potozenie szczegdlne VI stopnia wariant 1.b. — nie istnieje
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Nr wariantu | PO | PO | PO |PSI | PSI|PSI | PSII | PSII|PSII | PSIII PSIII | PSIII | PSIV |PSV |PSV |PSV |PSVI | PSIV | PSIV
a b a b a a a b a b a b
1 8 7 6 6 5 4 4 3 2 2 - - ) 4 3 - 0 - -
2 8 7 - 2 - - 2 1 - 2 - - ) 2 - -
3 8 - - 4 3 2 4 - -
4 4 3 2 6 5 4 2 - -
5 4 3 2 6 - - 4 - -
6 4 - - 6 - - 4 - -
7 4 - - 4 - 4 - -
8 4 - - 2 1 - 4 - -
9 8 - - 4 3 -
10 8 - - 4 - -
11 0 - - 2 - -
12 0 - - 6 - -
13 8 - - 2 - -
14 8 7 6
Wszystkie
wystepujace | 0,4,|3,7 2,6 2,4, 1,3,/ 2,4 2,4 1,3 2 2 - - o0 2,4 3 - 0 - -
rozwiagzania | 8 6 5

Tab. 2.

ouvua To




3.10. Podsumowanie.

Tabela 2 przedstawia ilo$¢ rozwigzan zagadnienia Apolloniusza we
wszystkich wariantach, razem z ich modyfikacjami polegajacymi na takim
dobraniu potozenia i promieni okrggow, ze:

a) istnieje jedna prosta styczna do wszystkich trzech okrggow,
b) istnieja dwie proste styczne do wszystkich trzech okregow.

Jak wida¢ w zadnym przypadku ilo$¢ rozwiazan nie przekroczyla o$miu,

tak wiec doswiadczalnie udato nam si¢ potwierdzi¢ hipotezg 3.8.1. — ilos¢
rozwiazan nalezy do zbioru {0, 1,2, 3,4, 5,6, 7, 8}, oraz hipotezg 3.8.2.13.8.3.
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4. Rozpatrzenie wszystkich obszarow jakie powstaja w wyniku
podzialu plaszczyzny przez trzy okregi.

4.1. Wstep.

Jak wida¢ z tabeli Tab. 2 udato nam si¢ znalez¢ 64 rozne uklady trzech
okrggdw, rézniace si¢ ich wzajemnym potozeniem. Jest to jednak, po pierwsze
bardzo duzo (niektore na pierwszy rzut oka trudno rozpoznac), po drugie nie
mamy catkowitej pewnosci, ze podana tabela wyczerpuje wszystkie mozliwosci.
Warto wprowadzi¢ jaka$ inng klasyfikacje, ktora pomoze nam we wskazaniu
ilosci rozwiazan dowolnego uktadu.

Podczas pracy nad poprzednim rozdzialem nasunat mi si¢ pomyst aby
zbada¢ zagadnienie Apolloniusza pod katem obszardéw jakie powstaja w wyniku
podziatlu ptaszczyzny przez trzy okrggi oraz ilosci mozliwych rozwiazan w danym
obszarze. Poniewaz granica kazdego obszaru sa tuki bgdace fragmentami danych
trzech okregéow, kazdy okrag Apolloniusza musi by¢ zawarty w jednym z
obszarow, na ktore te trzy okregi dziela plaszczyzng poniewaz nie przecina si¢ on
z zadnym z danych okregdw.

Oto przyktad:

Na rysunku 11 plaszczyzna zostata
podzielona przez okregi na 8 obszarow, 7 z
nich to obszary zamknigte migdzy
przecinajacymi si¢ okrggami, obszar 8 to
obszar otwarty zawierajacy caty uktlad.
Poniewaz kazdy z obszarow 1 — 8 jest
ograniczony trzema tukami, z ktorych kazdy
jest fragmentem innego okr¢gu nazwijmy go
umownie trojkatem. Znalezienie rozwiazania
w trojkacie sprowadza si¢ do wykreslenia
okregu stycznego do kazdej ze $cian. Jak
wida¢ (rys. 12) _istnieje tylko jeden
styczny w trojkacie, co dgiew sumie osiem
okrggéw stycznych w { |
Zatem jezeli znajdziemy wszystkie obszary
wystepujace we wszystkich mozliwych
potozeniach trzech okregow na
plaszczyznie, bedzie to swego rodzaju
katalog  umozliwiajacy 1  ulatwiajacy
okreslenie ilosci rozwiazan zagadnienia
Apolloniusza dla dowolnej konfiguracji
okregow.

Poniewaz jak pamigtamy z rozdziatu 1
inwersja  jest  przeksztalceniem  nie
zmieniajacym ilo$ci rozwiazan zagadnienia
Apolloniusza, obszary powstajace z innych
obszarow po przeksztalceniu przez inwersje
bedziemy traktowaé jako ta sama klasg
obszardw.

Rys. 12
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42.0BSZARY:

1. Obszar ograniczony okregiem. Ilo$¢ rozwiazan 0

® [

Dowod: wynika z ponizszej obserwacji.

Obserwacja 1. Aby w obszarze mogt istnie¢ okrqg styczny do trzech
danych okregow, musi on (obszar) zawierac¢ przynajmniej po jednym punkcie
nalezqcym do kazdego z tych okregow.

2. Obszar migdzy dwoma okrggami. [lo$¢ rozwigzan 0

O O

Dowdd: wynika z obserwacji 1.
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3. Obszar migdzy trzema okrggami. [1o$¢ rozwiazan 8.

Dowod:

Przeksztatémy obszar S przez inwersjg /(O, r) taka, ze okrag K/ pozostaje
niezmieniony, K2 przeksztatca si¢ na okrag K2’ wspotsrodkowy do K/, a okrag
K3 na K3’ lezacy w pierscieniu S’

Nastepnie wprowadzmy uktad wspotrzednych, taki ze $rodek okregow K7’ 1 K2’
lezy w §rodku uktadu wspétrzednych a §rodek okrggu K3’ lezy na osi OX.

Oznaczmy:

o - kat pod jakim nachylona jest prosta przechodzaca przez poczatek uktadu
wspotrzednych i $rodek okrggu K do osi OX,

(x0, 0) — $rodek okrggu K3,

ro — promien okregu K3,

r1 — promien okregu K1/,

r, — promien okregu K2,

d — odleglos¢ srodka szukanego okrggu od poczatku uktadu wspoétrzednych,

by
K’

Sa
u ;}/}a

r

Wave
A

v
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Woéwcezas dane szukanego okrggu mozemy zapisaé w postaci uzaleznionej od
parametru o

Sa — MCOSQ’MSlna % :r]_r2
2 2 ¢ 2
Sa to wspolrzedne srodka 1 promien okrggu stycznego zewngtrznie do K771 K2,

n—r n-r . _htn
S, =|-+—2cosa,~—=sina o =
2 2 2

To wspoélrzgdne s$rodka i promien okregu stycznego wewngtrznie do K2’ i

zewnetrznie do K1,

Zapiszmy teraz warunek na styczno$¢ zewngtrzna szukanego okregu K oraz
okregu K3

|Sa0| =r, +r,

Podstawiajac Sa 17 :

2 2
Ko+ rotT -
~—2cosa—x, | +| —=sina-0| =1—2+7,
2 2 2

Wyliczamy
2 2
+ , + -~
(%) (cos2 a +sin’ a)—2%xo cosa + x; —(% —roj =0

—(r 47, )x, cosa+rry +x2 =12 —(r =1, =0

2 2
—Nhn, N L X

CoSa =
_(’”1 ‘H"z)xo

jest to réwnanie trygonometryczne

cosa =c
gdzie

|c| <1
Dowod:

1) c<I

2 2
—nhn +r1r0 Lyt — X,

<1
7+ )
nr, — r1r0+r2r0'—rf2 L2 —(r +7,)x, <0
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nastgpnie wyciagamy odpowiednie czynniki przed nawias:

rz(rl 7 _xo)_(xo +ro)(r1 1 _xo)< 0

ostatecznie obliczamy:

(r + 7, —x, Nr, —x, —1,)< 0

Poniewaz r;+ry- xo>0 1 r>rp- xo<0 nierownos¢ ta jest zawsze prawdziwa.
2) c>-1

2 2
—Nh TR L T X,

>—1
_(Vl +r2)x0

postepujac analogicznie jak w punkcie 1 przeksztatcamy nierownos$¢:

nr, =1ty + 1, —r02 +x§ +(r1 +r2)x0 >0 rz(rl +7, +x0)+(x0 —ro)(r1 +7, +x0)> 0
otrzymujac postac

(”1 +7, +x0)(r2 - X, —r0)> 0

Poniewaz r;+ro+ xp>0 1 ryt+xe- rp >0 zawsze prawdziwe nierOwnos$¢ ta jest
zawsze prawdziwa.

Tak wigc roOwnanie

2 2
—Nh TR, L, T X

- (r 1t )xo
Posiada dokladnie dwa rozwiazania, a co za tym idzie istnieja dwa okregi styczne
zewnetrznie do K1°, K2°1K3".

cosa =

Analogicznie postepujemy w przypadku:
- styczno$ci zewngtrznej do K/°1 K2’ 1 wewngtrznej do K37,
- styczno$ci wewnetrznej do K2’ 1 zewngtrznej do K31 K2’
- styczno$ci wewnetrznej do K2’ 1 K3°, zewnetrznej do K1
W pozostaltych przypadkach réwniez otrzymamy rdéwnania trygonometryczne,
ktére maja po dwa rozwiazania.
Ostatecznie w obszarze (3) istnieje osiem okregdéw Apolloniusza.
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4. Obszar ograniczony okregiem z punktem stycznos$ci. I1o$¢ rozwiazan 0

- &

Dowod: wynika z obserwacji 1.

5. Obszar ograniczony okregiem z dwoma punktami stycznosci.
Ilos¢ rozwiazan 0

Dowod:

Przeksztalémy obszar S przez inwersj¢ /(O, r) taka, ze punkt O lezy na
okregu K3, za§ |OP| = |OR| = r, gdzie P i R sa punktami stycznosci okregow K/ i
K2 do okrggu K3. Woéwcezas okrag K3 przeksztalci si¢ na prosta K3 ',natomiast
punkty P i R pozostana bez zmian. Jak wiadomo okrag moze by¢ styczny do
prostej tylko w jednym punkcie, a wigc nie istnieje zaden okrag styczny do proste;j
K’ w punkcie P i w punkcie R.
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6. Obszar migedzy dwoma okrggami, z ktorych jeden zawiera punkt stycznosci.
Il0$¢ rozwiazan 2

Dowod:

Przeksztatémy obszar S przez inwersj¢ /(O, r) taka, ze punkt O lezy na okrggu K1.
Woweczas obszar S przeksztalci si¢ w S, okrag K/ na prosta K/’, punkt P lezacy
na okrggu K/ w punkt P’ na prostej K/’, a okrag K2 na okrag K2’ lezacy w
obszarze S 1 nie majacy punktéw wspolnych z prosta K7 .
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Nastgpnie wprowadzmy uktad wspotrzednych, taki ze prosta K/’ pokrywa si¢ z
osia OX, a punkt P lezy w $rodku ukladu wspotrzednych. Wowczas srodki
wszystkich okregdw stycznych do K7’ 1 K3’ leza na osi OY.

Oznaczmy:

O (x0, y0) — srodek okregu K3,

ro — promien okrggu K3,

S (0, y) — wspotrzedne srodka okregu stycznego do K31 K/’ w punkcie P,
r - promien okrggu stycznego do K3’ 1 K1’ w punkcie P.

v

K1’

Jak wida¢:

r=y

Zapiszmy teraz warunek na styczno$¢ zewngtrzna szukanego okrggu K oraz
okregu K3

|SO| =y+r,
Podstawiajac r =y :
X+ =yf =y+r

wyliczamy:

y(— 2y, —2r0)+ X, +ye—-1=0
jest to rbwnanie liniowe postaci:
ay+b=0

ma ono doktadnie jedno rozwiazanie poniewaz

a= —Z(yo +r0)¢ 0

Analogicznie postepujemy w przypadku styczno$ci wewngtrzne;:

|SO| =r-r,
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W tym przypadku réwniez otrzymamy rownanie liniowe, ktoére ma doktadnie
jedno rozwiazanie.

Ostatecznie w obszarze (7) istnieja doktadnie dwa okregi Apolloniusza, jeden
styczny zewnetrznie, oraz jeden styczne wewnetrznie do okregu K3

7. Dwokat z przecigcia. [1o$¢ rozwiazan 0

Dowdd: wynika z obserwacji 1.
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8. Obszar migdzy okrggiem i dwokatem z przecigcia. [lo$¢ rozwiazan 4

Dowdd:

Przeksztatémy obszar S przez inwersj¢ /(O, r) taka, ze punkt O lezy w punkcie
przecigcia okrggow K/ i K2. Wowczas obszar S przeksztalci si¢ na obszar S,
okrag KI na prosta K/°, okrag K2 na prosta K2’ przecinajaca prosta K/’ pod
takim samym katem pod jakim przecinaja si¢ okregi K/ 1 K2, a okrag K3 na okrag
K3’ nie majacy punktéw wspolnych z prosta K7, ani K2, lezacy w obszarze S.
Nastepnie wprowadzmy uktad wspotrzednych, taki ze prosta K2’ pokrywa si¢ z
osia OX. Wowczas $rodki wszystkich okrggoéw stycznych do K7’ 1 K2’ leza na
dwusiecznej kata K/’ O K2’. Uktad mozemy tak dobra¢ aby punkt S, nie lezat
powyzej dwusiecznej kata K1° O K2°.

Oznaczmy:

o - kat pod jakim nachylona jest dwusieczna do osi OX,

(x0, o) — $rodek okregu K3,

ro — promien okregu K3,

d — odleglo$¢ srodka szukanego okrggu od poczatku uktadu wspotrzednych,
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p) AV

KI’ K1’
/ 30 K3’ Xa,Vd 5,’}0 3’
Sa : d T 3
Xe&Vd
X X
K2 > = >

Woéwcezas dane szukanego okregu mozemy zapisaé w postaci uzaleznionej od
parametru d:

Sd4 = (Xa, Vo) = (d cosa, d sina) — wspotrzedne srodka szukanego okregu,
rqa = d sina - promien szukanego okregu.

Zapiszmy teraz warunek na styczno$¢ zewngtrzna szukanego okregu K oraz
okregu K3

|Sd0| =r,+r,

Podstawiajac Sqi7q:

\/(dcosa —x,) +(dsina—y,) =r, +r,

wyliczamy

d’cos’ a - d(ZCOSO(xO +2sinay, + 2sinar0)+ Xog+y,—1,=0

jak wida¢ jest to rownanie kwadratowe postaci

ad’ +bd +c=0

w celu ustalenia ilo$ci rozwigzan sprawdzmy deltg

A= (ZCOSODCO +2sinay, + 2sinoaf0)2 —4cos’ oc(xo + Yo — ro) =
4cosax; +4sin’ (y0 +7, )2 —4cos’ ax, +4cos’ y, —4cos’ 7, =
4cosa(x§ -~ x0)+ 4sin’(y, +r,) +4cos’(y, —r,)>0

poniewaz ry<y,, a wigc rownanie to ma dwa rozwigzania.
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Analogicznie postepujemy w przypadku stycznosci wewngtrznej

|Sd0| =r, -7,

\/(dcosa —x,) +(dsina—y,) =r, -7,

d? cos® o —d(2cosax, + 2sinay, —2sinar, )+ x, +y, =1, =0

W tym przypadku rowniez otrzymaliémy rownanie kwadratowe majace dwa
rozwiazania.

Ostatecznie w obszarze (9) istnieja cztery okrggi Apolloniusza, dwa styczne

zewngtrznie, oraz dwa styczne wewngtrznie do okrggu K3

9. Dwokat z przecigcia z punktem stycznosci. [lo$¢ rozwiazan 1

Dowod:
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Przeksztatémy obszar S przez inwersj¢ /(O, r) taka, ze punkt O lezy w punkcie
przecigcia okrggow K/ i K2. Wowczas obszar S przeksztalci si¢ na obszar S,
okrag KI na prosta K/’, okrag K2 na prosta K2’ przecinajaca prosta K/’ pod
takim samym katem pod jakim przecinaja si¢ okregi K/ 1 K2, a punkt P na punkt
P’ lezacy na prostej K2

Nastepnie wprowadzmy uktad wspotrzednych, taki jak w obszarze (9)

Oznaczmy:

o - kat pod jakim nachylona jest dwusieczna do osi OX,

(x0, 0) — wspotrzgdne punktu P,

d — odlegtos¢ srodka szukanego okregu od poczatku ukt. wspotrzednych,

v
b K’

Sd (xdayd)/,/// \

d

v

P (x0,0) K2’

Woéwczas dane szukanego okr¢gu mozemy zapisa¢ w postaci uzaleznionej od
parametru d:

Sa = (Xa, Yo) = (d cosa, d sina) — wspoirzedne srodka szukanego okregu,
rq = d sina - promien szukanego okregu.

Warunek na styczno$¢ zewngtrzna szukanego okrggu K do prostej K2° w punkcie
P mozemy zapisa¢ w nastgpujacy sposob:

d>=x;+r]

Podstawiajac xo i 74 otrzymujemy:
a’z(l—sin2 oc)—x§ =0

jest to rownanie kwadratowe postaci
ad> +c=0

mogace mie¢ tylko jedno rozwiazanie wigksze od zera, wobec czego w obszarze
(10) moze istnie¢ tylko jeden okrag Apolloniusza.
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10. Dwokat ze stycznosci. lo$¢ rozwiazan 0

Dowdd: wynika z obserwacji 1.
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11.  Obszar miedzy okrggiem a dwokatem ze stycznosci. [1o$¢ rozwiazan 6

Dowod:
S

h

7o

; |
K.

K’ (2’

K1’

Przeksztalémy obszar S przez inwersje /(O, r) taka, ze punkt O lezy w punkcie
stycznosci okregdw K/ i K2. Wowczas obszar S przeksztalci si¢ na obszar S,
okrag K/ na prosta K/’, okrag K2 na prosta K2’ prostopadia do K7’ , a okrag K3
na okrag K3’, lezacy w obszarze S migdzy prostymi K/’ i1 K2’
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Nastgpnie wprowadzmy uklad wspotrzednych, taki ze prosta K2’ pokrywa si¢ z
osia OX, a srodek okregu K3’ lezy w na osi OY.

Oznaczmy:

O (0, yo) — $rodek okregu K3,

ro — promien okregu K3,

y = 2a — roéwnanie prostej K/’

S (x0, a) — wspotrzedne $rodka okregu stycznego do K717, K2'1 K3,
r = a - promien okregu stycznego do K/', K2' 1 K3,

K1’

ok >

Zapiszmy teraz warunek na styczno$¢ zewngtrzna szukanego okrggu K oraz
okregu K3:

1SO|=a+r,
wyliczamy:
x, +(a-y,) =a+r,
x* = (v, +r) (2a+y,—r,)=0

jak widac jest to réwnanie kwadratowe postaci:

x*+c=0

ktoére poniewaz ¢ < 0 bo r <y,, ma dwa rozwigzania.
Analogicznie postepujemy w przypadku styczno$ci wewngtrzne;j:
|SO| =a-r,

wyliczamy:

x02 +(a—y0)2 =a—rn

2
X _(J/O _ro)'(2a+J’0 +Vo): 0
jest to réwniez rownanie kwadratowe postaci:

x“+c=0
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ktoére poniewaz ¢ < 0 bo ry <y, ma dwa rozwiazania.
Uwaga: Okregi styczne do K/ i K2 w punkcie O oraz do K3, moga istnie¢ co
najmniej dwa takie okregi, przeksztalcaja si¢ na proste rownolegte do K7’ 1 K2’

oraz styczne do K3’. Wynika to z [T 1 V wlasnosci inwersji (str. 4).

Ostatecznie w obszarze 11 istnieje sze$¢ okrggéw Apolloniusza.

12. Dwokat ze stycznosci z punktem stycznos$ci. [los¢ rozwiazan 1
Dowdd:

K1’

Przeksztatémy obszar S przez inwersj¢ /(O, r) taka, ze punkt O lezy w punkcie
styczno$ci okregdéw K1 1 K2. Wowczas obszar S przeksztalci si¢ na obszar S,
okrag K1 na prosta K/’, okrag K2 na prosta K2’ prostopadla do K7’ , a punkt P
na punkt P’, lezacy w na prostej K/7'.

Nastepnie wprowadzmy uktad wspotrzednych, taki ze prosta K/’ pokrywa si¢ z
osig OX, a punkt P’ lezy w $rodku uktadu wspoirzednych.

Oznaczmy:

Strona 60



y = 2a — réwnanie prostej K2’
S (0, a) — wspodirzedne srodka okregu stycznego do K/’ , K2° w punkcie P’,
r = a - promien okregu stycznego do K/, K2’ 1 K3’,

y
a K2’

\4

P KI’

Jak wida¢ w obszarze (12) istnieje tylko jeden okrag Apolloniusza.

13. Trojkat. [lo$¢ rozwiazan 1
a) z trzech przecigé

0y

b) z trzech stycznosci

¢) z dwoch przeciec 1 stycznosci d) z dwoch stycznosci 1 przecigcia




Przeksztatémy obszar S przez inwersj¢ /(O, r) taka, ze punkt O lezy w punkcie
przecigcia okregow K7 1 K2. Wowczas obszar S przeksztalci si¢ na obszar S,
okrag KI na prosta K/’, okrag K2 na prosta K2’, przecinajaca prosta K/’ pod
takim samym katem pod jakim przecinaja si¢ okregi K/ 1 K2, a okrag K3 na okrag
K3

Nastepnie wprowadzmy uktad wspédtrzednych, taki ze prosta K2’ lezy na osi OX a
prosta K/’ nad osia OX.

Oznaczmy:

o - kat pod jakim nachylona jest dwusieczna kata K7° O K2’ do osi OX,

d > 0— odlegtos¢ srodka szukanego okregu od poczatku ukt. wspotrzednych,
(x3, ¥3), rs — wspOtrzedne $rodka i promien okregu K3

A
KI’

K3’

Sd (Xd,J/d)/,// \

d

K2’

\4

Woéwczas dane szukanego okr¢gu mozemy zapisa¢ w postaci uzaleznionej od
parametru d:
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Sa = (Xa, Yo) = (d cosa, d sina) — wspoirzedne srodka szukanego okregu,
rq = d sina - promien szukanego okregu.

Warunek na styczno$¢ zewngtrzna szukanego okrggu K do okregu K3’ mozemy
zapisa¢ w nastgpujacy sposob:

(x, —dcosa) +(y, —dsina) =(r, —dsina)’
cos” ad’ + (2r, sino — 2x, cosa — 2y, sina)d + x; + y; =7, =0
otrzymali§my rownanie kwadratowe postaci

ad* +bd +c=0

robwnanie to moze mie¢ dwa rozwiazania, jednak jedno z nich zawsze begdzie
mniejsze od zera, a wigc sprzeczne z zatozeniem, co zaraz udowodnimy:

ze wzorow Viete’a wiemy, ze
_c
xl . xz —_ —
a

podstawiajac otrzymamy

2 2 2
X; + -
3 y; 3 <0
cos” o
poniewaz
2 2 2
X3 +yy <n

tak wigc w obszarze (13) moze istnie¢ tylko jeden okrag Apolloniusza.
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14. Czworokat z dwoch przecigé. Ilo$¢ rozwiazan 2

X 200

Dowod:

Przeksztalémy obszar S przez inwersje /(O, r) taka, ze punkt O lezy w punkcie
przecigeia okregdw K1 1 K2. Wowczas obszar S przeksztalci si¢ na obszar S,
okrag KI na prosta K/’, okrag K2 na prosta K2’ przecinajaca prosta K/’ pod
takim samym katem pod jakim przecinaja si¢ okregi K/ 1 K2, a okrag K3 na okrag
K3’ przecinajacy prosta K2

Dalsza czg$¢ dowodu przeprowadzamy w ten sam sposob co dowod na styczno$¢
zewnetrzna dla obszaru (9).

Strona 64



1. Czworokat z dwoch stycznosci. [lo$¢ rozwigzan 4

Dowod:

/7,

K1’ K2’

K1

Przeksztatlémy obszar S przez inwersje /(O, r) taka, ze punkt O lezy w punkcie
stycznos$ci okregow K1 i K2. Wowczas obszar S przeksztalci si¢ na obszar S,
okrag K1 na prosta K/’, okrag K2 na prosta K2’ prostopadla do K7’ , a punkt P
na punkt P’, lezacy na prostej K2'.

Nastepnie wprowadzmy uktad wspotrzednych, taki ze prosta K2’ pokrywa si¢ z
osig OX, a srodek okregu K3’ lezy w na osi OY.

Oznaczmy:

O (0, y,) — $rodek okregu K3,

ro= Yo — promien okrggu K3,

y = 2a — roOwnanie prostej K/’

S (x, a) — wspotrzedne srodka okregu stycznego do K/1°, K2°1 K3,
r = a - promien okrggu stycznego do K/, K2'1K3’,
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K1’

X

[
»

K2’

Zapiszmy teraz warunek na styczno$¢ zewngtrzna szukanego okregu K oraz
okregu K3

|SO| =a+r,
wyliczamy:
x,) +(a-y,) =a+r,

x’ —(yo +r0)~(2a+y0 —r0)=0
jak wida¢ jest to rbwnanie kwadratowe postaci:

x"+a=0

ktére poniewaz ry = yo (a<0), ma dwa rozwiazania.

Analogicznie postgpujemy w przypadku stycznosci wewngtrzne;j:
|SO|=a-r,

wyliczamy:

x02 +(a_J’0)2 =a—rn

x? _(yo —ro)-(2a+y0+r0)=0

jest to réwniez rownanie kwadratowe postaci:

x*+a=0

ktdre poniewaz ry =y (a=0), ma tylko jedno rozwiazanie.

Istnieje jeszcze jedno rozwiazanie w postaci prostej stycznej do K3’ 1 rownolegtej
do K1’ oraz K2’ o rOwnaniu y=y,+ ry

Ostatecznie w obszarze (14) istnieja cztery okregi Apolloniusza.
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2. Czworokat z przecigcia i styczno$ci. Ilos¢ rozwigzan 3

Dowod:

Y
[N N
N

K2’

Przeksztatlémy obszar S przez inwersje /(O, r) taka, ze punkt O lezy w punkcie
stycznosci okregdw K/ 1 K2. Wowczas obszar S przeksztalci si¢ na obszar S,
okrag K1 na prosta K/’, okrag K2 na prosta K2’ prostopadla do K/, a okrag K3
na okrag K3’ przecinajacy prosta K/’

Nastegpnie wprowadzmy uktad wspotrzednych, taki ze prosta K2’ pokrywa sig z
osig OX, a $rodek okregu K3’ lezy w na osi OY.

Oznaczmy:

O (0, yo) — $rodek okrggu K3,

ro — promien okrggu K3,

y = 2a — roOwnanie prostej K/’

S (x, a) — wspotrzedne srodka okregu stycznego do K71°, K2°1 K3,
r = a - promien okreggu stycznego do K/’, K2'1K3’,
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S
_________ P I
X, a 3
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0 o *
\/ K2’ v

Zapiszmy teraz warunek na styczno$¢ zewngtrzna (w tym obszarze mamy do
czynienia tylko ze styczno$cia zewnetrzna) szukanego okregu K oraz okregu K3

1SO|=a+r,
wyliczamy:
x, +(a-y,) =a+r,
x* = (v, +1r,) (2a+y,—1,)=0

jak widac jest to réwnanie kwadratowe postaci:

x> +a=0

ktére poniewaz y,-ro>0 (a<0), ma dwa rozwiazania.

Otrzymane rozwiazania uzupetnia trzecie, prosta styczna do K3’ oraz rownolegla
do K1’ 1 K2’ o rébwnaniu y=y,+ ry

Ostatecznie w obszarze (15) moga istnieja trzy okregi Apolloniusza.

4.2. Podsumowanie

Mimo, ze sama analiza wszystkich obszarow powstajacych w wyniku
podzialu plaszczyzny przez trzy okrggi nie daje ogolnej mozliwosci dowodu
hipotezy o maksymalnej iloSci rozwiazan zagadnienia Apolloniusza. Jest ona
doskonatym ,katalogiem” pozwalajacym na szybkie policzenie ilo$ci rozwiazan
dla dowolnego uktadu okrggow.
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5. Algebraiczny dowdd istnienia co najwyzej oSmiu okregow
stycznych do trzech danych okregow.

(7

Rozwiazania uktadow roéwnan (7) daja nam wspdtrzedne Srodkow i
promienie wszystkich okrggdw stycznych do trzech danych okrggow. Jak widac¢
uktadow tych jest osiem. Wypiszmy wszystkie mozliwe kombinacje znakéw +
wystepujacych w tych rownaniach:

. + - + + + - -
a) - by + ¢ + d) - e) + ) - g + h) -
- + + + - - - +

Teoretycznie kazdy z nich moze mie¢ az osiem rozwiazan, okazuje si¢ jednak, ze
po odjeciu stronami dowolnych dwdch rownan powstaje réwnanie liniowe np.
odejmijmy réwnanie drugie od rdwnania pierwszego otrzymamy:

xl(xl —x)+x2(x—x2)+yl(y1 —y)+yz(y—y2)+rl(rirl)+r2(rir2)=0

Roéwnanie to ma najwyzej jedno rozwiazanie, a uktad dwoch réwnan, z ktérych
jedno jest liniowe, a drugie kwadratowe ma maksymalnie dwa rozwiazania. Tak
wigc osiem takich uktadow rownan daje nam maksymalnie szesnascie rozwiazan.
Dlaczego wiec okregdéw Apolloniusza jest najwyzej osiem?

Przeanalizujmy nastgpujacy przypadek:

Tabela rozwiarari ukkXadu rdwnari !

12 » = 0. ooooo00 y = 12 .000000 r = 4. 000000
22 o= 12.000000 Y = -2 . 000000 r = 4. 000000
32 * = —10.000000 Y = 0. 000000 r = 2. 000000
sts » L] r
1> 0  0O.620471 = D.388975 2 -7.627592
2 0o  1.%26160 = 1.336709 = -14.802102
3» o 0.874700 = -9.274564 = -17.292538
L [n] -2.421384 4.545944 —-11.837478
) o 53.964309 4.626351 —-13.237386
€» o 1.0651% = 6.344436 = —-9.754993
T o 4.374950 —-2.079212 —-11.701045
82 o —2.697255 —2.451790 —-10.704290

9y o 1.?2s160  1.,336709 = 14.802102
10y 0O  D.620471 = D.3889Y5 22 T.627592
11y 0 1.065176 = 6.344436 = 9.754998
123 o 4.374950 -3.079212 11.701045
133 o —-2.697255 -2.454790 10. 704290
14y [0 0.874700 = -9.274564 = 17.292538
153 o -2.421384 4.545944 11.837478
163 o 5.564309 4.626551 13.237386
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Interesuja nas tylko te rozwiazania, ktore maja sens geometryczny (r>0). Latwo
zauwazy¢, ze potowa z otrzymanych rozwiazah nie spetnia tego warunku
poniewaz r<0. Jak wida¢ z tabeli rozwigzan istnieje pewna zalezno$¢ migdzy
parami rozwiagzan zaznaczonymi tym samym kolorem (wspoirzgdne X 1 Y sa
sobie réwne natomiast promienie rdézniag si¢ miedzy soba tylko
znakiem).wypiszmy te pary:

(a, b); (c, 1); (d, g); (e, h);

Zamiast liter wstawmy odpowiednie znaki:

-+ -+ + — + —
_’+9 +’_9 _’+; +’_;
-+ + - + — -+

Sa to pary skladajace si¢ z uktadow réwnan o przeciwnym ustawieniu znakow w
ostatnim nawiasie np:

) (8.2)

(8.b)

Zatézmy, ze trojka xy, y, 7o bedzie rozwiazaniem uktadu (8.a). Twierdze, ze
woweczas trojka xo, vy, -7y jest rozwiazaniem uktadu (8.b).
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Dowod:

Wstawmy x,, y,, ¥o do uktadu (8.a):

yyﬂgkfn—%§=%_%;
Yo 7% =) =\n-n
(xg = x, ) + (g =y ) =(r,—1,) (9.a)

((xo - X ))2 + ((yo -V ); = ((rl + ((_ r ))))22
Xy =X, ) =(r + (=7
(xo - x3) ( —y, )2 _ (r3 N (_ r, ))2 (9.b)

jest to uktad (8.b), ktérego rozwiazania sa odpowiednio réwne xo, yy, -¥o , Z tej
pary rozwiazan tylko jedno ma sens geometryczny, a wigc dwa uklady rownan o
przeciwnych znakach w ostatnim nawiasie odpowiedniego réwnania daja
maksymalnie dwa rozwiazania, w ktorych r>0. Wszystkich par jest cztery, czyli

ostatecznie wszystkich rozwiazan dajacych okregi styczne do danych trzech
okrggdw moze by¢ maksymalnie 8.
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