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Wstep

W mojej pracy licencjackiej chce poruszy¢ problem liczby przecieé¢ przekat-
nych w wielokacie foremnym. Praca bedzie miata charakter elementarnego zilustrowa-
nia i cze$ciowego uzasadnienia trudnych twierdzen znanych z literatury.

W rozdziale pierwszym znajduje si¢ wprowadzenie do poruszanego problemu
liczby przecie¢ przekatnych w wielokacie foremnym. We wprowadzeniu znajduja sie
wyjasnienia terminéw, ktore beda uzywane przez calg prace takie jak liczba przecieé¢
przekatnych w wielokacie foremnym, punkty przeciecia przekatnych wielokata forem-
nego, punkty wielokrotne. W rozdziale tym znajduje si¢ réwniez gérne oszacowanie
liczby przecieé¢ przekatnych przez (2) oraz wzor na liczbe przecie¢ przekatnych w nie-
parzystokatach foremnych wraz z ilustracjami na przykladach pieciokata foremnego i
siedmiokata foremnego.

W drugim rozdziale wyprowadzimy ogdlny wzor na liczbe przecieé¢ przekat-
nych w wielokatach foremnych, gdy znana jest liczba punktéow wielokrotnych i ich
krotnosé.

Trzeci rozdzial zostatl poswiecony tematowi oszacowania liczby przecieé¢ prze-
katnych w parzystokatach foremnych. Rozwazymy w nim trzy najbardziej podstawowe
konfiguracje przecinania sie wiecej niz dwoch przekatnych. Zilustrujemy tez na przy-
ktadach osmiokata i dziesigciokata foremnego uzyskane w tym rozdziale oszacowanie
(ktore w tych przypadkach daje doktadne wyliczenie).

W czwartym rozdziale skonfrontujemy twierdzenie wyprowadzone w trzecim
rozdziale ze wzorem Bjorna Poonena i Michaela Rubinsteina.

Dzieki elementarnemu charakterowi tej pracy jest ona przystepna juz dla
uczniow liceum.

Chcialabym serdecznie podziekowaé¢ promotorowi Panu Jackowi Swigtkow-
skiemu za poswiecony czas, cenne uwagi i zyczliwos¢.

Marcelina Chodorowska



1 Najprostsze wyliczenia i oszacowania

Punktami przeciecia przekatnych wielokata foremnego bedziemy nazywacé
punkty nalezace do wiecej niz jednej przekatnej, rézne od wierzchotkéw wielokata. Row-
nowaznie, sg to punkty wspolne przekatnych wielokata znajdujace sie w jego wnetrzu.
Zgodnie z tym, przecinajgcymi sie przekgtnymi bedziemy nazywaé takie przekatne,
ktore maja punkt wspdlny wewnatrz wielokata.

Na liczbe punktow przeciecia przekatnych w n-kacie foremnym bedziemy sto-
sowaé oznaczenie m,,. Celem pracy jest uzyskanie jak najwiecej informacji o liczbach
My

1.1 Ogoblne oszacowanie z gory przez (Z)

Twierdzenie 1.1.1. Liczba przecieé przekgtnych w n-kqcie foremnym jest nie wieksza
niz (Z) Zapisujgc wzorem dostajemy:

m < (3)

Dowdd. W wielokacie kazde cztery rézne wierzcholki okreslaja dwie przecinajace sie
przekatne. Liczba par przecinajacych sie przekatnych to (Z) Jednak punkty przeciecia
dla niektoérych par przekatnych moga sie pokrywaé, stad nieréwnosé. O

1.2 Punkty wielokrotne

Dlaczego w Twierdzeniu 1.1.1 potrafimy tylko oszacowac z gory interesujaca
nas liczbe m,,? W jakich przypadkach liczba (Z) dajaca goérne oszacowanie bedzie za
duza? Kiedy m,, < (}), a kiedy m,, = (})?

Popatrzmy na ponizszy szeSciokat foremny i jego wyrdznione przekatne.

Ay

Asg Ay
S

As As
Ay

W powyzszym szesciokacie foremnym trzy przekatne: Ay Ay, AsAs, AsAg prze-
cinaja sie w $rodku wielokata w punkcie S - punkt S jest tzw. trzykrotnym punktem
przeciecia. Przekatne te tworza trzy pary przecinajacych sie przekatnych, ale wszystkim
tym parom odpowiada ten sam punkt przeciecia (S), stad: mg < (g).



Punkty, w ktérych przecinaja sie wiecej niz dwie przekatne nazywamy punk-
tami wielokrotnymi. Punkt, w ktérym przecina sie dokladnie & przekatnych nazy-
wamy k-krotnym punktem przeciecia przekatnych wielokata. Z dowodu Twier-
dzenia 1.1.1 wynika nastepujacy wniosek.

Whiosek 1.2.1. (a) Jesli wn-kqgcie foremnym wystepujq tylko punkty dwukrot-
ne (tzn. w jednym punkcie przecinajq sie tylko dwie przekgtne) to m,, = (Z)

(b) Jesli w n-kqcie foremnym wystepujq punkty wielokrotne to m, < ().

Uwaga 1.2.1. W dowolnym parzystokqcie foremnym (z wyjgtkiem kwadratu) zawsze
bedq przeciecia wielokrotne, miedzy innymi jego Srodek, w ktorym przecinajg sie wszyst-
kie przekgtne bedgce Srednicami okregu opisanego na tym wielokgcie. Zatem dla 2n-
kqgtow (gdzie n > 3 ) nieréwnosé jest ostra:

ma < ().
1.3 Liczba przecieé¢ przekatnych dla nieparzystokatow forem-
nych

Twierdzenie 1.3.1. W nieparzystokqgtach foremnych liczba przecieé przekgtnych wy-
nosi zawsze (2”:1).

Oznacza to, ze dla dowolnych dwoch, roznych par przecinajacych sie przekat-
nych punkty przeciecia z tych par sg rozne. Czyli nie istnieje punkt trzykrotny. Dowod
tego twierdzenia przekracza material tej pracy, dlatego sprawdzimy je tylko na dwoch
ponizszych przyktadach. Natomiast doktadny dow6éd mozna znalezé w pracy dr.hab.
Wojciecha Guzickiego "O przekatnych wielokatow foremnych"[2].

Przyklad 1.3.1. Pieciokqt foremny.

Ay

As

Ap

A4 A3

Widzimy, ze pieciokat foremny ma pie¢ punktéow przeciecia przekatnych. W
tym wielokacie nie bedzie punktéw wielokrotnych poniewaz, aby byl co najmniej punkt
trzykrotny musiatby by¢ okreslony przez szesé réznych wierzchotkéw, a jest ich pieé.

Zatem wzor m,, = (Z) dla n=>5 zachodzi, to znaczy ms = (Z):5.



Przyklad 1.3.2. Siedmiokqgt foremny.

Ay

A5 A4

W tym wielokacie sytuacja jest troche bardziej skomplikowana. Nalezy wy-
kluczy¢ istnienie punktow trzykrotnych. Punkty czterokrotne (i wieksze) nie istnieja
poniewaz musialyby okresla¢ osiem réznych wierzchotkéw, a jest ich siedem.

Nalezy zatem wykluczy¢ przypadek, ze w jednym punkcie przecinaja sie trzy
przekatne. Co prawda jest to widoczne na rysunku powyzej, chcemy jednak przepro-
wadzi¢ §cisle uzasadnienie, niezalezne od rysunku, ktéry moze by¢ niedoktadny albo
tendencyjny.

W tym celu rozwazymy trzy przypadki par przecinajacych sie przekatnych
i sprawdzimy, ze przez ich punkt przeciecia nie moze przechodzié¢ trzecia przekatna
siedmiokata foremnego.

e Dwie dowolne przecinajace sie przekatne, ktorych konce dzielg okrag opisany na
siedmiokacie foremnym w stosunku 2 do 5.

A

Kazda przecinajaca sie para takich przekatnych musi wygladaé¢ tak jak na rysun-
ku powyzej. Koniec trzeciej przekatnej przechodzacej przez punkt przeciecia sie
wyjsciowej pary przekatnych, musiatby wyznacza¢ nowy wierzchotek (tzn. rozny
od widomych na rysunku) siedmiokata foremnego, sytuacja jest niemozliwa - nie
ma wiec w tym przypadku punktu trzykrotnego.



e Dwie dowolne przecinajace sie przekatne takie, ze korice jednej z nich dziela okrag
opisany na siedmiokacie foremnym w stosunku 2 do 5, a konce drugiej przekatnej
w stosunku 3 do 4.

A

Kazda przecinajaca sie para takich przekatnych musi wygladaé¢ tak jak na rysun-
ku powyzej. W tym przypadku argumentacja jest taka sama jak w poprzednim
podpunkcie. Zatem punkt przeciecia takich przekatnych nie moze byé punktem
trzykrotnym.

e Dwie dowolne przecinajace sie przekatne takie, ze ich konce dziela okrag opisany
na siedmiokacie foremnym w stosunku 3 do 4.

Kazda przecinajaca sie para takich przekatnych musi wygladac tak jak na rysunku
(a) lub (b). W obydwoch przypadkach widzimy, Ze istnieje wierzchotek, z ktorego
mogtaby wychodzié przekatna przechodzaca przez punkt przeciecia wyjsciowej
pary przekatnych, ale wtedy bylaby ich symetralng (rysunki (a) ¢ i (b) d), zatem
zawieralaby sie w $rednicy okregu opisanego na siedmiokacie foremnym, a w
nieparzystokatach takie przekatne nie wystepuja. Zatem punkt przeciecia takich
przekatnych nie moze by¢ punktem trzykrotnym.

Wykluczylismy istnienie punktéw wielokrotnych w siedmiokacie foremnym,
zatem my7 = (Z) = 35.



2 Niepraktyczny wzor

Spréobujmy doktadniej opisaé liczbe przecieé¢ przekatnych w wielokatach forem-
nych w sytuacji, gdy wystepuja wielokrotne punkty przeciecia. Wiemy z Twierdzenia
1.1.1, ze m,, < (Z) Wiemy tez, ze kazdy punkt wielokrotny oznacza istnienie réz-
nych przecinajacych sie par przekatnych, dla ktorych punkt przeciecia jest ten sam.
Popatrzmy na ponizszy rysunek.

Punkt D jest punktem trzykrotnym, w tym samym punkcie przecinaja sie pary
przekatnych: A1 Ag z As A7, A1 Ag z AyAg, AyAg 7 As A7. Wyrazenie (i) zlicza punkt D
trzy razy. Nalezy wiec odjaé¢ od liczby (i) zbedny nadmiar liczby par przecinajacych
sie przekatnych, ktory dla punktu D wynosi 2.

Ogolnie nadmiar liczby par przekatnych przecinajacych sie w jednym punkcie
to liczba o jeden mniejsza niz liczba wszystkich mozliwych par przekatnych przecina-
jacych sie w tym punkcie.

Uwaga 2.1. W punkcie d-krotnym (dla d > 3) przecina si¢ (g) roznych par przekat-
nych.

Uwaga 2.2. Niech p oznacza punkt wielokrotny, a &(p) oznacza nadmiar liczby par
przekgtnych przecinajgcych sie w punkcie p.

Jesli p jest punktem d-krotnym (d > 3) to &(p)= (g) - 1.
Z Uwagi 2.1 oraz Uwagi 2.2 wynika nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2.1. Liczba punktow przeciecia w n-kgcie foremnym wynosi

gdzie sumowanie odbywa sie po punktach wielokrotnych p, za$ &(p) to nadmiar liczby
par przecinajgcych sie przekgtnych w punkcie p.

Z Uwagi 2.1, Uwagi 2.2 i Twierdzenia 2.1 wynika nastepujaca zaleznosc.



Twierdzenie 2.2. Liczba punktow przeciecia w n-kgcie foremnym wynosi

n dp
= (3)-2(3) -
P
gdzie dy, to krotnos¢ punktu wielokrotnego p, zas Zp oznacza sumowanie po zbiorze
wszystkich punktow wielokrotnych p.

Powyzszy wzor, cho¢ doktadny, w praktyce nie pomaga w wyznaczeniu liczby
my, z tego wzgledu, ze nie znamy wszystkich rodzajéw punktéw wielokrotnych oraz ich
ilogci.

2.1 Srodek S wielokata foremnego

W érodku parzystokata foremnego przecinaja sie przekatne, ktore sg srednicami
okregu na nim opisanego. Takich przekatnych w 2n-kacie foremnym jest n.
Niech S bedzie srodkiem 2n-kata foremnego. Woéwcezas w S spotyka sie n
przekatnych, S jest wiec punktem n-krotnym.

Ay
Ag A2
S
A7 A
Ag Ay
As

(a) W 6-kacie foremnym (b) W 8-kacie foremnym (¢) W 10-kacie foremnym
punkt S jest punktem punkt S jest punktem czte- punkt S jest punktem pie-
trzykrotnym. rokrotnym. ciokrotnym.

Na podstawie Uwagi 2.2 dla srodka S w 2n-kacie foremnym mamy

&(S)=(3) - 1.

Whniosek 2.1.1. Ze wzoru z Twierdzenia 2.2 otrzymujemy oszacowanie

Map < (22) — (Z) + 1, przy czym rownosSé zachodzi jedynie wtedy, gdy w 2n-kqcie nie

ma innych wielokrotnych punktow przeciecia niz jego $rodek S.



Przyklad 2.1.1. SzeSciokqgt foremny.

Ay

Ag A
S

As Ay
Ay

Szesciokat jest parzystokatem, w ktorym jedynym wielokrotnym punktem
przeciecia przekatnych jest jego srodek, ktory jest punktem trzykrotnym. Stad na pod-

stawie Wniosku 2.1.1 mamy réwnos$¢ mg = (i) — (g) +1=15-34+1=13.

3 Ogoblne oszacowanie dla parzystokatow

Na potrzeby tego rozdziatu liczbe wierzchotkow w parzystokacie foremnym
bedziemy oznaczaé¢ przez 2n.

W tym rozdziale dokonamy kolejnych obserwacji, ktore pozwola, wyprowadzié
oszacowanie liczby ma,, znacznie lepsze niz to z Wniosku 2.1.1.

3.1 Punkty wielokrotne na przekatnych bedacych osiami syme-
trii - r6zne od srodka S
Zastan6éwmy sie w jakich innych sytuacjach trzy przekatne w parzystokacie
foremnym przecinaja sie w jednym punkcie. Mamy taka sytuacje, jesli dwie przekat-
ne nie bedace srednicami sa symetryczne wzgledem osi symetrii, ktora jest przekatna
bedaca $rednica. Popatrzmy na rysunek ponizej.

A

A12

10



Przekatna A;A;; w dwunastokacie foremnym jest symetryczna wzgledem
przekatnej A; A7 do przekatnej AsAi. Punkt P jest punktem wielokrotnym réznym
od srodka S dwunastokata. Przyjrzyjmy sie ponizszym rysunkom.

Punkt P jest ten sam dla kazdej przecinajacej si¢ pary przekatnych z rysun-
kow (a), (b), (c). Kazda taka para jest policzona jeden raz w wyrazeniu (24"). Przy
zliczaniu punktoéw przeciecia przekatnych mozna pominaé pary przekatnych takich jak
na rysunkach: (a) i (b), poniewaz punkt przeciecia tych par jest taki sam jak punkt
przeciecia pary na rysunku (c).

Wyznaczymy liczbe wszystkich par przekatnych takich jak na rysunkach (a) i
(b). Sa to takie pary przekatnych, w ktoérych jedna przekatna jest srednica, zas druga
nie jest $rednica i nie przecina pierwszej prostopadle (bo wtedy jest symetryczna sama
do siebie wzgledem ustalonej przekatnej §rednicy).

Przyjrzyjmy sie ponizszym rysunkom.

(a) (b)

Ustalmy jedna przekatng bedaca $rednica - na rysunkach jest to przekatna
pionowa. Nastepnie ustalmy dowolny wierzchotek P lezacy po wybranej stronie tej
przekatnej (w tym przypadku po lewej jej stronie), punkt S bedacy srodkiem okregu
opisanego na wielokacie foremnym oraz punkt @ lezacy na okregu na przeciwko punktu
P po prawej stronie ustalonej przekatnej - $rednicy.

Ustalona przekatna - Srednica dzieli wszystkie wierzchotki parzystokata forem-
nego, ktorych jest 2n na n — 1 wierzchotkéw po jej lewej stronie i n — 1 wierzchotkow
po jej prawej stronie.

Liczba przekatnych wychodzacych z punktu P przecinajacych ustalona prze-
katna - $rednice wynosi zatem n — 1.

11



Na rysunku (a) jedna z przekatnych wychodzacych z punktu P (wyrézniona)
przecinajaca ustalona przekatng - srednice przechodzi przez punkt S zatem jest $rednica
okregu. Liczba przekatnych wychodzacych z punktu P z pominieciem przekatnej -
$rednicy wynosi n — 2.

Na rysunku (b) wyrozniona przekatna PQ jest prostopadla (symetryczna sa-
ma do siebie) wzgledem ustalonej przekatnej - érednicy. Nie ma wiec przekatnej syme-
trycznej do PQ innej od niej samej, co oznacza, ze punkt przeciecia tych przekatnych
nie bedzie punktem wielokrotnym o rozstrzyganym charakterze.

Dlatego liczba przekatnych wychodzacych z punktu P z pominieciem przekat-
nej - $rednicy oraz przekatnej prostopadlej wzgledem ustalonej przekatnej - $rednicy
wynosi n — 3.

7 kazdego z n — 1 wierzchotkéw po jednej stronie ustalonej przekatnej - $red-
nicy, po wykluczeniu szczegolnych przekatnych wyr6znionych na rysunkach (a) i (b),
wychodzi n — 3 przekatnych.

A zatem liczba rozwazanych par przekatnych, w ktorych jedna jest ustalong
$rednicg to (n—1)(n—3). To spostrzezenie jednak nie jest catkiem dokladne, i wymaga
niewielkiej korekty.

Przypatrzmy sie przekatnym prostopadlym (symetrycznym samym do siebie
wzgledem ustalonej przekatnej-srednicy) w 2n-katach foremnych. Rozpatrzymy przy
tym dwa przypadki, w zaleznosci od parzystosci liczby n.

T~

/\\ AN

\\/ / ~— 1

(a) n nieparzyste (b) n parzyste

Zauwazmy, ze gdy n jest parzyste, wowczas jedna przekatna prostopadia do
ustalonej przekatnej-srednicy sama tez jest przekatna-srednica, wiec nie nalezy jej dwu-
krotnie wyklucza¢. Prowadzi to do ponizszego wniosku.

Whniosek 3.1.1. 1. Jesli n jest nieparzyste wowczas liczba par przekatnych, w kto-
rych jedna jest ustalong Srednica, za$ druga nie jest Srednicg i nie jest prostopadta
do pierwszej wynosi (n — 1)(n — 3).

2. Jeslin jest parzyste wowczas liczba par przekgtnych, w ktorych jedna jest ustalong
Srednicg, zas druga nie jest Srednicq i nie jest prostopadta do pierwszej wynosi
(n—1)(n—=3) 41 (bo dla jednego z wierzchotkéw przekgtna prostopadia z niego
wychodzgca sama tez jest przekatng-srednicg).

Biorac pod uwage wszystkie przekatne - srednice w 2n-kacie foremnym, kto6-
rych jest n, dostajemy ponizszy wniosek.
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Whiosek 3.1.2. Liczba wszystkich przecinajgcych sie par przekgtnych, z ktorych jedna
jest $rednicq, za$ druga nie jest Srednicg i nie przecina pierwszej prostopadle wynosi :

1. (n—=1)(n—3)n dla n nieparzystych,
2. (n—=1)(n—=3)+1)n dla n parzystych.

3.2 Wyprowadzenie nieré6wnosci

Aby uzyska¢ dokladniejsze oszacowanie liczby przecie¢ przekatnych niz we
‘Whiosku 2.1.1 w parzystokatach foremnych, nalezy od liczby (22 )

e 0dja¢ nadmiar par przekatnych przecinajacych sie w srodku S parzystokata fo-
remnego

(3) -1

e oraz odja¢ pary przecinajacych sie przekatnych nie wymagajacych zliczania opi-
sanych w poprzednim podrozdziale

— dla n nieparzystych
((n=1)(n=3))n
— dla n parzystych
(n=1(n-3)+1)n
Przez co otrzymujemy twierdzenie:

Twierdzenie 3.2.1. W 2n-kqtach foremnych
1. dla n nieparzystych
man < (%) = ((5) =1) = (n = 1)(n = 3))n,
2. dla n parzystych
Moy < (25) — ((g) —1)=((n=1)(n=3)+1)n.
Uwaga 3.2.1. W wyprowadzonej nierdwnosci zachodzi rownosé gdy jedynymi punk-

tami wielokrotnyma roznymi od srodka sq wyzej opisane punkty na Srednicach i kazdy
taki punkt jest doktadnie trzykrotnym punktem przeciecia.
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3.3 Ilustracja na przykladach o$miokata foremnego i dziesiecio-
kata foremnego

Przyklad 3.3.1. Osmiokgt foremny.

Ay
Ag Ay
S,
A7 Az
Ag Ay
As

W os$miokacie foremnym mamy punkty dwukrotne, punkty trzykrotne, i jeden
punkt czterokrotny. Punkty trzykrotne wystepuja tylko na srednicach, a punkt cztero-
krotny to srodek S w ktérym przecinaja sie srednice. Poniewaz n=4 z Twierdzenia
3.2.1 (2) oraz z Uwagi 3.2.1 otrzymujemy doktadna liczbe przecie¢ przekatnych:

ms=(3)—((3)—1)—((4—1)(A-3)+1)4=70—-5—16 =49

Przyklad 3.3.2. Dziesieciokat foremny.

W dziesieciokacie foremnym mamy punkty dwukrotne, punkty trzykrotne, i
jeden punkt pieciokrotny. Punkty trzykrotne wystepuja tylko na $rednicach, a punkt
pieciokrotny to srodek S w ktorym przecinaja sie §rednice. Poniewaz n=5 z Twierdze-
nia 3.2.1 (1) oraz z Uwagi 3.2.1 otrzymujemy dokladna liczbe przecieé¢ przekatnych:

mio= () — () —1) = (5—1)(5—3)5 =210 — 9 — 40 = 161
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3.4 Inne konfiguracje punktéow wielokrotnych

Zastandéwmy sie w jakiej jeszcze innej sytuacji trzy przekatne parzystokata
foremnego przecinaja si¢ w jednym punkcie. Skorzystamy tutaj z tego, ze dwusieczne
katow trojkata przecinaja sie w jednym punkcie.

Na potrzeby tego rozdziatu wprowadzimy termin tuk jednostkowy, ktorym
jest dowolny fragment okregu opisanego na wielokacie zawarty pomiedzy dwoma sa-
siednimi wierzchotkami wielokata.

Rysunek 7: Dwusieczne katow trojkata ABC przecinaja sie¢ w punkcie D.

Rozwazmy trzy wierzchotki A, B,C 2n-kata foremnego takie, ze pomiedzy
kazdymi dwoma sposrdd nich na okregu opisanym na wielokacie foremnym jest tuk
zlozony z parzystej liczby tukéw jednostkowych. Sytuacja taka przedstawiona jest na
Rysunku 6 i dotyczy trzydziestokata foremnego (n=15).

Przedstawimy ogolny opis dotyczacy kazdego 2n-kata tylko ilustrowany na
przyktadzie trzydziestokata.

Oznaczmy przez A', B',C’" wierzcholki wielokata foremnego ktore dzielg od-
powiednie tuki BC,CA, AB na polowy (patrz Rysunek 6).

Skad wiemy, ze cieciwy AA’, BB',CC’ sa dwusiecznymi trojkata ABC wpi-
sanego w okrag? Rozwazmy cieciwe AA’ oraz kat wpisany L BAC.

Oznaczmy przez « miare kata srodkowego £BSC. Kat wpisany £ BAC' to
potowa kata srodkowego L BSC = a, L BAC = §.
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Kat srodkowy £A’SC to polowa kata srodkowego £ BSC = «, LA'SC = §
(bo kat £ BSC oparty jest na trzech tukach jednostkowych, a kat £ A’SC na szesciu
tukach jednostkowych).

Kat wpisany £ A’AC to polowa kata srodkowego L A'SC = &, LA’AC =
Analogicznie postepujemy dla kata wpisanego £ BAA’ i otrzymujemy, ze £ BAA' =
Zatem L A'AC = LBAA’. Pokazalidmy, ze cieciwa AA’ jest dwusiecznag kata < BA
Podobnie postepujemy dla cieciw BB’ i CC'.

Taka sama argumentacja dotyczy dowolnego 2n-kata foremnego i przekatnych
AA’, BB, CC' postaci opisanej powyzej. Powyzsze rozwazanie prowadzi nas do naste-
pujacego twierdzenia.

a
4
a
T
C

Twierdzenie 3.4.1. Miary kgtow wpisanych opartych na tukach tej samej dtugosci sq
rowne.

Na mocy tego, ze dwusieczne katow trojkata przecinaja si¢ w jednym punkcie
i Twierdzenia 3.4.1 otrzymujemy, ze cieciwy AA’, BB',CC’ sa dwusiecznymi trojka-
ta ABC wpisanego w okrag.

Zauwazmy, ze odpowiednie przekatne wielokata foremnego to dwusieczne pew-
nego trojkata, ktorego wierzchotkami sa trzy wierzchotki wielokata foremnego. A zatem
punkt przeciecia sie dwusiecznych takiego trojkata to potencjalnie nowy typ punktu
wielokrotnego.

Zastanowmy sie w jakich parzystokatach foremnych, beda wystepowaé takie
trojkaty. Spojrzmy na rysunek 6. Zauwazmy, ze punkty A, B, C dziela okrag opisany
na wielokacie foremnym na trzy tuki, gdzie w kazdym zawartych jest parzyscie wiele
tukow jednostkowych. A zatem podziat liczby 2n na trzy liczby parzyste a, b, ¢ generuje
trojkat, ktorego dwusieczne sa przekatnymi.

(a) W osmiokacie foremnym (b) W dziesieciokacie fo- (¢) W dwunastokacie fo-
wpisanym w okrag a=4, remnym wpisanym w okrag remnym wpisanym w okrag
b=2, c=2. a=2, b=4, c=4. a=2, b=4, c=6.

Zauwazmy, ze jesli dwie liczby sposrod a, b, ¢ sa rowne (np. a = b) to trojkat
jest rownoramienny, a zatem jedna z dwusiecznych tego trojkata jest srednica (sytuacja
taka wystepuje na rysunku (a) oraz (b) powyzej). Wtedy mamy do czynienia z punktem
wielokrotnym na $rednicy - co rozwazaliémy w poprzednim rozdziale.

Zeby uzyska¢ nowy rodzaj punktu wielokrotnego potrzebujemy parami roz-
nych parzystych a,b,c - tak jak na rysunku (c). Woéwczas ponownie bedziemy mieli
do czynienia z niepotrzebnie zliczanymi réznymi parami przekatnych majacych punkty
przeciecia w tym samym punkcie - innymi niz te uwzglednione w poprzednich rozdzia-
tach.

Stad, gdy w parzystokacie foremnym pojawia sie tego rodzaju konfiguracja
przekatnych, to w nieréwnosciach z Twierdzenia 3.2.1 beda ostre nieréwnosci.
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A zatem punktéw wielokrotnych powstatych z przecie¢ przekatnych dwusiecz-
nych jest tyle ile réznych trojkatow, ktorych wierzcholki dziela okrag opisany na trzy
tuki, gdzie kazdy zawiera parzysta i rézna liczbe tukéw jednostkowych.

Rodzajow takich trojkatow bedzie tyle ile rozktadéw liczby 2n na trzy, parami
rozne, parzyste liczby, ktérych suma wynosi 2n.

Najmniejsza suma trzech liczb parzystych parami réznych wynosi 12,
bo 2-+4+6=12. Stad punkty wielokrotne powstale z przeciecia sie przekatnych - dwu-
siecznych inne od wcze$niej poznanych wystepuja w parzystokatach foremnych, gdzie
liczba wierzchotkéw wynosi co najmniej 12. Dowolne liczby a, b, ¢ musza byé¢ co naj-
mniej roéwne 2, 4, 6.

Dla poszczeg6lnych parzystokatéw otrzymujemy:

2n-kat foremny | liczba rodzajow trojkatow | wartosci a, b, c
12 1 2,4,6
14 1 2,4, 8

2 2,4, 10

16 2, 6,8
2,4,12

18 3 2, 6, 10
4, 6,8

2,4,14

4 2,6, 12

20 2,8, 10
4,6, 10

Nie wiemy jednak czy punkt wielokrotny z danego rodzaju tréjkata nie na-
ktada sie na punkt wielokrotny innego typu, jesli inny typ istnieje.

Powyzsze obserwacje pokazuja, ze nie jesteSmy w stanie tatwo oceni¢ ile do-
ktadnie jest punktéw wielokrotnych w parzystokatach foremnych, z tego powodu jeste-
$my w stanie stwierdzi¢ jedynie, ze w nier6wnosci z Twierdzenia 3.2.1 zachodzi ostra
nieréwnosé, dla 2n- katéw foremnych, gdzie 2n > 12.

Otrzymujemy twierdzenie.

Twierdzenie 3.4.2. W 2n-kqtach foremnych, gdzie 2n > 12

1. dla n nieparzystych

Map < (22) - ((g) - 1) - ((Tl - 1)(” - 3))”7

2. dla n parzystych

Moy < (QZ) - ((g) —1)=((n=1)(n—=3)+1)n.
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4 Wzér Bjorna Poonena i Michaela Rubinsteina

Matematycy Bjorn Poonen i Michael Rubinstein w swojej pracy "The number
of intersection points made by the diagonals of a regular polygon" [1] umiescili wzor
na liczbe przecie¢ przekatnych w wielokatach foremnych.

Zdefiniowali oni ponizsza, funkcje:

_f 1 gdyn (modm)=0
Om(n) = { 0 gdy n (modm)#0

Liczbe przecieé przekatnych w n-kacie foremnym oznaczyli przez I(n), i dla
n > 3 otrzymali wzor:

I(n)= (}) + (=5n® + 45n% — 70n + 24) /24 - 62(n) — 3n/2 - 64(n)
+(—45n? + 262n) /6 - d6(n) + 42n - §12(n) + 60n - d13(n)
+35n - (524(%) — 38n - (530(%) —82n - 542 (TL) —330n - 560 (n)
—144n - 584(11) — 96n - (590(77,) — 144n - (5120 (n) —96n - 6210 (n)

Sprawdzimy czy zachodzi réwnosé¢ dla o$miokata foremnego i dziesiecioka-
ta foremnego pomiedzy liczba uzyskana w Rozdziale 3 liczba mg i mqg, a liczbami
I(8) i I(10) ze wzoru Poonena i Rubinsteina. Ponadto przy pomocy wzoru na I(2n)
sprawdzimy jak doktadne jest oszacowanie gorne liczby ms, Twierdzenia 3.4.2 dla
2n > 12.

Dla o$miokata foremnego:

I(8)=(5) +(—5-8%+45-82 —70-8+24) /24-05(8) —3-8/2-64(8) = 70— 9—12 = 49 = mg.

Dla dziesieciokata foremnego:
I1(10)=("9) + (=5 10° + 45 - 1082 — 70 - 10 + 24) /24 - 65(10) = 210 — 49 = 161 = my.

Pokazalismy, ze I(8) = mg i I(10) = myo zatem wzor na liczbe przeciec
przekatnych w o$miokacie i dziesieciokacie foremnym wyprowadzony w Podrozdziale
3.2 oraz zilustrowany w Podrozdziale 3.3 jest prawdziwy.

Sprawdzmy zatem przy pomocy wzoru Bjorna Poonena i Michaela Rubinste-
ina jak dokladne jest oszacowanie liczby ms, uzyskane w Twierdzeniu 3.4.2.

2n-kat foremny | Liczba I(2n) | Oszacowanie liczby may,
12 301 401
14 757 813
16 1377 1505
18 1837 2593
20 3841 4170

Powyzsze wyniki s3 dowodem na to, ze obecno$é¢ konfiguracji opisanych w
Podrozdziale 3.4 ma istotny wplyw na réznice pomiedzy wielkosciami (24") i map,
a by¢ moze wpltyw taki ma takze obecno$é innych jeszcze konfiguracji rozmieszczenia
punktéw wielokrotnych od opisanych w tej pracy. Po powyzszej analizie mozemy tez
stwierdzié¢, ze w istocie zachodzi Twierdzenie 3.4.2.
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