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Streszczenie
Niniejsza praca dzieli si¢ na trzy czesci. W czesci pierwszej (rozdzialy 1 i 2) sformuowali$my i udowodnili$my
przydatne fakty, z ktérych bedziemy korzystaé oraz przywotaliSmy pewne definicje. Druga czesé (rozdzial 3)
to wprowadzenie do teorii Morse’a ze szczegdlnym uwzglednieniem interesujacego nas przypadku 2-rozmaitosci.
Czesé trzecia (rozdzial 4) natomiast to gléwny cel naszej pracy, czyli klasyfikacja zwartych 2-rozmaitosci za
pomoca teorii Morse’a.
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Praca zostala napisana w ramach przedmiotu Zespolowy projekt specjalnosciowy prowadzonym przez prof. Jacka
Swigtkowskiego w semestrze zimowym roku akademickiego 2024/2025. Naszym celem bylo zapoznanie si¢ z teoria
Morse’a. Pozwala ona badaé¢ topologie rozmaito$ci poprzez analize funkcji rézniczkowalnych na tejze rozmaitosci.
Zdobyta wiedze wykorzystaliSmy do sklasyfikowania zwartych 2-rozmaitosci. Inspisacja do napisania pracy oraz
duza pomoca merytoryczng okazala si¢ ksiazka Morse Theory autorstwa Johna Willarda Milnora [2].

1 Wprowadzenie

1.1 Przyktady na poczatek

Zanim zaczniemy wprowadzaé teorie Morse’a w sposéb formalny przywolajmy trzy proste przykiady z [3], aby
zobrazowaé istote problemu. Niech M bedzie 2-rozmaitoscia zanurzona w R3. Bedziemy rozwazaé funkcje wysokoéci
h: R® D M — R zadana wzorem h(z,y, z) = z.

Przyktad 1.1. Rozwazmy kule jednostkowa S? = {(x,y,2) € R? : 22 + y? + 22 = 1}. Bieguny to oczywiscie jedyne
punkty krytyczne (minimum m i maksimum M). Sfera S? jest zobrazowana na Rysunku [1} Mamy:

] jesli z < —1
_ {(0,0,—1)} jedli z= -1
h 1((_OO7Z]) = 2 T
D jesli —1<z<1
S? jesli z > 1
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Rysunek 1: Rysunek pogladowy S? z Przykladu

Widzimy, ze przy ,przejéciu” przez pierwszy punkt krytyczny m (,biegun potudniowy” minimum) h=1((—oo0, 2])
jest homeomorficzne z dyskiem D?, co jest homotopijnie réwnowazne punktowi (0-raczce) doklejonemu do zbioru
pustego. Natomiast przy przejéciu przez drugi punkt krytyczny M (,biegun pétnocny”, maksimum) h=1((—o0, 2])
staje sie sfera, co odpowiada doklejeniu 2-raczki.

Przyktad 1.2. Rozwazmy ,zdeformowana” sfer¢ S, widoczng na Rysunku [2] Jest ona oczywiscie homeomorficzna
ze sfera jednostkowa S? z Przyktadu Widzimy jednak, ze S ma wiecej punktéw krytycznych (minimum m,
punkt siodlowy s i dwa maksima M; i My), wiec h~1((—o0, z]) bedzie wygladaé¢ inaczej. Mamy:

1%} jesli z < —1

{m} jesli z = —1

D? jesli —1<2<0
h™((—o0, 2]) = { D? ze sklejonymi dwoma punktami brzegu jedli z =0

SxI jesli 0 < z < 3

D? jedli 2 <z <1

S jesli 2 > 1

Przy ,przeéciu” przez punkt krytyczny m, tak jak w Przykltadzie h=1((—o0, z]) jest homeomorficzne 7 dyskiem
D2, co jest homotopijnie réwnowazne punktowi (0-raczki) doklejonemu do zbioru pustego. Jednak nastepny punkt
krytyczny s odpowiada doklejeniu 1-raczki do dysku D?. Jest to homotopijne réwnowazne S x I, czyli cylindrowi.
Dwa ostatnie punkty krytyczne to maksima My i Ms. ,Przejscie” przez nie odpowiada doklejeniu dwdch dyskow,
czyli 2-raczek. Widzimy, ze kazdy doklejony dysk ,zalepia” pewng istniejaca dziure.

Przyktad 1.3. Rozwazmy torus ,postawiony” pionowo [Rysunek. Posiada on 4 punkty krytyczne (minimum m,
maksimum M i dwa punkty siodlowe s1 i sg). Mamy:



Rysunek 2: Rysunek pogladowy S z Przyktadu

Rysunek 3: Rysunek pogladowy torusa z Przykladu



(%] jesli z < —1

{m} jesli z = —1

D? jesli —1<z< 3
W= (=00, 2]) = D? ze sklejonymi dwoma punktami brzegu jedli z = —%

’ Sx I jesli — 2 <z< 3

S x I z brzegami sklejonymi w punkcie jesli z = %

T2 bez dysku na gorze jesli % <z<1

T? jesli z > 1

Przy ,przesciu” przez punkt krytyczny m, tak jak w Przykladach i h=1((—o0, z]) jest homeomorficzne z
dyskiem D?, co jest homotopijnie réwnowazne punktowi (0-raczce) doklejonemu do zbioru pustego. Przy przejéciu
przez drugi punkt krytyczny s, réwniez jak w Przykladzie doklejamy 1-raczke do dysku D?. Jest to homotopijne
réwnowazne S X I czyli cylindrowi. Kolejnym punktem krytycznym jest drugi punkt siodlowy s, co odpowiada
doklejeniu 1-raczki do dwoéch koncédw” cylindra. Na koicu mamy maksimum M, ktére, jak w Przykladach [I.1] i
2] odpowiada doklejeniu 2-raczki zaklejajac ostatnig dziure w torusie.

W powyzszych przyktadach widzimy pewne zaleznosci. Pierwszym punktem krytycznym zawsze jest minimum,
a ostatnim zawsze maksimum. Dodatkowo minimum odpowiada doklejeniu O-raczki, punkt siodlowy doklejeniu
1-raczki, a maksimum 2-raczki. Okazuje sie, ze istotnie zawsze jest to prawda, co pokazemy w dalszej czesci pracy.

1.2 Wycinanie dysku i suma spdjna
Zanim postawimy gléwna teze pracy, musimy zdefiniowaé operacje, ktérych bedziemy uzywac.

Definicja 1.4. Niech X bedzie p. topologiczng. Powiemy, ze podprzestrzen domknieta ¥ C X jest dyskowa, gdy
istnieje otoczenie U O Y t. ze istnieje homeomorfizm pary (Y,U) na (D?, B(0,2)), gdzie B(0,2) oznaca kulg o
promieniu 2 wokét 0.

W powyzszej definicji mozna zastapi¢ B(0,2) dowolnym otwartym, ograniczonym podzbiorem R?.

Fakt 1.5. Niech M bedzie 2-rozmaitosciq (byé moze z brzegiem) oraz niech X1, Xs bedq dyskowymi podprzestrze-
niami. Wtedy M \ Xy jest homeomorficzne z M \ Xs. Ponadto, obie te przestrzenie sq 2-rozmaitosciami z brzegiem,
ktory powstaje z OM przez dodanie jednej skiadowej spdjnosci. Tak powstalq 2-rozmaitosé z brzegiem oznaczamy

przez M\ D2.
Mozemy teraz zdefiniowaé najwazniejsza w tej operacje operacje.

Definicja 1.6. Niech M7, M> beda 2-rozmaito$ciami (by¢ moze z brzegiem). Suma spdjna Mi#Ms to 2-rozmaitos$é
powstata przez wyciecie z M7 oraz Ms podzbioréw dyskowych oraz potaczenie ich wzdluz powstatej sktadowej
spéjnosci.



2 Kilka przydatnych homeomorfizmoéow
W niniejszej pracy bedziemy stosowaé nastepujace oznaczenia:

e Torus — T2

e Rzeczywista plaszczyzna rzutowa — RP?

e Butelka Kleina — Ko

Obiekty, ktore bedziemy opisywaé¢ w tej sekcji powstaja przez pewne utozsamienie bokéow kwadratu. Sa one
przedstawione na Rysunku [4]
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Rysunek 4: Utozsamiamy boki zgodnie z kolorem bokéw i kierunkiem strzatek. [T2 — (1), RP? — (2), Ko — (3)]

Lemat 2.1. Butelka Kleina Ko jest homeomorficzna z RP?#RP?.

Dowdd. Wykonujemy ponizszy cigg operacji na prezentacji Ko:
1. Rozcinamy kwadrat wzdluz gtéwnej przekatnej zorientowanej w ustalonym kierunku.
2. Obracamy jeden z powstatych trojkatow.
3. ,Sklejamy” wzdluz krawedzi, ktéra pierwotnie byta bokiem.

Powyzsza procedura jest zobrazowana na Rysunku Nastepnie wykonujemy ponizsze operacje na prezentacji
RP?>#RP?:

1. Wycinamy z kazdej plaszczyzny rzutowej po niewielkim dysku. Brzeg dysku jest zorientowany w ustalonym
kierunku. ,Sklejamy” figury wzdluz powstalego brzegu.

2. Stosujemy utozsamienie par sasiednich bokéw powstalego o$miokata w nowe cztery boki. [Utozsamienia sa
widoczne na Rysunku @]

Wszystkie operacje, ktorych uzyliSmy zmieniaja jedynie prezentacje obiektéw, a nie faktyczne obiekty. Wskutek
tych modyfikacji uzyskaliSmy dwie takie same prezentacje, zatem istotnie mamy do czynienia z homeomorficznymi
obiektami. ]

Twierdzenie 2.2. T2#RP? jest homeomorficzne z RP?#RP*#RP?.
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Rysunek 5: Modyfikacja K5 opisana w Lemacie 2.1} Czarne strzatki odpowiadaja kolejnym krokom procedury.
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Rysunek 6: Modyfikacja RP?#RP? opisana w Lemacie Czarne strzatki odpowiadaja kolejnym krokom procedury.

Dowdd. Na mocy Lematu 2.1] teza twierdzenia jest rownowazna zaleznosci:

T?4#RP? =~ K,#RP%.

Wykonujemy nastepujace operacje na prezentacji T2#RP? [Szczegdly wykonanych rozcied, sklejen, obrotéw i
utozsamien sa widoczne na Rysunku :

1.

6.
6.

Wycinamy z T2 i z RP? po niewielkim dysku. Brzeg dysku jest zorientowany w ustalonym kierunku. ,,Sklejamy”
figury wzdluz powstatego brzegu.

Stosujemy utozsamienie bokéw, ktére nalezaly do plaszezyzny rzutowej w nowe, tworzac szedciokat.
Rozcinamy szesciokat wzdluz jednej z dluzszych przekatnych zorientowanej w ustalonym kierunku.

Obracamy jeden z powstalych kwadratow.

. ySklejamy” wzdluz krawedzi, ktéra pierwotnie byta bokiem torusa.

Rozcinamy szeéciokat wzdluz jednej z krotszych przekatnych zorientowanej w ustalonym kierunku.
Obracamy powstaly tréojkat.

»Sklejamy” wzdtuz jednej z krawedzi.

Nastepnie wykonujemy ponizsze operacje na prezentacji Ko#RP?:

1.

2.

Wycinamy z K i z RP? po niewielkim dysku. Brzeg dysku jest zorientowany w ustalonym kierunku. ,,Skle-

jamy” figury wzdluz powstalego brzegu.

Stosujemy utozsamienie bokéw, ktére nalezaly do plaszczyzny rzutowej w nowe, tworzac szesciokat. [Utozsa-
mienie jest widoczne na Rysunku ]
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Rysunck 7: Modyfikacja T2#RP? opisana w Twierdzeniu Czarne strzalki odpowiadaja kolejnym krokom pro-
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Rysunek 8: Modyfikacja Ko#RP? opisana w Twierdzeniu Czarne strzalki odpowiadaja kolejnym krokom pro-
cedury.

Wszystkie operacje, ktorych uzyliSmy zmieniaja jedynie prezentacje obiektéw, a nie faktyczne obiekty. Wskutek
tych modyfikacji uzyskaliémy dwie takie same prezentacje (patrz Rysunki El i |8 strzalki sa innych koloréw, ale sa
ulozone tak samo), zatem istotnie mamy do czynienia z homeomorficznymi obiektami. O

3 Wprowadzenie do teorii Morse’a

Bedziemy korzystaé z kilku lematéw teorii Morse’a, ktére cytujemy za [2].

Fakt 3.1. Dla dowolnej zwartej, gladkiej rozmaitosci M istnieje funkcja Morse’a, tzn. funkcja gladka
f: M — R,

ktora ma skonczenie wiele izolowanych punktow krytycznych. Dodatkowo wszystkie te punkty sq niezdegenerowane,
a w tych punktach funkcja f przyjmuje rézine wartosci.

W tej definicji niezdegenerowane oznacza, ze drugie pochodne w lokalnych wspélrzednych tworza macierz od-
wracalna. Wprowadzimy przydatne oznaczenia

M = f~(~o0,d
MU= f=1g, ).



Fakt 3.2. Jesli a nie jest wartoscig krytyczng funkcji f, to M® jest podrozmaitoscig M tego samego wymiaru.
Brzeg tej podrozmaitosci OM® odpowiada zbiorowi f~(a).

3.1 Przypadek 2-rozmaitosci

Kluczowe dla klasyfikacji powierzchni bedzie ponizsze Twierdzenie.

Twierdzenie 3.3. Dowolng zwartq, zamknietq 2-rozmaitos¢ mozemy zbudowaé poprzez cigg domknietych podroz-
maitosci
=My CM C...C M=M,

w ktorym M;y1 jest homeomorficzne z M zmodyfikowanym na jeden z trzech sposobow, ktore bedziemy okreslaé
ruchami:

1. Dolozenie w sposdb roztgczny dysku D?. Nazwiemy to doklejeniem 0-raczki.

2. Doklejenie do budowanej rozmaitosci paska I x I wloZeniem podprzestrzeni I x {0,1} na OM; Nazwiemy to
doklejeniem 1-raczki.

3. Doklejenie dysku D? poprzez homeomorfizm brzegu OD? 2z jedng ze sktadowych OM;. Nazwiemy to doklejeniem
2-raczki.

Uwaga. Terminologia doklejania A-rgczki bierze sie z dwoch zrodel: po pierwsze, A jesteSmy w stanie odczytaé z
tego, jak rozmaitos¢ wyglada w lokalnych wspétrzednych. Po drugie, w ujeciu teorii Morse’a, z ktérego korzystamy
[2], Twierdzenie3.3|jest uzyte do wyliczenia CW-kompleksu homotopijnie réwnowaznego M. Okazuje sig, ze A-raczka
w naszym sensie odpowiada dokladnie A komérce w sensie CW-kompleksu.

Twierdzenie [3.3] mozna udowodnié, biorac konkretna funkcje Morse’a z Faktu [3.1] i patrzac, co sie dzieje przy
przekraczaniu konkretnej wartosci krytyczne;j.

Twierdzenie 3.4. Niech f bedzie funkcjqg Morse’a na M. Jesli przedzial [a,b] zawiera dokladnie jedng wartosé
krytyczng, to M jest homeomorficzne z M®, zmodyfikowanym na jeden ze sposobéw wymienionych w Twierdzeniu
15. 3.

4 Klasyfikacja zwartych 2-rozmaitosci

4.1 Sformuowanie Twierdzenia

Notacja. W twierdzeniu ponizej uznajemy sfere S? za pustq sume spdjng, tzn. sume spéjna 0 toruséw (lub 0
plaszczyzn rzutowych). Ny oznaczaé bedzie liczby naturalne wlacznie z zerem. Dla rozmaitosci M zapis M \ D?
oznaczaé bedzie rozmaito$é M z wycietym dyskiem D?. Jednoczeénie oznacza to dolozenie do naszej rozmaitodci
brzegu S'.

Naszym celem w tym paragrafie bedzie udowodnienie ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie 4.1. KazZda zwarta, zamknieta i spdjna 2-rozmaito$é moze byé przedstawiona w postaci
#"T2, n>0 lub w postaci #"RP? n>1

dla pewnego n € Ny, w zaleznosci od tego, czy jest orientowalna. Ponadto Zadne dwie z wypisanych wyzej powierzchni
nie sqg homeomorficzne.

Okazuje sig, ze nie jest trudne uogdlnienie powyzszego twierdzenia na przypadek rozmaitoéci z brzegiem. Dowdd
ponizszego twierdzenia odkladamy do ostatniego podparagrafu.



Twierdzenie 4.2. KaZda zwarta, zamknieta © spojna 2-rozmaitosé moze byc przedstawiona w postaci
PoT? \ kD?
lub w postaci
# RP?\ kD?,

dla pewnych k,n € Ny, w zaleznosci od tego, czy jest orientowalna.

4.2 Dowdd Twierdzenia [4.1]
Dzigki Twierdzeniu [3.3] przeprowadzimy nasz dow6d bez bezposredniego korzystania z teorii Morse’a.

Niech ¢;, ¢;+1 beda kolejnymi warto$ciami krytycznymi funkcji Morse’a f. Nasz dowéd indukeyjny bedzie polegaé
na doklejaniu do rozmaitoéci z brzegiem M¢T¢ A-raczke odpowiadajaca wartodci krytycznej c;y1.

Poniewaz mozemy doklejaé¢ A-raczki na wiecej niz jeden sposéb, bedziemy mieli wiele krokéw indukcyjnych. Dla
ulatwienia dowodu wzmocnimy tez teze indukcyjna:

Wzmocnione twierdzenie, ktérego dowéd przeprowadzimy. Niech RP? n#Tim\ kD? oznacza rozmaitoéé
z brzegiem

(#PoRP® # #72,T%) \ kD?,
gdzie #9_,T? = S, n,m, k € Ny oraz #7_ RP? = S2. Wéwczas dla dowolnego punktu krytycznego ¢; funkcji Morse’a
f, dowolna spéjna sktadowa M€+ jest postaci RP2 T2 m\ kD2,

4.2.1 Baza indukcji

Niech a bedzie najmniejszym punktem krytycznym funkcji Morse’a f. Wéwczas rozwazany punkt jest 0-raczka.
Oznacza to, ze jest on homeomorficzny z dyskiem D?, ktéry z kolei jest homeomorficzny z rozmaitoécia z brzegiem
S? \ D2. Rozmaito$é¢ ta moze byé zapisana w postaci RIF’;O#T;&O\ D2,

4.2.2 Doklejanie 0-raczek

Niech punktowi krytycznemu ¢; 1 odpowiada 0-raczka. Na mocy zalozenia indukcyjnego nasza rozmaitogé Meite
jest suma spéjnych skladowych, kazda postaci RP> W #T%, \ kD?. Poniewaz 0-raczka moze by¢ dolaczona do rozma-
itoéci M¢*¢ jedynie poprzez dodanie nowej spéjnej sktadowej RP;O#T%&O\ D?, nasza rozmaitoéé M+11¢ spetnia
zalozenie indukcyjne.

4.2.3 Doklejanie 1-raczek

Niech punkt krytyczny c; 11 odpowiada 1-raczce. Na mocy zalozenia indukcyjnego wiemy, ze M T¢ jest sumg
spéjnych skladowych postaci RP? W#T%, \ kD?. Na mocy Twierdzenia doklejenie 1-raczki mozna zrealizowaé
na 5 sposobow:

1. Doklejenie 1-raczki do pojedynczego okregu brzegowego w orientowalny sposob.
Na podstawie obrazka [0] wnioskujemy, ze sp6jna skladowa, do ktérej dokleiliémy nasza 1-raczke zyskala do-

datkowa dziure. Oznacza to, ze spéjna skladowa RP? Z#T%, \ dD? po doklejeniu 1-raczki w wyzej opisany
sposéb jest homemorficzna z rozmaitoscia postaci RIP%,, #T2, \ (k + 1)D2.

10
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Rysunek 9: Doklejenie 1-raczki do pojedynczego okregu brzegowego w orientowalny sposéb.

Sl ¥ [9,1:[ >3m

Rysunek 10: Doklejenie 1-raczki do pojedynczego okregu brzegowego w nieorientowalny sposéb.

2. Doklejenie 1-raczki do pojedynczego okregu brzegowego w nieorientowalny sposéb.

Na podstawie rysunku [10| wnioskujemy, ze spdjna sktadowa, do ktérej dokleiliSmy nasza 1-raczke nie zyskala
nowych dziur, natomiast jesli wczesniej byla orientowalna, to teraz te wlasnosé stracita. Wnioskujemy, ze
spéjna sktadowa postaci RP%, #T2, \ kD? zostala spéjna sktadowa postaci RPi(nH)#TQ#m\ kD?. Taka
spojna sktadowa spelnia nasze zalozenie indukcyjne.

Dodatkowa RP? pojawia sie z nastepujacego powodu: jesli sktadowa brzegu wraz z otoczeniem oderwiemy od
rozmaitoéci, otrzymamy S\ 2D?. Latwo sie przekonaé, ze S\ D? z doklejonym nieorientowalnym paskiem to
wstega Mobiusa, czyli RP? \D2. Zatem S?\ 2D? z nieorientowalnym paskiem jest homeomorficzne z RP? \ 2D2.
Jednej ze sktadowych brzegdéw musimy uzy¢ to przytwierdzenia tego fragmentu z powrotem do rozmaitosci.

3. Doklejenie 1-raczki do dwéch réznych okregéw brzegowych tej samej spéjnej sktadowej w orientowalny sposob.

Na podstawie rysunku [11{ wnioskujemy, ze spéjna skladowa postaci RP> T2 m\ kD? po doklejeniu 1-rgczki
W wyzej opisany sposéb traci jedna dziure. Zatem staje sie postaci RPZ,, #T%, \ (k — 1)D?. Poniewaz aby
wykonaé tego typu doklejenie k musi byé¢ wieksze rowne 2 taka spdjna sktadowa nadal spelnia nasze zalozenie
indukcyjne.

4. Doklejenie 1-raczki do dwdch réznych okregéw brzegowych tej samej spdjnej skladowej w nieorientowalny
Sposob.

Na podstawie rysunku [12{ wnioskujemy, ze spéjna skladowa postaci RP> 2#T%, \ kD? po doklejeniu 1 raczki
w sposéb opisany na rysunku traci jedna dziure. Zostaje do niej takze doklejona rozmaitoscé RP?. Oznacza
to, ze nasza spdjna skladowa bedzie postaci RPi(nH)#Tim\ (k — 1)D?. Poniewaz zaczeliémy od spojnej
sktadowej, w ktérej k > 2 nasza spdjna sktadowa spelnia zalozenie indukcyjne.
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Rysunek 11: Doklejenie 1-raczki do dwoch réznych okregdéw brzegowych tej samej spdjnej sktadowej w orientowalny
sposéb.

fl
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Rysunek 12: Doklejenie 1-raczki do dwdch réznych okregdéw brzegowych tej samej spojnej sktadowej w nieoriento-
walny sposob.
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Rysunek 13: Doklejenie 1-raczki do dwdch réznych okregéw brzegowych réznych spdjnych sktadowych.

5. Doklejenie 1-raczki do dwéch réznych okregéw brzegowych réznych spdjnych sktadowych.

Uwazny czytelnik moze zapytaé dlaczego nie rozpatrzamy przypadku doklejania 1-raczki do dwoéch réznych
okregéw brzegowych, réznych spéjnych sktadowych dla przypadku orientowalnego i nieorientowalnego. Okazu-
je sie, ze nie jest to potrzebne — orientacje na spéjnych sktadowych mozemy wybraé niezaleznie dla orientowal-
nych spojnych sktadowych. Z kolei jesli przynajmniej jedna z dwdch spdjnych sktadowych jest nieorientowalna,
to sposéb, w jaki wykonamy doklejenie nie ma znaczenia. Po tym wyjasnieniu przejdzmy do dowodu tego pod-
punktu.

Zat6ézmy, ze nasze spojne skladowe sa homeomorficzne z R]P’im #T%,,\ k1D?, RP2#"2 #T%m, \ k2D?. Analo-
gicznie jak w rysunku [T1] tracimy jedng dziure, jednak tym razem jednocze$nie laczymy dwie spéjne sktadowe.
Whioskujemy, ze po doklejeniu 1-raczki w sposéb pokazany w wyzej przytoczonym rysunku otrzymujemy jed-
na spdjna sktadowa homeomorficzng z RPi(nﬁm)#Ti(mﬁmz)\ (k1+ko—1)D?. Taka spéjna sktadowa spetnia
zaltozenie indukcyjne.

4.2.4 Doklejanie 2-raczek

Przyklejanie A-raczki przy A = 2 odpowiada zaklejeniu jednej ze skladowych brzegu dyskiem. Jesli wykonamy
te operacje na spéjnej sktadowej homeomorficznej do RP? n#'ﬂ‘im\ kD?, otrzymamy spéjna skladowa postaci

RPZ, #T%,.\ (k—1)D2.

4.2.5 Podsumowanie

Udowodniwszy teze indukcyjna, zobaczmy jak wynurza sie z niej teza twierdzenia. Przypomnijmy, ze twierdzenie
dotyczy 2-rozmaitosci spéjnych i zamknietych (bez brzegu). Zgodnie z teza indukcyjna, otrzymujemy zatem, ze jako
spéjna powierzchnia rozpatrywana rozmaito$¢ ma postac

RPZ,, #T%,,\ kD?.
Poniewaz jest to rozmaitos¢ bez brzegu, to k = 0. Mamy wiec do czynienia z powierzchnia
RPZ,, #T% -

Jest to bardziej ogélna postaé niz w tezie twierdzenia. Zauwazmy jednak, ze dla powierzchni orientowalnych n = 0.
Jesli natomiast powierzchnia nie jest orientowalna i n > 0, to na mocy Twierdzenia mamy

R]P)2 n#’]r2 m = RP?#n—&-Qm'

Zatem istotnie kazda powierzchnia jest postaci jak w Twierdzeniu [41]
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4.3 Ro6znosé powierzchni

Tego, ze powierzchnie wymienione w Twierdzeniu sg parami niehomeomorficzne, dowodzimy za pomoca grup
homologii. W ksiazce [I] mozna znalezé wyliczenie grup homologii singularnych

HyT%, = Z*"
H\RP%, =722 @ Z,.

4.4 Klasyfikacja zwartych 2-rozmaitosci z brzegiem

Uog6lnimy teraz Twierdzenie [I.1] na przypadek rozmaitosci z brzegiem — odpowiednia teza to Twierdzenie [1.2]
Kluczowa do tego jest ponizsza obserwacja, ktéra uznajemy za oczywista.

Fakt 4.3. Brzeg zwartej OM 2-rozmaitoSci M jest zwartq 1-rozmaitosciq (niekoniecznie spdjna, nawet jesli M jest
spéjna), jest wiec sumq rozlgczng pewnej liczby kopii S*.

Wynika stad, ze mozemy z 2-rozmaitosci usunaé brzeg poprzez zaklejenie kazdej sktadowej OM jednym dyskiem
D2?. Stad kazda zwarta rozmaitoéé z brzegiem uzyskujemy z rozmaitosci zamknietej poprzez wyciecie pewnej liczby
dyskow. Poniewaz operacja wyciecia dysku nie wplywa na orientowalno$é¢, Twierdzenie wynika z Twierdzenia

ET
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