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Wstep

Pojecie niewspotmiernosci odcinkéw odegrato istotng role w matematyce sta-
rozytnej, stajac sie jednym z fundamentow rozwoju matematyki greckiej.
Cho¢ dzi$ niewymiernosé liczby najczesciej rozumiemy algebraicznie, jej pier-
wotna intuicja miala charakter geometryczny. Celem niniejszej pracy jest
przyblizenie idei niewspétmiernosci poprzez analize klasycznych konstrukeji
geometrycznych oraz ich nowoczesniejszych interpretacji. W projekcie sku-
pimy sie na dowodach prowadzacych do sprzecznosci, opartych na iteracyj-
nym odcinaniu odcinkéw oraz symetrycznym uktadaniu figur, ktére pozwa-
laja uchwyci¢ istote niewspotmiernosci w sposob wizualny i konstruktywny.
W toku pracy przedstawiamy zaréwno powszechnie znane przyktady z udzia-
tem wielokatow foremnych, przedstawimy na ich podstawie autorska analize
dwdch nieskonczonych serii trojkatow prostokatnych, jak i bardziej ogdlne ro-
zumowania oparte na zalezno$ciach pomiedzy polami kwadratéw. Wszystkie
omawiane przypadki prowadza do tego samego wniosku: pewnych dtugosci
nie da si¢ wyrazi¢ jako catkowitych wielokrotnosci wspoélnej jednostki, co
przektada si¢ na niewymiernosé liczb odpowiadajacych stosunkom ich dtugo-
sci.

1 Podstawowe pojecia

W tej sekcji przywotamy definicje i obserwacje, ktére zostang uzyte w dalszej
czesci pracy.

Definicja 1.1. Odcinek a jest calkowitg wielokrotnoscia odcinka 9, gdy
odcinek 0 mozna odlozy¢ na odcinku a doktadnie k razy bez reszty, gdzie k
jest liczbg catkowita dodatnig.
W arytmetycznym ujeciu oznacza to, ze dtugo$¢ odcinka a mozna wyrazic¢
jako catkowita wielokrotnosé dhugosci odcinka §. Matematycznie zapisuje sie
to jako:

a=k-0,

gdzie k € Z+.

7 nastepujacej prostej obserwacji bedziemy czesto korzysta¢ w dalszych roz-
dziatach pracy.

Obserwacja 1.2. Jezeli a i b sq catkowitymi wielokrotnosciami 6 i jesli
k-a—m-b>0, to odcinek k-a—m-b takze jest catkowitq wielokrotnoscig §.



Dowad: Skoro odcinki a i b sg catkowitymi wielokrotno$ciami odcinka 6, to:

gdzie n,m € Z+.

WezZmy odcinki k- a oraz [ -b; geometrycznie oznacza to, ze odktadamy k razy
odcinek a, czyli otrzymujemy k - n odcinkéw dlugosci §, natomiast odcinek b
odktadamy [ razy, czyli dostajemy [ - m odcinkéw dhugosci 6.

Odcinek k-a—1-b oznacza odciecie z wigkszego zbioru odcinkéw ¢ mniejszego.
W wyniku tego pozostaje nam k- n — [ - m odcinkéw dtugosci 9, poniewaz
k-a=l-b=k-n-d—01-m-0=6k-n—10-m).

Wynika z tego, ze odcinek k- a — [ - b sktada sie z catkowitej liczby odcinkéow
0, wiec jest catkowity wielokrotnoscia 9. m

Definicja 1.3. Odcinki a i b nazywamy wspolmiernymi, jesli istnieje od-
cinek 9, taki, ze zarowno a, jak i b sa catkowitymi wielokrotnos$ciami §.

Nastepny rezultat pokazuje zwigzek pomiedzy geometryczna wtasnoscig wspot-
miernosci odcinkéw i wymiernoscig stosunku ich dhugosci.

Lemat 1.4. Odcinki a, b sq¢ wspotmierne wtedy ¢ tylko wtedy, gdy stosunek
ich dlugosci § jest liczbg wymierng.

Dowod:

1. (=) Skoro odcinki a i b sa wspdélmierne, to znaczy, ze istnieje pewien od-
cinek 9, ktéry odklada sie catkowita liczbe razy zaréwno na odcinku a, jak
i na odcinku b. Zatézmy, ze odcinek § odktada sie m razy na odcinku a i n
razy na odcinku b, gdzie m i n sg liczbami catkowitymi dodatnimi. Zatem
stosunek dtugosci odcinka a do odcinka b jest réwny stosunkowi liczby tych
odtozen, czyli m do n. A wiec stosunek dtugosci a do b jest liczbg wymierna.

2. («) Zalézmy, ze stosunek dlugosci odcinka a do odcinka b jest liczba
wymierna, czyli:

gdzie m,n € N.

Z powyzszego wynika, ze < = % Niech zatem 0 bedzie odcinkiem powsta-
tym z podzialu odcinka a na m jednakowych czesci, wtedy 6 = = = %, wiec
odcinek a mozna przedstawi¢ jako m odcinkéow ¢, za$ odcinek b mozna przed-
stawi¢ jako n odcinkéow dhugosci §. To za$ oznacza wspotmiernos¢é odcinkéw
aib.

[]



Komentarz 1.5. Lemat 1.4 mowi nam, ze udowodnienie niewspdtmiernosci
pewnych dwoch odcinkéw jest zawsze réwnowazne uzasadnieniu niewymier-
nosci liczby bedacej stosunkiem ich dhugosci.

2 Odcinki niewspdélmierne w figurach
geometrycznych

Jednym z klasycznych sposobéw wykazywania niewspoétmiernosci odcinkéw
w geometrii jest metoda oparta na iteracyjnym odcinaniu i konstruowaniu
nowych figur. Technika ta pozwala na uchwycenie idei niewspoétmiernosci,
czyli niemozliwosci wyrazenia dwoch dtugosci jako catkowitej wielokrotnosci
trzeciej. Podstawa tej metody jest powtarzalny proces odcinania krétszego
odcinka od dtuzszego, nastepnie konstruowania i analizy nowopowstatych fi-
gur. W Podrozdziale 2.1 przedstawione zostana przyktady takich dowoddéw
w oparciu o konstrukcje geometryczne z wykorzystaniem wielokatéw forem-
nych i powszechnie znanych zaleznosci trygonometrycznych. W Podrozdziale
2.2 zaprezentowane zostang autorskie dowody zwiazane z dwiema nieskon-
czonymi sekwencjami trojkatéw prostokatnych. Natomiast w Podrozdziale
2.3 zostanie omowiony inny typ dowodu niewspotmiernosci odcinkéw, oparty
na powtarzalnym procesie symetrycznego uktadania odpowiednio mniejszych
kwadratéw wewnatrz wickszego wzdhuz jego przekatnej.

2.1 Niewspo6tmiernosé odcinkéw w figurach zwigzanych
z wielokgtami foremnymi

W tym podrozdziale przedstawimy konkretne przyktady niewspotmiernosci
odcinkéw pojawiajacych sie w klasycznych figurach geometrycznych. Kazdy
przypadek zostanie zilustrowany odpowiednim dowodem, ukazujgc zaleznosci
geometryczne miedzy odcinkami oraz fakt, ze stosunek ich dtugoéci jest liczba
niewymierng. Dowody przedstawione w niniejszym podrozdziale pochodzg z
roznych zrédel, lecz zostaly wzbogacone o nasze wtasne spostrzezenia oraz
uzupetnione dodatkowymi wyjasnieniami.

Bok i wysoko$¢ w trdjkacie r6wnobocznym

Pierwszym z omawianych dowodéw bedzie dowdd niewspdimiernosci oparty
na konstrukeji trojkata prostokatnego, ktéry stanowi potowe trojkata row-
nobocznego. Przyklad ten pozwala w prosty sposéb wykazaé, ze przypro-
stokatne w podanym trojkacie nie sa wspétmierne. Rysunek ilustrujacy ten
dowdd pochodzi ze strony internetowej Mathematics Stack Exchange ozna-



czonej numerem [3] w bibliografii, lecz samo rozumowanie zostato opracowane
samodzielnie.

Twierdzenie 2.1. W trojkqcie prostokgtnym, ktory jest potowq trojkgta row-
nobocznego, przyprostokgtne sq¢ odcinkami niewspotmiernyms.

Dowdd: Rozwazmy tréjkat prostokatny AABC, gdzie a oznacza dhugosé
krotszej przyprostokatnej, 2a dtugosé przeciwprostokatnej, natomiast h to
dlugosé dtuzszej przyprostokatnej (patrz Rysunek 1).

Rysunek 1: Dowod Twierdzenia 2.1

Zatozmy nie wprost, ze przyprostokatne AB i AC' sa wspotmierne, czyli zgod-
nie z Definicja 1.3 mozna przedstawic¢ ich dtugosci jako: a = n-d oraz h = m-6
dla pewnej wspolnej miary 0 i dla pewnych dodatnich liczb catkowitych n,
m. Skoro a = n - 4, to mozemy wnioskowaé, ze 2a = 2n -

Najpierw na boku dtugosci 2a odtézmy wysokosé h, w ten sposéb na boku
BC powstaje punkt E. Nastepnie na boku AB wyznaczamy taki punkt F,
ze FF | BC, w wyniku czego powstal tréjkat AEBF, ktory jest podobny
do tréjkata AABC, poniewaz:



» oba trojkaty sa prostokatne,
» posiadaja jeden wspélny kat LZEBF = ZABC = 60°,
e 7 powyzszych warunkéw wynika, ze ZEFB = ZACB = 30°.

Teraz przeanalizujmy dtugosci bokéw trojkata AEBF. Zauwazmy, ze | BE| =
2 - a — h. Korzystajac z podobienstwa do AABC wnioskujemy, ze |FB| =
2-(2-a—h)=4-a—2-h. Pozostaje nam wyznaczy¢ dtugosci boku F'/E. W
tym celu rozwazmy trojkaty AACF oraz AECF. Sa to trojkaty prostokatne
ze wspoélng przeciwprostokatng C'F oraz przyprostokatng tej samej dtugosci:
|AC| = |EC| = h. Na mocy twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy, ze |AF| =
|FE|. Zatem tréjkaty AACF oraz AECF sa przystajace ma mocy cechy
bok - bok - bok. Mozemy teraz wyliczyé, ze |[AF| = a— (4-a—2-h) =
2-h—3a=|FE|. W ten sposéb powstal nam tréjkat AEBF, gdzie:

ap=|BE|=a—h=n-0—m-d=(n—m)-J=ny -9,
hW=|FE|=2-h—3-a=2-m-0—3-n-6d=(2-m—3-n)-6=my -4,

gdzie ny,my € Z+.

Otrzymany trojkat AEBFE jest mniejszy od pierwotnego trojkata AABC na
podstawie nastepujacego poréwnania dtugosci ich przyprostokatnych. Wie-
my, ze w tréjkacie AABC przyprostokatna AB jest krétsza od przeciwpro-
stokatnej BC'. Z kolei przeciwprostokatna BF w trojkacie AEBF lezy na
przyprostokatnej AB, wiec musi by¢ od niej krdtsza (patrz Rysunek 1). W
szczegllnosci oznacza to, ze BF < BC, a wigc trojkat AEBF' jest mniejszy
niz trojkat AABC. Stad otrzymujemy nastepujacy ciag implikacji:

hiy<h=mp-0<m-0=m; <m

Poniewaz przekatne BE i EF w trojkacie AFEBF nadal sg caltkowitymi wie-
lokrotno$ciami tego samego odcinka §, powtarzajac powyzszy proces dla tego
tréjkata, mozemy utworzy¢ jeszcze mniejszy trojkat podobny do wyjsciowe-
go o krotszej przyprostokatnej as oraz dtuzszej ho, dla ktérych ay = ns - 9,
ho = mo - 0 dla ng, ms € Z+ oraz mo < my.

Poniewaz mozemy w nieskonczonos¢ konstruowa¢ nowe trojkaty, otrzymuje-
my $cisle malejacy ciag dodatnich liczb catkowitych:

m>my >Me >1MM3 >Myg....

To daje nam sprzecznos¢, poniewaz nie istnieje nieskonczenie wiele réznych,
dodatnich liczb catkowitych mniejszych od m. Zatem w trdjkacie prostokat-
nym, ktory jest potowg tréjkata réwnobocznego, przyprostokatne sa odcin-
kami niewspotmiernymi. ]



Poniewaz powszechnie wiadomo, ze przyprostokatna AC' w wyzej rozpatry-
wanym trojkacie jest dhuzsza od przyprostokatnej AB w stosunku v/3, na
podstawie Lematu 1.4 otrzymujemy nastepujacy wniosek.

Whiosek 2.2. Liczba /3 jest niewymierna.

Bok i przekatna w kwadracie

W geometrii istotnym przyktadem odcinkéw niewspotmiernych jest bok kwa-
dratu i jego przekatna. Celem ponizszego dowodu jest pokazanie, ze nie ist-
nieje wspoélna jednostka dtugosci, wzgledem ktorej oba te odcinki datoby sie
wyrazi¢ jako jej catkowite wielokrotnosci. Dowdd bazuje na kilku niezalez-
nych opracowaniach, w szczegolnosci na pozycjach literatury matematycznej
[1], [2] oraz na zrédle internetowym  [4].

Twierdzenie 2.3. Bok kwadratu i jego przekgtna sq odcinkami niewspot-
miernymsi.

Dowod:
A D
b—a
G 2a — b E
b
F ‘
o)
B a C

Rysunek 2: Dow6d Twierdzenia 2.3

Niech a bedzie dtugoscia boku kwadratu LJABCD, zas b jego przekatnej
(patrz Rysunek 2). Zalézmy nie wprost, ze te wielkosci sa wspétmierne, czyli
zgodnie z Definicjg 1.3 mozemy je zapisa¢ jako: a =n -9 oraz b =m - ¢ dla
pewnej miary 0 i dla pewnej pary dodatnich liczb catkowitych n i m.



Najpierw na przekatnej b odtozymy bok a. W ten sposéb wyznaczamy po-
lozenie punktu E na przekatnej kwadratu. Na boku AB zaznaczamy punkt
F, taki ze EF 1 AC. Z wlasnosci kwadratu wiemy, ze |AB| = |BC/|, z czego
wynika, ze trojkat AABC jest réwnoramienny, a ZABC = 90°, za$ stad
wiadomo, ze ZCAB = ZACB = 45°. Widzimy, ze /ZEAF = /ZCAB = 45°
i ZAEF = 90°, wiec ZAFE = 45°, 7 czego wynika, ze trojkat AAFE jest
réwnoramienny, gdzie |[AE| = |EF|. Trojkaty AFBC i AFEC sa tréjkatami
prostokatnymi ze wspdlng przeciwprostokatng oraz drugim bokiem tej samej
dtugosci, poniewaz |BC| = |FC|. Na mocy twierdzenia Pitagorasa wiemy,
ze |BF| = |EF| = |AE|. Poniewaz |AE| = |EF|, mozemy zbudowaé¢ nowy
kwadrat JAEFG. Dtugo$¢ jego boku oznaczymy jako aq, a jego przekatnej
jako by. Mamy zalezno$ci:

a, = |AE| = |AC| — |EC| = |AC| — |BC| = b — a,

by = |AF| = |AB| — |BF| = |AB| — |AE| =a—(b—a) =2-a—b.

7 tego, ze a =n -0 i b=m-J otrzymujemy:
ag=m-d—n-0=(m—-—n)-d=ny -0,

by=2n-d—m-6=(2-n—m)d =my -0,

gdzie ny,my € Z+.

Kwadrat JAGEF jest mniejszy od wyjsciowego kwadratu JABC' D, wiec
|AF| < |AC|, a stad wynika, ze m; < m. Otrzymujemy wiec mniejszy
kwadrat, ktorego bok i przekatna sg krotno$ciami tego samego odcinka 9.
Powyzszy proces mozemy powtérzy¢ dla kwadratu JAEFG, powstanie bo-
wiem kolejny kwadrat o boku ay = ny - d = (my — ny) - § i przekatnej
by = mg-d = (2-ny —my) -, gdzie ng,my € Z+ oraz my < mq, €O
mozna ponownie udowodni¢ w ten sam sposob, jak w poprzednim kroku.
Poniewaz mozemy w nieskonczonos¢ konstruowaé¢ nowe kwadraty, otrzymu-
jemy $cisle malejacy ciag dodatnich liczb catkowitych:

m>mip > Mg >1M3 > ...,

co prowadzi do sprzeczno$ci, poniewaz nie moze by¢ nieskonczenie wiele roz-
nych dodatnich liczb catkowitych mniejszych od m. Zatem przekatna i bok
kwadratu sg odcinkami niewspotmiernymi. O]

Whiosek 2.4. Z powyzej udowodnionego twierdzenia, ze bok oraz przekatna
kwadratu sg odcinkami niewspétmiernymi oraz z powszechnie znanego faktu,
ze ich stosunek wyraza sie jako v/2, na podstawie Lematu 1.4 wnioskujemy,
ze liczba v/2 jest liczba niewymierng.



Bok i przekatna w pieciokacie foremnym

Pieciokat foremny to jedna z figur geometrycznych, w ktorej pojawia sie in-
teresujacy przypadek niewspotmiernosci odcinkéw wyznaczonych przez jego
konstrukcje. Nie mamy watpliwosci, ze bok i jego przekatna sg réznej dtu-
gosci, jednak okazuje si¢, ze nie daja si¢ rowniez wyrazi¢ jako wielokrotnosci
jednego mniejszego odcinka. Dowdd zostal zaczerpniety z ksiazki [1] oraz ze
zrodla internetowego [5]. Warto wspomnieé, ze stosunek dlugosci przekat-
nej do boku pieciokata foremnego nazywamy ztotg liczbg, do czego jeszcze
wrocimy na koncu omawiania tej pary odcinkéw niewspétmiernych.

Twierdzenie 2.5. Bok pieciokqta foremnego i jego przekgtna sq odcinkami
niewspotmiernymi.

Dowdd: Rozwazmy pieciokat foremny o boku dtugosci a i przekatnych dtu-
gosci b. Zaktadamy nie wprost, ze a i b sg wspotmierne, czyli a = m - § oraz
b =n -6 dla pewnej miary 0 oraz pewnych liczb dodatnich catkowitych m i
n. Na przekatnej b odktadamy bok a, czyli na Rysunkach 3 i 4 bok FC.

Rysunek 3: Dow6d Twierdzenia 2.5

Geometrycznie mozna uzasadnic¢ ten krok poprzez analize katéw owej figury.
Tak jak na Rysunku 3 opisujemy na pieciokgcie foremnym okrag o srodku



w punkcie S. Wiemy, ze katy srodkowe w pieciokacie mierzg po 72°, z czego
wynika, ze katy wewnetrzne tego wielokata foremnego maja po 108°. Mozemy
zauwazyé, ze ZASB i ZACB sa oparte na tym samym hiku okregu AB,
wiec z twierdzenia o miarach katéw wpisanych w okrag i kata srodkowego,
opartych na tym samym tuku, wiemy, ze ZACB = 36°. Korzystajac z tej
samej wtasnosci oraz obserwacji z rysunku mozemy stwierdzi¢, ze ZCBE =
72°, poniewaz jest to kat wpisany w okrag i lezy na tym samym tuku EC co
kat érodkowy LZCSE. Teraz, korzystajac z twierdzenia o sumie miar katéw
wewnetrznych w tréjkacie, mozemy wywnioskowaé, ze tréjkat ABCE jest
trojkatem réwnoramiennym, gdzie |BC| = |FC| = a.

D

9 T2

T2

Rysunek 4: Kolejna faza dowodu Twierdzenia 2.5

10



W ten sposob na przekatnej dtugoéci b powstal odcinek AF o diugosci
b — a = ry, ktory wedtug zatozenia poczatkowego dowodu rowniez musi by¢
wspotmierny z bokiem gtéwnego pieciokata foremnego, poniewaz r| = b—a =
n-d—m-0=(n-—m)-0 =mq -0, gdzie my € Z+. Nier6wno$¢ m; > 0
mozna udowodnié¢ faktem, ze przekatna pieciokata foremnego zawsze jest
dtuzsza niz jego bok. Ponadto, korzystajac z nieréwnosci tréjkata w troj-
kacie rownoramiennym ABC', ktorego ramiona maja dtugo$c a, a podstawa
ma dtugo$¢ a + rq, otrzymujemy 2 - a > a + r1, skad wynika, ze r; < a, a
w zwiazku z tym m; < m. Mozemy teraz zbudowaé¢ nowy pieciokat forem-
ny o boku dtugosci r; i przekatnej a (jak wida¢ na Rysunku 4). Powstaly
pieciokat jest podobny do pigciokata o boku a, wigc mozemy ponownie po-
wtorzy¢ algorytm, tylko tym razem od przekatnej o dtugosci a odcinamy bok
o dltugosci 1. W ten sposob na przekatnej a powstat odcinek ro = a—ry, kto-
ry rowniez jest calkowitg wielokrotnoscig tego samego odcinka ¢, poniewaz
ro=a—r;=m-0—my-0=m-0—(n—m)-d =(2-m—n)-0 =my-9, gdzie
me € Z+ i mo < my. Nieréwnos¢ my > 0 znowu wynika z tego, ze przekat-
na pieciokgta foremnego zawsze jest dtuzsza od jego boku. Znowu mozemy
zbudowaé kolejny pieciokat podobny o boku ry i przekatnej r;. Widzimy,
ze proces konstrukeji kolejnych coraz to mniejszych pieciokatow foremnych
z zastosowaniem boku i przekatnej mozemy powtarza¢ w nieskonczonosc.
Ponownie otrzymujemy $cisle malejacy ciag dodatnich liczb catkowitych:

m>mi > Mg > 13 > ...,

co prowadzi do sprzeczno$ci, poniewaz nie istnieje nieskonczenie wiele réznych
dodatnich liczb catkowitych mniejszych od konkretnego m, wiec analizowane
odcinki a i b sg niewspdtmierne, co konczy dowdd Twierdzenia 2.5. n

Whiosek 2.6. Skoro bok i przekatna pigciokata foremnego sa niewspotmier-
ne, to wynika stad, ze liczba opisujaca stosunek dtugosci przekatnej do boku,

czyli % - zwana rowniez zlotg liczba - jest liczbg niewymierna.

Bok i przekatna w szeSciokacie foremnym

W szesciokacie foremnym wystepuja przekatne réznych dtugosci. W kolejnym
przyktadzie skupimy sie¢ na krétszej przekatnej. Udowodnimy, ze przekatna
ta oraz bok szes$ciokata sa odcinkami niewspétmiernymi, co czyni je kolejnym
przyktadem odcinkéw o niewymiernym stosunku dlugosci w figurze geome-
trycznej. Prezentowany dowod zostal opracowany na podstawie materiatu
dostepnego w zrédle internetowym [6].

Twierdzenie 2.7. Bok i krotsza przekgtna szeSciokgta foremnego sq odcin-
kami niewspotmiernymi.
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Dowad: Niech a oznacza bok szesciokgta foremnego ABCDEF, za$ d jego
krétsza przekatna, tak jak na Rysunku 2.7. Zaktadamy nie wprost, ze a i d sa
wspotmierne, wiec zgodnie z Definicjg 1.3 mozemy je zapisaé jako: a =n -6
oraz d = m - ¢, gdzie m,n € N, a § jest wspdlna miara krotszej przekatnej i
boku szesciokata.

Rysunek 5: Dow6d Twierdzenia 2.7

Najpierw na przekatnej d odt6zmy bok a. W ten sposéb na przekatnej po-
wstal punkt G, dlatego |CG| = |BC| = a. Niech teraz punkt I bedzie punk-
tem przeciecia sie prostych AB i C' D, natomiast H bedzie takim punktem,
ze /ZHCI = ZHCA. 7 whasnoéci katow w szesciokacie foremnym wiemy,
ze ZABC = /BCD = 120°, dlatego ZCBI = ZBCI = 60°, wiec tréjkat
ABCT jest réwnoboczny. Rozwazmy trojkaty AHCI i AHCG. Przeanali-
zujmy ich odpowiednie boki oraz katy:

e majg wspolny bok C'H,
« bok CT oraz bok C'B maja ta sama dtugos¢,
o kat ZHCT oraz kat ZHCG maja te samg miare.
Zatem, na podstawie cechy przystawania bok-kat-bok (BKB), mozemy stwier-
dzi¢, ze:
AHCI = ANHCG.

Oznacza to, ze trojkaty te sa przystajace, czyli maja takie same dlugosci
bokéw i miary katéw, dlatego tez [[H| = |HG| oraz Z/CGH = ZCIH = 60°.
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Mozemy teraz zauwazy¢, ze kat ZAGH = 180° — 60° = 120°, a skoro trojkat
AABC jest réwnoramienny, to kat ZHAG = 1-(180°— ZABC) = £-(180°—
120°) = 30°. Natomiast kat ZAHG = 180°—ZAGH—-/HAG = 180°—120°—
30° = 30°, z czego wynika, ze tréjkat AAGH jest réwnoramienny. Dlatego tez
mozemy skonstruowaé nowy szeéciokat foremny AGH JK L. Niech d; bedzie
jego przekatna i a; bedzie jego bokiem. Wowczas:

a; = |AG| =d — a,

diy = |AH| =|AI|— |HI| = |AB| — |HG| = |AB| + |BC| — |AG| =
=a+a—(d—a)=2-a—d+a=3-a—d

7 tego, ze a =n -0 id=m-J otrzymujemy, ze:
ag=m-0—n-0=(m-n)-6=mny-0

d=3n-d—-m-0=3B3-n—m)-d=my-0

gdzie n; = m —n oraz m; = 3-n —m to dwie dodatnie liczby catkowite oraz
ny < n poniewaz z nierownosci trojkata wiemy, ze d < 2-a, stad otrzymujemy
nastepujacy ciag implikacji:

d<2-a=m-0<2-n-d=>m<2-n=>m-n<n=n <n

co jest prawda, poniewaz w dowolnym tréjkacie kazdy bok ma dtugos¢ mniej-
szg od sumy dhugosci dwoch pozostatych bokéw. Powyzsza procedure mozna
powtérzy¢ na szesciokacie ADH JK L otrzymamy w ten sposob kolejny sze-
Sciokat foremny, ktorego przekatna wynosi do = ms - 9, a bok as = ng - 6
gdzie ny = my — nq, natomiast me = 3 - n; — my to dwie dodatnie liczby
catkowite przy czym ny < ny < n. Z tego wynika, ze w nieskonczonos¢ moze-
my budowa¢ nowe sze$ciokaty foremne, w wyniku czego otrzymujemy Scisle
malejacy ciag dodatnich liczb catkowitych:

n>mng >Ny >N3 >Ng...,

co daje nam sprzecznos¢, gdyz nie moze by¢ nieskonczenie wiele réznych
liczb catkowitych dodatnich mniejszych od n. Zatem kroétsza przekatna i bok
szesciokata foremnego sg wielko$ciami niewspolmiernymi. O]

Whniosek 2.8. Z faktu, ze dlugo$¢ boku oraz dtugo$é¢ krotszej przekatnej
szesciokata foremnego sg niewspotmierne, a ich stosunek dtugosci wyraza sie
jako v/3, wynika, na podstawie Lematu 1.4 ze liczba v/3 jest liczba niewy-
mierna.
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2.2 Niewspo6lmiernosé bokéw w dwoch nieskonczonych
seriach trojkatéow prostokgtnych

W tym podrozdziale skupimy sie na wykazaniu niewspotmiernosci odcinkow
w trojkatach prostokatnych w dwoch réznych przypadkach. Uogdlnimy w ten
sposob rozumowanie z dowodu Twierdzenia 2.1. Ponizszy dowdd jest wyni-
kiem naszej wtasnej analizy i nie opiera sie na istniejacych dowodach w litera-
turze. W pierwszym z tych przypadkéw rozwazymy trojkaty prostokatne, w
ktérych jedna przyprostokatna jest catkowita krotnoscig drugiej. W drugim
przypadku przyjrzymy sie tréjkatom prostokatnym, w ktérych przeciwpro-
stokatna jest n-krotnoscia jednej z przyprostokatnych. W obu przypadkach,
wychodzac od niewspdéimiernosci odcinkow, przejdziemy do wnioskowania
o niewymiernosci stosunkéw odpowiadajacych im dlugosci, co korzystajac
z twierdzenia Pitagorasa bedzie odpowiadaé¢ niewymiernosci liczb v/n2? + 1
oraz v/n? — 1 dla catkowitych n > 2.

Twierdzenie 2.9. Dany jest dowolny tréjket prostokgtny, w ktorym jedna
przyprostokgtna jest catkowitq krotnoscig drugiej. Wowczas przeciwprostokgt-
na w tym trojkgcie jest niewspotmierna z krotszq przyprostokgtng.

Dowadd: Rozwazmy tréojkat prostokatny o przyprostokatnych dtugosci 1 oraz
n i przeciwprostokatnej dtugosci a.

Rysunek 6: Dow6d Twierdzenia 2.9

Zatézmy nie wprost, ze 1 i a sa krotnosciami tej samej §, czyli 1 = k- §
oraz a = [ - ) dla pewnej wspélnej miary d i dla pewnych dodatnich liczb
catkowitych k, I. Wowczas n tez jest krotnoscig tej samej o, czyli n = m -
0, gdzie m = n - k. Na poczatku na boku a odktadamy bok n, w wyniku
czego powstaje nam punkt F. Przeprowadzamy teraz prosta prostopadta do
boku BC' przechodzaca przez punkt E. W ten sposéb na boku AC' utworzyt
sie punkt F. W ten sposéb powstal trojkat AEFC, ktéry jest podobny do
trojkata AABC, poniewaz:
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» oba trojkaty sa prostokatne,
» posiadaja jeden wspélny kat /ECF = ZACB,
e 7 powyzszych warunkéw wynika, ze /EFC = ZABC.

Teraz zobaczmy ile wynosza dtugosci bokéw tréjkata AEFC: |CE| = © =
a—n=101-0—m-0=(L—m)-J, wiec = jest wielokrotnoscia tej samej d.
Korzystajac z podobienstwa do AABC' otrzymujemy zaleznosé |[EF| =n-x.
Aby wyznaczy¢ dtugosé ostatniego boku, przyjrzyjmy sie trojkatom AABFE
oraz ANF BE. Sa to tréjkaty prostokatne ze wspolng przeciwprostokatng oraz
przyprostokatna tej samej dtugosci |BA| = |BE| = n. Na mocy twierdzenia
Pitagorasa |AF| = |FE| = n - x. Stad wynika, ze rozwazane tréjkaty sa
przystajace z cechy bok - bok - bok. Mozemy obliczy¢, ze |FC| =1—n-x,
tez jest krotnoscia tej samej 0 (wynika to tez z Obserwacji 1.2)

W ten sposéb powstal nam mniejszy trojkat AEFC podobny do trojkata
ANABC'. To, ze jest on mniejszy, wynika np. z nierownosci:

r<n-x=|FA| <|AC|.

Powyzszy proces mozemy powtarza¢ w nieskonczonosé, co prowadzi nas do
powstania coraz mniejszych trojkatéw podobnych. W wyniku tego powstaje
cigg coraz krotszych odcinkéw, ktére sg krotnosciami tego samego odcinka
0. W ten sposéb dochodzimy do sprzecznoéci, poniewaz nie istnieje nieskon-

czony malejacy cigg odcinkéw bedacych krotnosciami tego samego odcinka
0. m

Na podstawie Lematu 1.4, Twierdzenie 2.9 daje nam nastepujacy wniosek.

Whniosek 2.10. Dla dowolnego trojkata prostokatnego o wymiarach 1,n,a
przyprostokatna o dtugosci 1 oraz przeciwprostokatna o dtugosci a sa nie-
wspétmierne, czyli wyrazenie a = v/1 + n? jest liczba niewymierna.

Kolejne twierdzenie dostarcza nam jeszcze jedng nieskonczong serie par nie-
wspoOtmiernych odcinkow.

Twierdzenie 2.11. Dany jest trojkqt prostokgtny, w ktorym przeciwprosto-
kgtna jest n-krotnosciq jednej z przyprostokgtnych. Wowczas druga przypro-
stokgtna jest niewspotmierna z tq prerwszq.

Dowad: Rozwazmy tréjkat prostokatny AABC', gdzie przyprostokatne maja
dlugosci 11 a, natomiast przeciwprostokatna n (patrz Rysunek 7).
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Rysunek 7: Dowod Twierdzenia 2.11

Zal6ézmy nie wprost, ze 1 i a sa wspotmierne czyli sa krotnosciami tej samej
0, co znaczy, ze 1 = k-0 1ia=1-9. Wtedy n tez jest krotnodcig tej samej 9,
co mozna zapisaé, ze n = m - 9. Najpierw na przeciwprostokatnej odktadamy
przyprostokatng dhugosci a, w ten sposdb powstaje nam punkt E. Nastepnie
na boku AC wyznaczamy taki punkt F, ze EF L CB. Wtedy |CE| =z =
n-a = (m—1)-9 jest tez wielokrotnoscia tej samej §. Przeanalizujmy tréjkaty
NABC oraz AEFC:

e maja kat o mierze 90°,
e majg wspoélny kat przy wierzchotku C|

o 7 powyzszych warunkéw wynika, ze ich trzeci kat rowniez jest tej samej
miary.

Zatem tréjkaty AABC oraz AEFC sa podobne z cechy podobienstwa kat-
kat-kat (KKK). Wiemy, ze dlugo$é boku CE w tréjkacie AEFC wynosi .
7 faktu, ze trojkat ten jest podobny do trojkata AABC, wnioskujemy, ze
dhugo$¢ boku C'F wynosi n - x. Do wyznaczenia dtugosci boku F'E musimy
rozwazy¢ trojkaty AABF i AEBF. Oba sg tréjkatami prostokgtnymi, maja
wspolng przeciwprostokatng BF', dodatkowo maja przyprostokatna tej samej
dlugoéci |AB| = |EB| = a oraz na mocy twierdzenia Pitagorasa |AF| =
|FE|. Z tego wynika, ze tréjkaty AABF i AEBF sa przystajace:

ANABF = ANEBF.

Ponadto wiemy, ze |AF| = |AC|—|FC| = 1—n-z, zatem |EF| = 1—n-z. Na
podstawie Obserwacji 1.2 wnioskujemy, ze |EF| jest krotnoscia tego samego
odcinka 6. W ten sposob powstal nam mniejszy tréjkat AEEFC podobny do
trojkata AABC, poniewaz:

r<n-xz=|CF|<|AC|.
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W nowo powstalym tréjkacie przeciwprostokatna |C'F| = n - x oraz przypro-
stokatna |F'E| =1 —n -z sa krotnodciami tego samego odcinka §. Powyzszy
proces mozemy powtarzaé¢ nieskonczenie wiele razy, co prowadzi nas do po-
wstania coraz mniejszych trojkatéw podobnych, ktérych boki sg krotno$ciami
tego samego odcinka 0. W wyniku konstrukcji otrzymujemy cigg odcinkow,
ktérych dhugosci sa malejacymi wielokrotnosciami tej samej d. Prowadzi to
do sprzecznosci, gdyz nie mozna utworzy¢ nieskonczonego ciggu malejacych
odcinkéw o dhugosciach bedacych wielokrotnosciami jednej ustalonej warto-
Sci. O

Na podstawie Lematu 1.4, Twierdzenie 2.11 daje nam nastepujacy wniosek.

Whniosek 2.12. Dla dowolnego trojkata prostokatnego o bokach diugosci
1,a,n przyprostokatna dltugosci 1 oraz przyprostokatna dlugosci a sa nie-
wspétmierne, czyli wyrazenie a = v/n? — 1 jest liczbg niewymierna.

2.3 Niewspo6tmiernosé bokéw kwadratéw w zaleznosci
od stosunku ich pél

W ostatniej czesci projektu przedstawimy przyktady niewspotmiernosci bo-
kéw kwadratéw, z ktorych jeden ma pole odpowiednio 2, 3, 51 7 razy mniejsze
od drugiego. Kazdy przypadek zostanie zilustrowany geometrycznym dowo-
dem opartym na symetrycznym uktadaniu mniejszych kwadratow wzdtuz
przekatnej kwadratu wyjsciowego. Podejscie to, jak w poprzednim podroz-
dziale, prowadzi do sprzecznosci wynikajacej z powstania nieskonczonego,
malejacego ciggu dodatnich liczb catkowitych.

Niewspolmiernosé boku kwadratu z bokiem kwadratu o polu dwu-
krotnie mniejszym.

Pierwszy dowdd w tym podrozdziale pokaze, ze bok kwadratu jest odcinkiem
niewspotmiernym wzgledem boku kwadratu o dwukrotnie mniejszym polu.
Ogdlna koncepcja zostalta zaczerpnieta z opracowania internetowego oznaczo-
nego jako [7]. Rozumowanie zostato jednak przez nas rozwinigte i wzbogacone
o dodatkowe wyjasnienia.

Twierdzenie 2.13. Bok kwadratu jest odcinkiem niewspotmiernym wzgledem
boku kwadratu o dwukrotnie mniejszym polu.

Dowdd: Niech a oznacza dtugosé boku wiekszego kwadratu, natomiast b
dhugos¢ boku kwadratu, ktorego pole jest dwa razy mniejsze. Zalézmy nie
wprost, ze bok o dtugosci a jest wspotmierny z bokiem o dhugosci b. Mozemy
wiec zapisaé, ze a = m-6d, natomiast b = n-d dla pewnej wspdlnej miary ¢ oraz
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liczb m,n € N. Z zalozenia wiemy, ze pole kwadratu o boku dtugosci a jest
dwa razy wicksze od pojedynczego pola kwadratu o boku b, wiec suma dwoch
mniejszych kwadratow powinna doktadnie pokry¢ powierzchnie wyjsciowego
kwadratu (patrz Rysunek 8)

Rysunek 8: Kwadraty z Twierdzenia 2.13

Umieszczamy mniejsze kwadraty wewnatrz duzego w jego przeciwleglych
wierzchotkach (patrz Rysunek 9).

1

b-(a—b)=2b-a a-b

Rysunek 9: Dowod Twierdzenia 2.13

W dwdch przeciwlegtych rogach wyjsciowego kwadratu powstaty kwadratowe
obszary, ktoére nie zostaly pokryte. Ich boki sg rowne réznicy boku kwadra-
tu dtugosci a oraz b, czyli a — b. Kwadraty o boku dtugosci b, umieszczone
wewnatrz wiekszego kwadratu nachodza na siebie, w wyniku czego powstaje
obszar wspélny w ksztatcie kwadrat. Bok tego naktadajacego sie kwadratu
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jest rowny réznicy boku kwadratu dtugosci b oraz a — b. Z tego wynika, ze
dlugoséé boku powstaltego kwadratu jest réwna b — (a —b) =2-b — a.

7, zatozenia wiemy, ze powierzchnia dwéch kwadratéw o boku dtugosci b jest
rowna powierzchni kwadratu o boku dtugosci a. Mozemy zatem wniosko-
wacl, ze powierzchnia obszaru pokrytego dwukrotnie, jest rowna powierzchni
obszaru niepokrytego przez zaden kwadrat, co daje rownanie:

(2-b—a)*=2-(a—0b)?

Zauwazmy, ze powstaje tu identyczna zalezno$é jak na poczatku, tylko tym
razem dtugosci bokéw kwadratéw to:

ag=2-b—a=2-n-0—-m-§=(2-n—m)-d=my-0
bp=a—b=m-0—n-d=(m—n)-0=ny-9
Powyzsze dhugosci bokéw nowych kwadratow sg catkowitymi krotnosciami
tego samego odcinka ¢. Ponadto zauwazmy, ze kwadrat o boku dtugosci a,
jest mniejszy od kwadratu o boku dlugosci a, co mozna wywnioskowaé z
Rysunku 2.13. Zatem mozemy wyciagnac¢ wniosek, ze m; < m. Te nieréwnos¢
uzasadnia rowniez nastepujacy ciag wynikajacych z siebie nieréwnosci.
b<a

4

n-6<m-90

4

2-n<2-m

4

2-n—m<m

4

mp <m

Poniewaz mozemy powtarzac te konstrukcje w nieskonczono$é, za kazdym ra-
zem otrzymujac pare liczb naturalnych m;, n; takich, ze m; < m;_1, powstaje
w ten sposob Scisle malejacy cigg liczb naturalnych:

m>1mi; >Mo >M3g > ...

co prowadzi do sprzecznosci, gdyz nie moze by¢ nieskonczenie wiele réznych
liczb catkowitych dodatnich mniejszych od m.

Zatem bok kwadratu jest odcinkiem niewspotmiernym z bokiem kwadratu o
dwukrotnie mniejszym polu.

Whniosek 2.14. Na mocy Twierdzenia 2.13 oraz Lematu 1.4 wnioskujemy, ze
liczba /2, bedaca stosunkiem dtugoséci bokéw dwéch kwadratéw, z ktérych
jeden ma pole dwukrotnie mniejsze od drugiego, jest liczba niewymierna.
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Niewspdélmiernosé boku kwadratu z bokiem kwadratu o polu trzy-
krotnie mniejszym.

Kolejny dowdd dotyczy niewspolmiernosci boku kwadratu wzgledem boku
kwadratu o trzykrotnie mniejszym polu. Jego ogélna idea pochodzi z opra-
cowania internetowego [7]. Zostal on jednak wzbogacony o nasze wtasne ob-
serwacje oraz dodatkowe wyjasnienia, ktore maja na celu poglebienie zrozu-
mienia przedstawionego rozumowania.

Twierdzenie 2.15. Bok kwadratu jest odcinkiem niewspotmiernym wzgledem
boku kwadratu o trzykrotnie mniejszym polu.

Dowdéd: Niech a to dtugosé boku wigkszego kwadratu, natomiast b to dtu-
gos¢ boku kwadratu o trzykrotnie mniejszym polu. Zatézmy nie wprost, ze
bok kwadratu o dhugosci a jest wspétmierny z bokiem kwadratu o dtugosci
b. To oznacza, ze mozemy te wielko$ci napisa¢ nastepujaco: a = m - § oraz
b=n-¢ dla pewnej wspolnej miary 6 i m,n € N.

7, zalozenia wiemy, ze pole kwadratu o boku a jest trzy razy wieksze od poje-
dynczego pola kwadratu o boku b. Z tego wynika, ze suma powierzchni trzech
mniejszych kwadratow powinna dokltadnie pokry¢ powierzchnie wyjsciowego
kwadratu (patrz Rysunek 10).

Rysunek 10: Kwadraty z Twierdzenia 2.15

Umieszczamy mate kwadraty wewnatrz duzego kwadratu symetrycznie rozto-
zone wzgledem gtéwnej przekatnej (patrz Rysunek 11). W wyniku naktadania
sie kwadratow o boku b powstaly dwa jednakowe mniejsze z6tte kwadraty,
ktore zostaly pokryte podwdjnie. Natomiast w dwoch pozostatych rogach
kwadratu wyjsciowego powstaly obszary, ktére nie zostaly pokryte przez za-
den z trzech kwadratéw o boku b.
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Rysunek 11: Dow6d Twierdzenia 2.15

Niepokryty obszar sktada si¢ tacznie z szeSciu jednakowych kwadratow o
boku “T_b, co mozna tatwo wywnioskowac z rysunku. Z tego z kolei wynika, ze
naktadajace sie zotte kwadraty maja bok dtugosci b— ‘ZT_b = 362_ 2. Korzystajac
z faktu, ze trzy kwadraty o boku dlugoséci b pokrywaja cata powierzchnie
kwadratu o boku a, wnioskujemy, ze suma pol dwdch zoéttych kwadratéw o
boku dtugosci 3”7"1 jest réwna sumie pol szesciu kwadratéw o boku dtugosci
%b. Mozemy zapisac to jako:

(e ()

W ten sposéb otrzymaliSmy te sama zaleznosé co na poczatku dowodu, lecz
tym razem dla kwadratéw o nastepujacych dlugoséciach bokow:

_3~b—a_3'n'(5—m'(5_3~n—m

2 2 5 o

a1

blza—l):m~5—n-(5:m—n:nl‘é7
2 2 2
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gdzie my oraz n; sa catkowite. Do udowodnienia catkowitosci tych liczb po-
stuzy nam fakt, ze kwadrat o boku dtugosci a ma trzykrotnie wigksze pole
niz kwadrat o boku dtugosci b. Stad:

a? =3 b
4
(m-6)*=3-(n-6)

m2=3-n

7, ostatniej rownosci mozemy wnioskowac, ze liczby m i n maja te sama
parzystos¢. Na tej podstawie stwierdzamy, ze liczby 3n — m oraz m — n sa
parzyste, a zatem liczby m, = 3"2_ ™ oraz ny = 5" sy catkowite. W rezultacie
otrzymujemy kwadraty, ktérych dtugosci bokéw sg catkowitymi krotno$ciami
tego samego odcinka ¢. Co wiecej nowe kwadraty sa mniejsze od pierwotnych,
co mozemy zauwazy¢ na Rysunku 11. W celu doktadniejszego zobrazowania

tej zaleznosci, przeprowadzmy takze rozumowanie arytmetyczne.

b<a

Y

n-6<m-0

DO W

! <
nm——-m<m
2

Y

mp <m

Powtarzajac powyzszy proces mozemy w nieskonczonos¢ konstruowaé pary
kwadratow, dla ktorych pole jednego z nich jest trzy razy wieksze od pola
drugiego. W ten sposob otrzymujemy Scisle malejacy ciag dodatnich liczb
catkowitych:

m>1m; > Mg > M3 > ...

co prowadzi do sprzeczno$ci, poniewaz nie istnieje nieskonczenie wiele dodat-
nich liczb catkowitych spetniajacych powyzsza nieréwnosé. Zatem diugosci
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bokéw tych kwadratow sg niewspdimierne, czyli odcinek bedacy bokiem kwa-
dratu jest odcinkiem niewspotmiernym wzgledem boku drugiego kwadratu o
trzykrotnie mniejszych polu. O]

Jesli rozwazamy pare kwadratéw, z ktérych jeden ma pole trzy razy wigksze
od drugiego, to stosunek dhugoéci ich bokéw jest réwny /3. Korzystajac z
tej wlasnosci oraz Lematu 1.4 otrzymujemy nastepujacy wniosek.

Whiosek 2.16. Liczba /3 jest niewymierna.

Niewspolmiernosé¢ boku kwadratu z bokiem kwadratu o polu pie-
ciokrotnie mniejszym.

W kolejnym dowodzie bedziemy rozpatrywaé¢ kwadrat, ktérego pole jest pie-
ciokrotnie mniejsze od pola wiekszego kwadratu. Wykazemy, ze dtugosci ich
bokéw nie sg wspéhmierne, co zostato réwniez oméwione w pracy [7].

Twierdzenie 2.17. Bok kwadratu jest odcinkiem niewspotmiernym wzgledem
boku kwadratu o polu pieciokrotnie mniejszym.

Dowad: Zatézmy, ze a to dtugosé boku kwadratu, natomiast b to dlugosé
boku kwadratu, ktérego pole jest pie¢ razy mniejsze. Zaktadamy nie wprost,
ze odcinek o dhugosci a jest wspdtmierny z odcinkiem o dhugosci b, co oznacza,
ze a = m -0, natomiast b = n - ¢ dla pewnej wspdlnej miary d oraz liczb m
oraz n, ktore sa dodatnie i caltkowite. Z zatozenia wiemy, ze pole kwadratu
o boku dtugosci a jest pie¢ razy wieksze od pojedynczego pola kwadratu o
boku dtugosci b, wiec suma pigeciu mniejszych kwadratéw powinna doktadnie
pokry¢ powierzchnie wyjéciowego kwadratu (patrz Rysunek 12).

Rysunek 12: Kwadraty z Twierdzenia 2.17

Umieszczamy mniejsze kwadraty wewnatrz duzego kwadratu symetrycznie
oraz réwnomiernie wzdluz gtéwnej przekatnej (patrz Rysunek 13).
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Rysunek 13: Dowé6d Twierdzenia 2.17

Kazdy kwadrat nachodzi na kolejny, w wyniku czego powstajg cztery mniej-
sze jednakowe kwadraty w kolorze z6ttym o boku dtugosci b — “T’b = 5b4’a

(patrz Rysunek 13), ktére sa pokryte podwdjnie. Z kolei w dwdch rogach
wyjsciowego kwadratu powstaje obszar, ktory nie zostat objety przez zaden
z pieciu kwadratow o boku b. Obszar ten sktada sie z dwudziestu "pustych'

a

kwadratéw o boku dtugosci 42 (patrz Rysunek 13). Kluczowy jest tu fakt,

—b
4

ze wszystkie pie¢ kwadratow o boku dhugosci b catkowicie mieszcza si¢ we-
wnatrz wyjsciowego kwadratu. Stad wyciagamy wniosek, ze taczne pole czte-
rech z6ttych kwadratéw o boku dlugoéci 22=¢ jest réwne sumie dwudziestu

1
pol "pustych" kwadratow o boku dtugosci “T_b. W ten sposob otrzymujemy
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zaleznosé:

5-b—a2 a—b\>
4. —90 -
() == ()

4

(o )

W dalszych rozwazaniach bedziemy analizowa¢ kwadraty sktadajace sie od-

powiednio z czterech z6éttych kwadratéw o boku diugoéci 22=¢ i czterech

4
"pustych" kwadratéw o boku dtugosci “T_b, z czego wynika, ze nowe kwadraty
beda miaty dtugosci bokéw a; = M’T_“ oraz by = “T_b (patrz Rysunek 14).

5b—a

Rysunek 14: Dalsza cze$¢ dowodu Twierdzenia 2.17

Wtedy wczesniejsza zalezno$é¢ po pomnozeniu obustronnie przez 4, bedzie
wyglada¢ nastepujaco:
5b—a\’ _ a—b\"
2 B 2 '

Rozwazmy wiec dtugosci bokéw nowopowstatych kwadratow:

5b—a 5-n-d—m-0 bn—m
ap = = = 5:m15
2 2 2
blza—bzm-é—n-é:m—n.é:m'(S
2 2 2
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Powyzsze dhugosci bokéw nowych kwadratow sa catkowitymi krotnosciami
tego samego odcinka §. Aby udowodnié¢ catkowito$é liczb dodatnich my oraz
ny1, wroé¢my do zatozenia, ze poczatkowy kwadrat o boku dtugosci a ma pie-
ciokrotnie wigksze pole niz kwadrat o boku dtugosci b. Stad:

a?=5-b
4
(m-86)°=5-(n-6)

m2=5-n

7. powyzszej zalezno$ci wynika, ze liczby m i n maja te sama parzystosc.
Dzieki tej wtasnosci mozna stwierdzi¢, ze liczby mq oraz n, sa liczbami cal-
kowitymi. Ponadto zauwazamy, ze kwadrat o boku dtugosci by jest mniejszy
od kwadratu o boku dlugosci b, co mozna wywnioskowaé¢ z Rysunku 13.
Powtarzajac powyzszy proces mozemy w nieskonczonos¢ konstruowac pary
kwadratow, ktérych stosunek pél jest réwny 5, w zwigzku z czym otrzymu-
jemy $cisle malejacy ciag dodatnich liczb catkowitych:

m>mip > Mg > M3 > ...,

co prowadzi do sprzecznosci, gdyz nie istnieje nieskonczenie wiele liczb dodat-
nich catkowitych, ktére spetniajg powyzsza nieréwnosé. Zatem bok kwadratu
jest odcinkiem niewspotmiernym wzgledem boku kwadratu o pieciokrotnie
mniejszym polu. O]

Wiadome jest, ze jezeli rozwazamy pare kwadratéw, taka ze jeden z nich
ma pole pie¢ razy mniejsze niz drugi, to stosunek dtugosci ich bokdéw jest
réwny /5.

Whniosek 2.18. Na podstawie Twierdzenia 2.17 oraz Lematu 1.4 mozna
stwierdzié¢, ze liczba /5, bedaca stosunkiem dtugosci bokéw kwadratéw, z
ktérych jeden ma pole pieciokrotnie mniejsze od drugiego, jest liczba niewy-
mierna.

Niewspdélmiernosé boku kwadratu z bokiem kwadratu o polu sied-
miokrotnie mniejszym.

Réwniez w oparciu o prace [7] przechodzimy do ostatniego przyktadu w tym
podrozdziale, dotyczacego kwadratu o polu siedmiokrotnie mniejszym niz
pole wyjsciowego kwadratu. Podobnie jak wczesniej, przyjecie zalozenia o
wspotmiernosci bokéw prowadzi do sprzecznosci, co pozwala wykazaé, ze
rozpatrywane odcinki nie maja wspolnej jednostki dtugosci.
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Twierdzenie 2.19. Bok kwadratu jest odcinkiem niewspotmiernym wzgledem
boku kwadratu o polu siedmiokrotnie mniejszym.

Dowad: Ponownie przyjmujemy, ze a oznacza dtugos¢ boku wiekszego kwa-
dratu, natomiast b to dtugos¢ boku kwadratu, ktérego pole jest siedmiokrot-
nie mniejsze. Zatézmy nie wprost, ze odcinki o dtugosciach a i b s wspotmier-
ne, czyli istnieje wspoélna jednostka dtugosci § oraz dodatnie liczby catkowite
m in, takie ze a = m-0 oraz b = n-¢. Z faktu, ze pole wiekszego kwadratu jest
siedem razy wieksze od pola jednego z mniejszych, wynika, iz siedem takich
mniejszych kwadratéw powinno catkowicie wypetni¢ powierzchni¢ wyjscio-
wego kwadratu (zob. Rysunek 15).

Rysunek 15: Kwadraty z Twierdzenia 2.19

Mniejsze kwadraty rozmieszczamy wewnatrz wiekszego kwadratu w sposéb
symetryczny i réwnomierny wzdtuz jego gtéwnej przekatnej (zob. Rysunek 16).
Kazdy z siedmiu kwadratéw nachodzi cze$ciowo na kolejny, w wyniku czego

powstaje szes¢ jednakowych mniejszych kwadratow o boku dtugosci b— ‘%b =

o w kolorze zottym (zob. Rysunek 16), ktére sa objete dwukrotnym po-

kryciem. Jednoczesnie, w dwdch przeciwlegtych rogach wiekszego kwadratu
pozostaja niezajete fragmenty, ktore nie sa pokryte przez zaden z mniejszych
kwadratow. Obszary te sktadaja sie tacznie z czterdziestu dwoch "pustych”
jednakowych kwadratéw o boku dtugosci ‘%b (zob. Rysunek 16). Tutaj réw-
niez istotne jest, ze wszystkie siedem kwadratow o boku b mieszcza si¢ w

catosci wewnatrz wyjsciowego kwadratu.
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Rysunek 16: Dowod Twierdzenia 2.19

Wynika stad, ze catkowita powierzchnia szesciu zottych kwadratéw o boku
Tb=a mysi byé réwna sumie pol czterdziestu dwéch "pustych” kwadratéw o
boku “T_b. Otrzymujemy w ten sposéb nastepujaca zaleznosé:

2 2
6. 7-b—a _ 4. a—2b
6 6

4

7T-b—a\’ _ a—0b\’
6 B 6 )
W dalszej czesci rozwazan skupimy sie na nowych kwadratach, ktére sktadaja

sie odpowiednio z dziewieciu zottych kwadratéw o boku %{“ oraz dziewieciu
b

'pustych” kwadratow o boku “z=. Z tego wynika, ze dtugosci bokéw nowych

kwadratéw sg rowne odpowiednio a; = 7172—_“ oraz by = “T_b (zob. Rysunek 17).
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7b—a

Rysunek 17: Dow6d Twierdzenia 2.19

W takim przypadku wezesniejsza réwnosé po pomnozeniu obu stron przez 9,

przyjmuje postac:
7-b—a\’ P b\’
2 B 2

Przyjrzyjmy sie teraz dtugosciom bokéw otrzymanych kwadratow:

7-b—a_7~n-5—m~5_7n—m
2 2 2

a—b m-0—n-0 m-—n
bl— 9 = 9 = 9 5—711(5

5:77?1(5

a] =

Otrzymane dtugosci bokéw nowych kwadratow rowniez stanowia catkowite
wielokrotnosci tej samej jednostki dtugosci §. Aby wykazaé¢, ze odpowiada-
jace im liczby my oraz n; sg dodatnimi liczbami catkowitymi, odwotamy sie
ponownie do zalozenia, ze pole poczatkowego kwadratu o boku a jest siedem
razy wieksze niz pole kwadratu o boku b. Wynika stad, ze:

a?=7-b
I
(m-0)>=7-(n-0)"
2

m:="7-n
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Ze znalezionej zaleznosci wynika, ze liczby m i n maja te samg parzystosc.
Wiasciwoséé ta pozwala stwierdzi¢, ze my i ny sa liczbami catkowitymi. Za-
uwazmy ponadto, ze bok kwadratu o dtugosci by jest krotszy niz bok kwa-
dratu o dtugosci b, co mozna dostrzec na Rysunku 16. Powtarzajac opisana
wyzej procedure, mozemy w nieskoriczonos¢ wyznaczaé¢ nowe pary kwadra-
tow, ktorych pola pozostaja w stosunku 1 : 7. Tym samym otrzymujemy
Scisle malejacy cigg dodatnich liczb catkowitych:

m>1mp > Mo > M3 > ...

Prowadzi to do sprzecznosci, poniewaz nie moze istnie¢ nieskonczony ciag
dodatnich liczb catkowitych spelniajacych wskazang nieréwnos¢. W konse-
kwencji bok kwadratu nie jest wspotmierny z bokiem kwadratu o siedmio-
krotnie mniejszym polu. O
Jezeli rozpatrujemy dwa kwadraty, z ktérych jeden ma pole siedmiokrotnie
mniejsze od drugiego, to stosunek dhugosci ich bokéw wynosi /7.

Whniosek 2.20. Na mocy Twierdzenia 2.19 oraz Lematu 1.4 wnioskujemy, ze
liczba /7, bedaca stosunkiem dtugoéci bokéw dwéch kwadratéw, z ktérych
jeden ma pole siedem razy mniejsze od drugiego, jest liczba niewymierna.

Podsumowanie

W tej pracy zostaly przedstawione rézne przyktady par odcinkéw, ktére sg
niewspotmierne, czyli nie da sie ich wyrazi¢ jako wielokrotnosci jednej wspol-
nej jednostki dtugosci. WykorzystatySmy do tego konstrukcje geometryczne
oparte na klasycznych figurach, takich jak trojkaty, kwadraty oraz wielokaty
foremne. W kazdym przyktadzie przyjecie zatozenia o wspotmiernosci pro-
wadzi do sprzecznosci, poniewaz powstaje malejacy ciag liczb naturalnych,
co jest niemozliwe.

Oprécz znanych przyktadéw, zostaly zaprezentowane autorskie dowody ogol-
ne. Pokazalysmy, ze w dowolnym tréjkacie prostokatnym, w ktérym jedna z
przyprostokatnych ma dhugosé 1, a druga to n, przeciwprostokatna v/n? + 1
jest z nia niewspotmierna. W drugim przypadku, gdy przeciwprostokatna ma
dtugo$é n, a przyprostokatna dlugosé 1, to druga przyprostokgtna v/n? — 1
takze jest niewspdimierna z ta pierwsza. Dzicki tym uogdlnieniom uzyskaty-
Smy nieskonczenie wiele przyktadow liczb niewymiernych, w tym np. liczby
V10, V15, V17, V24 = 2 /6, /26 itd.

W ostatnim podrozdziale zostaty zbadane przypadki, w ktorych poréwnywa-
tySmy boki par kwadratéw o polach pozostajacych w stosunku 2 : 1, 3 : 1,
5:117: 1. Dla kazdego z tych przyktadéw przeprowadzityémy dowody
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pokazujace, ze dtugosci bokéw takich kwadratow réwniez sg niewspotmierne.
Pozwolito to na geometryczne uzasadnienie niewymiernosci liczb takich jak
V2, V3, V517 - bez uzycia metod algebraicznych.

Cato$é¢ pracy pokazuje, ze podejscie geometryczne nie tylko pozwala lepiej
zrozumie¢ pojecie niewspotmiernosci, ale takze umozliwia samodzielne two-
rzenie ciekawych dowodéw niewymiernosci znanych liczb.
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