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1 Wprowadzenie

Jest doéé duzo (wiecej niz trzy) definicji wezla. Kazda z nich w pewnym sensie oddaje intuicje, ktéra kryje
sie za potocznym rozumieniem nazwy tego pojecia. W tym rozdziale podamy jedng z nich. Powiemy tez,
co to znaczy, ze dwa wezly s3 réwnowazne, tj. zastanowimy sie, kiedy majac dane dwa wezly jestesmy
wstanie réwnowaznie (nie zmieniajac “ciaglej struktury”) zdeformowaé jeden z nich, aby otrzyma¢
drugi. Zastanowimy sie nad tym, jakie przeksztalcenia mozemy uwazac za takie deformacje. Na koniec
sformulujemy i udowodnimy twierdzenie Reidemeistera.

1.1 Definicja

Zaczniemy ten rozdzial do sformuowania definicji wezla. Kiedy definiuje si¢ matemayczne pojgcie
wazne jest (przynajmniej takie wrazenie ma autor tej czesci pracy), zeby definicja odpowiadata naszym
oczekiwaniom, tj. zeby gwarantowala oczekiwane wlasnosci, a jednoczesnie zachowywata mozliwie jak
najwiekszy stopiefi ogélnosci.

Na pierwszy rzut oka nastepujace podejscie wyglada dosé rozsadnie.

Definicja1.1. Wezlem nazywamy cigglg funkgje £: [0, 1] — R3, ktéra spelnia nastgpujgce wlasnosci:
1 f(0) =1(1),
2. Vx,ye0,1) flx)=~fly)=>x=y.

W rzeczywistoéci ma ono doéé powazne wady. Po pierwsze, powyzsza definicja dopuszcza tak zwane
dzikie wezly (rysunek ponizej), co jest sprzeczne z intuicyjnym pojmowaniem wezta, ktéry moze mie¢
jedynie skofczenie wiele petli.

Po drugie wychodzgc od deﬁnicjimielibys’my klopot z okresleniem tego, kiedy dane dwa wezly
sa réwnowazne. Naturalna definicja wydaje sie nastepujaca: wezly K i ] uwazamy za réwnowazne, gdy
istnieje rodzina weziéw {Ki}ie(0,1), taka ze Ko = K, oraz Ky = J. Oprécz tego wezly K i Ks powinny
lezeé dowolnie "blisko” dla t dostatecznie bliskich s. W sensie tej definicji (nie wnikajac w to, co oznacza,
ze dwa wezly leza "blisko”), moglibysmy sciggnaé pojedyncza petle do okregu (patrz rysunek ponizej).
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Rozwiazanie naszych probleméw okazuje si¢ zaskakujaco proste. Zamiast definiowac wezel za
pomocg ciaglej krzywej, moza postuzyé sie lamana. Skad tem pomysl? Lamana ma skoriczenie wiele
wierzchotkéw, zatem powinni§my bez specjalnych probleméw wykluczyé z naszych rozwazan tak zwane
dzikie wezly. Takie dyskretne podejscie pozwoli nam tez stosunkowo w prosty sposéb zdefiniowaé pojecie
elementarnej deformacji.

Definicja 1.2. Odcinkiem domknigtym lqczqcym parg réznych punktéw p, q € R? nazwiemy zbiér
pyql:={Ap + (1 =A)(g—p): A e 0,1}

Definicja 1.3. Niechp1,p2,...,pn € R? bedq parami rézne. Eamang o wierzchotkach pi nazwiemy zbior

n
U [pi, Pist1l
=1

Lamang tej postaci bedziemy oznaczaé przez (p1,p2, . . ., Pn). Gdy p1 = pn méwimy o lamanej zamknigtej. Jesli
dodatkowo kazdy punkt lamanej nalezy do dokladnie jednego odcinka, méwimy wtedy o lamanej bez samoprzecigc.
Jesli dodatkowo py = Py, wéwczas méwimy o lamanej zamknietej bez samoprzecigé. Odcinek [pi, pi1] bedziemy
dalej krdtko oznaczac przez 1.

Definicja 1.4. Wezel to lamana zamknigta w R> bez samoprzecig.

Uwaga Jesli wezet K tolamana (py,p2, ..., pn), wowcezas zbidr (pe(1), Po(2)y++ +» Po(n)), gdzie O
to cykl dtugoéci n definiuje ten sam wezel K. Co wigcej, jesli dla pewnego i punkty pi 1, pi, pi+1 sa
wspélliniowe, to oczywiicie K = (p1, P2y« +,Pi=1)Pi+1y+++)Pn)- Z Ostatniego spostrzezenia fatwo
mozna wywnioskowad, ze wezel jest jednoznacznie wyznaczony przez minimalny (w sensie inkluzji)
zbiér wierzcholkéw tamanej, ktéra ten wezet definiuje.

Definicja 1.5. Niech uporzqdkowany zbiér (p1, pz, ..., Pn) definiuje wezet K. Jesli Zaden jego wlasciwy podzbidr
nie definiuje tego samego wezla K, wéwczas elementy zbioru {py,p2, .. ., Pn} nazwiemy wierzchothami wezla K.

Od tego momentu bedziemy definiowaé wezel poprzez famane o minimalnej liczbie wierzchotkéw,
chyba, ze zostanie powiedziane inaczej. Na koniec tego podrozdziatu podamy definicjg splotu.

Definicja 1.6. Splotem nazywamy sumg (mnogosciowq) skoiczenie wielu parami rozigcznych wezlow. Kazdy taki
wezel nazywamy skladowq splotu. W szczegélnosci wezel jest splotem o jednej skigdowej.

1.2 Rownowaznosé weztow

W tym podrozdziale zastanowimy sie nad tym, kiedy dwa, pozornie rézne wezly, w istocie mozemy
uwazaé za takie same (mimo iz explicite nie s3 tym samym wezlem). Zaczniemy od zdefiniowania kilku

pojec.
Definicja 1.7. Niech dane bgdg wezly | = (po,P1,P2y s Pn) 0razK = (p1,p2,...,Pn). Powiemy, ze ]
powstaje przez elementarng deformacje wezla K gdy:

1. punkt po nie jest wspolliniowy z py oraz z p,

2. czgééwspdlna trdjkgta (trdjkqt rozumiemy jako tréjkgt z wnetrzem) o wierzcholkach w punktach po, p1, pn 2
wezlem K zawiera sig w odcinku [p1, pnl.

Przeksztalcenie odwrotne do elementarnej deformacji réwniez jest elementarng deformacjg.



Uwaga Powyzsza definicje mozna uogélnic zastepujac wezel Kwezlem (p1y ...y Pic1, Pis 1y ooy Pn)
dlai=1,2,...n—1,oraz zastepujac wierzcholki po, p1, pn wierzchotkamipy, pi 41, pi—1 odpowiednio.

Definicja 1.8. Méwimy, ze wezly | i K sq réwnowazne, gdy istnieje skoiczony cigg weztéw Ko, Ky, .., Ky, gdzie
Ko =K, K = J, oraz Ki 1 jest elementarng deformacjq wezta K;.

Sprawdzenie, ze podana relacja jest w istocie relacja réownowaznosci pozostawiamy czytelnikowi jako
proste ¢wiczenie.

Dla przyldadu rozwazmy dowolny n-kat wypukly na plaszczyznie. Mozna fatwo pokazaé przez
indukcje (po liczbie wierzcholkéw), ze kazdy taki wielokat jest réwnowazny tréjkatowi. Istotnie, dla
trojkata teza jest oczywista. Zalézmy jej prawdziwosé dla wszystkich liczb naturalnych nie wigkszych,
niz n. Majac dowolny n + 1-kat wypukly ] = (ko,k1,Kz,...,kn) latwo si¢ przekonaé, ze jest on
elementarnym przeksztalceniem n-kata K = (ky,kz,...,kn). To, ze K jest wielokatem wypullym,
podobnie jak to, ze pierwszy warunek z definicji[L.7}jest spetniony, jest oczywiste. Drugi warunek jest
spelniony, poniewaz z wypuklosci K zachodzi ([po, p1] U [po, pnl) N K = {p1, pnl.

Definicja 1.9. Kazdy wezel, ktdry jest elementem klasy abstrakeji opisanej w przykladzie nazywamy niewezlem.

Definicja1.10. Sploten trywialnym nazywamy sume mnogosciowq skoiczenie wielu roztgcznych nieweztéw lezqcych
w jednej plaszczyznie.

Uwaga W przypadku nie-splotu warunek lezenia w jednej plaszczyznie jest istotny. Aby si¢ o tym
przekonaé czytelnik moze zechcieé odpowiedzieé na pytanie, jak moga leze¢ wzgledem siebie rozlgczne
okregi w R3, a jak musza w R?.

Od tej chwili wezly réwnowazne bedziemy uwazaé za tozsame, to znaczy zamiast pisa¢, ze wezel ] jest
réwnowazny wezlowi K, bedziemy pisaé krétko ] = K (wlasnie w taki sposdb zostal powyzej zdefiniowany
niewezel). Odrézniaé bedziemy tylko te wezly, ktére nie s3 réwnowazne.

1.3 Diagram

Od poczatku tej pracy, z koniecznosci rysowali$my wezly (obiekty zyjace w przestrzeni tréjwymiarowej) na
plaszczyznie. W tym podrozdziale podamy Scisly definicje tych dwuwymiarowych rysunkéw (diagraméw)
i pokazemy, ze jesli dwa wezly maja przedstawienie w postaci tego samego diagramu, to s3 w istocie
réwnowazne.

Definicja LIL. Rzutem zbioru A C R na plaszczyzng nazwiemy funkcje p: A — R? okreslong wzorem
p(x,Y,z) = (x,y). Kiedy A jest wezlem, p[A] nazywamy rzutem wezla A na plaszczyzng.

Definicja 1.12. Rzutem regularnym wezla K nazywamy takie rzutowanie p wezla K na plaszczyzng, ze
1. dla kazdego wierzchotka v, dla kazdego a € Kjeslip(v) = p(a), top = q,
2. dla kazdych ap,az,0a;3 ]es'll P(CL]) = p(az] = p((13), toa; = ay lub a; = az lub a, = as.

zakladajaé, ze wezel ma regularny rzut na plaszczyzneg, mozemy w écisly sposéb zdefiniowa¢ pojecie
diagramu. Diagramem wezla K nazywamy nastepujaca modyfikacje regularnego rzutu K na plaszczyzng.
Jesli przeciwobrazem punktu (xo, Yo) jest zbiér dwuelementowy {a, b}, wéwczas w tym punkcie przeci-
naja si¢ dwa rézne odcinki, ktére s3 rzutami dwoch réznych odcinkéw wezlta K, powiedzmy lq, Iy,.
Poniewaz rzut K jest rzutem regularnym, wiec jeden z tych odcinkéw lezy pod drugim, co oznaczamy,
jak na ponizszym rysunku.
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Definicja 1.13. Méwimy, zedwa wezly (p1), (q;) sq od siebie odlegle o mniej, niz t, gdy majg tyle samo wierzchotkéw
i gdy dla kazdej pary wierzchotkéw zachodzi d(py, qx) < t.

Udowodnimy teraz twierdzenie, keére zagwarantuje nam, ze dla kazdego wezta mozna znalezé wezel
dowolnie mu bliski, ktéry jest réwnowazny z wyjéciowym, i ktérego rzut na plaszczyzng jest regularny.
Bedziemy do tego potrzebowa¢ nastepujacych lematéw.

Lemat 1.14. Dla dowolnego wezla K = (vo,...,Vi,...,vn) idowolnegoi € {1,2,...n}istnieje taki € > 0, ze
dla kazdegov' € B(vi, €) wezly Koraz (vo, ..., Vi—1,V',Vig1, ..., Vn) 5¢ réwnowazne.

Dowéd. Ustalmy dowolne i. Dodawanie i odejmowanie indekséw w dalszej czgéci dowodu nalezy rozu-
mieé jak dzialanie modulo n + 1. Mozemy zalozy¢, ze punkty vi_1, Vi, vi+ nie s3 wspélliniowe. Za-
czniemy dowéd od skonstruowania dwdch stozkéw. Stozek o wierzchotku w, $rodku podstawy s i
promieniu podstawy 1 bede oznaczat S(s, v, w).

Niech p € R? bedzie wektorem dlugosci jeden prostopadlym do odcinkéw I;_ oraz I;. Oznaczmy
przez « kat pomiedzy odcinkami I;_; i I;_y. Dobierzmy tak malg p € R3, zeby kat pomiedzy I;
oraz [vi_1,Vvi + up] byl mniejszy od . Mozemy p wyliczyé np. uzywajac trygonometrii w tréjkacie
prostokatnym o wierzchotkach vi_1,vi,vi + 1 p, gdzie r € R . Polézmy

1
e=y3 min{d(l;—;, K\ (Ii—2 U L)), n}, oczywiscie e > 0.

Wrtedy
L S(vi,e,vi1)NKC i UL,
2. dlakazdejd € (0, €) zachodzi [vi_y,v;i + 8p] C S(wi, €, vi—1).

Zauwazmy, ze d(vi, cL(K \ (Ii—y U L)) > 0, wigc (jako ze R3 jest T4) mozna znalezé takiey > 0, ze
B(vi,y) Nel(K\ (I;_7 UL)) = 0. Mozemy wziaé takiey, zeby vy < €.
Weedy stozek Si—1 = S(vi +v(vi — vi—1), €, vi—1) spelnia wlasnoé¢ 1 oraz wlasnoé¢

dlakazdego v’ € B(vi,y) [vi—1,v'] C Si—y.

W analogiczny spos6b konstruujemy stozek Si = S(vi +v'(vi — Vig1), €', Vig1). Zbiory Si—1 1S4
maja niepuste wnetrza, oraz vi € int(S;) Nint(Si41). Istnieje wigc taka liczba r > 0, ze B(vi, 1) C
SiNSit.

Owe stozki pomoga nam pokazaé, ze dla kazdego v/ € B(vi, 1) wezel (vq,...,v/y...,vn) jest
réwnowazny K.

Ustalmy v/ € B(vi,T). Wtedy odcinki [vi—1,v'], v/, vil, [v/, vi;1] naleza do zbioru S; U S;y, keéry
jest rozigezny z K \ (I;_; U I;). Rozwazmy dwa przypadki.

Jezeliv' € 1; (gdy v’ € 1,1, to postepujemy analogicznie), to wezel K mozna zdefiniowac za pomocg
lamanej (vi,...,Vi,V/,Vi+1y...,Vn). Poniewaz wnetrze odcinka [v;_y,v'] jest rozlaczne z K, wigc K
jest réwnowazny wezlowi (vi,...,Vi—1,V, Vit 1,0y Vn ).

Jesliv' ¢ I; U 1y, woéwezas wnetrze odcinka [vi, v'] jest rozlaczne z I; U I;_ ;. Rozwazmy odcinek
[vi_1,V'], jesli przecina on odcinek I;, to wtedy odcinek [v/, vi] nie przecina odcinka I;_1, zatem bez



zmniejszenia ogélnosci mozemy zalozyé, ze wnetrze odcinka [vi_1, v'] jest rozlgczne z K. Tworzymy
nastepujacy ciag

Ko =K, Ki=m1yee0y,Vie1, vV, Viye ooy V), K2 = (Wiy ooy Vie 1,V Vi 1y ooy V)
Czytelnik zechce sie sam przekonaé, ze jest to ciag elementarnych deformacji. Ktadziemy K’ = K; i
koficzymy dowdd. O

Uwaga Poniewaz funkeja d(x,y) + d(p(x), p(y)) jest nierosnaca, wigc przy oznaczeniach, jak w
dowodzie lematu zachodzi p(v') € B(p(vi), €).

Lemat L.15. Rozpatrzmy wezel K = (vy,...,vn). Niech p oznacza rzut na plaszezyzng. Dla kazdego i, dla
kaidego € > O istnieje wgzel wezel | = (q1,...,qi,... qn) rdwnowazny weztowi K odlegly od K o mniej niz e
oraz spetniajgcy: dla dowolnego v € | i dla dowolnego i zachodzi p(qy) # p(r), gdzie p oznacza rzut prostokgtny
na plaszczyzng OXY.

Dowéd. Niech i bedzie dowolne. Niech €’ bedzie dobrany do wierzchotka vy, jak w tezie lematu W
razie potrzeby mozemy go zmniejszy¢, tak by €’ < e. Zauwazmy, ze p[B(vi, €’)] = B(p(vi), €'), gdzie
kula po lewej stronie réwnosci jest z R?, a po prawej z R?. Poniewaz zbiér p(K) jest nigdziegestym
podzbiorem plaszczyzny, wiec mozemy wybraé taki q; € B(vi, €'), ze pl{qi}] N p[K] = 0. Otrzymujemy

w ten sposob nowy wezel (vi,..., i, ..., Vn ). Powtarzamy opisana procedurg n — 1 razy i w efekcie
otrzymujemy wezel ]. Poniewaz €’ byl z lematu wiec ] i K s3 réwnowazne. O
Twierdzenie 1.16. Niech K bedzie wezlem o uporzqdkowanym zbiorze wierzchotkéw (vi,v2,...,vyn). Dla

kazdego € > O istnieje wezet K', ktdry jest odlegly od wezla K o nie wiecej, niz €, oraz jego rzut na plaszczyzng OXY
Jest regularny.

Dowdd. Najpierw zastosujemy lemat@do wezta K i powstaly w ten sposéb wezel oznaczymy przez K'.
Poniewaz rzut wezta K’ spelnia pierwszy warunek z deﬁnicji@ wiec dla dwéch réznych odcinkéow
[, ] wezta K’ zachodzi [p(I) N p(])| < 1.
Niech A bedzie rodzing wszystkich takich podzbioréw zbioru odcinkéw wezla K’, ze dla kazdego
A € Azachodzi

I Al >1,

2. istnieje taki T € R?, ze (o2 (1) = {1},

3. dlakazdego ] ¢ A (Niea (D) Np(J) =0.

Niech a € K’ bedzie punktem z wnetrza pewnego odcinka I;, takim ze istniejg rézne od a punkey
b,c € K’takie ze p(a) = p(b) = p(c)ib # c. Niech {ta}aca bedzie ciggiem w R?, takim ze
ta =[Njeq P(1). Niech u € R? bedzie niezerowym wektorem prostopadiym do 0si OZ, ktéry nie jest
réwnolegly do'p(1i—1) oraz nie jest réwnolegly do p(1i 1). Wtedy, uzywajac tego samego argumentu,
co w dowodzie lematu mozemy znalezé dostatecznie malg 8 > 0, ze dla kazdej 0 < &' < 8
istnieje wektor w, taki ze wezel (v, ..., vi_1,Vi + 8'W, Vi1 + 8'W,viy2,..., V] jest réOwnowazny
wezlowi K, oraz rzut tego wezla spetnia punkt pierwszy defnicji[@ Poniewaz ciag ta jest skoficzony,
to liczbe 8" mozna wzigé na tyle malg, zeby byla mniejsza od dowolnej dodatniej odlegtosci d(p(l;), ta)
dlaj € {i — 1,i + 1}. Wtedy wezel powstaly z K’ przez zastapienie vi, v wierzchotkami v{ =
vi + 8'w,v{, | =vis1 + 5'wodpowiednio jest réwnowazny weztowi K, co wigcej, dla kazdego v €
Vie1,vJU v, v{ ] U [V, , Vit 2] istnieje co najwyzej jeden takir’ # v, ze p(r') = p(r). Zauwazmy,
ze po tej zastosowaniu tej procedury przynajmniej jeden element rodziny A ma jeden element mnie;j.
zatem w skoficzonej liczbie krokéw dojdziemy do momentu, kiedy w rodzinie A zostang jedynie zbiory

dwuelementowe. Wtedy rzut otrzymanego wezla bedzie regularny.
O



Warto podkresli¢, ze dwa rézne wezly (w sensie relacji rownosci) moga mie¢ ten sam diagram,
np. majac dany wezel mozna przesunaé jego wierzcholek o najwickszej trzeciej wspélrzednej o wersor
réwnolegly do osi OZ. Okazuje sie jednak, ze jesli dwa wezly maja ten sam diagram, to s3 rownowazne.

Twierdzenie 1.17. Jeslidwa wgzly K = (v1,...,vn) orazW = (wy, ..., Wy) majq reqularne rzutowanie oraz
ich diagramy sq réwne, to K i | sq rownowazne.

Dowéd. Ustalmy wierzcholek v;. Zauwazmy, ze bez straty ogélno$ci mozemy zalozy¢, ze rzut kazdego
z odcinkéw Ij, I;_ ) wezla K zawiera co najwyzej jedno skrzyzowanie. Istotnie, jesli rzut odcinka I;
zawiera wiecej skrzyzowan (oczywiscie jest ich skoficzenie wiele), to niech sy oznacza skrzyzowanie
najblizsze p(v;), a 81 skrzyzowanie najblizsze punktowi so. Wybierzmy dowolny punktz wngtrza odcinka
[so, 81], 0znaczmy go przez s. Niech v/ = p~'(s). Wtedy famana (vy,...,vi, V', vi41) definiuje wezel
K. Wéwczas odcinek p[[v;, v']] zawiera dokladnie jedno skrzyzowanie. To samo mozemy zalozyé o wezle
] dodajac nowy wierzchotek q’ w punkcie p~'(s).

Niech I, ] oznaczaja te odcinki wezla K, ze p(Il N p[l;] # @ oraz p[J]N plli—1] # 0. Wredy I lezy ,pod”
odcinkiem I; i pod odcinkiem wezla W, ktéry jest rzutowany na p(I;], albo ,nad” oboma tymi odcinkami.
To samo sie tyczy odcinka J. Stad wynika, ze wnetrza odcinkéw [vi_y, wil, [wi, vi1] 53 rozlczne z
wezlem K. To, ze K N [vi, wi] = {vi} jest oczywiste. Dlatego ciag

Ko = (\)),...,Vn),K] = (vl,...,vi_y,wi,vi,vwl,...,vn),K3 = (V],...,Vi_1,Wi,Vi+],...,Vn)

jest ciagiem elementarnych deformacji. Stosujac powyzej opisang procedure do kazdego wierzchotka

wezla K otrzymamy na koricu wezet J, co znaczy, ze te wezly sa réwnowazne.
O

1.4 Kazdy kij ma dwa korice, czyli orientacja wezla

Jak juz wezeéniej zostalo powiedziane, wezel to famana w R3. Eamana z kolei jest wyznaczona jednoz-
nacznie przez zbiér swoich wierzchotkéw. Majac dany wezet o wierzchotkach (vy,v2,...,vn ), mozemy
go zorientowad, to znaczy dla kazdego odcinka wezta wybraé poczatek i koniec tego odcinka. Chielibysmy
to zrobi¢ w taki sposéb, zeby kazdy wierzcholek byt koricem dokladnie jednego odcinka. W tym sensie
wezel (v1,V2,...,Vn) jest wezlem réznym od wezla (vn, ..., v2,v1), mimo, ze jako podzbiory R3 sq
sobie réwne. Teraz sprobujemy sformalizowac to, co dotychczas powiedzieliSmy.

Definicja 1.18. Odcinkiem zorientowanym w R> o poczgthuw p i koicu w q (zakladamy, Ze p # q) nazywamy
liniowe wlozenie L: [0, 1] — R3, takie ze L(0) = p, 1(1) = q i oznaczamy przez [p, qlo.

Innymi stowy odcinek zorientowany to odcinek z wyréznionym poczatkiem i koficem. Co wigcej,
przy oznaczeniach z definicji zachodzi

U(x)
qg—-p=Ilq—7pl- Ok dla dowolnego 0 < x < 1.
Definicja 1.19. Orientacjg wezta K = (v, V2, ..., vy ) nazywamy takie zorientowanie jego odcinkow, ze kazdy

wierzcholek jest koricem (réwnowaznie - poczqtkiem) dokladnie jednego odcinka.

Nie trudno sie przekonaé, ze kazdy wezel mozna zorientowaé na dokladnie dwa sposoby. Istotnie,
wybranie orientacji jednego odcinka wezla jednoznacznie wyznacza orientacje calego wezla.

Przyjmiemy nastepujaca konwencje, jesli powiemy, ze wezel K = (vi,v2,...,vn) jest wezlem zori-
entowanym, bedziemy przez to rozumieé, ze Iy = [vi,v2lo.

Uwaga Niech bedzie dany wezel K = (vq,Vv3,...,vy), niech ponadto uporzadkowane n-tki K; =
(ViyyVigy .-+ Vi) 0raz Kj = (Vj,,Vj,,...,Vj, ) definiuja ten sam wezet K. Niech Oy, Oj oznaczajg



orientacje zorientowanych wezléw Ki, K; odpowiednio. Powiemy, ze orientacja Oy jest réwnowazna
orientacji Oj, gdy isnieje taka o € Sy, ze dla kazdego k zachodzi o(ik) = jk. Sprawdzenie, ze ta relacja
jest w istocie relacja réwnowaznosci pozostawiamy jako proste ¢wiczenie.

Definicja 1.20. Wezlem zorientowanym nazywamy wezel z wybrang orientacjq.

Elementarne deformacje wezla zorientowanego definiuje si¢ w sposéb oczywisty. Do zestawu punk-
tow (1),(2) z deﬁnicji@naleiy dodaé nastepujacy warunek.

Odcinki zorientowane koincydentne z wierzchotkiem po s3 réwne [pn,polo, [Po, Pilo-

Definicja 1.21. Wezly zorientowane nazywamy réwnowaznie zorientowanymi, gdy w skoriczenie wielu krokach za
pomocq elementarnych deformacji jednego wezta zorientowanego mozemy otrzymac drugi.

Nalezy wyraznie powiedzieé, ze rtéwnowazno$¢ dwoch wezléw jest istotnie inng relacja, niz réwnowaznos¢

wezléw w sensie orientacji. Istnieja bowiem przyklady weztéw réwnowaznych ale nie rownowaznych w
sensie orientacji. Opisanie ich dokladnie wykracza jednak poza mozliwosci intelektualne autora, dlatego
fakt ten, z wyzszej koniecznoéci, jest podany czysto informacyjnie. Na koniec tego rozdziatu podamy
jeszcze jedng definicje.

Definicja1.22. Odwrotnoscig wezla zorientowanego K = (vi,v2,..., vn) nazywamy wezel K' = (v, vn—1,...

Powiemy, ze K jest wezlem odwracalnym, jezeli K i K" sq réwnowazne w sensie orientacji. Dla wezla | niezorien-
towanego, powiemy ze jest on odwracalny, jesli istnieje taka orientacja wezla |, ze jest on odwracalny (jako wezet
zorientowany z tq wybrang orientacjq).

L5 Ruchy Reidemeistera

W tym podrozdziale przedstawimy pierwsze powazne narzedzie, keore w wielu przypadkach pozwoli
nam rozstrzygnaé, czy dwa wezly s3 rownowazne, czy tez nie. Na poczatku sformuujemy nows definicjg
elementarnej deformacji, réwnowazng tej, ktérg wpprowadzilismy wczesniej.

Definicja 1.23. Wezet K' jest elementarng deformacjig wezta K = (vi,,v2,...,vn), gdy
L K/ = (Vi,V2,..y Vi,V Vigty .oy Vn ), gdziev' € Intl;, lub

2. K" = (V1y,V2y 000y Vio 15V Vi 1y« « oy Vi), 0 ile czworokgt C o wierzchotkach vi_ 1, vi, Vi1, v’ spelnia
CNnK=IL_;Ul.

Réwnowaznosé tej definicji z definicjg podang wezesniej jest oczywista.

Definicja 1.24. Nastgpujqce trzy operacje (wraz z operacjami odwrotnymi - w sumie jest ich szesc) nazywamy
ruchami Reidemaistera.

1. Pierwszy ruch Reidemeistera:

>

y V1.



2. Drugi ruch Reidemeistera:

\

/

3. Trzeci ruch Reidemeistera:

%, / . A
N > ARG
A4 /
/ \ N
Definicja 1.25. Dwa diagramy uwaza sig za réwnowazne, gdy za pomocg skoriczonej liczby ruchdw Reidemeistera
z jednego diagramu mozna otrzymac drugi.

Twierdzenie1.26. (Reidemeistera) Dwa wezly sq réwnowazne, wtedy i tylko wtedy, gdy ich diagramy sq rdwnowazne.

Dowdd. Zalézmy najpierw, ze mamy dane wezly | i K, oba te wezly maja regularny rzut na plaszczyzng,
oraz wezel K mozna otrzymac z wezla | przez pewien cigg elementarnych deformacji. Poniewaz ten cigg
jest skoriczony, bez zmniejszenia ogélnosci mozemy zalozy¢, ze wezel K powstaje z wezla ] w wyniku
jednej elementarnej deformacji. Wystarczy wiec pokazad, ze ta deformacja odpowiada ciggowi ruchéw R
na diagramie wezla J.

Rozwazmy pojedyncza elementarna deformacje wezla | w sensie deﬁnicji Powiedzmy Ze | =
(V1) oo ey Viely Vi, Vidly ooy Vn), 0raz ze K = (V1.0 ,Vie1, vV, Vig1y. .0y V). Ogélny przypadek na
pierwszy rzut wydaje si¢ byé mocno skomplikowany. Opiszemy go za pomoca wielu podprzypadkéw, z
ktérymi w prosty spos6b potrafimy sobie poradzié.

Niech C oznacza czworokat vi_1, Vi, Vit+1,V’, przez o oznaczmy odcinek wv'. Przez S oznaczmy
zbiér skrzyzowari z wnetrza C (jako podzbiér R?), przez W oznaczmy zbidr wierzcholkéw z wnegtrza C,
przez P oznaczmy zbiér punktéw przeciecia osi o z tukami z wnetrza C. Oczywiscie zbiér SUW U P jest
skoriczony. Niech A oznacza obraz tego zbioru przez rzut promienisty na o, to znaczy, jesli dany punkt p
jest po tej samej stronie osi 0, co punkt vi _j (vi 1), to rzutem promienistym punktu p na o nazwiemy
rzutowanie na o w kierunku prostej zawierajacej odcinek [p, vi—1]([p, vi4+11). Mozemy zalozy¢, ze rzuty
punktéw z S U W U P s3 parami rézne, oraz ze zadne skrzyzowanie ani wierzcholek nie leza na osi o.
Jedli by tak nie bylo, mozemy uzywajac drugiego ruchu R odrobing poprzesuwaé skrzyzowania i miejsca
przeciecia lukéw z osia. Niestety w przypadku, kiedy skrzyzowanie i wierzchotek znajduja sig na prostej,
wzdhuz keérej odbywa sie rzutowanie, sytuacja jest nieco bardziej skomplikowana, co widaé na ponizszym
rysunku.



Ztoéliwy przypadek

«;

Oczywiscie tukéw zlodliwych w sensie zlosliwosci tuku k moze by¢ wigcej, niz jeden (bez zmniejszenia
ogélnosci mozemy zalozyé, ze wewnatrz C nie ma skrzyzowari - to zalozenie bedzie fatwo wynikac z
dalszej czeéci dowodu), ale bedzie istnial taki, ktérego skrzyzowanie z 1;_; bedzie najblizej wierzchotka
vi_2. Radzac sobie z tym delikwentem, oraz uzywajac indukgji (skoriczonej), jestesmy w stanie poradzié
sobie z przypadkiem, kiedy zlosliwych lukéw jest dowolnie wiele. To jednak nie wyczerpuje wszystkich
tego typu przypadkéw. Istnieje kilka podobnych (ale niejestich wiele, pamigtajmy, ze C mabyé rozlaezny z
reszta wezla), np. tuk k przechodzi pod czworokatem C, a odcinki I;_, I;—; przechodzg pod k. Poniewaz
wszystkie te przypadki s bardzo podobne, tu opiszemy tylko jeden, a reszte zostawiamy czytelnikowi jako
nietrudne éwiczenie. Aby poradzié sobie z przypadkiem przedstawionym na rysunku powyzej, nalezy
najpierw tuk k przeniesé na druga strone skrzyzowania c (trzeci ruch R), potem cofngé wierzchotek vi_»
tak, zeby znajdowat sie blizej wierzchotka v;_; niz fuk k przed przesunieciem (tu nam pomoze drugi
ruch R zastosowany parokrotnie), nastepnie wrécié tuk k na jego pierwotne miejsce (znéw trzeci ruch R).

Niech B oznacza zbiér zrzutowanych punktéw na o 0. Wprowadzmy na o nastepujacy relacje
porzadku: x <y <<= d(vi,x) < d(vi,y). Ustawmy zbiér B rosngco xq,Xzy...,X1—1. Niech
Vi = ap,ar,az,...,a; = v’ bedzie ciggiem punktéw, takim ze a; € o,0razx; < @i < Xi41 W
sensie wprowadzonego porzadku. Wystarczy zatem pokazaé, ze kazda z elementarnych deformacji
przeprowadzajacych wierzchotek vi na a, wierchotek a; na punkt ay, ..., wierzcholek a—y na punkt a;
mozna uzyskaé za pomoca sekwencji ruchéw R, co prowadzi do rozbicia problemu na wiele mniejszych
podprzypadkéw, kedrych lista znajduje si¢ ponizej.

Przypadek pierwszy - skrzyzowanie,
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Luki skrzyzowania moga przechodzié, albo oba nad bokami czworokata C, albo oba pod bokami C,
albo jeden moze lezeé nad czworokatem, a drugi pod. Dwa pierwsze przypadki sg oczywiste, radzimy
sobie z nimi stosujac trzeci ruch R, oraz w celach kosmetycznych drugi ruch R. Trzeci przypadek jest
nieco trudniejszy, ale rtéwniez gléwna role gra w nim trzeci ruch R. Po prostu mozna przenies¢ tuk, ktory
przechodzi nad czworokatem C na druga strone skrzyzowania tuku przechodzacego pod czworokatem
C ituku a;v;_1, potem parokrotnie zastosowaé drugi ruch R a na koniec znéw zastosowa¢ trzeci ruch R,
zeby przeniesé tuk, keéry ruszyliémy na poczatku, na jego pierwotne miejsce.

Przypadek drugi - wierzchotek.

@;

Podprzypadek pierwszy jest prosty, wystarczy zastosowaé drugi ruch R. Przypadek drugi wymaga
nieco komentarza.

Zeby poradzié sobie z przypadkiem 2. nalezy zastosowaé pierwszy ruch R (wezesniej go nie stosowal-
ismy) do petli a;vi41vi4+2. To nam pozwoli wyrzucié wierzcholek vi, > z czworokgta C. Mamy tez
pewnosé, ze efektem ubocznym tego ruchu nie bedg zadne nowe skrzyzowania, ani wierzcholki, ani fuki
przecinajace o 0, zatem bedziemy w stanie przenies¢ wierzcholek a; na wierzcholek ai.. Na koniec,
musimy wykona¢ operacje odwrotng do tej, ktéra wyrzucita wierzcholek vi > z czworokata C, ktdra
sprawi, ze vi, wrdci na swoje pierwotne miejsce.

11



Przypadek trzeci - tuk przecinajacy os.

;

Ten przypadek jest prosty, zeby przeniesé wierzchotek a; na druga strong tuku q wystarczy zastosowac
drugi ruch R. Przypadek, kiedy tuk q przechodzi nad czworokatem C jest analogiczny.

Na koniec trzeba jeszcze pamietaé o naszym poczatkowym zalozeniu o tym, ze rzuty s3 parami rézne,
i ze zadne skrzyzowania, ani wierzcholki nie leza na osi o. Jesli potrzebowali$émy lekko zmodyfikowac
diagram wyjéciowego wezla, zeby to zatozenie bylo prawdziwe, musimy na koniec wykonaé modyfikacje
odwrotne, ktére oczywiscie mozna uzyskac za pomocg ruchéw R.

W ten sposéb zakonczylismy szkic dowodu implikacji w jedng strong. Implikacja w drugg strong jest

oczywista.
O

2 Kolorowania wezlow

Gléwnym zadaniem teorii wezléw jest stworzenie narzedzi stuzacych do opisywania, klasyfikowania
oraz rozrézniania weztéw. Na podstawie twierdzenia przedstawionego w poprzedniej czesci wiemy ze,
diagramy s3 rownowazne jezeli pierwszy mozna przeksztalcié do drugiego stosujac ruchy Reidemeistera.
Sprawdzanie réwnowaznosci diagraméw w ten sposob jest jednak ucigzliwe, oraz czasochlonne. W
niniejszej czesci zostanie przedstawione zagadnienie kolorowania diagraméw wezléw. Kolorowanie
wezléw jest niezmiennikiem diagramu. Oznacza to ze gdy pierwszy diagram posiada pewng wlas-
nosé kolorowania, a drugi nie, to diagramy te nie s3 réwnowazne, a wigc przedstawiajg rézne wezly.
Kolorowanie nie jest idealnym narzedziem klasyfikujacym i istniejg diagramy nieréwnowazne o takich
samych wlasnosciach kolorowania.

Kolejno$é omawianych zagadnied w tym rozdziale bgdzie nast¢pujaca: Najpierw podana zostanie
definicja kolorowania, oraz warunki ktére musza zostaé spelnione aby wezel mégt zosta¢ w okreglony
sposéb pokolorowany. Nastepnie zdefiniowane zostana réwnania kolorowari oraz macierze kolorowan.
Kolejnym etapem bedzie wprowadzenie macierzy kolorowan jako niezmiennika wezléw. Ostatnig czgs¢
stanowié bedzie wskazanie relacji pomiedzy klasami diagraméw weziéw a grupami kolorowa.

2.1 Kolorowanie diagraméw

Niech K bedzie wezlem zorientowanym, Ljego diagramem, B={b,..., by} zbioremlukéw, C={ci,..., Cil)
zbiorem skrzyzowan.

Definicja 2.1. Diagram L jest kolorowalny modulon € N, gdy kazdemu tukowi diagramu L mozna przyporzqd-
kowad liczbe a € {0,...,n — 1} w taki sposéb, ze:
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1. Dla kazdego skrzyzowania c; spetnione jest rownanie kolorowania o
ay + a3 —2a; =0modn &) ]

2. Kolorowanie nie jest stale, tzn istniejg tuki by, b; ktérym przyporzqd-
kowano rézne liczby.

Przyporzadkowanie spelniajace powyzsze wlasno$ci nazywa sie kolorowaniem diagramu mod n.
Twierdzenie 2.2. Kolorowalno$¢ modulo n jest niezmiennikiem wezla.

Dowéd. Dwa diagramy Ly, L; s3 réwnowazne jezeli istnieje ciag ruchéw Reidemeistera przeksztalcajacy
Ly wL,. Wystarczy zatem sprawdzi¢ ze kolorowalno$¢ modulo n nie zmienia si¢ po wplywem ruchéw
Reidemeistera.

1. Pierwszy ruch Reidemeistera:

Gy Gy
Dla skrzyzowania ¢; spelnione jest réwnanie
y 126 p ) C. <>
a; + a; — 2a; = Omod n. Zatem a; = a;. j
o))
2. Drugi ruch Reidemeistera:
Dla skrzyzowania ¢j; mamy a \ /o Q &y
ay + a4 — 2a; = 0mod n. <
Dla skrzyzowania ¢z, |ay 4+—>
az + as — 2a; = 0mod n. Ci2
Stad a) = a3z mod n. A3 /

3, Trzeci ruch Reidemeistera:
Dla skrzyzowania ¢j; mamy as + a; — 2a3 = 0 mod n. Analogicznie dla skrzyzowania c;s,
ag + az; —2a3 = 0mod n. Stad ag = as mod n.

W drugim przypadku mamy:
a4 = 2a; —aj. a a - "

ag = 2a3 —ag = NS
= 2a3 — 2a; + qaj. a, Cis ~Cis

N
ag = 2(13 — @2,

A3
+“—>
aN
— 7
a; = 2a3 — a;. /CjQ Cis\ \
=208 —ay = S
Qg = Z0g — a7 as a, b

= 2a3 — 2a; + a; = ag.

Zatem, kolory tukéw o indeksach réznych od 7 nie ulegaja zmianie. Kolor luku a7 zmienia si¢
i wynosi a; = ag — a; + a4q. Wtedy otrzymane kolorowanie spetnia réwnania kolorowan w
diagramie L;.

O
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Definicja 2.3. Niech B={by, ..., by} bedzie zbiorem tukéw. Kolorowaniem (ay,, ..., ap, ) nazywamy przy-
porzgdkowanie kazdemu tukowi b; koloru i, tak aby spetnione byly réwnania kolorowaii. W dalszej czgsci
opracowania zapis ten zostanie uproszczony do postaci (ay, .. ., ax), gdzie indeks przy a, odpowiada numerowi
tuku, ktérego ten kolor dotyczy.

Lemat 2.4. Jezeli dla diagramu L istnieje kolorowanie (i, . .., ay), todla kaidegol€ N (ar +1,...,ax +1)
tez jest kolorowaniem.

Dowdd. Dlakazdego c; spetnione jest:
Qm, + Qm, — 20, = 0 mod n. Wobec czego
Am, + 1+ am, +1—2am, —21 =0. O

Whiosek: Jesli diagram jest kolorowalny to istnieje kolorowanie takie ze a; = 0.

Kolorowanie modulo 2 Jezeli wezel jest kolorowalny modulo 2 to dla kazdego skrzyzowania zachodzi
jedna z czterech mozliwosci:

i ] | |
0 1 0 1
: | |1 !

W kazdym przypadku kolory lukéw lezacych po przeciwnych stronach skrzyzowania sg jednakowe.
Startujac w dowolnym punkcie wezla i przechodzac go w wybranym kierunku otrzymamy ze kazdy tuk
nalezacy do tej samej komponenty spéjnosci co punkt startowy ma przyporzadkowany jednakowy kolor.
Zatem splot moze byé kolorowany mod 2 & splot sklada si¢ z co najmniej 2 wezléw.

Definicja 2.5. Niech K bgdzie splotem, L jego diagramem. Diagram L jest podzielny jesli splot sklada sig z co
najmniej 2 wezléw, oraz U, V otwarte, UN'V =, takiezeL C LUV, LN U £ B, LNV # .

Lemat 2.6. Jezeli splot K jest podzielny to, ¥Yn > 1 diagram L jest kolorowalny mod n.

Dowéd. Niech kazdy tuk zawarty w U bedzie pokolorowany na kolor 0, tuk zawarty w V na kolor 1. Takie
przyporzadkowanie jest kolorowaniem. Réwnania skrzyzowan zachodzg dla kazdego n. |

2.2 Réwnania kolorowar
Definicja 2.7. Krétki tuk, to czgsé tuku ktry przechodzi dokladnie przez 2 skrzyzowania.

Przyklad: tuk b przechodzi przez s skrzyzowan i sklada si¢ z 4 krétkich tukéw.

Definicja 2.8. Region to komponenta spdjnosci R? \ L.
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Definicja 2.9. Szachownica diagramu to przyporzqdkowanie kazdemu regionowi jednego z 2 koloréw tak aby kazdy
krtki tuk oddzielat regiony o rdznych kolorach.

Przyklad: Rozwazmy wezel keéry w literaturze jest oznaczony symbolem 73. Diagram wezla jest
przedstawiony na rysunku ponizej (pierwszy z lewej). Wezel posiada 7 tukéw, 14 kréekich tukéw, oraz 9
regionow.

1

<>(fn\/
g .

Lemat 2.10. Dla kazdego wezla K istnieje szachownica jego diagramu.

Dowdd. Ustalmy wezel K, oraz jego diagram L. Niech L bedzie zawarty w pewnej kuli otwartej 0. WeZmy
dowolny region diagramu L. Ustalmy punkt P nalezacy do tego regionu. Wezmy dowolne dwie krzywe o
nastepujacych wlasnosciach:

« Krzywe s3 bez samo przecigé i nie przecinajg
sie wzajemnie,

« Poczatki krzywych znajduja si¢ w punkcie P,
« Korice krzywych znajduja si¢ na brzegu Q,

o Krzywa nie przechodzi przez skrzyzowania.

Zatem suma krzywych dzieli wezel na 2 czesci. Ponadto obie krzywe przecinajg parzysta liczbe lukow.
Zatem kazda z krzywych przecina taka sama liczbe lukéw modulo 2. Stad kolor regionu nie zalezy od

wyboru krzywej, wiec szachownica diagramu istnieje zawsze.
O

Dla kazdego skrzyzowania ¢; réwnanie mozna przedstawi¢ na 2 sposoby.
Definicja 2.11. Wybér znaku réwnania kolorowania nazywa si¢ dobrym, gdy przyjmuje nastgpujgcq postac:

Qm2 + am3 — 2am = 0mod n, dla 2am1 — Om2 — Gm3 = 0modn, dla

Lemat 2.12. Suma réwnaii powszystkich skrzyzowaniach réwna si¢ 0, o ile znaki réwnaii zostaly wybrane dobrze.
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Dowéd. Ustalmy dowolny tuk bj, z kolorem aj. buk bj skiada si¢ z pewnej liczby krétkich tukéw bJl
Kazdy krotki tuk taczy dokladnie 2 skrzyzowania. Istnieje region X, taki ze oba skrzyzowania granicza z
X;. Niech af oznacza kolor bj krétkiego tulu. Kolor kazdego krétkiego fuku wystepuje w réwnaniach
doktadnie 2 skrzyzowari.

i |g G Cs Cy4 Cs C4 C, Cg

, 3 . a.
9 q; & j
s

Poniewaz znaki rtéwnan zostaly wybrane dobrze, znak a} w réwnaniu skrzyzowania ¢y, jest przeciwny do
znaku a! w réwnaniu skrzyzowania c;,. Wobec czego réwnania dla krétkich tukéw sumuj si¢ do 0, dla
kazdego i. Zatem sumuja sie réwniez do 0 dla réwnan kolorowan zwyklych tukéw. O

Whiosek: Niech tuk j, ma poczatek w skrzyzowaniu ¢, Zaczynajae w ¢, a nastgpnie idgc wzdhuz
tuku i sumujac wspélezynniki przy j-tym tuku w mijanych réwnaniach skrzyzowan, suma zawsze wynosi
+1.

Dowéd. Zamiast sumowaé wspélczynniki przy j-tym tuku w kolejnych réwnaniach skrzyzowan mozna
sumowaé wspoélezynniki przy odpowiadajacych mu krétkich tukach. Z lematu wspétezynniki sumujg sig
do 0. Zatem suma wszystkich wspétczynnikéw jest réwna wspétezynnikowi kréotkiego tuku przy ostatnim
mijanym skrzyzowaniu, a ten wspétezynnik wynosi £1.

O

2.3 Macierze kolorowan

Definicja 2.13. £uk zamknigty w diagramie to wezel sktadajqcy sig dokladnie z jednego tuku.

T ]
~

Lemat 2.14. Jezeli wezel K nie zawiera bukéw zamknigtych, to liczba skrzyzowait i tukéw w diagramie L jest réwna .

Dowéd. Niech L bedzie diagramem zorientowanym. Poniewaz wezel nie zawiera lukéw zamknigtych
to dla kazdego tuku istniejg dokladnie 2 skrzyzowania ktére odpowiadajg poczatkowi i koficowi fuku.
Dodatkowo kazde skrzyzowanie jest poczatkiem i koricem dokladnie 2 tukéw. Zatem funkcja przyporzad-
kowywujaca tukowi skrzyzowanie bedace jego poczatkiem jest bijekcja.

Niech L bedzie diagramem bez tukéw zamknietych, B zbiorem tukéw, (ay, ..., ax ) jego kolorowaniem
modulo n, C zbiorem skrzyzowan.
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Definicja 2.15. Macierz kolorowania A, to macierz powstala ze wspdtczynnikéw wystepujgcych w réwnaniach
kolorowar: diagramu L, przy czym znaki réwnan kolorowaii zostaly wybrane dobrze. A = (aij), gdzie ay;
odpowiada wspélczynnikowi przy kolorze i-tego tuku w rownaniu c;-tego skrzyzowania.

Proces tworzenia macierzy A, dla wezla 73 zostal przedstawiony ponizej.

1

3 C 2 Cs3 c;: ay+ag—2a3=0modn
/_\ c;: az+a3—2a; =0modn
Cc3: a1+a7—2a250modn
G Cy Cy Cc4: az+ag—2a7=0modn
4 Cc5: as-+ay—2as=0modn
/Cé Ccg: a4+ ag—2as5 =0modn
5 c7: az+as—2a4 =0modn
6 7
Cs

1 2 3 4 5 6 7

C 1 o -2 0 0 1 0

| -2 1 1 o 0 0 0

c3| 1 -2 0 0 0 O 1

Ar=c| 0 1 0 1 0o 0 =2

cs| 0 0 0 O 1T -2 1

cc| O o0 o0 1 =2 1 0

c;\VO0O O 1 =2 1 0 0

Obserwacja: Réwnania kolorowan diagramu L sa liniowo zalezne, bo sumuja si¢ do 0. Zatem wyznacznik
macierzy kolorowania |det (A+)| =0.

Definicja 2.16. Macierz kolorowaii A wymiaru (k — 1) x (k — 1), to dowolny minor macierzy A+ powstaty
poprzez usunigcie jednego wiersza i jednej kolumny.

Definicja 2.17. Wyznacznik diagramu det(L) to modut z wyznacznika |det (A )|
Twierdzenie 2.18. Wyznacznik diagramu jest dobrze okreslony, nie zalezy od wyboru minora macierzy A

Dowéd. Niech A;,; oznacza minor powstaly poprzez usunigcie i-tego wiersza, oraz j-tej kolumny. W
macierzy A, suma elementéw w wierszu, oraz suma elementéw w kolumnie réwna si¢ O, poniewaz

1 ]
znaki réwnan sa wybrane dobrze. Niech X bedzie macierza k x k,orazX=|: . : |. Rozwazmy
1T 1
T+ay,y - 1+ ayx
det(A4 + X) = det ; e, :
1+ ak,1 - 1+ Ak, k

Suma elementéw w kazdej kolumnie, oraz w kazdym wierszu rowna si¢ k. Wyznacznik zostanie obliczony
w nastepujacych krokach:
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1. Pododaniu do i-tego wiersza, sumy pozostalych wierszy kazdy element i-tego wiersza bedzie mieé
wartoéé k. Wartodci w pozostatych komérkach pozostang niezmienione.

]+(11‘1 ]+Cl|‘k
det k k
1+(lk‘] 1+ak‘k

2. Po dodaniu do j-tej kolumny, sumy pozostalych kolumn, element a; ; bedzie mieé wartosé k2.
Pozostale elementy w i-tym wierszu, oraz j-tej kolumnie beda mie¢ wartoé k. Pozostate elementy
pozostang niezmienione.

T+ain -+ k- T4ark
det| %k - K2 o X
1+ak‘1 k .- 1+ak,k

3. Powyciagnieciu k przed wyznacznik, wyrazenie bgdzie miato postac.

1‘|“(l]‘] k - ]+a])k
k x det 1 e ke 1
1+(lk)1 e ke 1+ak,k

4. Odejmujac i-ty wiersz od pozostalych wierszy otrzymamy.

a0 Ak
k x det 1 I 1
ak)] O e (lk,k

Korzystajac z rozwiniecia Lalpace’a wzgledem j-tej kolumny:
[det(A + X)| = k? x [(—1)"") x det(Ay;)l, dla kazdego i,j. Zatem |det(A; ;)| nie zalezy do
wyboru i, j.

O
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2.4 Wlasnosci wyznacznika diagramu
Wyznacznik diagramu jest powigzany z mozliwymi kolorowaniami diagramu.

Lemat 2.19. Niech A bgdzie macierzg o wyrazach catkowitych. Istniejq macierze X, Y o wyrazach catkowitych, takie
ze |det(X)| = |det(Y)| = 1, oraz macierz diagonalna |D| = (|d,i|), taka ze D = XAY.

Dowéd. Niech A bedzie macierza wymiaru k X K, oraz a liczbg catkowita. Ustalmy macierze:
. Zi‘,j - Macierz odpowiadajgca transpozycji i-tej, oraz j-tego wektora macierzy A,

-ZZ

{ aj - Macierz odpowiadajaca dodaniu do i-tego wektora, a-ta krotnos¢ j-tego wektora.

Kazda z powyzszych macierzy ma wyznacznik 1.

Krok I: Mnozac macierz A z lewej lub prawej przez Z' da sie ja przeksztalcié do postaci A'), takiej ze
najmniejszy co do modulu, niezerowy wyraz znajduje si¢ w lewym gérnym rogu macierzy. Nastgpnie
mnozac z lewej lub prawej przez Zf’u] , mozna przeksztalcié macierz do postaci A(?) takiej ze, wartos¢
bezwzgledna kazdego elementu lezacego w pierwszym wierszu lub pierwszej kolumnie jest mniejsza od
wartosci bezwzglednej elementu a; ;.

Krok 2: Powtarzajac Krok 1, mozna sprowadzi¢ macierz do postaci

a 0 0
0 az2 -+ axx
Alni) —
0 ax2 -+ Qkk

Krok 3: Powtarzajac krok 112 dla macierzy wymiaru (k — 1) x (k — 1) otrzyma si¢ macierz

an 0 0 0

0 az 0 0
A(nz) — 0 0 as;3 as k
0 0 ax,3 - Qg

Krok 4: Indukcyjnie, macierz A moze zosta¢ sprowadzona do postaci diagonalnej D. Operacje wykony-
wane na kolumnach odpowiadaja mnozeniu macierzy A przez Z' z prawej strony, na wierszach przez
mnozenie z lewej strony. Zatem macierze X, Y s3 postaci:

X=T],Z™ Y =TI, 2"

Z™ 70 € {Z] 0y 5(m) Zim),aj(m) bodpowiadaja kolejno wykonywanym operacjom wierszowym i

kolumnowym. Poniewaz |det(Z')| = 1 = |det(D)| = H—[L] dyi| = |det(XAY)| = |det(A)],
(]

Macierz diagonalna D, nie jest wyznaczona jednoznacznie. Dla kazdej macierzy A, mogg istniec
rézne macierze Dy, X1, Yy, oraz Dy, X3, Yz, takieze A = X3 x Dy x Yy =Xz x Dy x Ya.

Twierdzenie 2.20. Niech A bgdzie macierzq kolorowan diagramu L, {Dy, - - - , Dy} zbiorem wszystkich mozli-
wych macierzy diagonalnych odpowiadajgcych A. Istnieje dokladnie jedna macierz diagonalna Dy, o wartosciach
na gtéwnej przekgtnej (dy, - - -, dx), takich Ze dla kazdego j, dj|d; 1.
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Dowdd. Istnienie: Wezmy dowolna macierz diagonalng D, wymiaru k x k, o wartosciach na gléwnej
przekatnej (dy, - - , di). Wezmy element dy. Niech x; i, 0znacza najwickszy wspdlny dzielnik elemen-
téw dy, di. Ponadto liczby f; = di/xi,k, oraz fx = di/xi,k, sa wzglednie pierwsze. Istniejg zatem liczby
a,b € 7, takie ze a x f; + b x fy = 1. Rozwazmy ciag operacji:

» Dodanie do i-tej kolumny b-tej krotnosci k-tej kolumny

» Dodanie to k-tego wiersza a-tej krotnosci i-tego wiersza

dy 0 0 dy - 0 0
D\ = 0 fix-l‘k 0 0 fiXi_k 0
0o - 0 o fixix 0 xi o fxik

» Odjecie od i-tego wiersza f;-tej krotnosci k-tego wiersza
« Odjecie od k-tej kolumny fy -tej krotnosci i-tej kolumny

o Zamiana i-tej i k-tej kolumny

d - 0 . 0 di see D 0
0 v 0 on s *fikai,k 0 : 0 ce *fikat,k
0 s Xi,k kai,k 0 . Xik 0

o Zamiana i-tego i k-tego wiersza

g - 0 .- 0
0 - X‘l)k 0
0 § 0 *f'\kai,k

Powtarzajac rozumowanie dla wszystkich i € {1, -+, k — 1}, otrzymamy ze dla kazdego i, d|d. Nastgp-
nie powtarzajac cale rozumowanie dla dy—, otrzymamy ze dla kazdego i, didx—1. Ponadto w dalszym
ciagu di_1|dy, bo dla kazdegoj, fj, , fj,, s3 wzglednie pierwsze. Rozumujac indukeyjnie przeksztalcimy
macierz diagonalng D to zadanej postaci.

Jedynosé: Zalézmy nie wprost ze istniej 2 macierze diagonalne Dy, Dy, oraz obie spetniajg warunek
di|diy1. Istnieje zatem najmniejsze i, ze d! # df. Niech Xy, Y, X2, Y2, beda odpowiadajacymi
macierzami przejéé. Z réwnosci A = X; x Dy x Yy = X; x Dy x Yy, mamy Dy = X]*‘ x Xy X
Dy x Yz X Y]‘]. Poniewazdlaj < 1, dj' = djz, to macierze X]_' x X3, oraz Yf‘ x Y3, majg postac:

I O (1o
o X’ oY

X7 x Xy =
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Bez straty og6lnosci mozna przyjaé ze d! nie dzieli dZ. Poniewaz dlakazdegojwigkszegoodi, d dzieli

d}, to dowolna kombinacja liniowa If_;df x gj, jest podzielna przez d{, gdzie g;, s3 wspélczynnikami

catkowitymi zaleznymi od elementéw macierzy X', oraz Y. Ale z zalozenia I¥_;d} x gj = df, co jest
sprzeczne z faktem ze d| nie dzieli d7.

O

Twierdzenie 2.21. Wyznacznik diagramu L, oraz wartosci w odpowiadajgcej mu macierzy diagonalnej sq niezmi-
ennikiem wezla.

Dowdd. Niech Kbedzieweztem, Ljego diagramem, B={b, ..., bx}zbioremlukéw, C zbiorem skrzyzowar,
{aj,...,ax}jego kolorowaniem modulo n, A macierza kolorowania. Wystarczy sprawdzi¢ ze wyz-
nacznik diagramu oraz struktura macierzy diagonalnej nie zmienia si¢ pod wptywem ruchéw Reidemeis-
tera.

1. Pierwszy ruch Reidemeistera. Bez straty ogdlnosci mozna zalozy¢ ze ruch Reidemeistera jest
przeprowadzany na k-tym tuku, pomiedzy i, oraz i+1 skrzyzowaniem. Dodatkowo mozna przyjac
ze indeksy skrzyzowan do keérych dochodzi tuk k sa mniejsze od i+1, oraz indeksy skrzyzowan
do keérych dochodzi k+1, s3 wieksze od i. W rezultacie, macierz A’, po transformacji, ma wymiar
k + 1. Elementy o obu indeksach mniejszych od k pozostaja niezmienione.

Ci Ci an x 0

k |ag k |ag : :

A a o

0 a;

Ck+lO 4+—> A_Q_ s i+1,k
k+1 Qg 0 Qx—1,k
] — _— — ak,1 oo k= 0 Ay, k

Cinl Cin 0 .- 0 - 1

Réwnania skrzyzowan o indeksach od I do i nie zmieniajg si¢. W réwnaniach skrzyzowan o
indeksach wickszych od i, k-ty kolor zostaje zastapiony k+1-szym. Ostatni wiersz macierzy wynika
zréwnania cy 4 skrzyzowania. Na mocy lematu znaki réwnan moga by¢ tak dobrane aby sumowaly
sie one do 0. Co wiecej taki dobér znakéw jest rowniez wladciwy dla macierzy A ;. Niech A’ bedzie
minorem A, powstalym poprzez usunigcie ostatniej kolumny i ostatniego wiersza.

a x

A e

[oED

a1 o agk—1 O

Dodajac do k-tego wiersza sume pozostalych wierszy otrzymamy macierz:
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Stad korzystajac z rozwiniecia Laplace’a wzgledem ostatniego wiersza, [det (A')| =1 x det(A)].
Przenoszac element ay i = 1w lewy gérny rég macierzy i powtarzajac rozumowanie z twierdzenia
o postaci macierzy diagonalnej, otrzymujemy, ze jesli macierz diagonalna odpowiadajgca A ma
wartoéci na gléwnej przekatnej {|d|, - -+ , [dx_1}, to macierz diagonalna odpowiadajgca A’, ma
wartodci {1,dl, -, |dk—1l}

. Drugi ruch Reidemeistera. Bez straty ogélnosci mozna zalozy¢ ze ruch Reidemeistera dotyczy
i-tego, oraz k-tego tuku, gdzie i-ty tuk jest tukiem gérnym, oraz ruch jest pomiedzy skrzyzowaniami

Cj7cj+l-
4
k
/Ok

Ci1

G
) ( N

Niech indeksy skrzyzowan do ktérych dochodzi tuk k s3 mniejsze od i+1, oraz indeksy skrzyzowar
do keérych dochodzi k+1, s3 wieksze od i. Réwnania skrzyzowan do keérych nie dochodzi tuk k + 1
nie zmieniajg sie. Macierze kolorowania maja zatem postacie:

aj k 0 0

o
B
¥
;T
=

Al = :
0 ax—1x O
Q1 oot Qi o Qgk—1 0 agr 0O
0 0 -2 0 0 1 0 1
0 0 2 0 0 0 —1 -1
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(l]yk 0

A O 0

Al = Ai+1,k
0  ak-1x
ag,1 -+ Qi - agk— 0 ay,k
o .- 0 -2 0 -+ 0 1 0

Po wykonaniu na macierzy A’ nastepujacych operacji: dodanie do ostatniej (k+1) kolumny sumy
pozostalych kolumn, oraz dodanie do przedostatniego wiersza (k) sumy wierszy od 1 do k-1, oraz
zastosowaniu rozwiniecia Laplace’a otrzymamy |det(A')| = |det(A)|. Macierz diagonalna ma
postaé{1,1,]dyl,-- -, |dk[}. Argumentacja jest analogiczna jak w pierwszym ruchu Reidemeistera.

. Trzeci ruch Reidemeistera. Trzeci ruch nie zmienia liczby skrzyzowan. Macierze A, oraz A/ maja
wymiar k x k. Diagram przed i po wykonaniu ruchu, oraz odpowiadajace im macierze kolorowan

zostaly przedstawione ponizej.

a

1 02 G]
C
] \/ 2 \:3 , /
03 \04 4 03 / .

Js Clg s Ty
12 0 -1 0 0 0o 0 0 -1 2 -1

o 120 a0 O o 120 210 O
0 0 -1 0 0

0o 2 -1 -1 2 - 0

Ax Ay Ax Ay
Ponadro tuk a4 wystepuje jedynie w réwnaniach skrzyzowan c3, oraz c;. Wynika stad ze czwarta
kolumna macierzy A, jest réwna O. Niech macierze A, oraz A’ beda macierzami powstaltymi po

usunieciu pierwszego wiersza i trzeciej kolumny. Rozwazmy ciag operacji.

Dla macierzy A’: Dla macierzy A:

o Odjecie czwartej kolumny od pierwszej

+ Odjecie czwartej kolumny od széstej kolumny, kolumny
- Zamiana pierwszego i drugiego wiersza, . Zamiana pierwszego i drugiego wiersza,
» Zamiana pierwszej { czwarte] kolumny. . Zamiana pierwszej i czwartej kolumny.

Wtedy obie macierze zostanga przeksztalcone do postaci:
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—100000

o -1 0 -1 0
AL A,

Gdzie, A/ jest macierza powstala przez usuniecie trzeciej kolumny z macierzy A .. Zatem sprowadza-
jac macierze do postaci diagonalnej otrzymujemy ze det/A’| = det|A|, oraz odpowiadajace
macierze diagonalne s3 réwne D’ = D.

O
Twierdzenie 2.22. Diagram L moze by¢ kolorowalny mod n & |det(L)| oraz n nie sq wzglednie pierwsze.

Dowdd. Istnienie kolorowania mod n oznaczaistnienie koloréw{a,, - - - , ai}, takich ze réwnaniakolorowan
sa spetnione dla kazdego skrzyzowania. Réwnowaznie, jest spelnione réwnanie macierzowe: A x = 0
mod n, x € ZX. Z lematu wynika, ze mozna przyjaé a; = 0. Poniewaz rownama kolorowar s liniowo
zalezne i a; = 0, zatem powyzsza réwnoéé zachodzi & Ax’ =0 modn x' € zk.

Korzystajac z twierdzenia o postaci diagonalnej otrzymu]emyA X o=,

X=1, Y=! sa macierzami calkowitoliczbowymi. Niech X~T = X~' mod n, Y=' = Y~! mod n, oz-
nacza przypisanie kazdemu elementowi macierzy, reszty z dmelema mod n. Stad Ax' = 0 & Ax’

0 X-TDY-x/ =0& X ' xDxY 'x =0& Dy =0y =YX,y EZ"'

Poniewaz kolorowanie x/ nie jest trywialne, toy’ # 0 mod n. Zatem 3i € {1,--- ,k} d; X y, #0

mod n. Poniewaz Vi € {1,---,k}y{ € Zp, to d;, oraz n, nie s3 wzglednie pierwsze. Ponadto

det(L)| = |det(D)| = JT(_, Idil. Stad det(L), oraz n nie s3 wzglednie pierwsze. a
Whiosek:

« Jezeli|det(L)| =0, to dla kazdego n, diagram jest kolorowalny modulo n,

. Jezeli Idet(l_)l =1, to dla zadnego n, diagram nie jest. kolorowalny modulo n

2.5 Wyznacznik sumy spojnej

Niech K, K beda wezlami, L, [ ich diagramami, A+, A macierzami kolorowania, C, C zbiorami
skrzyzowan. Rozwazmy sume spéjng weztéw K#K. Bez straty ogolnosci mozna przyjaé dwa upraszczajace
zalozenia:

« Diagramy zostaly polaczone wzgledem k-tego tuku w diagramie L, oraz wzgledem pierwszego tuku
w diagramie L.

o Skrzyzowania w diagramie L zostaly tak ponumerowane ze skrzyzowania do ktérych dochodzi
tuk k, oraz znajduja si¢ przed miejscem polaczenia diagraméw maja numer mniejszy od i+1, zag
skrzyzowania znajdujace sie za miejscem polgczenia maja numer wigkszy od i. Analogicznie dla
diagramu L.

Twierdzenie 2.23. Wyznacznik sumy spéjnej diagraméw |det (K#K)| = |det(K)| x |det(K)|. Ponadto jezeli
wartosci w odpowiadajgcych macierzach diagonalnych wynoszg {|d; |, - - - ,|dx|}, oraz {Id3], - 17y |dy |}, to wartosci
w macierzy diagonalnej dla diagramu sumy spdjnej wynoszq {1, [d1 [, - -+, [dkly[dily -y [dil}

Dowdd. Operacja sumy spéjnej przerywa dwa wybrane tuki i laczy konce.
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W diagramie L, rownania skrzyzowan o indeksach wigkszych od i zostana zmienione. Wspélczynnik
odpowiadajacy tukowi k, bedzie odpowiadattukowi pierwszemu z diagramu L. W diagramie L, wsp6lczyn-
nik odpowiadajgcy lukowi pierwszemu bedzie odpowiadal lukowi k z diagramu L. Macierz kolorowania
ma postac:

ay,y e Grk—1  Qrk 0
a1 o Gik—1 Gik 0 O

Qi+1,0 0 Gigrrk—1 0 aivk

(ALi). = Gkl ot Gkok—d 0 Qk,k
s i, 0 a2 ar x
O ai 0 B2 i
0 A A2 Atk
0 Gy, dx,2 Ay, k

Po usunieciu z macierzy k+1-szego wiersza oraz k+1-szej kolumny otrzymamy

a1 aj,k—1 ay x
ain ai,k—1 aq,k O
aiy1,1 o Qipx—1 0
| oaxn Qg k—1 0
AL#f_— - .
azn az,2 az x
O agy i2 ik
0 gz 0741,k
0 k.2 Ay,

Nastepnie dodajac do k-tego wiersza sume wierszy od 1do k—1, oraz zamieniajgc k-ty wiersz z k+k-szym
wierszem i k-tg kolumne z k + k kolumna mamy:
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0

0 - 00 -+ 0 Y _ amk
Na podstawie wniosku o szachownicy diagramu Zin:] Am,k = Fl. Zatem |det(A ;)| = 1 x
|det(Ar)|x |det(A;)|. Ponadto przesuwajac 1w lewy gérny rég macierzy i stosujac proces diagonalizacii
otrzymamy, ze elementami macierzy diagonalnej sa {1,[dl,- -+ ,|dxl, |d; ly«  Idil).

a

2.6 Grupy kolorowan

Definicja 2.24. Grupa kolorowai diagramu Col(L), to grupa abelowa, w ktdrej generatorami sq tuki diagramu, zas
relacjami sq réwnania kolorowari, oraz ustalony koloru wybranego tuku, a, = 0.
a5, + a5, —2xa;, =0
Formalnie: Col(L) = (ay,- -, a| : s =0k
a5, _, +aj,_, —2xa;, =0
Col(L) = (x|Ax = 0), x € Z*~!

Grupa kolorowari nie jest dobrze zdefiniowanym pojeciem. Zalezy ona bowiem od sposobu indek-
sowania lukéw, skrzyzowari oraz wyboru koloru dla pierwszego elementu.

Twierdzenie 2.25. Skoficzenie generowana grupa przemienna jest izomotficzna z produktem grup cyklicznych.

Grupa kolorowar ma zatem postaé: Col(L) = [ i, Zn,.
7 definicji grupy wynika ze Col(L) = Z™/(AZ™). Niech A = X~ 'DY~!
amj(AZ™) = 2/ (x- DY Zm) = 2m/(DE™) = 27/(TT 402) = T Ziag

Klasa izomorfizméw grupy jest dobrze zdefiniowana. Wyznacznik, oraz wartosci w macierzy diag-
onalnej nie zalezg od wyboru diagramu, sposobu indeksowania fukéw ani skrzyzowar. Produkt grup
cyklicznych izomorficzny z grupg kolorowania jest niezmiennikiem wezla.
Whiosek: Grupa kolorowati jest nieskoficzona & det((L) = 0.

2.7 Przyklad zastosowan - rodzina weztow

Przyklad 1I: Rozwazmy nastepujaca rodzing wezléw Ky, k > 3. Korzystajgc z wlasnosci kolorowan
wykazemy ze dla réznych k, diagramy przedstawiaja rézne wezly.
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4 k-1
Cyf s Ay Ty

C

et Cs

k
A

Macierz kolorowania ma postac:

1 2 3 4 5 k—2 k-1 k

C 2 -1 0 0 O 0 0 —1

C2 -1 2 -1 0 0 0 0 0

c3 -1 0 2 -1 0 0 0 0

C4 o o0 -1 2 - 0 0 0
A=C |0 0 0 -1 2 o 0 0
Ci—2 0 0 0 0 2 -1 0

Cie=1 o o o o0 o0 - I 2 —1

Ck o -1 0 0 0 - 0 —1 2

Rozwazmy macierz A, powstala po usunigciu ostatniej kolumny i ostatniego wiersza. Za pomocg
operacji wierszowych i kolumnowych, macierz zostanie sprowadzona do postaci diagonalne;j.

2 -1 0 0 O 0 -~ 0 0 0
1 2 -1 0 0 0 0 0 0
1 0 2 -1 0 0 0 0 0
0 0 -1 2 -1 0 0 0 0
Ak=10 0 0 -1 2 -1 0 0 0
o 0 0 0 0 0 - =1 2 -
o 0 0 o0 0 0 - 0 -1 2

Dodajac do pierwszej kolumny, podwojong druga kolumne, zamieniajac pierwsza i druga kolumng
miejscami, oraz dodajac do drugiego wiersza podwojony pierwszy wiersz otrzymujemy.

10 0 0 0 0 - 0 0 0
0 3 -1 0 0 0 0 0 0
0 -1 2 -1 0 0 0 0 0
0 0 —1 2 =1 0 0 0 0
Ab=lo o o0 -1 2 -1 0 0 0
0O 0 0 0 0 0 12
0o 0 0 0 0 0 0 -1 2



Niech W bedzie macierza n x n, takg ze na gléwnej przekatnej znajduja sie 2, oraz bezposrednio nad
i pod gléwng przekatng znajduja si¢ -1.

2 -1 0 0
-1 2 0
w.—|0 -1 2 0
0 0 0 2

Wtedy istnieje cigg operacji:
o Zamiana pierwszej i drugiej kolumny
« Dodanie do drugiej kolumny 2m + 1 krotnosci pierwszej kolumny.
« Odjecie pierwszego wiersza od trzeciego wiersza

Przeksztalca macierz Hy w macierz Hj:

-1 0 0 0 0
2l G e B 0 2m+3 1 0 - 0
—2m + 1
0 " 0 —2m-—1
Hi = 2= | @ 0
; he L Wa
g o 0
Macierz A] ma postaé:
-1 0 0 0 - 0
0 3 -1 0 0
A 0 -1
k=10 0
Wi_s
0 0
Powtarzajgc ciag operacji powyzej mamy:
-1 0 0 0 0 0 0
0 -1 0 0 0 0 0
0 0 —1 0 0 0 0
Ac=10 0 0 2i+1 -1 0 0
0 0 0 =2i+1
0 0 0 0
| _ Wi 2.4
o o0 - 0 0

Stad macierz Ay moze zostaé przeksztatcona do postaci diagonalnej takiej ze na gtéwnej przekatnej
znajdujq sie elementy {—1,—1,- -, —1,2k — 3}. Stad |det(Ly)| = 2k — 3. Poniewaz wyznacznik dia-
gramu jest niezmiennikiem wezla to dla kazdego k, diagram przedstawia rézne wezly.
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Przyklad 2: Niech K/, beda tymi wezlami z poprzedniego przykladu ze, wyznacznik diagramu jest
pewng potega 3. Czy dla pewnego k > 9, Ky jest suma spdjng pewnej, wigkszej od 1, liczby trdjlistnikow?

7 poprzedniego twierdzenia wyznacznik splotu wezléw, jest iloczynem wyznacznikéw diagramoéw. Za-
tem splot n tréjlistnikéw ma wyznacznik 3™. Wobec tego istnieje wezet K|, ze wyznacznik jego diagramu
jest réwny wyznacznikowi splotu tréjlistnikéw. Z twierdzenia wiadomo réwniez ze struktura macierzy
diagonalnej jest niezmiennikiem wezla. Macierz diagonalna odpowiadajaca Ly, ma na gléwnej przekat-
nej wartosci{1,1,--- , 1,30}, zaé§ macierz diagonalna odpowiadajaca diagramowi splotu tréjlistnikéw
ma wartoéci{1,---,1,3,---,3}. Ponadto wartosci w obu macierzach diagonalnych spelniajg warunek
di|di 1, wiec macierze diagonalna tej postaci s jedyne. Stad zaden splot tréjlistnikéw nie jest wezlem
postaci Ky.

3 Wielomiany Alexandera

Wiele wskazuje na to, ze niebawem teoria wezléw bedzie przezywa¢ drugg mtodosé. Na poczatku cheiano
ja wykorzystaé do opisywania mikro$wiata. Jak si¢ okazalo, nie odpowiadala ona fizycznym wlasnosciom
rzeczywistosci, jednak zostal rozwiniety aparat matematyczny. Jak wiadomo DNA wszystkich zywych
organizméw jest poskrecane, a dodatkowo DNA bakterii ma strukture splotu wezléw. Catkiem niedawno
odkryto, ze w momencie kiedy bakteria chce sie podzieli¢ musi przecig¢ nic DNA wzdluz (taka nic nie
ma wolnych koricéw) i wtedy moga powstawaé suply. Dzigki takim suptom replikacja bakterii bylaby
niemozliwa, ale pod wplywem enzymu zwanego topoizomerazg bakteria jest w stanie rozsuplaé wezly.
Biolodzy wspélnie z matematykami badaja topologiczne wlasnoéci takich struktur i mechanizmy, ktore
za tym stoja, aby je zaklécié i tym samym uniemozliwi¢ rozmnazanie si¢ bakteriom.

3.1 Wielomian Laurenta

Formalne wprowadzenie wielomianéw Alexandera mozna zrealizowa¢ na kilka sposobéw. Jednym z nich
jest wykorzystanie do tego pojecia wielomianéw HOMFLY - uogélnionych wielomianéw Jonesa. Innym
sposobem jest uzycie formalizméw topologii algebraicznej. Weedy pewne cigcia i sklejania powierzchni
Seiferta determinuja wielomian Alexandera. To wlagnie ta metodologia pozwolita po raz pierwszy udowod-
nié¢ prawdziwo$¢ twierdzen Alexandera.

Ponizej wprowadzimy pojecie wielomianéw Alexandera elementarnie, skupiajac sig na procedurze ich
wyznaczania i pokazemy niezaleznos¢ od ruchéw Reidemeistera. Dodatkowo zdefiniuemy je jako pewna
funkcje wezta. Jednak zeby zachowaé formalizm wpierw zdefiniujemy pojecie wielomianéw Laurenta.

Definicja 3.1. Wielomian Laurenta zmiennej X jest symbolem postaci:

f=aX 4+ a X 4 4 agXs

gdzier < s (,s € Z, dopuszczalne sq wartos¢ ujemne) oraz a, ... ag € Z. Jezeliwartos¢ a, = 0 to jako
f przyjmujemy a, 1 X" + - + a XS, Podobnie gdy a5 = 0. Wielomian ten podlega zwyklym dzialaniom
dodawania i mnozenia wielomianéw. Zbiér wszystkich wielomianéw Laurenta zmiennej X oznaczany jest jako
Z[X, X~ ']. Aby podkresli¢ od jakiej zmiennej zalezy wielomian f czasami bedziemy pisac f(X).

Wielomian Alxandera, ktéry zdefiniujemy ponizej b¢dzie wielomianem Laurenta zmiennej t, tzn
bedzie elementem zbioru Z[t, t~']. Piszemy f(t) = g(t) jezeli f(t) = +t™g(t) dla pewnego m € Z.
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3.2 Macierz skrzyzowan

Aby obliczyé wielomian Alexandera Ay (t) wezta L (czasem bedziemy pisali A(L)), wpierw ustalamy dla
niego zorientowany diagram D bez krzywych zamknietych. Nastepnie etykietujemy D, tzn przypisujemy
pewne unikalne wartosci (np.: liczby lub litery) dla tukéw i skrzyzowan. W wezle wystepuja dwa rodzaje
skrzyzowan: prawozorientowane i lewozorientowane.

prawozorientowane lewozorientowane

Orientacje skrzyzowania wyznacza kierunek nadrzednego tuku. Dla pierwszego skrzyzowania z
Rysunku 1. tuk przechodzacy nad przechodzi ze strony lewej do prawej, czyli jest prawozorientowany,
analogicznie dla skrzyzowania lewozorientowanego.

Definicja 3.2. Zdefinujemy macierz A, wymiaru . x n, gdzie n jest liczbq skrzyzowan fi tukéw - zobacz dowdd
Lematu 3.13) wedlug ponizszej procedury. Powtérzymy jq dla kazdego skrzyzowania L w weZle:

1. Jesli skrzyzowanie | jest prawozorientowane i tuk i przechodzi nad tukami j, k (Rysunek 1.), to w wierszu 1
wpisujemy 1 — tw kolumnie i, —1 w kolumnie j oraz t w kolumnie k

2. Jesli skrzyzowanie L jest lewozorientowane i tuk i przechodzi nad tukami j, k (Rysunek 1.), to w wierszu 1
wpisujemy 1 — t w kolumnie i, t w kolumnie j oraz —1 w kolumnie k

Wszysthkie pozostate wyrazy w wierszu 1 sq réwne O. Moze si¢ zdarzyC przypadek, kiedy jakies i, j, k sq tym
samym tukiem. Wtedy we wlasciwej kolumnie wpisujemy sume wyrazow opisanych powyzej. Dla przykladu (Rysunek
2.), jezeli j = k dla jakiegos$ lewozorientowanego skrzyzowania, to wpisujemy —1 -+ t w kolumniej (= k).

Whiosek 3.3. Jezeli przyjmiemy t = —1 to dostaniemy macierz standardowych réwnanai kolorujgcych.
Dowdd. Dowdd polega na poréwnaniu definicji Ay i det(L). O

Przyklad 3.4. Pokazemy bardzo elementarnie na przykladzie tréjliscia jak wyznaczyc macierz. Nadajemy etykiety
dla skrzyzowar i lukéw. Nastgpnie rozpoznajemy orientacjg skrzyzowan. Narysujemy zatem rozpatrywany wezet w
taki sposéb, by kazde skrzyzowanie odpowiadato jednemu z Rysunku 1.
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Wrtedy odpowiadajgca jemu macierz wyglgda nastgpujgco:

it 1—-t -1
11—t -1 t
3.3 Macierz i wielomian Alexandera

Definicja 3.5. Macierz A wymiaru (n — 1) x (n — 1) powstala poprzez usuniecie dowolnego wiersza i dowolnej
kolumny z macierzy A . nazywamy macierzq Alexandera wezla L. Wyznacznik macierzy Alexandera jest nazywany
wielomianem Alexandera wezta L i oznaczany przez A (t) (A(L)). Wyznacznik macierzy 0 x O definiujemy jako 1.

R LR . . . . . . . . 1,1
Jezeli nie zostanie powiedziane inaczej macierz Aleksandera A bedzie minorem Aﬂr 1

Przyklad 3.6. Wielomian Alexandera dla przykladu - tréjliscia wynosi Az (t) = t* — t + 1. Aby si¢ przekona¢

obliczymy wyznacznik macierzy Af‘ ",

Aa(t)—det( 1? ]i1t > =(1—-t)2—(—t)=1+t2-2t+t=t>—t+1

Whniosek 3.7. Wielomian Alexandera nie zalezy od tego, ktdry wiersz i ktdrg kolumng usuniemy.
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Dowéd. Pokazemy, ze wyznacznik macierzy powstalej przez usunigcie j-kolumny oraz i-wiersza trzyma
o 0 . .
w relacji = wyznacznik minora (1, 1).

det A1) = det(AL), AL L AL

Rozwazmy wyznacznik macierzy det Al') = dec(AL ALY . ,AJ.“J] , Alfl)] o ALY Korzys-
tajac z tego, ze suma wierszy oraz kolumn wynosi 0, mozemy do Ag] ) doda¢ pozostate kolumny otrzymujac
det Alh) = det(gAjm, AN, ... ’Aj“—)l ; Agl]] -+, ALY, 0dpowiednia liczba transpozycji kolumn i
wyciggniecie —1z AJ.“] daje

det A1) = (—1)+1 dec AHD)

Podobnie postepujemy z wierszami i ostatecznie

(4,§) — (_1)(i+1++1) (1) 1y (i+)) (1,1) & (1,n
det A =(-1) det A =(-1 det A =det A
O

Przyklad 3.8. Obliczajgc wyznacznik macierzy AQ

—(t2 —t+ 1), cyli —A3 (1)

2) dla tréjliscia z przykladu powyzej dostaniemy A} (t) =

Podczas wyznaczania wielomianu Alexandera dokonali$my wyboréw, keére majg wplyw na postac
wielomianu, tj: wybér diagramu, etykietowanie ukéw i skrzyzowan. Rozne wybory moga prowadzi¢ do
réznych wielomianéw Alexandera.

Twierdzenie 3.9. Klasa réwnowaznosci relacji = wielomianéw Alexandra A (t) jest dobrze zdefiniowanym
niezmiennikiem zovientowanych wezldw, tzn relacja A (t) = A} (t) jest zawsze utrzymana.

Dowéd. Twierdzenie to jest analogiczne do tego, ze wyznacznik (zobacz <a href=>rodziat kolorowari</a>)

jest niezmiennikiem wezla. Ten fakt opiera si¢ na zalezno$ci pomigdzy wyznacznikiem, a grupa kolorowan.
Moglibyémy powyzsze twierdzenie szybko udowodnié przytaczajac zaleznodé pomigdzy wielomianem

Alexandera, a obiektem zwanym modutem Alexandera, tzn modulem pierécienia Z[t, t~']. Nie chcemy

sie zaglebiaé w teorie moduléw, wiec powyzsze twierdzenie udowodnimy sprawdzajac, ze po wykonaniu

ruchéw Reidemeistera wielomian pozostaje w relacji =.

Przy dowodzeniu za pomoca ruchéw Reidemeistera patrzymy jak zmienia si¢ wyznacznik po wyko-
naniu ruchu.

1. I ruch Reidemeistera

Mozna zalozyé bez straty ogélnoéci, ze ruch jest wykonywamy pomiedzy skrzyzowaniami x iy na
k-tuku. Macierz A ;. jest wymiarun x n. Macierz A uzyskamy usuwajac pierwszy wiersz i pierwsza

kolumne.
A 0 A Ky
: : Rsg s Bgn g B
Az o Agn—tr k2 s anoto m2
A= 8 e B ASE c
Ax,l Ax.nfl kx AX)Z Ax,n71 kx
Ay Aginet Ky b gl
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Wykonanie I ruchu Reidemeistera dodaje nowe skrzyzowanie (dodajemy jako ostatni wiersz), co
wigze sie ze zmiang etykiet tukéw. Pewna cze$¢ kolumny k-tuku pozostanie bez zmian (oznaczymy
ja przez 1), pozostala cze$¢ tej kolumny przejdzie na kolumne tuku oznaczonego jako m. By nie
ustala¢ kolejnosci etykietowania zauwazamy zaleznosé

(*] Viel ki =1 +my,

przy czym dokladnie jeden ze skladnikéw sumy jest réwny 0, a T jest zbiorem etykiet skrzyzowan.
Ruch ten powiekszy wymiar macierzy don + 1.

A o Arna L my
Axr o Azn |53 mz
Al = An-2, An—an-1 ln-2 Mp-2
AX,] Ax,n—l Kx 0
Ay, Ayn-i 0 Ky
0 0 p(t) —p(t)

gdziep(t), q(t) € {—1,1,—t, tjoraz p(t) + q(t) = £(t —1). Nast¢pnie m-kolumng dodajemy do
l-kolumny. Zgodnie z (*) dostajemy macierz, ktéra po wykresleniu pierwszej kolumny i pierwszego
wiersza wyglada nastepujaco:

Az2 0 Aznod k> m2
Al = |An=22  An2n Knz Mpo2
Ax‘Z e Ax,nfl kx 0
Ayvz e Ayxﬂ*1 ky ky
0o .. 0 0 —p(t)

Stosujac rozwiniecie Laplace’a wzgledem ostatniego wiersza otrzymujemy:

detA = Al (t) = A (t) = det A’ = £p(t)detA

. II ruch Reidemeistera

Ruch ten jest wykonywany na l-tuku, pomiedzy skrzyzowaniami u i v oraz k-tuku, pomigdzy
skrzyzowaniami x i y. bukiem gérnym jest k-tuk. Usuwamy pierwszy wiersz i pierwsza kolumne
otrzymujac macierz A:

Aza o Azn-2 k2 5
An—a2  Ancan—2 knoga lna
A= Ax,Z e Ax,n*Z kx 0
Ay,2 cee Aym—2 ky 0
Au,Z e Au,nfl 0 1u.
A\’,Z e Av.nfz 0 Ly
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Po wykonaniu ruchu Reidemestera wymiar macierzy powigkszy si¢ o 2. Zatem macierz Alexandera
przyjmuje postac:

Aza o+ Azn2 k2 my 02 0
An—ap '+ An_4n-2 Kn_4 Mp_4 On—g4 O
' Ax,l e Ax,nfz kx 0 0 0
A = /\y,z Ay,nfl ky 0 0 0
Au,l e Au,nAZ 0 lu 0 0
Avs o Aunz 0 o L 0

0 .0 p)-q) p 0 q(t

0 0 —p(t) —q(t) 0 p(t) qlt)

gdzie dzieki () zachodzi 1 = m + 0. Wykonamy kolejno operacje macierzowe: od ostatniego wier-
sza odejmiemy wiersz przedostatni, do m-kolumny dodamy o-kolumne, rozwiniemy wzgledem
ostatniego wiersza otrzymujac:

Azz2 v Aznoa k> L 0
An—42 ' Anan-2 Kn—q lng O
detA’ = :l:p(t) det AX,Z nEy Ax,n—z Ky 0 0
Ayz 0 Pyyme Ky o 0
Au,Z Au,n—z 0 [ 0
A\',Z e Av,n72 0 L\; 0
0 0 —p(t) —q(t) p(t) q(t)

Rozwijamy wzgledem ostatniej kolumny i mamy:

detA = A (t) = A% (t) =det A’ = £p(t)q(t) det A

3. III ruch Reidemeistera

Ruch ten nie zmienia ilosci skrzyzowari i lukéw, zatem na mocy faktéw z algebry liniowej:

(a) zamiana miejscami dwéch dowolnych kolumn lub wierszy macierzy zachowuje wartos¢
bezwzgledng jej wyznacznika, lecz zmienia jego znak

(b) dodajac lub odejmujac od dowolnego wiersza/kolumny inny wiersz/kolumne lub kombinacje
liniowe innych wierszy/kolumn nie zmieniamy wartoéci wyznacznika

zachodzi A? = +A?, zatem wielomiany s3 w relacji =

Aby dowéd byt kompletny potrzeba sprawdzié jeszcze jeden, trudny krok. Mianowiecie, efekt zmiany
orientacji. To pokaze, ze wielomian Alexandera odwréconego wezla L jest uzyskany z wielomianu Alexan-
dera wezla L przez zamiang t na t~', pomnozenie przez wlasciwg potege t i by¢ moze pomnozenie przez
—1. Argument, ktéry za tym stoi wymaga znajomosci topologii algebraicznej, tj. powierzchni Seiferta,
zatem ten fakt przyjmiemy na wiare. (Alexander nie byl w stanie znalez¢é dowodu; pierwszy poprawny
dowéd podat Seifert). |
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Whiosek 3.10. Jezeli dla dwéch wezlow wielomiany Alexandera sq rozne, to na pewno te wezly nie sq réwnowazne.
Niestety nie mozemy powiedzie¢ odwrotnie. Istniejq dwa rdzne wezly, dla ktdrych wielomiany bedgq w relacji =

Przyklad 3.11. Rozwazmy trudniejszy przyklad. Niech to bgdzie (2, 1)-torus, ktdry jest pokazany na Rysunku 5.
Wielomian Alexandera tak opisanego diagramu dany jest przez wyznacznik minora (n — 1) x (n — 1) macierzy:

=% - & B <« 0
§ 1-% =1 ©® =« B
0 t 1—-t =1 ... 0

S
& wx we B 0t 1—%

Aby wyznaczy¢ go doktadnie potrzeba dosé szczegdlowego argumentu indukcyjnego (wyznacznik wynosi %)—) ).

Bez wyliczania tatwo mozemy stwierdzié, ze dla réznych, dodatnich . wielomiany Alexandera sq réwniez rézne.

k

Zauwazmy wpierw, ze wspdlczynnikiem przy wyrazie najnizszego stopnia - wyrazie wolnym jest wyznacznik
macierzy uzyskanej przez podstawienie t = 0. Wtedy wynik to 1. Wspdlczynnik przy wyrazie najwyzszego stopnia
jest wyznacznikiem macierzy zawierajgcej jedynie t wyrazeh w powyzszej macierzy, tzn przez usunigcie wszystkich
+1. Ostatecznie wyznacznik wynosi t™ — 1.

Stgd wielomian Alexandera dla wgzla typu (2, n)-torus jest stopnia dokladnie n — 1. W szczegdlnosci wezly te
tworzg niekoriczong rodzing rozlgcznych wezléw, z czego kazdy jest rozrdiniany przez wielomian Alexandera.

Twierdzenie 3.12. Niech L bgdzie zorientowany wezlem.
L Api(t) =Ac(t™)
2. ArL(t) . AL(t_])

Dowéd. Aby udowodnié 1) ustalmy diagram D wezla L i odbijmy go wzgledem pionowej osi symetrii.
Otrzymamy diagram mD wezla mL. Wezmy dowolne skrzyzowanie diagramu D i rozwazmy odpowiada-
jace temu skrzyzowanie w mD.
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diagram D odbicie mD

b| . . |
——— e
: B
a+th-ta-c=0 a+tc-ta-b=90

Wspétezynniki réwnania po lewo definiuja macierz, ktérej wyznacznik wynosi A (t) i jezeli zastapimy
t przez t ! dostaniemy macierz P, ktérej wyznacznikiem jest A (t~').

Podobnie wspélczynniki réwnania po prawej stronie wyznaczaja macierz Q, ktérej wyznacznik to
A (t). Teraz zauwazmy, ze réwnanie po lewej z t zastapionym przez t~' jest dokladnie réwnaniem po
prawej stronie pomnozonym przez —t~'. Wtedy P = —t~' Q oraz

Ap(t™') =det(P) = (—t) ™ det(Q) = (~t 7)™ Ami(t) = Am (t)

jest spelnione.

Dowdd 2) jest analogiczny. a

3.4 Sumaspojna
Twierdzenie 3.13. Niech | i K bedg zorientowanymi weztami. Wtedy Ajyx (1) 2 Aj(t)Ax (t)

Dowéd. Ustalmy diagramy dla wezléw | i K jak pokazano ponizej. Bez straty ogélnosci mozemy poetyki-
etowaé tuki i skrzyzowania zgodnie ze wskazanymi na Rysunku 7.

-’I:l) ceey "-vupl %} W y], seey yn-l
1,...,m / \ 1, ...,n

T, &y Yo Un

Oznaczmy przez A i B macierze powstale z wielomiandéw rownania kolorujacego dla J i K. Usuimy
pierwszy wiersz i pierwsza kolumne w kazdym przypadku. Wtedy

A](t] = det(A), AK(t) = det(B)

Otrzymali$my ponizszy diagram dla J#K.

Lyy ooy Ty K/ = y Yiy ooy Yo
1, .ym {‘m Ty =Yy } Lwym
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Mamy nastepujace uki: Xo = Yo, X1, "+ ,Xm, Y1, * yYm, 2, oraz skrzyzowania: 0,1,---,m z
wezla ], nastepnie 1, ,n z wezla K oraz (. Réwnania w wezle J#K w skrzyzowaniach 1, ,m s3
dokladnie takie jak w wezle ], a dla skrzyzowan 1, - -, n takie jak w K. Dla skrzyzowania ( réwnianie to
ma postaé (1 — t)yo + tz — yn = 0. To pokazuje, ze jest Ajux (t) wyznacznikiem macierzy

A e A

A .. A

Tutaj réwniez usuwamy pierwszy wiersz i kolumng. Wtedy spelnione jest rownanie:

Ak () = tA(t) Ak (t) = Aj(t) Ak ()

3.5 Réwnowazna defnicja

Definicja 3.14. Jak wspomniano wczesniej wielomiany Alexandera mozna wprowadzic na kilka sposobéw. W tej
pozyqji chodzilo o to, by zrobic to elementarnie. Innym sposobem jest skonstruowanie funkeji A : L — Z(t*'/2)
takiej, ze dla dwéch réwnowaznych wezléw Ly, Ly mamy rdwnosé Ay, = Ay, oraz spetniajgcej:

I A(Q) =
2. A(Ly) — A(LL) + (t172 —t71/2)A(Ly) = 0, gdzie

X X))

gdzie IL oznacza zbidr wszystkich wezldw. Zobaczymy kilka przykladow:

4

Przyklad 3.15. Znajdziemy wielomian Alexandera rozlgcznej sumy dwdéch nieweztéw, tak jak A (©O). Oznaczymy
ten wezel jako Lo i skorzystamy z wlasnosci 2).

0=A(Ly)—A(LL) + (t'"2 =t 2 A(Ly)
0=A(CD) - A(QD) + (12 —t713)A(Lo)
0=A0)—AQ) + (t'?2 —t7/?)A(Ly)

0=(t"2—1t7"2)A(Lo)

i stqd otrzymujemy, ze A(Ly) = 0.
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Przyklad 3.16. Znajdziemy wielomian Alexandera wezta Hopfa, czyli A(CDD). Oznaczymy ten wezet jako L i
skorzystamy z wlasnosci 2) na gérnym skrzyzowaniu oraz z pierwszego przykladu.

0=A(Ly)—A(L_)+ (t"* =t~ "2)A(Ly)
0=A(Ly) = A@D) + (t'2 —t71/2)A(CD)
0=A(Ly)—A(L_) + (t"% =t 72 A(O)
0=(t"2—t""%)A(Ly)
i stqd otrzymujemy, ze A((DD) = t'/2 —=1/2,

4 Wielomian Jonesa

Przed wprowadzeniem kolejnego wielomianowego niezmiennika przyjrzymy sie ich historii. Znamy
juz wielomian J. Alexandera, ktéry zostal odkryty okoto roku 1928. W 1969 J. Conway znalazt sposéb na
wyznaczenie wielomianu Alexandera dla dowolnego splotu przy uzyciu tak zwanej relacji qubiastef] Jest
to réwnanie wigzace wielomian splotu z wielomianami splotéw o zmienionym jednym skrzyzowaniu w
diagramie splotu wyjéciowego. Relacja klebiasta okazala si¢ kluczem do sukcesu.

Vaughan Jones, matematyk nowozelandzki, odkryt w 1984 nowy wielomian dla splotéw jako produkt
uboczny podczas pracy nad algebrami operatorowymi. Odkrycie Jonesa bylo przelomowe, a juz cztery
miesigce pézniej ogloszono znalezienie nowego niezmiennika: wielomianu HOMFLY, ktérego nazwa
pochodzi od pierwszych liter nazwisk odkrywcéw, to jest: Hoste, Ocneanu, Millett, Freyd, Lickorish,
Yetter.

Aby lepiej zrozumieé wielomian Jonesa przyjrzymy si¢ najpierw prostszej konstrukceji, nawiasowi
Kauffmana. Pézniej zajmiemy sie weztami alternujacymi.

4,1 Nawias Kauffmana

Zaczniemy od zdefiniowania nawiasu Kauffmana. Przypomnijmy, wielomian Laurenta zmiennej X to
formalny symbol f = a, X" + ...+ asX®, gdzier, s, a,, ..., a5 s3 catkowite it <s.

Poszukujemy niezmiennika dla splotéw o kilku prostych wlasnosciach. Przede wszystkim zgdamy, by
niewezlowi przypisany byt wielomian 1: (O) = 1. Po drugie chcemy méc wyznaczaé nawiasy znajac je
dla prostszych splotéw, co zapiszemy symbolicznie () = A() () + B(X). Zalezy nam wreszcie na tym,
by méc dodaé do splotu trywialng sktadowa: (L UQ) = C(L).

Prosty rachunek pokazuje wplyw drugiego ruchu Reidemeistera na nawias:

?

({)) = (A? + ABC + B?)(X) + BAD () = 00,
Aby zachodzila ostatnia réwnosé wystarczy (chociaz weale nie trzeba) przyjaé B = A, co wymusza
nanas C = —A? — A~2. W ten sposéb odkryli§my nastepujacg definicje.

Definicja 4.1. Nawias Kauffmana (D) dla diagramu splotu D to wielomian Laurenta zmiennej A, ktdry jest
niezmienniczy ze wzgledu na gladkie deformacje diagramu, a przy tym spetnia trzy aksjomaty:

L(O)=1
2 (DUO) = (—A"2 - A2)(D)
3 (R = ADQ + A ()

Iskein relation
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Tutaj O oznacza standardowy diagram dla niewgzla, D LI O jest diagramem, ktéry powstaje z D
przez dodanie nieprzecinajacej go krzywej zamknigtej, zas trzy symbole )4, ) (oraz X odnosza sig do
diagraméw, ktére sg identyczne wszedzie poza malym obszarem. Diagramy ) ( oraz X nazywa sig
odpowiednio dodatnim (prawym) i ujemnym (lewym) wygladzeniem 3/

Lemat 4.2. Nawias Kauffmana dowolnego diagramu mozna wyznaczyé w skoticzonie wielu krokach.

Dowdd. Jezeli diagram D ma n skrzyzowan, to nieustanne stosowanie aksjomatu trzeciego pozwala na
zapisanie (D) jako sumy 2™ skladnikéw, z ktérych kazdy jest po prostu zamknigta krzywa i ma trywialny
nawias ((O) = 1). Nawias sumy wyznacza si¢ korzystajac z drugiego aksjomatu. O

Przedstawimy teraz wplyw ruchéw Reidemeistera na nawias Kauffmana.

Lemat 4.3. Pierwszy ruch Reidemeistera zmienia nawias Kauffimana zgodnie z ponizszq regulq. Pozosate ruchy
Reidemeistera nie zmieniajg nawiasu.

(1o)== (S0~ (R~ (%)

Dowdd. Pierwszy ruch Reidemeistera:

(o) 2a{io) r{Jo)2a(f)aenrmaf]) ()

Pierwsza rownoséé wynika z K3, druga z K2, trzecia jest oczywista. Dla drugiego ruchu:

B () = ) )
D))o -0

Dla trzeciego ruchu:

BRY (R 3R] (34
o (35) () 36)

korzystali$my tu z wlasnosci drugiego ruchu. |

Okazalo sieg, ze uzycie najprostszego, I ruchu Reidemeistera, ,psuje” nawias! W akcie desperacji
mogliby$my zmienié¢ definicjg, zaniechamy tego i przejdziemy do kolejnego skladnika w przepisie na
wielomian Jonesa.

4,2 Spin
Przypomnijmy, ze znak skrzyzowania na diagramie to liczba 11lub —1: signJQ = +1, sign X = —

Definicja 4.4. Niech D bedzie diagramem zorientowanego splotu lub wezla. Spinem D jest w(D) = )~ signc,
gdzie sumowanie przebiega po wszystkich skvzyzowaniach.
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Przyklad 4.5. Spinem tréjlistnika w takiej wersji jest -+3:

@

[

o) = w(l) — 1, pozostate nie majg wptywu. Spin nie

Lemat4.6. Tylko I ruch Reidemeistera zmienia spin: w()

zalezy od orientacji.

Dowéd. Proste éwiczenie. O

4.3 Wielomian Jonesa
Definicja 4.7. Wielomian Jonesa zorientowanego splotu to wielomian Laurenta V(L) € ZI[t'/2, t='/2] okreslony

przez

)

VL) = [(~A) (D)

t1/2=pA-2
gdzie D to dowolny diagram dla L.
Twierdzenie 4.8. Wielomian Jonesa jest niezmiennikiem zorientowanych splotow.

Dowdd. Wystarczy pokazaé niezmienniczosé (—A)~>"(P)(D) na ruchy Reidemeistera. Ale

—3w b —3w +3 —3w
Yt ><,\'>>:(AJ (1) (A (]) = (-A) <|><|>. O
Wielomian Jonesa jest naprawde poteznym narzedziem. Pozwala bowiem odrézni¢ dowolne dwa
wezly pierwsze o co najwyzej dziewieciu skrzyzowaniach.

Hipoteza 4.9. Nie istnieje nietrywialny wezel, ktérego wielomian Jonesa nie odrdznia od niewgzla.

4.4 Relacjaklebiasta

Dotychczas wyznaczylismy wielomian Jonesa jedynie dla trywialnych splotéw. Spowodowane jest to tym,
ze chociaz nawias Kauffmana jest przydatny przy dowodzeniu réznych wlasnodci, to zupetnie nie nadaje
sie do obliczei. Duzo lepszym narzedziem jest nastgpujace twierdzenie.

Twierdzenie 4.10 (relacja klebiasta). Wielomian Jonesa spetnia réwnos¢ V(Q) = 1 oraz relacje
t'V(Ly) —tV(Lo) + (17172 = tV/2)V(Lo) = 0,
gdzie L, 1, Lo to zorientowane sploty, kére rézniq si¢ jedynie na matym obszarze: 374, 3, J T
Dowdd. Wyrazmy wielomian Jonesa przez nawias Kauffmana i spin. Chcemy pokaza¢, ze
A=AV — ATHA) TN + (A2 - AT (-A) IR () =0,

Ale w(Ly) = w(Lo) + 1, zatem to jest rtéwnowazne z —A () + AT (X) + (A2 — A72)()() = 0.2
definicji nawiasu Kauffmana wnioskujemy, ze (£) = A + A7) i (X) = AX) + A7'0().
Pierwsze réwnanie przemnézmy przez A, drugie przez A~', a nastepnie dodajmy je do siebie. Wtedy
otrzymamy A(3X) — A7 (X) = A2 () = A2() (). =

Przyklad 4.11. V(CX) = —t5/2 — t!/2 (splot Hopfa), V(CC\Z)] = —t* + t3 + t(trdjlistnik).
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4.5 Odwrotnosci, lustra i sumy
Twierdzenie 4.12. Niech L bedzie zorientowanym splotem. V(rL) = V(L), V(mL)(t) = V(L)(t™').
Whniosek 4.13. Wielomian Jonesa nie zalezy od orientacji wezta (ale nie splotu!).
Dowédd. Kazdy wezel ma tylko dwie orientacje, splot moze mie¢ ich 2™, gdzie n to liczba skladowych. O
Whiosek 4.14. Trdjlistnik nie jest réwnowazny ze swoim lustrem.
Dowéd. W zaleznoéci od orientacji wielomianem tréjlistnika jest ... lub .... a
Twierdzenie 4.15. Niech L, M bgdg zorientowanymi splotami, zas |, K: zorientowanymi wezlami.

L V(ILUM) = (—t'2 —t71/2)V(L)V(M),

2. V(J#K) = V(])V(K).

Dowéd. Wybierzmy diagramy D, E dla (odpowiednio) L, M. Po podstawieniu t'/? = A~2 widzimy, ze
chcemy pokazaé (—A)W(PUEND I E) = (—A2 — A72)(—A) 3 (W(PIWIEI(D) ().
Oczywiscie w(D U E) = w(D) + w(E), wige wystarczy udowodnié, ze

(DUE) = (—A% — A7?)(D)(E).

Oznaczmy przez f1(D), f2(D) lewa i prawg stroneg ostatniego réwnania. S3 to wielomiany Laurenta,
ktére zaleza tylko od D. Aksjomaty Kauffmana pozwalaja na pokazanie, ze obie funkcje majg nast¢pujace
whasnosci: f; (Q) = (A2~ A72)(E), fi(DUQ) = (~A2-A~2)fi (D), fi(A) = AR D Q+AT' i (X).
To pozwala na wyznaczenie ich wartoéci dla dowolnego D, zatem f; = f3, co koriczy dowéd. O

Dowdd. Narysujmy J, K jako 4{K]. Rozpatrzmy sploty [ ] Psa{K], [ P K], [K] Relacja

kiebiasta moze zostaé uzyta do pokazania, ze
= V(J#K) — tV(J#K) + (712 —t'/2)V(JuK) = 0.

Ale V(JUK) = (—t"/2—t="2)V(])V(K), co upraszczasie do V(J#K) = V(J)V(K) i koticzy dowéd. [

4.6 Rozpieto$é i wielomian Jonesa

Twierdzenie 4.16. Niech L posiada zredukowany, spdjny, alternujgcy diagram o skrzyzowaniach. Weedy kazdy
diagram ma co najmniej . skrzyzowaniach.

To bardzo wazny rezultar, keérego prawdziwoéé przypuszczal juz P. G. Tait w XIX wieku. Nike nie byt
w stanie podaé dowodu przed pojawieniem sie wielomianu Jonesa w latach osiemdziesigtych. Wyjasnimy
teraz uzyte tu przymiotniki.

Definicja 4.17. Diagram jest alternujgcy, gdy podczas poruszania sig wzdtuz splotu mijamy skrzyzowania na
zmiang z gory oraz z dotu. Diagram jest zredukowany, gdy nie zawiera usuwalnych skrzyzowan. Diagram jest
spdjny, gdy nie mozna go podzieli¢ na dwie niepuste czgsci, ktore nie spotykajq sig na Zadnym skrzyZowaniu.

>

.®

'
e

R

Przykladowo diagram QQ nie jest spojny, ale CO juz tak.
W dowodzie przywolanego wyzej twierdzenia uzyjemy rozpigto$ci wielomianu Jonesa.
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Definicja 4.18. Niech f bedzie wielomianem Laurenta zmiennej X. Wtedy M(f) [m.(f)] to najwyzsza [najnizsza]
potega pojawiajgca sigw f. Rozpigtosé to span f = M(f) — m(f).

Zajmiemy si¢ teraz nawiasem Kauffmana. Znajdziemy wzdr, ktéry pozwala na wyznaczenie nawiasut
dowolnego splotu o n skrzyzowaniach (na diagramie) przez dodanie 2™ wyrazéw. Wzér ten okaze sig
uzyteczny przy dowodzeniu pézniejszych twierdzen.

Definicja 4.19. Niech D bedzie diagramem splotu.
1. Stan D to funkcja s ze zbioru skrzyzowain D w{—1,+1}.

2. Dlaustalonego stanu s dla D przez sD rozumiemy diagram powstaly przez wygladzenie wszystkich skrzyzowar
zgodnie z ich nowym znakiem (+1), wtedy |s| to suma wartosci s.

3. Diagram dla sD jest sumg zamknigtych krzywych, ich liczbg oznaczamy przez [sD|.

Twierdzenie 4.20 (0 sumowaniu standéw). Niech D bedzie diagramem splotu. Wtedy
<D> = Z(_“AZ o A72]|5D1—]A|S')
s

gdzie sumujemy po wszystkich stanach s dla D.

Dowéd. Oznaczmy prawa strone dowodzonej réwnosci przez [D]. Pokazemy, ze spetnia ona [Q] = 1,
DUQ] = (—A~2—A2)[D]oraz [ = AD( + A~ '[X]. Stad wynika juz, ze [D] = (D).
Niewezet Q ma tylkojeden stan sz |s| = 01[sQ| = 1.
Zauwazmy, ze D U Qi D maja te same skrzyzowania, wigc mozemy utozsamiac stany s dla D ze
stanami udla D U Q. Wtedy [u| = |s| oraz [u(D U Q)| = [sD| + 1. Zatem

DuUQl = Z(*AZ _ AfZJVu(DUO)l—IA\u\ _ ZFAZ — A2)SDIAlS = (_A2 — A7) [D].

w s

Pozostala trzecia wlasno$é. Z definicji A) (| = Y (—A? — A=2)W=TAI+T odzie u przebiega
wszystkie stany ) (. Ale ) (to J£ ze skrzyzowaniem (powiedzmy, c) wygtadzonym dodatnio, co daje bijekcje
miedzy stanami wdla ) (isdla 4, dlaktérych s(c) = +1. Weedy [s)4] = u)(ils| = [u|+ 1 oraz

ADQ = Z(AAZ _ Afz)tu)(!—lAlqu _ Z (—AZ - A~2)|5Xl71A|s\,
u s(c)=1

podobne rozumowanie pokazuje, ze A7 [X] = ¥ (o)=_ (A — A7?)ls A=V Alsl Teraz wystarczy
dodaé do siebie dwa ostatnie réwnania. O

Zbadamy teraz dwa najprostsze stany dowolnego diagrau.
Definicja 4.21. Stan, ktdry przypisuje znak 41 [—1] kazdemu skrzyzowaniu, nazywamy s, [s_].

Niech D bedzie alternujacym, zredukowanym diagramem spéjnym. Wszystkie skrzyzowania majg
ten sam znak. Wybierzmy dla niego uszachowienie.

1| = al
I 1 : | i
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Zamieniajac bialy i czarny w razie potrzeby mozemy zalozy¢, ze wszystkie skrzyzowania sa dodatnie
(+1). Takie uszachowienie nazywamy standardowym. Poréwnajmy wygladzenie s Dz s_D:

o mo
TN N T

Zamkniete krzywe tworzace s, D s3 brzegami bialych obszaréw uszachowienia, podczas gdy te
tworzace s_ D stanowig brzeg czarnych obszaréw. Zauwazmy, ze na kazdym skrzyzowaniu sg cztery
rézne czarne i biale obszary (nie mogg sie spotkaé w innych miejscach), gdyz diagram byl zredukowany.

Lemat 4.22. Niech D bedzie spéjnym diagramem splotu o n. skrzyzowaniach. Weedy [s  D| + [s_D[ < n + 2,z
réwnoscig dla zredukowanego i alternujgcego D.

Dowdd. Skorzystamy z indukeji wzgledem n. Latwo widaé prawdziwo$¢ lematu dlan = 0. Zalézmy, ze
jest on prawdziwy dla wszystkich diagraméw o n — 1 skrzyzowaniach, nastepnie ustalmy diagram D on
skrzyzowaniach.

Wybierzmy skrzyzowanie z D. Mozna je wygladzié na dwa sposoby, jeden z nich daje spéjny diagram
D'. Bez straty ogdlnosci przyjmijmy, ze jest to dodatnie wygladzenie. Wredy zachodzils, D’| = [s; D, ale
|s_D'| = [s_D|+ 1, poniewaz s_ D’ powstaje z s_ D przez zastapienie pewnej czgéci ) ( z X. To rozrywa
jedna krzywa na dwa kawalki lub scala dwie krzywe wjedng. Teraz |s y D|+[s— D| =[s,D/[+|s_D’|£1 <
(n—1) + 241 < n + 2 (pierwsza nierdwnos¢ wynika z zalozenia indukcyjnego).

Zalézmy, ze D jest sp6jny, alternujacy i zredukowany. Musimy pokazad, ze ostatnie dwie nieréwnosci
tak naprawde s3 réwnosciami. Pierwsza wynika z tego, ze D’ jest spdjny, alternujacy i zredukowany. Z
drugiej strony |s_D’| = |s_D| — 1, poniewaz przejécie od s_D do s_D’ skleja dwa czarne obszary. To
pokazuje druga réwnosc¢ i konczy dowdd.

e e »
| = "B

/
D s-D s_D 0

Lemat 4.23. Niech D bgdzie diagramem splotu o n skrzyzowaniach. Wtedy
L M(D) <n+2ls;D[-2
2. m(D) > —n—2|s_D|+2

z réwnoscig, jezeli D jest alternujgcy, zredukowany i spéjny.

Dowéd. Udowodnimy tylko pierwsza czesé, druga jest do niej podobna. Dla stanu s diagramu D niech
(D | s) := (—A~2 — A2)IsPI=1 Alsl Wz6r sumujacy stany przybiera postaé (D) = 3~ (D | s).

Zauwazmy, ze M(D[s) = 2|sD|+ |s| — 2, a wiec w szczegdlnosci M(Dls ;) = 2|, D|+n — 2. Gdyby
udalo si¢ nam pokazaé, ze M(D|s) < M(D|s.) dla wszystkich innych stanéw s, dowdd nieréwnosci
byltby zakoriczony. Ale mozemy znalezé cigg s = S0, 81,..., Sy =S, W ktérym s;.1 powstaje z s; przez
pojedyncza zmiane +1na —1.

Teraz |si+1| = |s;| — 2, podczas gdy |si+1D| = [s;D| & 1, poniewaz s; D uzyskujemy z s; D przez
polaczenie dwéch zamknietych krzywych lub podzial jednej zamknigtej krzywej na dwie czgsci. Zatem

M(D | si1) = 2lsi 1Dl + sl — 2 = (2IsiD] + Isil — 2) + (£2 — 2) < M(Dlsy).
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Teraz widaé juz, ze M(D | s) = M(D | s;) < ... < M(D | so) = M(D | s4).

Pokazemy teraz, ze jeéli D jest zredukowany, alternujacy i spéjny, to nieréwno$¢ zamienia si¢ w
réwnosé. Bedzie to wynikalo z M(D[s) < M(Dls) dlas # s, jezeli tylko powotamy sig na powyzszy
argument. Wystarczy ograniczyé sie do tych s, ktdre powstajg z s przez zmiang pojedynczego stanu +1
na —1. Ale to juz jest oczywiste, gdyz sD otrzymujemy przez sklejenie dwéch bialych obszaréw s D. [

Mozemy wreszcie zajaé sie rozpietoscia wielomianu Jonesa.

Twierdzenie 4.24. Niech L bedzie zorientowanym splotem o spéjnym diagramie D zn skrzyzowaniami. Wtedy
span(V(L)) < n, zréwnoscig dla zredukowanego i alternujgcego D.

Dowéd. Pokazemy prawdziwo$é innego, réwnowaznego stwierdzenia: span(D) < 4n z réwnoscia dla
zredukowanego i alternujacego D. Dwa poprzednie lematy méwia, ze

span(D) = M(D) — m(D) < (2|s; D|+n—2) + (2/s_D|+n - 2)
=2(|s;D|+|s_ D))+ 2n—-4<2(n+2)+2n—4 =4n. O
Jeste$my juz w stanie podaé¢ dowdd mierdzenia@]wspomnianego na poczatku sekcji.

Dowéd. Zalozeniaméwianam, ze span(V(L)) = n. Gdyby istnial diagram o mniejszej liczbie skrzyzowan,
mieliby$my span(V(L)) < n, co prowadzi do sprzecznosci. O

Wyznaczanie wielomianu Jonesa dla splotu jest ucigzliwe, jednak czasami mozemy oszacowac jego
rozpietosé korzystajac z nastepujacych nieréwnosci:

Whiosek 4.25. Niech L bedzie zorientowanym splotem ze spéjnym diagramem D o 1. skrzyzowaniach. Wtedy

3w(D) 42154+Dl +2—mn < m(V(L) oraz M(V(L)) < 3w(D) +2|s4_D| +n—2

)

z réwnoscig dla zredukowanego i alternujgcego D.

Dowdd. Proste éwiczenie. O

4,7 Wielomian HOMFLY

Po tym, jak Jones przedstawil §wiatu swéj wielomian w 1984 roku, matematycy zaczeli szukaé jego
uogélnienia zaleznego nie od jednej, lecz dwéch zmiennych. Pierwszym takim niezmiennikiem wezléw
okazalsie wielomian (Laurenta) HOMFLY.

Definicja 4.26. Wielomian HOMFLY zorientowanego splotu to wielomian Laurenta zalezny od m.il, ktdry spelnia
dwa aksjomaty: P(Q) = 1 oraz IP(Ly) + 1-"P(L_) + mP(Lo) = O (przy oznaczeniach z twierdzenia 43@.

Pierwszym pytaniem, jakie nasuwa si¢ przy takiej definicji, jest: czy wielomian HOMFLY mozna
wyznaczyé w skoficzenie wielu krokach dla dowolnego splotu? Podezas wyznaczania nawiasu Kauffmana
bylo to oczywiste, poniewaz z kazdym krokiem liczba skrzyzowari ulegala zmniejszeniu.

Pokazemy najpierw, ze w dowolnym rzucie mozna odwrécié pewne skrzyzowania tak, by uzyskaé
diagram niewezla. Wystarczy ograniczy¢ si¢ do weztéw.

Ustalmy diagram wezla i wybierzmy jaki$ poczatkowy punkt na nim, rézny od skrzyzowania wraz z
kierunkiem, wzdluz keérego bedziemy przemierzaé wezel. Za kazdym razem, kiedy odwiedzamy nowe
skrzyzowanie, zmieniamy je w razie potrzeby na takie, przez ktére przemieszczamy sig gérnym tukiem.
Skrzyzowar juz odwiedzonych nie zmieniamy wcale. Po powrocie do punkeu wybranego na poczatku
uzyskamy diagram niewezla.
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Wyobrazmy sobie nasz wezel w tréjwymiarowej przestrzeni R3, przy czym o§ z skierowana jest z
plaszczyzny, w ktérej lezy diagram, w nasza strone. Umie$émy poczatkowy punke tak, by jego trzecia
wspolrzedna byla z = 1. Teraz, kiedy przemierzamy wezel, zmniejszamy stopniowo t¢ wspélrzedna, az
osiggniemy warto$¢ 0 tuz przed punktem, z ktérego wyruszylismy.

Polgczmy oba punkty (poczatkowy oraz ten, w ktérym osiggamy wspélrzedng z = 0) pionowym
odcinkiem. Zauwazmy, ze kiedy patrzymy na wezel w kierunku osi z, nie widzimy zZadnych skrzyzowan.
Oznacza to, ze dostaliémy niewezel.

Twierdzenie 4.27. Wielomian HOMFLY z deﬁnicjidla zorientowanych splotéw mozna wyznaczyc w skoricze-
nie wielu krokach. '

Dowdd. Niech I bedzie weztem (lub splotem), ktéregowielomian HOMFLY prébujemy wyznaczyé. Ustalmy
jego dowolny diagram i wybierzmy jedno ze skrzyzowar, ktére nalezy odwrocié, by uzyskaé niewezel.
Poczatkowy diagram odpowiada L, lub L_, relacja klgbiasta pozwala na uzyskanie wielomianu wyjs-
ciowego splotu zaleznego od wielomianu splotu z diagramem, na ktérym jest mniej skrzyzowan oraz
splotu, keéry jest ,jedno skrzyzowanie blizej” niewezla. Powtarzajac tg procedure dojdziemy w pewnym
momencie do samych trywialnych splotéw. O

Twierdzenie 4.28. Wielomian HOMFLY dla sum:
L P(LyULy) =—(+1"m 'P(L))P(Ly).
2. P(Li#Ly) = P(Ly)P(L2).
Dowdd. Dowdd tego twierdzenia jest analogiczny do dowodu@ O

Wielomian HOMFLY jest duzo mocniejszy od wielomianéw Jonesa czy Alexandera - s3 one jego
szczeg6lnymi przypadkami.

Twierdzenie 4.29. Dla dowolnego zorientowanego wezla zachodzg réwnosci:
« Vi) =Pl=it"",m= {172 - 11/2)),
° A(tJ = P(l = i)m = i(t]/z _ t*]/Z]).

Zaleta wielomianu HOMFLY jest to, ze czesto wykrywa chiralno$é (wezel chiralny nie jest réwnowazny
swemu lustrzanemu odbiciu), ale nie odréznia enancjomeréw wezléw 09-042, 10-048, 10-071, 10-091,
10-104, oraz 10-125.

Okazuje sie, ze istnieje nieskoriczenie wiele parami réznych weziéw o tym samym wielomianie (co
elementarnie pokazal Kanenobu w 1986 roku w pracy ,Infinitely many knots with the same polynomial
invariant”). M. B. Thistlethwaite wyznaczyl wielomiany HOMFLY dla tych, ktére maja mniej niz 14
skrzyzowarl.

4.8 Wezly pierwsze

Liczby pierwsze znane z teorii liczb maja swéj odpowiednik wéréd wezléw. Odpowiednik ten jest $cisle
zwigzany z operacja sumy spéjnej, ktéra teraz zdefiniujemy.

Definicja 4.30. Niech ] i K bedg zorientowanymiwezlami. Aby otrzymaéich sumgspdjng, rozdzielamy je plaszczyzng
iwybieramy gladkg Sciezkgy: [0, 1] — R zpunktuy (0) w] doy(1) wK, ktdra nie przecina zadnego z diagramow.
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Usuwamy krotkie tuki przyy(0) iy(1), po czym lgczymy wezly Sciezkg réwnoleglg do-y.

D ® &L

J#

Operacja sumy spéjnej okreslona jest jedynie dla zorientowanych weziéw, poniewaz bez orientacji
istnieje drugi, byé moze nieréwnowazny sposéb na polaczenie diagraméw. Nie ma ona tez sensu dla
splotéw, nawet zorientowanych, gdyz nie istnieje dla nich kanoniczny sposéb na wybér, ktére sktadowe
nalezaloby ze soba polaczyé.

Twierdzenie 4.31. Niech ], K bedg zorientowanymi weztami. Ich suma spdjna jest dobrze okreslona i zalezy jedynie
od klas réwnowaznosci, a nie samych weztéw.

Dowdd. (Szkic) Zalézmy, ze mamy dane wezly J, K oraz Sciezkiy, 8, ktérych uzywamy do stworzenia
sumy J#K. Wykonujemy nastepujace kroki.

1. Kurczymy K.

2. Przesuwamy K wzdluz vy tak, by lezalo blisko y(0).

3. Przesuwamy K wzdluz ] od y(0) do §(0).

4. Odwracamy dwa pierwsze kroki z  w miejscuy. O

Twierdzenie 4.32. Suma spéjna jest dziatlaniem tgcznym i przemiennym. Niewgzel O jest jego elementem neu-
tralnym.

Dowdd. Przedstawmy wezly I, ], K w nastepujacy sposob:

I)—»y—(])—f’—(K

Tworzymy sumy [#(—) przy uzyciuy, (—)#K przy uzyciu §. Weedy (I#])#K oraz 1#(]J#K) s3 dane przez

K

—
D . S
~—
Y 4

a przez to réwnowazne.

Do pokazania przemiennosci wystarcza obserwacja, ze jezeli J#K powstaje przy uzyciu tukuy, to K#]
otrzymujemy biorac odwrotnosé y (ten sam tuk o przeciwnej orientacji).

Przedstawmy wreszcie K i O tak, jak po lewej stronie i stwérzmy sume K#Q tukiem y. Weedy K#O
jest rownowazny z prawym wezlem, a ten z samym K, co koriczy dowéd.

Aan® K :

Mozemy przej$é do definicji wezldw pierwszych.
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Definicja 4.33. Zorientowany wezel | jest pierwszy, jezeli nie jest niewgzlem i nie mozna zapisac go jako suma
spéjna dwdch nietrywialnych weziéw.

Tabela wezlow zawiera wszystkie wezly pierwsze, przy czym lustra i odwrotnosci s3 w niej pominigte.
Jest ona uporzadkowana wedlug indeksu krzyzujacego: najmniejszej liczby skrzyzowar, jaka mozna
osiggna¢é na diagramie wezla. Na koricu tego dokumentu przedstawione sg wezly o mniej niz oSmiu
skrzyzowaniach. Atlas weztow

o http://katlas.math.toronto.edu/wiki/The_Rolfsen_Knot_Table

podaje wiecej weztéw: o mniej niz jedenastu skrzyzowaniach. Pozwala takze na sprawdzenie réznych
niezmiennikow.

W tym miejscu pojawia sie pytanie, czy niewezel nie jest by¢ moze ztozony. Gdyby tak rzeczywiscie
bylo, kazdy wezel okazalby sie zlozony, jako suma spéjna siebie z niewezlem. Na szczescie przy pomocy
powierzchni (Seiferta) mozna pokazaé, ze niewezel nie powstaje z dwéch nietrywialnych wezléw przez
wziecie sumy spéjnej.

Ze wzgledu na niedostatecznie rozwiniety aparat matematyczny nie mozemy poda¢ dowodu nastgpu-
jacego faktu, analogonu zasadniczego twierdzenia arytmetyki.

Twierdzenie 4.34 (Schubert, 1949). Kazdy wezel rozklada sig jednoznacznie na wezly pierwsze (z doktadnoscig
do kolejnosci sktadnikéw).

Czy wezléw pierwszych jest nieskoficzenie wiele? Tak, potrafimy nawet oszacowac ich liczbg. W roku
1987 C. Ernstwraz z D. Sumnersem w oparciu na wynikach Kauffmana, Murasugiego oraz Thistlethwaite’a
dotyczacych wezléw alternujacych pokazali, ze réznych weztéw pierwszych o n skrzyzowaniach jest co
najmniej %(2“_2 — 1) dlan > 4, przy czym wezly lustrzane traktowane sg jako rézne. Niedawno D.
Welsh pokazal, ze liczba takich wezléw jest ograniczona z gory przez funkeje wykladniczg od n.

W roku 1985 M. Scharleman rozwiazat otwarty od ponad stu lat problem wigzacy pierwszos¢ z liczbg
rozsup}uja,c jezeli odwrécenie doktadnie jednego skrzyzowania wystarcza do zmiany wezla w niewezel,

to jest on pierwszy.

*unknotting number
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