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Wstep

7 pojeciem s$rodka ciezkosci spotykamy si¢ czesto w zyciu codziennym
i rozumiemy je bardzo intuicyjnie. Formalnie pojawia si¢ ono zazwyczaj w réznych
problemach technicznych. Wiele pozycji z dziedziny fizyki podaje sposob na
wyznaczenie $rodka ciezkosci, wykorzystujacy rachunek calkowy, np. Fizyka dla
inzynierow autorstwa Jerzego Massalskiego. Ale czy umiejetnos$¢ liczenia catek jest
konieczna, aby wyznaczy¢ srodek ciezkosci figury? Pojecie $rodka ciezkosci figur nie
jest na tyle trudne, zeby nie mozna bylo mozna opisa¢ go $cisle metodami
elementarnymi i taki wlasnie jest cel tej pracy.

W pierwszym rozdziale wprowadzam wlasnosci $rodka ciezkosci uktadu
punktéw, ktérym przyporzadkowane zostalty wagi. W dwoch kolejnych rozdziatach
zajmuje sie Srodkiem ciezkosci trojkata. Analizuje, czy dzielae tréjkat na mniejsze
trojkaty 1 wyznaczajac S$rodek ciezkosci ze Srodkow ciezkosci matych trojkatow
z wagami rownymi ich polom, otrzymam zawsze ten sam punkt. Nastepnie omawiam,
w jaki sposob wyznaczy¢ srodek ciezkosci wielokata, co jest ostatnim krokiem przed
udzieleniem odpowiedzi na pytanie: Jak wyznaczy¢ srodek cigzkosci figury mierzalnej?

Zaprezentowany w pracy sposob, w jaki mozna wyznaczy¢ Srodek ciezkosci
wielokatow, wykorzystuje elementarng geometrie, gléwnie dzialania na wektorach.
Temat dotyczacy $rodkow ciezkosci wielokatow moze by¢ wigc omawiany z uczniami
szkét ponadgimnazjalnych na dodatkowych zajeciach z matematyki. W ostatnim
rozdziale $rodek ciezkosci zostal zdefiniowany réwniez dla figur mierzalnych.
Pojawita si¢ w nim granica ciggu punktow, ktora moze by¢ dla ucznidéw czyms$ nowym,

wiec warto ich wezesniej zapoznaé z tym pojeciem.






1. Srodek ciezkos$ci ukladu punktéw z wagami.

Zanim przejdziemy do zdefiniowania czym jest Srodek ciezkosci uktadu

punktéw z wagami, zapoznamy si¢ z pojeciem Sredniej wazonej liczb.

1.1. Srednia wazona n liczb z wagami.
1.1.1. Definicja. Srednig wazong liczb rzeczywistych Xy, Xy, ..., Xp
z odpowiadajagcymi im wagami Wj,W,, ..., W,, zakladajac dodatkowo, ze

w; +wy + -+ w, # 0, (dopuszczamy wagi ujemne oraz zerowe) nazywamy

X1 Wit X Wat .+ Xp'Wp

liczbe: SW((xl;wl), (255 Wy), o, (xy ; Wn)) = T

1.2. Srodek ciezkosci dla n punktéw z wagami.
1.2.1. Definicja. Niech A,, A,,...,A, beda punktami na plaszczyznie,
aw;,Ww,,..,w, niech beda odpowiadajacymi im wagami niekoniecznie
dodatnimi (dopuszczamy wagi ujemne i zerowe), ale takimi, ze: w; + w, + ...+

w,, # 0. Srodkiem ciezkosci tego uktadu punktéw z wagami nazywamy punkt S

P —

spelniajacy rownanie wektorowe : w; STl1 + w, S—)A2 + -+ wy, -S4, 0.

Punktowi S bedziemy przypisywali wage wg, réwng sumie wag punktéw
z uktadu. Symboliczny zapis $rodka ciezkosci uktadu punktow wyglada zatem
nastepujaco: (S;wg) = Sc((A;wy), oo, (Apswy)), W =wy +wy + ot Wy

1.3. Wspolrzedne punktu bedacego Srodkiem ciezkosci ukladu n
punktow z wagami.
Korzystajac z rownania wektorowego podanego w Definicji 1.2.1 dla
$rodka cigzkos$ci uktadu punktdw, wyznaczymy teraz wspotrzedne punktu S.
Oznaczmy wspotrzedne punktu S jako S = (x5 ; ys), woOwczas rownanie z
Definicji 1.2.1 przyjmuje kolejno nastepujace postaci:

Wy [xg =X Y=Yl twa[xp —xg yo—ysl + + Wyt Xy —Xg; Y — Y] =0,

Wy xg =Wy Xs 5 Wiy =Wy X[+ [Wa Xy —wp X3 Ways =Wy ys|+

R
+ ot Wy Xy — Wy X Wyt Y — Wy X | = 0,



Wi X1 +Wy X+ AWy x, — X (W + owy + +Wn)]
Wiy +wy Yo+ Wy — e (W + wy L wy,)

Il
[r—
o o
_

Wi X +wyxo+ Wy rx, = X (Wi wy+ L+ wy),

Wiy Wy Yot ot Wy vy = Yoo (W wy ot wy),

Dzielagc obie strony powyzszych rdéwnosci otrzymamy wspdtrzedne punktu

S=(x,; y,)

W1 X1+Wo X+ ..+Wn' Xy _ Wl'y1+W2'y2+ ...+Wn'yn
Xs = ’ Vs = witwot .t w
wit+ wo+ ...+ wy 1 27T . n

Z przeprowadzonych obliczen otrzymujemy ponizsze wnioski.

1.3.1. Wniosek. W dowolnym ukiadzie kartezjanskim wspolrzedne srodka
ciezkosci ukladu punktow z wagami sq srednimi wazZonymi odpowiednich

wspolrzednych wyjsciowych punktow, z takimi samymi wagami.

1.3.2. Wnhniosek. Jezeli w; + w, + ... +w, # 0 to sSrodek cigzkosci (S,ws)
ukladu punktow A,, A,, ..., A, zwagami  wi,w,, ..., W, istnieje i jest

Jjednoznacznie wyznaczony.

1.3.3. Wektor wodzacy Srodka ci¢zkosci.
Niech 0 = (0;0) bedzie poczatkiem uktadu wspotrzednych i niech S bedzie
srodkiem ciezkos$ci uktadu punktow z wagami(A4; ; wy), (A3 ; wy), ..., (A, wy).
Dla k=1,2,...n mamy zaleznos¢ 0S + m = O—A,:, skad otrzymujemy
roéwnos¢: E'A_k> = O—Ak) — 0S. (*)
Korzystajac z Definicji 1.2.1 i rownosci (*) B
otrzymujemy ponizszy cigg réwnosci dla
wektoréw  wodzacych EA_;; usrednianych
punktow oraz dla wektora wodzacego 0S ich -
srodka ciezkosci. o

Wl'S—Al>+W2 -S—Az)+---+ Wn'm=6

w1 -[o_m’—b?]+w2-[5,4_2’—ﬁ9’]+ wtwy, [@—ﬁ]z 0
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w1 0A; +wy-04;+ .. +w, 04, = 0S (W + wy + .. +wy)

Wektor wodzacy punktu bedacego srodkiem ciezkosci danego uktadu punktow z

wagami przyjmuje postaé:

= w1041 + wy0A7 + ... + wy,-0A
08 = w04 + w04 0% (1.3.3)

w1+ wot ..+ wy
1.4. Twierdzenia o Srodku ci¢zkos$ci ukladu punktéw z wagami.

1.4.1. Twierdzenie. Srodek cigzkosci ukltadu punktow (Aq; wy), ..., (A ;s W),
w ktorym punkt A; ma wage w;= 0 jest rowny srodkowi ciezkosci ukladu

punktéw (Al ; Wl), (AZ ; Wz) ) ey (Ai—l ; Wi—l)i (Ai+1 ; WL'+1)J ey (An ,Wn)

Dowéd: Wprowadzmy oznaczenia:
(S;wy) =Sc((A1; W), oo, (i1 5 Wim1), (Ai; W), (Aig1 5 Wig1), o, (A s W),
(51; Wsl) = Sc((l‘h s Wi, (Aim1 5 wis1), (Aip15 Wig1), -, (A ;Wn))-

Na podstawie 1.3 wspotrzedne srodka ciezkosci catego uktadu punktow

przedstawiaja sie nastepujaco:

Wl'x1+W2'x2+ s +Wl'_1'xl'_1+ O'Xi+Wl’+1'xl'+1+ s +Wn'xn
/ Wi+ wo+ w0+ wig +wy, \

Wy Y1 +wWy Yot o Wi Yo+ 00y Wigg Vi + +Wn'yn)
Wi+ wo+ w0+ wig +wy,

oraz WwWg=wi+ wy+ ..+ w1 +0+wiyq... +w,. Z kolei wspotrzedne

srodka ciezkosci wyjsciowego uktadu punktow z pominigciem punktu A;

korzystajac z 1.3 mozemy zapisa¢ jako:

Wl * X1 + W2 * X2 + ... + Wi—l * x,:_l + Wi+1 * xi+1 + ... + WTl * xn
wq + wy + ..+ Wi_1 + Wit + Wn

5= ()

1= \y, )=

o1 Wi Y +Wy Yot o + Wi " Yig T Wi Yt T o T Wt
wq + Wy + ...+ Wi_1 + Wit + Wn

oraz Wy, = Wy + Wy 4 ot wig + Wiy o +wy. Zatem (S;wy) = (Sq;ws,).



1.4.2. Twierdzenie. Srodek ciezkosci ukladu punktéw z wagami, w ktérym dwa
punkty sq rowne, zas ich wagi sq liczbami przeciwnymi, jest rowny Srodkowi

ciezkosci pozostatych punktow.

Dowéd: Srodek cigzkosci uktadu punktéw nie zalezy od porzadku punktow,
zatem mozemy przyjac, ze w danym uktadzie punkty A; i A, majg takie same
wspotrzedne oraz wy = —ws.

Wprowadzmy oznaczenia:
(S;we) = S,((Ap; W), (Az; w2, o, (Ans W) = (x5, ¥5); ws),

(Sl;Wsl) = éc((A3 ; W3), e, (Ag ;Wn)) = ((xsl' ysl); Wsl)-

Na podstawie 1.3 otrzymujemy:

S = (xgy,) = w1 X1+(—w ) X1+ w3 g+ +wpxy  wiy+H(—wi)y twsyz e twpy, _
s+ Vs wit (=w)+ wat+- +wy ’ wit (—w)+ wat+- +wy

_<W3-x3+w4-x4+-~-+wn-xn' W3'Y3+W4'Y4+"‘+Wn'3’n)_(x y )=S
wi + - +wy, ’ wi + - +w, 517751 1

oraz wg = wqi + (—wq) + w3+ .. +tw, = w3+ wy o Fw,=wg .

Zatem (S;ws) = (Sy; Wsl).

1.4.3. Twierdzenie. Niech (S;ws) bedzie srodkiem cigzkosci ukladu punktow
(A1; wy), (A3 wy), ..., (A, s wy). Dla pewnego k < n zalézmy, ze wy +w, +
+ - 4+wy # 0§ niech (S1iWs1) bedzie Srodkiem cigezkosci  ukladu punktow

(A1 wy), (A3 wy), o, (Ag s wy). Wowcezas (S; wg) pokrywa sie ze Srodkiem

cigzkosci S, ((51: Wy, ) (Ak+1; Wiee1)s (ka2 Wies2), s (A Wn))-

Dowéd: Z definicji punktu bedacego srodkiem ciezkosci zachodza réwnoscei:

Wy - SA; +wy - SA, + -+ Wy - SAp + Wyy1 - SApes + -+ Wy -S4, =0 (*)
oraz W1 " SlAl + W2 'SlAZ + -+ Wk " SlAk = 6 (**)

—_—

Nalezy pokaza¢, ze (w; + wp + ...+ wy) SS; + Wis1SAps1 + - + wySA, = 0.
Wykorzystujae (*) i (**) otrzymujemy nastepujacy cigg rownosci:
(W, + Wy + ot W) SS1+ Wiy - SAppr + -+ wy, - SA, =

(wektor zerowy z (*%))

= (Wl + %) + ...+ Wk)E.STl)‘}‘ (Wl 'SlAl +W2 .SlAZ + .- +Wk 'SlAk) +
+ Wk+1 'SAk+1 + "'+ Wn 'SAn -

10



—_—
1

=Wy " (881 + 5147) +wy - (551 + 514;) + -+ wy - (SS; + S1A4)) + -+ +
+Wk+1'SAk+1 +"'+ Wn'SAn =
=w, - SA; + Wy SA; + -+ Wy SAp + Wiy SAger + -+ wy - SA, =

=/ korzystajac z (*) / = 0,
co konczy dowod.

1.4.4. Twierdzenie. Twierdzenie 1.4.3 zachodzi takze dla podziatu danego

ukladu punktow na g podzbiorow.

Dowéd: Niech (S;ws) = S.((A1;wy), (Az; wy), ..., (Ap;wy))  bedzie  $rodkiem
cigzkosci dowolnego uktadu punktow z wagami. Korzystajac z Definicji 1.2.1

zachodzi rownos¢: wy 'S—A£+W2'S—Az)+“'+ wn-E’=6. (m)

Rozwazmy podziat na g podzbioréw i odpowiednie srodki ciezkosci:

(Sum) =S ((A1:W1)' ey (Akys Wkl)); (1 = wi + -+ wy, #0),
(Sz;12) = Sc ((Ak1+1iWk1+1)» (Akzisz)); (M2 = Wi 41+ oot Wy, #0),
(S3;3) =S¢ ((Ak2+1;Wk2+1)J e (Ak3iWk3)); (U3 = Wiyp1 + oo Wy, #0),

(Sging) =S¢ ((Akg_1+1: Wkg_1+1)» (Akg: Wkg)): (g =W, 41+ Fwi, #0),

Akg = ATL

(St 1) (S23 1), o) (S gl g) sa $rodkami ciezkosci odpowiednich grup, zatem

na podstawie Definicji 1.2.1 zachodza rownosci:

wy - SiA; + -+ Wy, - S1A,, =0 (1)
Wi, 41 S2Aiy11 + ++ Wy, - SpAr, =0 (2)
Wiys1 " Sshiger + -+ Wi, " Sy, =0 3)
Wkg—l ' SgAkg—l + .-+ Wkg . SgAkg =0 (g)

Nalezy pokazac, ze py 5_51> +u, S_Sz) + .ty -fg) =0

11



Korzystajac z rownosci (1)-(g) otrzymujemy nastepujacy ciag réwnosci:

p, - SS;+, - SS; + ..+ ug-S—Sg'=

= (Wi 4w )SS, + (Wia + b Wie,)SS; + oo (Wi _ga + -+ wy, ) S+
(wektor zerowy 7 (1)) (wektor zerowy 7 (2))
+ (W1 -m+~--+ Wi, rAk;) + (Wle -SZA—le)+~--+ Wi, TA,{Z)) + ..+
(wektor zerowy z (4))

+ (Wkg_l-SgAkg_l ot Wy, -sgAkg) -

= (wy - SS1+ o+ Wi, - SS0) + (Wiyu1 - Sz + 0+ wp - 557) +
+(wkg_1+1-E+---+wkg-S_Sg))+(w1-m+---+ wy, - S1Ay) +

+(Wk1+1 . SZAk1+1 + .-+ sz ) SZAkz) + -+ (Wkg_1+1 ) SgAkg_1+1 + -+ Wkg ) SgAkg) =

= wy (S5 +5147) + -+ wy, - (S51 + S1Ax) + Wi 41" (5545545, 41) + -+ +

+( sz ) SSZ + sz ) SZAkZ) + -+ (Wkg_1+1 ' SSg+ Wkg_1+1 ) SgAkg_1+1) + -+
+(Wkg Eﬁ' Wkg .SgAkg) =

=Wy SA; + -+ Wy, SAp + Wy 41 SAp 1 + o+ Wy, SAL, + o+

—_—

+ Wkg_1+1 ' SAkg_1+1 + -+ Wkg ) SAk 0.

g_

Ostatnia rownos$¢ to po prostu rownosé (m).

12



2.Srodek ciezkos$ci trojkata i jego wlasnosci.
2.1. Srodek ciezkosci tréjkata.
Trojkat wyznaczony jest przez trzy punkty, bedace jego wierzchotkami.

Punktom tym przypisujemy réwne wagi.

2.1.1. Definicja. Srodkiem ciezkosci tréjkgta nazywamy punkt, ktorego
wspotrzedne sg srednimi wazonymi odpowiednich wspotrzednych wierzchotkow

z takimi samymi wagami.

Wprowadzmy oznaczenia:
A,B,C - punkty bedace wierzchotkami trojkata, ktorym odpowiada ta sama

wagaw * 0.

Wspdlrzedne  wierzchotkéw  trojkata ABC  wynosza  odpowiednio:
A= (x5 ¥a): B = (xp; ¥p) € = (x¢; Vo).

Woéwezas wspdtrzedne punktu S bedacego srodkiem ciezkosci trojkata ABC
WYNosza:

S=(xs5¥) =

= (Sw(Geas W), G W), G W); S (Gras W), s W), (s W) =

. + . + . . + . + .
= /korzystajac z Definicji 1.1.1/ = (xaw Ey W T Ya T VbW yCW) =

w+w+w w+w+w

=(W(xa+ Xp + xc) _W(Ya+ Yp + YC)=(xa+ Xp + xc_)’a+ Yp + yc)
3w ’ 3w 3 ’ 3 '

2.1.2. Whniosek. Mozemy powiedzie¢, Ze wspolrzedne punktu, ktory jest
srodkiem cigzkosci trdjkqta sq Srednimi arytmetycznymi odpowiednich

wspolrzednych jego wierzcholkow.
2.2. Podzial tréjkata na mniejsze niezachodzgce na siebie trojkaty.

Dla dowolnego trojkata XYZ oznaczmy przez Syy, punkt bedacy jego srodkiem

cigzkosci, zas przez Pyy, pole tego trojkata.

13



2.2.1. Lemat. Przy podziale trojkgta ABC na dwa mniejsze trdjkgty przy
pomocy punktu D znajdujgcego si¢ na boku AB trojkqta (rys.) zachodzi rownosé:
(Sapc; Pasc) = Se ((Sapc Panc), (Spac; Pprc))

c

Dowéd: Trojkat ABC mozemy umiesci¢ w ukladzie wspdirzednych tak, aby
bok AB znajdowal si¢ na dodatniej pdtosi OX. Wtedy drugie wspdtrzedne

wierzchotkow A, D, B sg réwne zeru, zatem mozemy zapisaé, ze:

S _ (xgtxptxe VotV ty\ _ (xgtxptxe  0H0+y N\ xgtxptxe |V
ABC — 3 '3 - 3 '3 - 3 '3 )

Niech (S, W) = gc((SADC H PADC)! (SDBC H PDBC))- KOI'ZYStanC z 1.3.3 wektor
wodzacy punktu bedacego $rodkiem cigzkosci dla tych dwoch trojkatow jest

) —  Pupc-OSapc+Pppc-0S
rowny: 0S = —4R¢ —-ADC™ DBC “oDBC (2.2.1)

Papc+PpBC

Pole trojkata ADC po umieszczeniu trojkata w uktadzie wspotrzgdnych

tak, jak przyjelisSmy powyzej zapiszemy jako: Pypc = %-(xd—xa)- h.

Analogicznie Ppge = - (xb —xg)h, Pagc ==+ (xp —x,) h, gdzie h jest

NIH

wysokoscig opuszczong na bok AB. Wstawiajac te wielkosci do wzoru 2.2.1

otrzymujemy:

—

0S =

%(xd_xa)h_[xa'i');d"'xc ya+yd+yc]+ Gty — xR - [xd+3§b+xc;yd+}§b+3/c]

2+ (g = xh+ - (xp = xh

2 2
[xaxd T Xg" + XgXe — Xg” — XgXg — XgXc .XdYa + XaVa + XaYe — XqYa — XaVa — xa)’c]
)

B 3 3 N
(xb - xa)

[xbxd+xb2 +xbxc—xd2 —XgXp=XgXc XpYd+tXpYp+XpYc=Xa¥d—Xd¥Vb —xdyc]
3 ’ 3
+ =

(Xp—%xq)

_ [_xaz_xa'xc+xb2+xb'xc . xd'ya_xa'ya_xa'yd_xa'yc+xb'yd+xb'yb+xb'yc_xd'yb:|:
- )
3-(xp—xq) 3:(Xp—xq)

= /Korzystajac z umieszczenia boku AB na dodatniej potosi OX y =0, y,=0,y,=0 /=

14



[ Gop = xa) - Oy + x0) + xe - (0p — xa) ¥, (Xp — Xa) _[xa+xb+xc_&
B 3 (xp — xg) "3 (xp —xg) | 3 "3

Stad wynika, ze (S, w) jest srodkiem ciezkosci AABC, co konczy dowdd Lematu 2.2.1.

2.2.2. Lemat. Przy podziale trojkqta na n+1 mniejszych trojkgtow przy
pomocy punktow D;, D,, ..., D, znajdujgcych sie na jednym z bokéw trojkqta

(rysunek ponizej) zachodzi rownos¢:

(SapciPasc) = Se ((SAch s Papic)s (Spypycs Ppypyc)s oo (SDnBC;PDnBC))

o1
02 On B

Dowod: Korzystajac z Lematu 2.2.1. otrzymujemy kolejno réwnosci:
Sc ((SAD1C ; PADIC)' (Snlnzc ; PDlDZC)) = (SADZCJ PAD1C + Pnlnzc) = (SADZCi PADZC)

Se ((SADZC;PADZC)r (SD2D3C;PD2D3C)) = (Sapsc; Papsc)

S. ((SADnciPADnC); (SDnBC;PDnBC)) = (Sagc; Pasc)

Dzigki powyzszym rownosciom otrzymujemy:

Sc ((SAch;PAch); (801053 PDyDyC)s +eo) (SDnBC;PDnBC)) = /korzystajac z
Twierdzenia 1.4.3 o grupowaniu /=

:Sc (Sc ((SAch;PAch)' (SDlDZC;PDlDZC))'(SD2D3C;PD2D3C)' Ty (SDnBC;PDnBC)):

/korzystajac z Lematu 2.2.1/=

=S, ((SADzC;PADzC)' (Sp,03¢ 5 Poyyc)s s (SDnBC;PDnBC)) =+ = (Sapc; Pagc)

co konczy dowod Lematu 2.2.2.
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2.2.3. Lemat. Przy podziale trdjkgta na trzy mniejsze trojkqty przy pomocy
punktu D znajdujgcego si¢ wewngqtrz trojkqta (rys.) zachodzi rownosc:

(Sagc; Pasc) = Se ((Sap; Pap), Ssep s Psep), Sacp s Pacp))

Dowéd: Z Lematu 2.2.1 dla trojkata ABC i punktu K zachodzi rownos¢:
S, (Sakc; Paxc), Skse; Prse)) = (Sanc; Pagc)-

Z Lematu 2.2.1 dla tréjkata AKC i punktu D zachodzi réwnos¢:
S, (Sakp s Pakp)r Sapc; Panc)) = Sakc; Pakc)-

Z Lematu 2.2.1 dla trojkata CBK i punktu D zachodzi rownosé:
Se (Skap s Pkp), Snc; Penc)) = (Skacs Prse)-

Z Lematu 2.2.1 dla trojkata ABD i punktu K zachodzi réwnos¢:

S. (Saxp ; Pakp), Ssxp; Pakp)) = (Sasp ; Pasp)-

Wykorzystujac powyzsze rownosci otrzymujemy dalsze rownosci:
(Sagc;Pasc) = Sc((Saxc; Pake), Skse; Prse)) =

= Se[ Se (Saxp; Paxn), Sapc; Panc)), ((Sksp ; Pxsn), Sepc; Peoc)) Se | =
=/ korzystajac z Twierdzenia 1.4.4 dla dwoch grup/ =

= SC[(SAKD ; PAKD)» (SADC ; PADC)» (SKBD ; PKBD)» (SBDC ; PBDC)] =

= SC[(SABD s Pagp), (SADC s Papc), (SBDC ) PBDC)]r

co konczy dowod Lematu 2.2.3.
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2.3. Podzial czworokata wypuklego na dwa trojkaty.
2.3.1. Lemat. Dla dwoch podzialow wypuklego czworokgta ABCD na dwa
trojkgty za pomocq jednej z jego przekqgtnych otrzymujemy rownosc.

S, (Sacs; Pacs) Sanc; Panc)) = Se ((Sasp i Pasp), Seoc; Peoc))

D

Dowéd: Z Lematu 2.2.1 dla trojkata ABD i punktu K zachodzi rownosé:
S, (Sagk s Pask)» Saxp; Pakp)) = (Sasp; Pasp)-

7 Lematu 2.2.1 dla trojkata BCD i punktu K zachodzi rownosé:

S (Sep s Peok)» Sk s Peek)) = (Ssep ; Paep)-

Z Lematu 2.2.1 dla trojkata ACD i punktu K zachodzi réwnos¢:

S (Sapk ; Pavk), Sepk ; Peok)) = Sacp s Pacp)-

Z Lematu 2.2.1 dla trojkata BCD i punktu K zachodzi rownos¢:

S, (Saks; Paks)» (Sack s Pek)) = (Sacs; Pac)-

Nalezy pokazaé, ze

S, (Sacs i Pacs) Sacp; Pac)) = Se ((Sasp i Pasp), Seoe; Pape))-

Wykorzystujac powyzsze rownosci otrzymujemy dalsze rownosci:
Sc (Sacs; Pacs), Sacp; Pacp)) =

S.[Se ((Saxs ; Paks), Ssex s Pock))»Se (Sapk s Pavk), Scok s Pepr)) =
=/ korzystajac z Twierdzenia 1.4.4 dla dwoch grup/ =

=S, [(Saks; Paxs) Ssck ; Psci)r Savk s Pavi) Scok 3 Pepi)] =
= S, [(Sasp; Pasp), Ssek s Peek), Scpk s Pep)] = S [Sasp ; Pasn) Ssep s Pren)],

co konczy dowod Lematu 2.3.1.
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3.Srodek ciezko$ci zorientowanego trojkata i jego wlasnosci.

3.1. Obieg tréjkata
3.1.1. Definicja. Obiegiem trojkgta nazywamy kierunek ruchu po obwodzie
trojkata. W kazdym tréjkacie sa dwa obiegi, jeden zgodny z ruchem wskazowek
zegara zwany obiegiem ujemnym, a drugi przeciwny do ruchu wskazéwek

zegara, zwany obiegiem dodatnim.

Obieg trdjkata mozna opisaé za pomoca uporzadkowania jego wierzchotkow,
np. obieg ABC oznacza kierunek ruchu od wierzchotka A do B, nast¢pnie od B
do Ciod C do A. Ten sam obieg wyznacza uporzadkowanie BCA oraz CAB.
Obieg przeciwny wyznaczony jest przez uporzadkowania ACB, CBA lub BAC.

3.1.2. Zorientowany tréjkat.
Trojkat wraz z przyjetym obiegiem bedzie nazywany zorientowanym trojkgtem.
Jesli wybrany obieg bedzie wyznaczony przez uporzadkowanie ABC, to taki

zorientowany trojkat bedziemy oznacza¢ przez A,ABC.

3.2. Srodek ciezkosci zorientowanego tréjkata.
3.2.1. Definicja. Srodkiem ciezkosci zorientowanego tréjkgta S.( A,ABC)
nazywamy pare ((Sapc),w(A,ABC)), gdzie Sppc jest zwyklym drodkiem
ciezkoscei trojkata ABC, a w( A,ABC) to waga przypisana srodkowi ciezkosci,
ktéra jest rowna polu trojkata, gdy ma on orientacje dodatnig, badz liczbie

przeciwnej do wartosci pola, gdy trojkat ma orientacje ujemna.

Pojecie trojkata zorientowanego A,ABC oraz jego srodka ciezkosci sztucznie
rozszerzamy na przypadek ,,trojkatow zdegenerowanych”, tzn. na przypadek gdy
punkty ABC niekoniecznie sa niewspotliniowe, a nawet niekoniecznie sg rozne.
W takich przypadkach S.(A,ABC) jest rowny punktowi, ktorego wspotrzedne,
to $rednie arytmetyczne odpowiednich wspotrzednych punktow A, B i C.

Takiemu punktowi przypisujemy wage 0.
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3.2.2. Twierdzenie. Dia tréjkgta ABC i dowolnego punktu O na plaszczyzinie

zachodzi rownoscé:

$.(8,4BC) = $.(8.(A,04B); $.(A,0BC); $.(A,0C4)).

Dowéd: Dowdd twierdzenia zostanie przeprowadzony osobno dla pieciu

przypadkéw potozenia punktu O wzgledem punktow A, B, C.

Przypadek 1. Rozwazmy przypadek Twierdzenia 3.2.2, w ktorym punkt O lezy
na jednym z bokéw tréjkgta ABC. Sytuacje przedstawia rysunek.

c

A B

Jezeli przyjmiemy, ze trojkat A,ABC ma orientacj¢ dodatnia, to trojkaty
OAB i OCA takze sg zorientowane dodatnio, jezeli zas przyjeliby$my, ze trojkat
ABC ma orientacje¢ ujemna, to trojkaty OAB i OCA takze beda zorientowane
ujemnie.

Punkty O, B, C sg wspotliniowe, trdjkat OBC jest zdegenerowany do
odcinka, zatem jego Srodkiem ciezkosci bedzie punkt, ktéoremu przypiszemy
wage = 0.

Na podstawie Twierdzenia 1.4.1 S$rodek ciezkosci trzech punktow,
z ktéorych jeden ma wage rowng 0, mozemy zastgpi¢ Srodkiem ciezkosci
pozostalych dwodch punktéow, a wtedy korzystajac z Lematu 2.2.1 dla
wyjsciowego trojkata ABC  zorientowanego dodatnio  otrzymujemy:
(Sac; Pasc) = Sc ((Soan; Poas), (Soca; Poca)), natomiast dla wyjsciowego
trojkata zorientowanego ujemnie srodek ciezkosci uktadu dwoch punktow
oznaczony jako (S,w), ktorego waga jest rowna —Pgsp + (—Pocs) speinia

rownanie 1.3.3

05 = —Poap0S0ap—Poca - 0Soca _ Poap - 0Soap+Poca 0Soca
—Poag —Poca Poap+Poca
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Zaréwno dla dodatniego, jak i ujemnego obiegu trojkata ABC,
wspdtrzedne punktu S pokrywaja sie z wspolrzgdnymi punktu bedacego
srodkiem cigzkosci trojkata ABC, znamy wagi tych punktow, zatem (S, w) jest

srodkiem cigzkosci zorientowanego trojkata A,ABC.

Przypadek 2. Rozwazmy przypadek Twierdzenia 3.2.2, w ktorym to punkt O
znajduje sie poza trojkgtem ABC, ale na przediuzeniu jednego z bokéow. Sytuacje

przedstawia rysunek ponize;j.

0

h
C

| — T~

B
A

Jezeli przyjmiemy, ze tréjkat ABC ma orientacje dodatnia, to trojkat
OAB takze bedzie zorientowany dodatnio, a trojkat OCA bedzie zorientowany
ujemnie. Jezeli za$ przyjelibysSmy, ze trdjkat ABC ma orientacje ujemna, to

sytuacja bedzie odwrotna.

Trojkat OBC tak, jak w poprzednim lemacie, jest zdegenerowany do
odcinka, zatem jego Srodkiem ciezkosci bedzie punkt, ktoremu przypiszemy
wage 0. Chcemy pokaza¢, ze zachodzi ponizsza réwnosé:

S.(A,ABC) = 5, (S.(A,04B); Sc(A,0BC); S,(A,0CA)),
a uwzgledniajac powyzsza uwage wystarczy pokazac, ze:

S.(A,ABC) = S, (S.(A,0AB); S.(A,0CA)).

Gdy wyjsciowy trojkat zorientowany jest dodatnio, wtedy na podstawie
Lematu 2.2.1 zachodzi réwno$¢: (Sapo ; Paso) =Se ((Sasc; Pasc) Soac; Poac))
ktéra mozemy przedstawi¢ tez w postaci wektorowe;j jako:

Pasc Sago Sasc + Poac Sapo Soac = 0.
Korzystajac z powyzszego rysunku mozemy zastapi¢ Pypc przez

Poasp — Poac> a wtedy otrzymamy cigg rownosci:
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(Poap — Poac) *SapoSasc + Poac Sapo Soac =0,

PoapSapoSapc — Poac*SapoSapc + PoacSapoSoac =0,

Poag*SapoSasc + Poac SapcSapo + Poac*SapoSoac =0,

Poap*SapoSasc + Poac- (SABC Sago +Sapo SOAC) =0,

Poas - Sapo Sasc + Poac * Sapc Soac =0,

—Poap " Sapc Soap + Poac " Sapc Soac =0. (%)
Ostatnig rowno$¢ mozemy interpretowaé nastepujaco: punkt S,pc jest srodkiem
ciezkosci uktadu punktow (Sapo,—Poas), (Soac,Poac). Waga punktu Sypc jest
rowna —Py,p+ Poca » czyli liczbie przeciwnej do wartosci pola trdjkata ABC,
zatem pokazaliSmy, ze zachodzi Przypadek 2 Twierdzenia 3.2.2 dla trdjkata
ABC o obiegu ujemnym.

Po przemnozeniu rownosci (*) obustronnie przez (-1) otrzymujemy:

Poup -m — Poyc -m =0, co oznacza, ze Sapc jest srodkiem
cigzkoscei uktadu punktéw (Spap Poag), (Soac, —Poac). Waga punktu Sype jest
réwna Pyug —Poca » czyli polu trojkata ABC, zatem pokazalismy, ze zachodzi

Przypadek 2 Twierdzenia 3.2.2 dla ABC o obiegu dodatnim.

Przypadek 3. Rozwazmy kolejny przypadek, w ktorym punkt O lezy poza
trojkgtem ABC w taki sposob, ze jeden z wierzcholkow trojkqta ABC lezy
wewngtrz trojkgta utworzonego przez punkt O oraz pozostale 2 wierzcholki

trojkgta ABC. Takie polozenie punktu O przedstawia rysunek ponize;j.

Nalezy pokazaé, ze prawdziwa jest réwnos¢:

Sc(8,ABC) =S, (Sc(8,04B); S.(A,0BC); $c(A,0CA)).
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Lewa strone rownosci mozemy przedstawié jako:

S.(A,ABC) = /korzystajac z Przypadku 2 dla tréjkata ABC i punktu A’/ =

=S, (SC(AZABA’), SC(AZBCA’))= /korzystajac z Przypadku 2 dla trojkata

BCA” i punktu O/ = $.(S.(A,ABA"),S.(4,BC0),S.(A,CA0))

= /korzystajac z Przypadku 2 dla trojkata CA’O 1 punktu A/
=8 (8.(8,4BA"),S.(1,BC0),8.(A,AA'0),8.(A,0CA) )= Jkorzystajac 2
Twierdzenia 1.4.4 o grupowaniu i z Przypadku 1 dla trojkatow ABA’ i AA’O/=
=3, (SC( A,ABO),S.(A,BCO),S,( AZOCA)) -

= 5:(8.(A,04B),5.(A,0BC),$.(A,0C4A)),

co jest prawg strong oczekiwanej rownosci.

Przypadek 4. Punkt O lezy na zewngtrz tréjkgta ABC w taki sposob, ze punkty
O, A, B, C tworzg czworokgt wypukly. Takie potozenie punktu O przedstawia

rysunek ponize;j. .

0

Nalezy pokazaé, ze prawdziwa jest réwnos¢:
$c(8,4BC) = 8. (8.(1,04B); $.(A,0BC); $.(4,0CA)).
Lewa strone rownosci mozemy przedstawic jako:

S.(A,ABC)= na podstawie Przypadku 1 dla tréjkata ABC i punktu D/ =
S¢(Sc(A,ADC),8.(A,DBC))= /na podstawie Przypadku 1 dla tréjkata ADC
i punktu O/ = §, (SC( A,0CA),S,(A,04D),S.( AZDBC)) -

= /na podstawie Przypadku 1 dla trgjkata DBC i punktu O/ =
= 8. (8.(8,0CA),5.(1,04D),5.(1,0BC),$.(8,0DB)) = /korzystajac 2
Twierdzenia 1.4.4 o grupowaniu i z Przypadku 1 dla trojkatow OAD i ODB/
=S, (SC(AZOCA), S.(A,0AB), gc(AZOBC)), a to jest prawa strona

oczekiwanej rownosci.
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Przypadek 5. Pozostal jeszcze do rozpatrzenia przypadek gdy punkt O

polozony jest wewngtrz trojkgta.

Tak, jak poprzednio chcemy pokaza¢, ze:

Se(8,ABC) =S, (Sc:(A,04B); S.(A,0BC); $.(A,0CA)) .
Wychodzac od lewej strony powyzszej rownosci i korzystajac z Przypadku 1dla
trojkata ABC i punktu A’ otrzymujemy:
Se(A,ABC) =S (S.(A,ABA"); $.(A,AA'C))=/korzystajac  z  Przypadku |
dla trojkata ABA’ i punktu O/ =
=S, (SC( A,0AB); S.(A,0BA"); SC(AZAA'C)) = /korzystajac z Przypadku 1
dla trojkata AA’C i punktu O/=
=S (Sc(A,0AB); $.(A,0BA"); Sc(A,0CA);S.(A,04'C))=
= /korzystajac z Twierdzenia 1.4.4 o grupowaniu i z Przypadku 1 dla tréjkatow
OBA’ i OA’C/=S§, (SC( A,0AB); S.(A,0BA"; S.(A,0CA); S.( AZOA’C)) =
=S (S:(2,04B); $.(8,0BC); $:(8,0CA)).
zatem dla punktu O polozonego wewnatrz trojkata takze zachodzi teza

Twierdzenia 3.2.2.
Po przeanalizowaniu (w pigciu powyzszych przypadkach) wszystkich

mozliwych polozen punktu O wzgledem tréjkata ABC, udowodnilismy

Twierdzenie 3.2.2.
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3.3. Triangulacja trojkata.
3.3.1. Definicja. Triangulacjg trojkata nazywamy taki podzial trojkata na
mniejsze niezachodzace na siebie trojkaty, w ktorym gdy dwa trojkaty maja
niepusta cze$¢ wspolna, to jest to wierzchotek lub caly bok, bedacy bokiem

zaréwno jednego, jak i drugiego trojkata.

3.4. Srodek ciezkosci tréjkata z triangulacja.
3.4.1. Twierdzenie. Niech dany bedzie podzial tréjkgta T na k trojkgtow
Ay, ... A bedgcy triangulacjq. Wowczas Srodek ciezkosci trojkqta T pokrywa sie
ze srodkiem cigzkosci ukladu srodkow ciezkosci trojkqtow podziatu, z wagami

rownymi polom tych trojkqtow.

Dowéd: W dowodzie wykorzystamy zorientowane S$rodki ciezkosci

1 Twierdzenie 3.2.2.

Rozwazmy dodatnig orientacje trojkata ABC i1 zaléozmy (bez straty
ogo6lnosci), ze jest ona zadana przez uporzadkowanie A, B, C. Dla kazdego
trojkata A; z triangulacji trdjkata ABC, rozwazmy jego orientacje¢ dodatnig
i oznaczmy tak zorientowany trojkat przez Af. Aby udowodnié¢ Twierdzenie

3.4.1 wystarczy pokazaé nastepujaca réwnos¢ dla srodkdéw cigzkoscei trojkatow

zorientowanych: S.(A,ABC) =S, (gc(Af); S.(AD); ... SC(A;{)) (m)

Wierzchotki trojkatéw A; oznaczamy A;, B;, C; tak, aby obieg kazdego z
trojkatow wyznaczony przez uporzadkowanie A;B;C; byl dodatni. Na
ptaszczyznie obieram dowolny punkt O. Na podstawie Twierdzenia 3.2.2

wiemy, ze dla kazdego trojkata A; zachodzi rownos¢:
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Se( B,ABiC) = Sc (Sc(A,04;B); $c(8,0B,C); $.(8,0C:A)). (1)
Wychodzac od prawej strony rownosci (B) otrzymujemy ponizsze rownosci:
Se(Sc(A1); 8c(83); s Se(Ah)) = Sc (ScCAAB1C1); s Sc( B,ABAC)) =
=/korzystajac z (1)/ =S [S. ($c(8,041B,); $c(8,0B,C,); $.(8,0C,A,));
e Se (Se(A,04,B1); Sc(A,0B,Cr); Sc(8,0C,4,)) |
= /korzystajac z Twierdzenia 1.4.4 o grupowaniu/ =

Sc[Sc(8,041B1);8.(8,0B1C1); Sc(8,0C1A1); ... S (8,04,B,); 8. (A,0B,,Cp); Sc(8,0Ch4,)]

Oznaczmy przez (2) ostatnie wyrazenie W powyzszym c¢iggu rownosci.

Przyjrzyjmy si¢ teraz triangulacji trojkata ABC, a doktadniej dwom
trojkatom podziatu, ktére majg wspdlny bok, bedacy wewnetrznym odcinkiem

podziatu trojkata ABC. Sytuacje obrazuje ponizszy rysunek.

Dla dowolnie obranego punktu O na plaszczyznie wiemy (na podstawie

Twierdzenia 3.2.2.), ze zachodza réwnosci:

Sc(8,XYZ) = S (S.(A,0XY); $c(A,0YZ); $c(A,0ZX)). 3)
Se( A, XWY) = 8. (Sc( A,0XW); $.(A,0WY); S.(A,0YX)).  (4)
S.(A,0XY) w (3) i S.(A,0YX) w (4) to punkty o takich samych
wspolrzednych, ale odpowiadajace im wagi sg liczbami przeciwnymi (obieg

jednego trojkata jest dodatni, a drugiego ujemny).

Korzystajac z powyzszego rozumowania zauwazamy, ze Srodek
ciezkosci ukladu punktéw oznaczony (2) mozna zapisaé prosciej, gdyz
korzystajac z Twierdzenia 1.4.2 mozemy pomingé wszystkie pary punktow
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o takich samych wspdtrzednych, ale przeciwnych wagach, ktére maja posta¢ jak
para S.(A,0XY), S.(A,0YX) powyzej. Po pominieciu wspomnianych punktow
w (2) pozostana jedynie punkty bedace srodkami ciezkosci trojkatow, ktérych
dwa wierzcholki sa koncami krawedzi podziatu trojkata ABC, ktdra zawiera si¢

w boku tréjkata ABC.

Wprowadzmy teraz nowe oznaczenia dla wierzchotkdéw triangulacji, ktoére
znajduja si¢ na bokach trdjkata ABC, gdyz w (2) pozostang juz tylko $rodki
ciezkosei trojkatow, ktérych jeden z bokéw nalezy do bokdéw trojkata ABC.
Wierzchotki lezace na boku naprzeciw wierzchotka A oznaczymy Aj,... 4,,
zgodnie z dodatnim obiegiem trojkata ABC. Dla pozostalych bokow
wprowadzimy analogiczne oznaczenia wierzchotkow, jak to zostalo

przedstawione na ponizszym rysunku.

Korzystajac z Twierdzen 1.4 o grupowaniu 1 powyzszego rozumowania
wyrazenie (2) przyjmie teraz postac:
Se (Sc(Sc(B,04C1); ..;S.(A,0C,B)); S, (Sc( B,0BA; ... Sc(A,04,0));
§. (8:(,0CBy); ...; 8.( AZOBnA))). (5)

Na podstawie Lematu 2.3.2 i Przypadku 1 do dowodu Twierdzenia 3.2.2

zachodza rownosci:
$c(B,04B) =S, (Sc( A,0AC1); $.(B,0C1C2); ... Sc( A,0C,B)),
$.(8,0BC) =S, ($.(8,0BA); S.(8,04147); i Sc(8,04,0)),
$c(8,0CA) =S, (8:(A,0CB1); S.(A,0B1By); ...;S.(A,0B,4)).

Zatem srodek ciezkosci uktadu punktow w (5) mozemy zapisac jako

Se (8:(A,0AB); S.(A,0BC);S.(A,0CA)) = /korzystajac z Twierdzenia 3.2.2/=

=S (A,ABO),

co konczy dowod Twierdzenia 3.4.1.
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4.Srodek ciezkosci wielokata

4.1. Definicja Srodka ciezko$ci wielokata.
4.1.1. Definicja. Srodkiem ciezkosci wielokgta nazywamy punkt bedacy
srodkiem ciezkosci uktadu punktow, ktére sa Srodkami ciezkosci trojkatow
z triangulacji wielokata, gdzie punktom tym przypisujemy wagi réwne polom

trojkatéw podziatu.

4.2. Niezaleznos$¢ Srodka ciezkos$ci wielokgta od triangulacji.
4.2.1. Twierdzenie. Srodek ciezkosci wielokgta nie zalezy od triangulacyi.
Dowéd: Rozwazmy dwie rozne triangulacje wielokata W. Pierwsza oznaczmy
M i bedzie to podzial na m tréjkatow: AM,AY ..., AM adruga N, to podzial nan

trojkatow: AY, AY.... AN,

Natézmy teraz podziat M na N. OtrzymaliSmy podzial wyjsciowego
wielokata W na wielokaty wypukle, ktore nie musza by¢ trdjkatami.

Kazdy powstaly w ten sposdéb wielokat dzielimy na trdjkaty, nie
wprowadzajac nowych wierzchotkéw, a wykorzystujac te z powyzszego
podziatu na wielokaty wypukte. Powstaly w ten sposob podziatl P wielokata na
trojkaty bedziemy nazywali wspolnym podpodziatem. Zwr6émy uwage, ze ten

wspolny podpodziat tez jest triangulacja.

27



Mozemy =zapisa¢ czym jest S$rodek cigzkosci wielokata W
z uwzglednieniem odpowiednich podziatow. Srodek cigzkosci wielokata W z
podziatem M zapiszemy symbolicznie z wykorzystaniem Definicji 4.1.1 jako:
S.(wM) =3, (éc(Aﬁw ):i =1, ...,m), analogicznie dla podziatu N otrzymujemy:
S.(w") =5, (SC(A]N):j =1, ...,n)), a dla podpodziau P: S (W)=

Se(Sc(Ak):k=1,..p).

Kazdy z trojkatéw podziatu M rozklada si¢ na trojkaty z podpodziatu P,
dlatego tez mozemy zapisac:
S.(Wwh) = SC(SC(AIE): k=1, p) = /korzystajac z  Twierdzenia 1.4.4
ogrupowaniu/ = S.(S.(S.(AD):AFc AM):i=1,..,m)=  /korzystajac
z Twierdzenia 3.4.1/ = S.(S.(A¥):i = 1,..m) = S, (W")

Podobne rozumowanie przeprowadzone dla podpodzialu P i podziatu N

daje rownos¢: S, (WF) = S (S.(AR):k =1,..p) = S.(WM).

Zatem $rodek cigzkosci wielokata z triangulacja N jest rowny srodkowi
ciezkosci uktadu punktéw z podpodzialu P wielokata. Taka sama sytuacja

zachodzi tez dla triangulacji N i podpodziatu P

Korzystajac z przechodniosci relacji réwnosci otrzymujemy, ze Srodek
ciezkosci wielokata z triangulacjia M pokrywa sie ze Srodkiem ciezkosci
wielokata z triangulacja N. Wybrane triangulacje byly dowolne, wiec $rodek

ciezkos$ci wielokata nie zalezy od jego podziatu na trdjkaty.
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4.3. Zachowanie srodka ciezkoS$ci wielokata przy podziale go na wielokaty.
4.3.1. Twierdzenie. Srodek ciezkosci wielokgta W jest réwny Srodkowi
cigzkosci punktow bedqgcych Srodkami cigzkoSci niezachodzgcych na siebie

wielokgtow podziatu wielokgta W, z wagami rownymi polom tych wielokqgtow.

Dowéd: Niech wielokat W bedzie podzielony na niezachodzace na siebie
wielokaty Wy, W,, ..., W,,. Kazdy z tych wielokatow moze zosta¢ podzielony na
niezachodzace trojkaty. Wielokat W, zostal podzielony (bez wprowadzania
nowych wierzchotkéw) na k; niezachodzacych tréjkatow: AL, AL, ..., fci,
Podzial wielokgta W na trojkaty nazywaé bedziemy podziatem P i oznaczaé WF.
Na podstawie Definicji 4.1.1 $rodek cigzkosci wielokata W jest Srodkiem
ciezkosci punktow bedacych srodkami cigzkosci tréjkatow podziatu, z wagami
roéwnymi ich polom.

Sc(WP) =

S (S (01 Py ) (08 5 (80 g ) e S0 ) S0 Pag) . (81,1, ) ) =
/korzystajac z Twierdzenia 1.4.4 o grupowaniu/=

Se

S, (s’c (8%, Py), Sc(8%,Pyy), ., S (B4, PAil)> o Se (S’C(A;l, Par), Sc(8%, Pag), ... Sc (BF,, PAfén)>] =
=/korzystajac z Definicji 4.1.1 dla trojkatow AL, Ab, ..., A /=

=S, (Sc(er Py,), e SC(Wn, PWn))’ co konczy dowod.

4.4. Polozenie Srodka ciezkos$ci wielokata.
4.4.1. Twierdzenie. Jezeli wielokqt W zawiera si¢ w prostokqcie P, to punkt

bedqcy srodkiem cigzkosci wielokgta W takze zawiera si¢ w prostokqcie P.

Dowéd: Aby udowodni¢ powyzsze twierdzenie pokazemy najpierw
nastepujacy fakt pomocniczy.
4.4.2. Fakt Srednia wazona liczb  rzeczywistych — Xq1,%Xy, ..., Xp,
z odpowiadajgcymi im dodatnimi wagami wy,w,,...,w, nalezy do
przedzialu [min(xq, Xy, ..., Xp); Max(Xy, Xz, .., Xp) /.
Dowdd: Zalézmy bez straty ogolnosci, ze liczby x4, x5, ..,x, sa
uporzadkowane niemalejaco: x; < x, < ... < x,. Wowczas ich s$rednia

wazona na podstawie Definicji 1.1.1 wyraza si¢ wzorem:
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X1 Wi+ X' Wat ..+ Xp'Wp

Sw((-xl ) Wl) , (xZ; W2)r e (xn ) Wn)) = Wi +Wo e+ Wy,

Oszacujmy ta wartos¢ od gory i od dotu.

X1Wit xpwot L+ xpwy,

Sw((er;wy) s o, (s W) = T

< XnWit XpWot .+ XnWn _ Xpr (Wit wot . +wy) X
- Wi+Wo+- 4 wy Wi+Wa+ 4wy

n

Podobnie otrzymujemy oszacowanie:

1'W1+x2'W2+ ...+xn'Wn

. X
SW((XI;WI):---:(xn; Wn)) = Wt wo ot w =
1 2 n

>x1-w1+x1-wz+...+x1-wn o (wy+ wy+ o+ wy)
= = =X
Wi+ w, 4t oW, Wi+ wy 4o+ oW, !

Srednia wazona od dotu jest ograniczona przez najmniejsza, a od gory przez

najwigksza z danych liczb, co konczy dowod faktu pomocniczego.

Wracamy do dowodu Twierdzenia 4.4.1.
Zastanowimy si¢ teraz nad polozeniem punktu bedacego s$rodkiem cigzkosci
trojkata. Na podstawie Definicji 2.1.1 wspotrzedne srodka cigzkosci S=(xs;y)
trojkata ABC sa $rednimi wazonymi odpowiednich wspdirzednych wierzchotkéw
z takimi samymi wagami. Po uwzglednieniu powyzszego rozumowania wiemy, ze
xs € [min(x,, x5, x¢) ; max(xy, x5, x¢)], ()
s € [min(y,, ¥, yc) ; max(Va, ¥s, yc)l, 2
z czego wynika, ze $rodek ciezkosci trojkata zawiera si¢ w prostokacie
ograniczonym prostymi pionowymi o rdwnaniach:
X =min(x,, x5, Xc), x =max(xy, Xg, Xc)
1 prostymi poziomymi o rdwnaniach:
y =min(ys, ¥, ¥c). ¥y = max(ya, ¥, Yc)-

Wykorzystujac Definicje 4.1.1 zbadamy teraz potozenie srodka ciezkosci
wielokata W. Niech wielokat W zawiera si¢ w prostokacie P. Uklad
wspolrzednych dobieramy tak, aby jego osie byly réwnolegle do bokow
prostokata P. Zalozmy, ze w tym ukladzie punkty nalezace do prostokata
spetniajg warunki: {(x,y):a<x<b, c <y <d}.

Aby wyznaczy¢ $rodek ciezkosci wielokata W dzielimy go na trdjkaty
A, ..., Ay,. Srodkiem ciezkosci A; niech bedzie punkt o wspotrzednych (x;, ;).
Kazdy z trojkatow A; zawiera si¢ w wielokacie W, czyli zawiera si¢ tez

w prostokacie P. Korzystajac dodatkowo z (1) i (2) dochodzimy do wniosku, ze
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wspotrzedne srodkow ciezkosci trojkatow A; spetniajg nastepujace nierownosci:
a<x;<b, c<y; <d. Na podstawie Definicji 4.1.1, aby znalez¢ s$rodek
ciezko$ci wielokata W (punkt S = (xg, y5)), nalezy wyznaczy¢ srednie wazone
odpowiednich wspotrzednych punktéw, bedacych srodkami cigzkosci trojkatow
A4, ..., A,,. Korzystajac z Faktu 4.2.2 otrzymujemy, ze skoro dla kazdego i
wspotrzedna x; nalezy do przedziatu [a, b], to ich srednia wazona, oznaczona xg
z wagami rownymi polom trojkatow A;, takze nalezy do przedziatu [a, b]. Dla
drugiej wspoélrzednej analogicznie otrzymujemy, ze ys nalezy do przedziatu
[c,d]. Ostatecznie $rodek cigezkosci wielokata W zawiera si¢ w prostokacie P,

co konczy dowod Twierdzenia 4.4.1
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5.Srodek ciezkosci figury mierzalnej.

Zanim przejdziemy do sposobu wyznaczania Srodka ciezkosci figury mierzalne;,
przypomnijmy najpierw definicje figury mierzalnej w sensie Jordana. Wigcej informacji
dotyczacych miary Jordana mozna znalezé w ksigzce Lestawa Szczerby O mierze

Jordana.

5.1. Figura mierzalna.
5.1.1. Definicja. Figur¢ F nazywamy figurq mierzalng, jezeli mozna znalez¢é
dla niej dwa ciagi wielokatow W, i Z,,, dla ktorych granice ciggdw ich pdl sa
rowne, przy czym ciag W, to ciag wielokatéw przyblizajacych figure F od
wewnatrz, taki ze W; c W, c .- c W,, C F, a ciag Z, to ciag wielokatow
przyblizajacy figure F od zewnatrz, taki ze F c---c Z,c Z,_ 4 C -+ C Z;.
Pole figury mierzalnej jest rowne granicy ciggu pol wielokatéw przyblizajacych

figure F od wewnatrz, nie zalezy ono od wyboru ciggu wielokatow.

Sformulujemy teraz twierdzenie, ktore umozliwi precyzyjne i jednoznaczne

okreslenie pojecia srodka ciezkosci figury mierzalne;.

5.2. Ciag Srodkow ciezkosci wielokatow przyblizajacych figure mierzalng.
5.2.1. Twierdzenie. Cigg S,, srodkow cigzkosci wielokgtow W, przyblizajgcych
od wewngtrz figure mierzalng F ma granice, ktora nie zalezy od wyboru ciggu

wielokgtow.

Dowdd: Aby udowodni¢ powyzsze twierdzenie pokazemy najpierw, ze zaroOwno
ciag S, punktow bedacych srodkami cigzkosci wielokatéw W, jak 1 ciag
C,, punktéw bedacych srodkami ciezkosci wielokatow Z,, jest zbiezny.

Figura F jest figurg mierzalng, o polu réwnym f.Rozwazymy najpierw ciag
wielokatow W; przyblizajacych figure F od wewnatrz W; c W, € --- c W, C
F. Wielokat W; ma pole rowne p; oraz lim;_, p; = f, gdzie f jest polem
figury mierzalnej F. Przez S; bedziemy oznaczali punkt bedacy s$rodkiem
ciezkosci wielokata W;. Wprowadzmy jeszcze pojecie narostu oznaczanego N;,

jako N; = W, ,\int (W), gdzie int oznacza wnetrze.
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Oznaczmy punkt bedacy srodkiem ciezkosci wielokata N; przez O;. Symboliczny

zapis Srodkow ciezkosci poszezegdlnych figur prezentujemy ponize;j:

SC(Wl) = (S1;p1), Sc(N1) = (01;p2 — P1)
LS;c(Wz) = (S2;p2)> Sc(Nz) = (02;p3 — p2)

ScW)D=(S5p)=((xs, ¥5)i0i)s  Sc(ND=(01; Div1 — )=((X0, ¥0,); Pi+1 — Pi)

Wyznaczymy teraz wspotrzedne punktu S, bedacego srodkiem cigzkosci wielokata
W, w zaleznos$ci od wspdtrzednych punktow srodka ciezkosci wielokatow W 1 Ny,
korzystajac z tego, ze W, = W; U Ny:

S, = S.(W,) = /korzystajac z Twierdzenia 4.3.1/

S, (S'C(Wl); Sc(Nl)) = Sc[Supy)i (010, —p,)] =

Xs, p1+x01- Pl) Y5, P1 Yo, " (p2 p) _
p1+Dp2— ’ P1+P2—D1
<st P1+Xo1 (pz P Yo it (. p))
p,

Analogicznie otrzymujemy wspotrzedne punktu S,, ktory jest srodkiem
cigzkosci n-tego wielokata przyblizajacego figure mierzalng F od wewnatrz,
uwzgledniajac, ze W,, = W,,_; U N,,_q:

S, = S.(W,) =/korzystajac z Twierdzenia 4.3.1/ =

= (SC(Wn—l)'Sc(Nn—l)) = Sc[(sn—l; Pn-1); (On_1;Pp — Pn-1)] =

_ XSp—1"Pn-1 +x0n_1'(pn_pn—1) . ySn_l'pn—1+y0n—1'(pn_pn—1)) _

)

Pn Pn
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— <x5n—1'pn—1 + xon—l'(pn_pn—l) . ySn—l.p"_l + yon—l.(p"_p"_l))
) b

Pn Pn Pn Pn

a takze wspolrzedne punktu bedacego srodkiem ciezkosci wielokata W, 4 1:

Speq = (xSn ) pn + Xop " (pn+1 B pn) . ySn ' pn + yOn ) (pn+1 - pn)>

"\ Pt Pust Pun Puss

Figura mierzalna F zawiera si¢ w prostokacie P o bokach rownoleglych do

osi obranego uktadu wspétrzednych. Mozemy opisaé¢ go nastepujaco:
P={(x,y):a<x<b, c<y<d}

Skoro wielokaty W;, W, ...,W,, Ny, N, ..., N, zawieraja si¢ w figurze F,
to zawieraja si¢ takze w prostokacie P, zatem na podstawie Twierdzenia 4.4.1
punkty bedace ich $rodkami cigzkosci naleza do prostokata P. Mozemy wiec
powiedzie¢, ze dla punktow G; = (Xg,;Y6,) 1 G2 = (Xg,; Ye,) bedacych
$rodkami ciezkosci dowolnych wielokatow zawartych w P, zachodzi
nastepujace oszacowanie dla odpowiednich wspotrzednych: |xG1 - xGZ| <b-—a,
a takze analogicznie dla drugich wspoétrzednych punktow: |yG1 - y62| <d-c.

Dwie powyzsze nieréwnosci oznaczmy ().

Zapiszmy teraz oszacowanie odlegtosci Srodkow cigzkosci dwdch
kolejnych wielokatéw przyblizajacych od wewnatrz figure mierzalng F.

|Sn+1Sn| = |xSn+1 - xsnl + |y5n+1 - ysnl =

_ |*spPn X0y, (Pn+1—Pn) YSsn'Pn Yop On+1—Pn)| _
=[x, + = Vs, + | =

Pn+1 Pn+1 Pn+1 Pn+1

X0, (Pn+1—Dn) Yon ®Pn+1—Pn)
=|x5n.(p" _1)+M +|y5n.(p" _1)+M =
Pn+1 Pn+1 Pn+1 Pn+1

pn+1_pn pn+1_pn

[P ) [ 0, -
pn+1 pn+1

p —-p p —-p — . . .

= %ﬂ" |x0n - x5n| + %ﬂ" | Yo, — y5n| =/korzystajac z Twierdzenia 4.1.1

i oszacowan (x)/ < BntiPr. (p _ gy $ PntiTPn . g ) =
Pn+1 Pn+1

— Pn+17Pn (b —a+d-— C) — Pn+17Pn A (1)

Pn+1 Pn+1
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Stala A4 bedzie odpowiadala sumie dlugosci bokéw prostokata P,
A=b—a+ d—-c

Ciag p,, jest rosnacy i zbiezny do £, ustalmy dowolny € > 0, wtedy 3 takie, ze

VasN Pn 2 f — € (2)
oraz Iy, takie, ze

f-¢
Vn,m>N0 I Pm — pnl < A E. 3)

Niech m > n > Ny, wtedy m = n + k, dostajemy oszacowanie:

ISn+k Snl < ISn+k Sn+k—1| +-t+ ISn+1Sn| = Z$;01|Sn+i+1 Sn+i| <

</korzystajac z (1)/ < Zf;ol% +A < /Kkorzystajac z (2) / <
n+1

Syk=1PntiPn . 4 - . - —p )=
<A Zi:o f—e - f—e (pn+k Pnir-1 + Pnir-1 + Pnt1 7 Pnt1 pn)_

A
= : (pn+k — DPn+k-1 T Pn+k-1 — "+ Pn+1 — Pn+1 — pn) =

f—e€
= ﬁ' (pm — pPn) </korzystajac z (3)/ < ¢.

Zatem V5o 3y, Vamsn, [Sne1 —Sul < & czyli ciag S, jest ciggiem
Cauchy’ego, wiec jest zbiezny.
Pokazalismy, ze cigg punktow bedacych srodkami cigzkosci wielokatéw W,, ma

graniceg.

Teraz pokazemy, ze ciag C,, srodkdéw ciezkosci wielokatéw przyblizajacych od
zewnatrz figure F takze ma granice.

Rozwazymy ciag wielokatéw Z; przyblizajacych figur¢ F od wewnatrz F C
- CZ,CZ,_ 4 C-+ CZ,wiclokat Z; ma pole rowne q; orazlim;_, q; = f,
gdzie f, tak jak poprzednio jest polem figury mierzalnej F. Przez C; bedziemy
oznaczali punkt bedacy $rodkiem ciezkosci wielokata Z;. Wprowadzmy jeszcze
pojecie narostu oznaczanego K;, jako K; = Z;\int Z;,,, gdzie int oznacza

wnetrze.
Oznaczmy punkt bedacy s$rodkiem cigzkosci wielokata K; przez R;.

Symboliczny zapis $rodkow cigzkosci poszezegodlnych figur prezentujemy

ponizej:
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éc(zﬂ = (C1; q1), Sc(Kﬂ = (R1;91 — q2)
éc(Zz) = (Cy q1), Sc(Kz) = (R2;q2 — q3)

Sc(Z)=(C;; Qi)z((xcii}’ci)i Qi) Sc(K)=(Ri; q; — Qi+1)=((xRi; Yr,) Qi — Qi+1)

Wyznaczymy teraz wspotrzedne punktu C; (bedacego srodkiem ciezkosci
wielokata Z;), w zaleznosci od wspotrzednych punktow bedacych srodkami
ciezkosci wielokatéw Z, 1 Ky, korzystajac z tego, ze Z; = Z, U K;

C, = SC (Z,) =/korzystajac z Twierdzenia 4.3.1/=

= SC(SC(ZZ); Sc(Kl)) = Sc[(CZ; ql)’ (Rl; q, — qZ)] =

_ (xCZ'Qz+xR2-(q1—qz)_ycz-qz+yR2-(q1—qz)) _ (xCZ'QZ+xR2'(Q1—QZ)_J/CZ'QZ"'J/RZ'(‘h—QZ))

q2+q1—q> ’ q2+q1—q; q1 ’ qi

Analogicznie otrzymujemy wspolrzedne punktu C,, ktéry jest Srodkiem
cigzkosci n-tego wielokata przyblizajacego figure mierzalng F od zewnatrz,
uwzgledniajac, ze Z, = Z,,4 U K,,.
Cn = SC(Zn) = SC(SC(ZH+1); Sc(Kn)) = Sc(gc(cn+1; Gn+1); Sc(Ry; @ — Qn+1)) =
_ (xcn+1 “Gne1 + Xr,  (Gn = Qne1) YVepy " Gner + Ve, (@ — qn+1)> _

’

An+1 T Gn — Gn+1 An+1 1t qn — Gn+1

’

(xcn+1 (ner | KRy (@n = Gn+1) Vepy n+a YR (qn — qn+1)>
Gn Gn Gn n '

a takze posta¢ wspotrzednych srodka ciezkosci wielokata G, 4q:

; XCpyoTnsz | Ry (@na1=nr2) Yeyip vz | YRy @nt1~n42)
Cn+1=SC(Zn+1)=( nt2 nt + Zntl nt nt2) “tpya M 4 ZSn n n .

A1 nt1 ’ Anv1 Ay
Wielokat Z; zawiera si¢ w prostokacie T, o bokach réwnolegltych do osi

obranego uktadu wspotrzednych. Mozemy go opisaé nastepujaco:

T={(x,y):e<x<f, g<y<h}
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Wielokaty  Z, ...,Z,, K1, K ...,K,, zawieraja si¢ w wielokacie Z;, czyli
zawierajg si¢ takze w prostokacie T, zatem na podstawie Twierdzenia 4.4.1
punkty bedace ich srodkami ciezkosci naleza do prostokata T. Mozemy wiec
powiedzie¢ ze dla punktow Hy = (xy,;¥n,) 1 Hy = (Xp,; Yu,) bedacych
$rodkami ci¢zkosci dowolnych wielokatow zawartych w T, zachodzi
nastepujace oszacowanie dla odpowiednich wspdtrzednych: |xH1 - tz| <f-—e
a takze analogicznie dla drugich wspdtrzednych punktow: | Vu, — yH2| <h-g,

Dwie powyzsze nierownosci oznaczmy ().

Zapiszmy teraz oszacowanie odleglosci punktow bedacych srodkami ciezkosci

dwoch kolejnych wielokatow przyblizajacych od zewnatrz figur¢ mierzalng F.

1CnCrial < |xc, = *cpp| + Ve, = Ve =

_ |*epe1ns XRn'(qn—an) Yepat1 In+1 an'(qn_an) _
= |t _ 4 + —yp Al =
a, n a, n n+1 a,
_ [ 9nt1 1)+ *R, (qn ~ qn+1) + N 1]+ YR, (qn B qn+1) _
- an+1 q q nd+1 q q -
n n n n

_|_

. (qn+1—qn) N SR CA
Cn+1 qn qn

_ . 4, — 9,41 + an ) (qn - qn+1)
nd+l q q
n n

qn+1_qn an.(qn_qn+1)
Xc - +
n+1

Iy Iy

—x . (qn — qn+1) + an ) (qn ~ qn+1)| +
Chi1 qn qn |

dn—Aqn+1

— dn—Aqn+1 |
dn

- |an — YVena 1| = /korzystajac z Twierdzenia

XRy = Xpy,| +

4.1.1 1 oszacowan (xx)/ =

— Qn_qCIn+1 . (f _ e) + Qn_qCIn+1 . (h _ g)= QTl_qQTHl . (]C —e+h-— g)= qn_qqn+1 -B (1)

Stata B bedzie odpowiadata sumie dtugosci bokow prostokata T.
B=f—-—e+h—g

Ciag g, jest malejacy i zbiezny do f, ustalmy dowolny € > 0, woéwczas
3, takie, ze

Vn>N dn — f <€ (2)
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oraz Iy, takie, ze
f
Vn,m>N0 | dm — qnl < B & 3)
Niech m > n > N,, wtedy m = n + k, dostajemy oszacowanie:
k_
ICn+k Cnl < |Cn+k Cn+k—1| + -+ |Cn+1 Cnl = Zi=01|Cn+i+1 Cn+i| <

< /korzystaja}c Z (]_)/ < Z{;z—ol qn+iq_qn+i+1 B <

n+i

< /korzystajac z (2)/ < B-Y k1 Qn+;—qn _
B
= E (Gn+k — Gnik-1 + Gnik—1— "+ Qne1 — Qne1 — Q) =

_ g. (Gm — qn) </korzystajac z (3)/ < «.

Zatem Vo5 3y, Vamsn, [Chs1Cnl < €, czyli ciag C, jest ciggiem Cauchy’ego,

wigc jest zbiezny.

Wiemy juz, ze cigg punktéw bedacych $rodkami cigzkosci wielokatow
przyblizajacych figure F od wewnatrz, jak i cigg takich punktow dla wielokatow
przyblizajacych F od zewnatrz ma granice. Teraz pokazemy, ze te granice sa

réwne.

Niech lim, o S, = S 1lim,,_,o, C,, = C, wiemy, ze ciagi pol p, i q,, zbiegaja do

fczyli do pola figury mierzalnej F. (*)

Wprowadzmy jeszcze pojecie narostu oznaczanego Ny, gdzie N,= Z,\int W,
Oznaczmy punkt bedacy s$rodkiem ciezkosci wielokata N, przez M,,.
Symboliczny zapis s$rodkow cigzkosci poszezegodlnych figur prezentujemy

ponizej:
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Sc(Zn) = (Cn; qn)-
SC(I/Vn) = (Sn; qn)>
Sc(Nn) = (Mp; Gn — Pn)

Wyznaczymy teraz wspotrzedne punktu C, (bedacego srodkiem ciezkosci
wielokata Z,), w zaleznosci od wspoirzednych punktéw bedacych $rodkami

ciezkosci  wielokatéw W, i N,,, korzystajac z tego, ze Z,, = W, U N,

C, = S.(Z,) =/korzystajac z Twierdzenia 4.3.1/= S, (SC(Wn);SC(Nn)) =

o) ) - () ).

_ (xsn “Pnt+ Xy, (Gn —Pn) Vs, Pu+ Yu,  (Gn — pn)>
Gn ' n '

Zapiszmy teraz oszacowanie odlegtosci srodkow cigzkosci wielokatow Z,, i W,.

1S,Cl < |xsn - xcnl + |3’sn _YCnl =

x5, -2, +xu, (4, ~ p,) Vs Py + v, (a,-7,)

I + Ys — =
a, " a, |
_ Pn n — Pn Pn n — Pn
= xsn—xsn'a—an' N +J’sn—}’sn'E—J’Mn' o
_ 9n—Pn 4,7 Py
=—|xs — Xp |t -
an | Sn Mnl q, ySn yMn

A takze: 0 < |S,Cy|.

Dla oszacowania od gory wartosci granicy ciggu odlegtoscilS,, C,| zauwazamy,
dn—DPn

dn

dn—DPn
Adn

ze limy, |x5n - xM| + |y5n — yM| = /korzystajac z (*)/ =0

Dla oszacowania granicy ciggu odlegtosci |S,,C,,| od dotu rozwazamy cigg stale
réwny 0, ktérego granica wynosi 0.

Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy, ze 7lll_rEo |S,,Cr|=0,
a stad wynika, ze S = C.

Dla ciaggu S,, granica jest taka sama, jak dla ciagu C,,, zatem granica punktow
bedacych srodkami ciezkosci wielokatéw przyblizajacych figure F od wewnatrz

nie zalezy od wyboru ciggu wielokatow w,, co konczy dowod Twierdzenia 5.2.1.

Dzigki dowodowi Twierdzenia 5.2.1 mozemy zdefiniowa¢ teraz srodek ciezkosci

figury mierzalnej.
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5.3. Definicja Srodka ci¢zkoSci figury mierzalnej.
5.3.1. Definicja. Srodkiem ciezkosci figury mierzalnej F nazywamy punkt,
bedacy granica srodkéw cigzkosci wielokatow przyblizajacych figure mierzalng

F od wewnatrz.
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