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Wstep

Niniejsza praca zostata napisana jako kontynuacja zagadnien poruszanych na wyktadzie
,Podstawy geometrii i geometrie nieecuklidesowe” prowadzonym przez prof. Jacka
Swiatkowskiego dla studentéw matematyki specjalnosci nauczycielskiej. Dla dogtebnego
zrozumienia tre$ci, o ktorych bedzie tutaj mowa, zaleca si¢ zapoznanie z podejsciem
aksjomatyczno-dedukcyjnym w geometrii oraz podstawami geometrii nieeuklidesowych,
0czym mozna czyta¢ w ksigzkach podanych w bibliografii. Jednakze rozdziat
,0. Wiadomos$ci wstepne” oraz sposob, w jaki ta praca zostala napisana (rozumowania
oraz uzywane pojgcia sg elementarne i znane, w wigkszos$ci, z geometrii euklidesowej)
czyni ja w duzym stopniu niezalezng od innych publikacji.

Celem tej pracy jest udowodnienie twierdzenia klasyfikujacego izometrie ptaszczyzny
hiperbolicznej:

Twierdzenie klasyfikujace
Kazda izometria ptaszczyzny hiperbolicznej jest doktadnie jednym z przeksztatcen:
przeksztatceniem tozsamosciowym, odbiciem w prostej, obrotem, translacjg osiowg,
translacjq horocykliczng albo odbiciem z poslizgiem.

Praca ta nie rosci pretensji do miana rozprawy naukowej, wrgcz przeciwnie — byta pisana
z mysla o studentach oraz zainteresowanej tematem milodziezy szkolnej. Jest wiec
Z zatozenia raczej praca popularna, niz systematycznym wyktadem zawartej w niej tresci.
Przy czym autor starat si¢, by stwierdzenia byly nalezycie uzasadniane, a rozumowania —
kompletne.

Szczegdlne podzigkowania autor sklada opiekunowi swojej pracy magisterskiej
Profesorowi Jackowi Swiatkowskiemu za cierpliwo$é, wyrozumiato$¢ oraz
konstruktywna krytyke.






0.Wiadomosci wstepne.

Opiszemy teraz model poélptaszczyznowy Poincarego geometrii hiperbolicznej
wykorzystujacy obiekty geometrii euklidesowej. Wigcej informacji na temat réznych
modeli geometrii nieeuklidesowych czytelnik moze znalez¢ w pozycjach ksigzkowych
podanych w bibliografii.

0.1 Pojecia pierwotne geometrii hiperbolicznej.

Opiszemy pojecia pierwotne; definicje pozostatych poje¢ (takich jak kat, potprosta,
odcinek) sg takie same jak w geometrii euklidesowe;.

Punkty w sensie hiperbolicznym to euklidesowe punkty nalezace do ustalonej
polptaszczyzny bez brzegu (na rysunkach brzeg bedzie zawsze prosta poziomg)
oznaczanej przez H.

Woprowadzajac na plaszczyznie euklidesowej prostokatny uktad wspotrzednych mozemy
przyja¢ H= {(x,y) € R?:y > 0}, zatem kazdy punkt na ptaszczyznie hiperbolicznej ma
jednoznacznie przyporzadkowane wspotrzedne kartezjanskie.

Punktami idealnymi bedziemy nazywaé ,,punkty w nieskonczonos$ci”, tj. punkty
znajdujace si¢ na brzegu polptaszczyzny oraz punkt znajdujacy sie ,,w nieskonczonosci
u gory”.

Wyrdzniamy dwa rodzaje prostych hiperbolicznych: euklidesowe polproste prostopadte
do brzegu potplaszczyzny (obrazowo bedziemy te proste nazywaé prostymi pionowymi),
ktore w przyjetym wyzej uktadzie wspotrzednych opisuja si¢ rownaniami postaci X=a,
oraz euklidesowe potokregi o srodkach w punktach o wspoirzednych postaci (a,0)
lezacych na brzegu potptaszczyzny, ktore opisuja si¢ rownaniami postaci

(x — a)? + y? = r?, gdzie r to promien tego okregu.

Mozemy powiedzie¢, ze punkty idealne to ,,konce” prostych bedacych euklidesowymi
potokregami oraz wspolny koniec prostych pionowych.

Hiperboliczna miara kata to euklidesowa miara kata miedzy stycznymi do ramion kata
w wierzchotku kata. Bedziemy rozwazali katy zorientowane - dokonujgc pomiaru
rozwartosci kata zgodnie z ruchem wskazowek zegara przed jego wartoscig bedziemy
stawiali minus.



wo /1T o0

Rysunek 1

Zauwazmy tutaj, ze dwie proste hiperboliczne bedace cuklidesowymi potokregami 0
réwnaniach
(x —a)®> +y? =712, (x — b)? + y? = R? sg prostopadte doktadnie wtedy, gdy

r> 4+ R? =|b — al?.

Prosta pionowa jest prostopadta do prostej bedacej euklidesowym potokregiem
o réwnaniu (x — a)? + y? = r? dokladnie wtedy, gdy przechodzi przez $rodek tego
polokregu, czyli ma rownanie x=a.

Dhugos$¢ odcinka, czyli odlegtos¢ jednego z koncow tego odcinka od drugiego, zalezy od
tego, czy odcinek lezy na prostej pionowej, czy na prostej bedacej euklidesowym
polokregiem:

o jezeli odcinek lezy na prostej pionowej, to jego konce A, B maja wspotrzedne
(x,a), (x,b), odpowiednio, i wowczas miara odcinka AB jest rowna

m(AB)=[Ina — In b|:|ln%|;
B=(x h) l'lj

A=(xa) O

°

Rysunek 2
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J jezeli odcinek lezy na prostej bedacej euklidesowym potokregiem o $rodku S, to
Z jego koncow C, D prowadzimy euklidesowe odcinki do S i wowczas

m(CD)= (In tg% —In tg% ;

gdzie a, S sa jednakowo zorientowanymi katami miedzy cuklidesowymi odcinkami CS
I DS (odpowiednio) a brzegiem potptaszczyzny (patrz Rysunek 2).

Ustalmy w tym miejscu, ze przez |AB| bedziemy oznacza¢ euklidesowa dlugosc
euklidesowego odcinka AB, za§ m(AB) bedzie zawsze oznaczato hiperboliczng dtugos¢
hiperbolicznego odcinka AB.

llekro¢ bedziemy mowi¢ o odcinku, kacie, prostej czy potprostej domysSlnie chodzi¢
bedzie o odcinek, kat, prosta, potprosta w sensie hiperbolicznym. W innym wypadku
rzeczownik bedziemy poprzedzaé przymiotnikiem ,,euklidesowy”.

Wzajemne polozenie dwoch prostych.

Dwie proste hiperboliczne moga by¢ polozone wzgledem siebie na trzy sposoby:

. proste przecinajgce si¢ — maja doktadnie jeden punkt wspdlny;
o proste asymptotyczne — jednym punktem wspolnym jest punkt idealny;
o proste rozchodzgce si¢ — nie maja zadnego punktu wspolnego, nawet idealnego.

W przyjetym przez nas modelu tatwo udowodni¢ wazne dla nas twierdzenie geometrii
hiperbolicznej charakteryzujace pary prostych rozchodzacych sig.

Twierdzenie
Dwie proste hiperboliczne sq rozchodzqgce si¢ dokladnie wtedy, kiedy majg wspolng
prostq prostopadlq.

Dowod tego twierdzenia opiera si¢ na nietrudnych, ale Zzmudnych rachunkach, dlatego
zostanie przez nas pominigty.

0.2 Ujednolicony wzér na miare odcinkow.

Do tej pory odcinki mierzyliSmy na dwa sposoby w zalezno$ci od tego, czy odcinek lezat
na prostej pionowej, czy na prostej bedacej euklidesowym poélokregiem. Jednak
w pewnych sytuacjach wygodnie jest mie¢ jeden wzor, ktory poradzi sobie z kazdym
odcinkiem niezaleznie od rodzaju prostej, na ktorej lezy. Udowodnimy, ze podany nizej
wzOr jest uniwersalny i uogdlnia oba poznane dotad wzory.



Przypomnijmy najpierw, ze z definicji kosinus hiperboliczny wyraza si¢ formuta:
1 —
cosh(x)=5 (e* +e™).

Twierdzenie
Kosinus hiperboliczny miary odcinka o koncach w punktach A=(x1,y1), B=(X2,Y2)
wyraza sig wzorem

_ 2 _ 2
cosh(m(AB))=1 4 S1—X2 +0n=y2)"
2y1y2

Dla dowodu powyzszego twierdzenia rozwazymy dwa przypadki.
1) Niech punkty A, B maja odpowiednio wspotrzedne (X,y1), (X,Y2), tzn. lezg na
prostej pionowej. Wowczas z przyjete) w 0.1 definicji miary odcinkow mamy

m(AB)=|in 22|,
V1
Wobec tego:
cosh(m(AB)) = cosh(|lny—2) = l(y—2+y—1) = lyityi _ iyl +2yiye
Y1 2\y1 2 2 y1y2 2y1y2
_ 2
+ Y1—y2) .
2y1y2

Poniewaz z zalozenia mamy X;=Xy, czyli X1-X,=0, wigc ostatecznie

_ 2 _ 2
cosh(m(AB))=1 4 S22 +0n=y2)"
2y1y2

2) Jezeli punkty A, B o wspotrzednych odpowiednio (X1,y1), (X2,y2) lezg na prostej
k bedacej euklidesowym potokregiem, to umieszczamy pionowa o$ prostokatnego uktadu
wspoéltrzednych tak aby przechodzita przez euklidesowy $rodek K.

A

k B= (x2,32)

A=xp,1)

B

Rysunek 3
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Poczynmy pewne spostrzezenia:
a  1—cosa r—x1 B 1-cosPB _ r—xjz,

a th_ sna y1 ,tgg sin B V2

b. wspohzedne punktow A, B spetniaja rownanie prostej s: x% + y? = r?,

zatem zachodzg zwiazki:

2 2 _ .2 A2 2 _ .2
X1+y1—7',xZ+y2—T'.

Po prostych przeksztalceniach otrzymujemy rownowazne powyzszym
zalezno$ci:
Y1 r+x1 Y2 r+xp

r—Xx1 V1 r—Xx2 Y2

Wobec powyzszego prawdziwy jest nastepujacy cigg rownosci:

th

a a B
t B 2\t B tgg 2\ y1 r—x Yy T—X
95 95 > 1 2 2 1

cosh(m(AB))=cosh<

2

+

_ 1 (r—x1 r+xo
yi Y2 Y2 )1

r—x3 r+x1) — xf+yf+xi+ys—2x1x; — (c1—x2)2+(y1—y2)*+2y1Y2
2y1y2 2y1y2

-1+ (x1—x2)2+()’1—YZ)2_
2y1y2

Pierwsza roéwno$¢ wynika z definicji miary odcinka hiperbolicznego, druga z wlasnosci
e"* = x dla x>0, trzecia z podpunktu (a) powyzej, czwarta z podpunktu (b) powyzej,
a pozostate rownosci sg konsekwencja przeksztatcen algebraicznych.

Uwaga 1 Uktad wspolrzgdnych dobraliSmy tak, aby wygodnie byto przeprowadzié
obliczenia. Gdyby uktad wspotrzednych zostal wybrany inaczej, to drugie wspoirzgdne
punktéw A, B nie zmienity by sie, a pierwsze wspotrzedne obu punktow zmienily by sie
0 te samg stalg ¢ (euklidesowa odleglo$¢ euklidesowego srodka potokregu s od poczatku
uktadu wspotrzednych). Powyzsze rozumowanie mozna byloby przepisaé wstawiajgc
X1+C zamiast x; oraz x,+c zamiast X,, co doprowadzitoby do tego samego wyniku.

Twierdzenie zostato udowodnione.

0.3 Definicja i wlasnosSci izometrii.

Definicja izometrii hiperbolicznej niczym nie r6zni si¢ od definicji izometrii euklidesowej
— jest to po prostu przeksztalcenie zachowujace odleglosci miedzy punktami.

-11 -



Definicja
Izometrig ptaszczyzny hiperbolicznej H nazywamy takie przeksztalcenie T tej
ptaszczyzny, ze dla dowolnych X,Y € H zachodzi d(T(X),T(Y))=d(X,Y), gdzie
d(A,B) oznacza odlegto$¢ punktu A od punktu B.

Podobnie jak w geometrii euklidesowej zachodzi: d(A,B)=d(B,A)=m(AB)=m(BA).

Wazne z punktu widzenia tej pracy beda dla nas pewne wlasno$ci izometrii znane
z geometrii euklidesowej, ktére przyjmiemy bez dowodu dla geometrii hiperboliczne;j:

(A) izometrie sq przeksztatceniami bijektywnymi, tzn. sq réznowartosciowe i ,,na’’;

(B) izometrie przeprowadzajq proste na proste (zachowujg przy tym porzqdek
punktow);

(C) izometrie sq przeksztalceniami konforemnymi, tzn. zachowujq kqty miedzy
prostymi.

0.4 Odbicie w prostej jako izometria.

Definicja
Odbiciem w prostej hiperbolicznej s nazywamy przeksztalcenie opisane ponize;j:
1) jezeli s jest prosta pionows, to przez odbicie hiperboliczne w s rozumiemy
euklidesowg symetri¢ w prostej zawierajacej S obcietg do H;
2) jezeli s jest euklidesowym potokregiem, to przez odbicie hiperboliczne
w s rozumiemy euklidesowg inwersje w okregu zawierajacym S obcigtg do H.

Pokazemy teraz, ze odbicie w prostej jest izometria hiperboliczng.

1. Jezeli s jest prosta pionowa, t0 z punktu 1) definicji odbicia wiemy, ze euklidesowe
odlegtosci 1 katy si¢ nie zmienity. Poniewaz odleglosci hiperboliczne wyrazaja si¢
przy pomocy odlegtosci i1 katow euklidesowych, a te si¢ nie zmienity, wigc odlegtosci
hiperboliczne réwniez pozostaly bez zmian.

2. Jezeli s jest euklidesowym potokregiem, nalezy rozwazy¢ rozne potozenia odcinka
AB wzgledem proste;j S.

a) Rozwazymy najpierw przypadek, kiedy odcinek AB jest pionowy i lezy na
zewnatrz euklidesowego potokregu s. Przy oznaczeniach jak na Rysunku 4
dlugo$¢ odcinka AB jest rowna mM(AB)=|Inb —Ina|. Pokazemy, ze
m(A’B’)=m(AB).

-12 -



b)

B=(xh)

Rysunek 4

Poniewaz euklidesowe trojkaty OXB oraz OXA sg prostokatne, wiec

4B 0X = % — B, 1A 0X = % — a. Z geometrii euklidesowej wiemy, ze obrazem
(przez inwersj¢) prostej roztacznej z okregiem, w ktorym dokonujemy inwersji,
jest okrag przechodzacy przez srodek okregu inwersji. Zatem z twierdzenia o
kacie $rodkowym i wpisanym w okrag mamy <B SX' = 2%B 0X =m —2p
oraz «A'SX' = 24¢A'0X =n - 2a.

Wobec powyzszego:

m(A’B’) = |ln tg% —1In tg%| =|Intg <BOX — IntgxAOX| =

- |1niw = |lnb — Ina| = m(AB),
[0X]| a

b a
=|lIn——1n
|0X| |0X|

przy czym pierwsza rowno$¢ wynika z definicji hiperbolicznej miary odcinka,
rownosci druga i trzecia s3 konsekwencja odpowiednich wlasnosci
w euklidesowych trojkatach prostokatnych OXA i OXB, czwarta i piata wynikaja
Z wlasnosci logarytmow.

Uzasadnienie dla przypadku, gdy punkty A i B lezag na prostej bedacej
euklidesowym poétokrggiem przeprowadzimy przy uzyciu wspotrzednych
kartezjanskich wykorzystujac wzor:

- 2 _ 2
cosh(m(AB))=1 + 1) *+017v2)"
2y1y2

-13 -



gdzie A=(x1,y1), B=(X2,y2) oraz wzory na wspotrzedne (a’,b’) obrazu Z’ punktu

Z=(a,b) przez inwersje w okregu o réwnaniu x% + y? = r?:

! ‘)"2 ! ‘rz

T al+b2 a b = a2+b2b'

Wobec powyzszych wzordw wspolrzedne (x’1,y’1), (X’2,y’2) obrazow A’ B’

punktéw A, B przyjmuja postac:
2

x’ = X L= r’ x, = r’ X = r’
17 q2qp2 ™l 1= a’+b? Y1 27 q2qp2 T Y2 = a’+b? Y-

Rysunek 5

Pokazemy, ze cosh(m(AB))=cosh(m(A’B’)), co wobec roznowarto$ciowosci w zbiorze
liczb nieujemnych funkcji kosinus hiperboliczny oznacza, ze m(4AB)=m(A’B’).

Prawdziwy jest nast¢pujacy cigg rownosci:

2 2 2 2
T T 2 T T 2
(X1~ —7%2) (V1 ——7—2V2)

_ x71+y x5+y x71+y x5+y _
cosh(m(4'B’))=1 + ——%; =
AN
F P 5Fng?

1 2 1 1 2
( X1 x2) H(o——Y1—7—7Y2)
T+y7 1 x5+y5 X{+y1 " x5+y5

T T
22— V1———7Y2
XT+y1 "x2+y32

1 1 1 1
(x%+}’12)(x%+)’22)[(—2—zx1——2—zx2)2+(—2—z)’1—_2—z)’2)2

— 1+ x1+y1 x5+y5 x{tyq x5+y5 _
2y1Yy2
2 2
30 [l . Eod 4wl
X1 X2 V1 V2
- ot o3 Aot [Bo3
2y1y2
2.2 2..2 2..2 2.2
X2+y2 2., x1+ty1 2 X2+y2 2. X1ty1 2
‘7——7x1+—7——7x2—2x1x2+;?1;?Y1+;g:;;Yz—ZY1YZ

X +y X +y

-14 -



2 2
1.2 1.2
%x2+ %J’2 —2x1x2+—2y1Y2

2y1Yy2

2
Zizi(x +y1 )+ 1+y1(x +y3)—2x1xp+- 2}’13’2
1+ =
2)’1)’2
+y3+xf+yf—2x1x,+-2 —x2)%+
=1+x2 y3+xf+yf—2x1x,+-2y1y2 _ 1+(x1 x2)*+(y1-y2)* = cosh(m(AB)).

2y1y2 2y1Yy2

Pierwsza 1 ostatnia réwno$¢ wynikaja z udowodnionego w paragrafie 0.2 wzoru
zastosowanego w pierwszym przypadku do miary odcinka, ktorego konce maja
wspolrzedne (x1, v1), (x5, y,) opisane powyzej, w drugim — do miary odcinka o koncach
A, B. Pozostate rownosci sg konsekwencja przeksztatcen elementarnych na wyrazeniach
wymiernych.

Uwaga 2 Ponownie wybraliSmy ukiad wspoirzednych tak, aby potokrag, w ktorym
inwersje rozwazamy miat srodek w punkcie o wspotrzednych (0,0). Usprawiedliwienie

takiego postgpowania jest identyczne jak to zawarte w Uwadze 1 w paragrafie 0.2.

Pozostate przypadki pozostawiamy jako ¢wiczenie. Dowod uznajemy za zakonczony.
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1. Rodzaje izometrii ptaszczyzny hiperboliczne;.

W rozdziale tym zajmiemy si¢ opisem roznego rodzaju izometrii plaszczyzny
hiperbolicznej oraz rozktadem tych izometrii na odbicia w prostych.
1.1 Obrot jako zltozenie dwdch odbi¢ w prostych przecinajacych sie.
Uzasadnimy nastepujace
Twierdzenie 1

Wszystkie  przeksztafcenia  bedgce zlozeniem dwoch odbi¢  w  prostych

przecinajgcych si¢ w ustalonym punkcie pod ustalonym kgtem zorientowanym sq
rowne.

1.1.1 Okregi hiperboliczne.

Aby doktadnie opisa¢ obrdt hiperboliczny powinnis$my zaznajomic si¢ z pojeciem okregu
hiperbolicznego.

Przypomnimy najpierw wzor pozwalajacy policzy¢ kosinus hiperboliczny dtugos$ci
odcinka o koncach A=(X1,y1), B=(X2,y>):

- 2 _ 2
cosh(m(4B)) = 1 + &2 +017y2) )
2y1y2

Definicja
Hiperbolicznym okregiem o s$rodku w punkcie S=(a,b) oraz promieniu R
nazywamy zbior punktow X=(X,y) o tej wlasnosci, ze m(SX)=R.

Wobec powyzszego mamy:
_ (a—x)*+(b—y)*

cosh(R) =1+ Tby .
Po kilku elementarnych przeksztalceniach tego rownania otrzymujemy rownanie
rOwnowazne:

(x — a)® + y? — 2by cosh(R) + b? = 0.
| dalej:
(x —a)? + (y — b cosh(R))? = b?(cosh?(R) — 1), (*)
czyli:
(x —a)? + (y — b cosh(R))? = b%sinh?(R) (**).

Rownanie (**) opisuje hiperboliczny okrag o srodku w punkcie S(a,b) oraz promieniu R.
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Warto tu zauwazy¢, ze rOwnanie to opisuje okrag euklidesowy o §rodku w punkcie
(a,b-cosh(R)) i promieniu b-sinh(R).

Poczynmy teraz kilka spostrzezen:
(A) wszystkie okregi o srodku w punkcie S=(a,b), wraz z tym punktem, szczelnie
wypelniajq plaszczyzne hiperboliczng.

Istotnie: niech punkt X=(s,t) bedzie dowolnym punktem ptaszczyzny
hiperbolicznej ré6znym od S. Chcemy znalezé réwnanie okregu o S$rodku
w punkcie S przechodzacego przez punkt X. Potrzebny jest nam zatem promien
R tego okrggu co do wartosci rowny m(SX). Zgodnie ze wzorem (#) mamy:
(a—s)2+(b—t)2)

2bt '
co, po podstawieniu do wzoru (*), daje wzor szukanego okregu:

(a—5)2+(b—t)? (a—5)2+(b—1)2\
(x— @)% + (y — b(1 + 20y = p2((1 4 E0) )

R = arccosh(1 +

(B) rézne okregi o tym samym sSrodku sq roztgczne.
Wynika to z faktu, ze funkcja cosh(x) jest funkcjg roznowarto$ciows dlax € R™.

(C) hiperboliczny okrgg o srodku w S(a,b) i promieniu R:
(x — a)® + (y — b cosh(R))? = b?sinh?(R)
Jjest euklidesowo prostopadly do kazdej hiperbolicznej prostej przechodzqcej przez S.

Rozwazymy dwa przypadki.

Cl Hiperboliczna prosta "pionowa" przechodzaca przez S ma rOwnanie X=a.
Euklidesowy kat miedzy hiperboliczng prosta "pionowa" a hiperbolicznym
okregiem to kat miedzy ta prosta a styczng do okregu wystawiong w jednym
Z punktow przecigcia prostej i okregu. Podstawiajac do rownania okrggu: x=a,
otrzymujemy wspotrzedne punktéw stycznosci: (a, bcosh(R)+bsinh(R)) oraz
(a, b-cosh(R)-b-sinh(R)). Rownania prostych stycznych w tych punktach to
odpowiednio y=b-cosh(R)+b-sinh(R) oraz y=b-cosh(R)-b-sinh(R). Proste o
takich rownaniach sg prostopadte do prostej o rownaniu Xx=a.

Cll Przypomnijmy najpierw, ze euklidesowo: okregi sg prostopadte wtedy
i tylko wtedy, gdy suma kwadratow ich promieni jest rowna kwadratowi
odleglosci ich srodkow.

Niech teraz hiperboliczna prosta bedzie euklidesowym potokregiem o $rodku
w (c,0) przechodzacym przez S. Zatem promien tego potokregu to
J(a—c)?+ b2

Euklidesowy $rodek rozwazanego okregu to (a, bcosh(R)), a jego promien to
b-sinh(R).
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Obliczymy teraz sume¢ kwadratow promieni dla euklidesowych okregu
i potokregu:

(a —c)? + b% + b%sinh?(R) = (a — c)? + b%cosh?(R), oraz kwadrat
odlegtosci ich euklidesowych érodkow: (a — ¢)? + b?cosh?(R). Obie wielkosci
sg rowne. Stad prostopadtosc.

(D) odbicie w prostej hiperbolicznej zachowuje okregi euklidesowo prostopadte do tej
prostej.

Odbicie w hiperbolicznej prostej "pionowej" jest euklidesowa symetrig osiowa,
a euklidesowe symetrie osiowe zachowuja okregi o srodku znajdujgcym si¢ na
osi symetrii.

Jezeli za$ hiperboliczna prosta jest euklidesowym potokregiem, to odbicie w tej
prostej jest euklidesowa inwersja. Z elementarnej geometrii euklidesowej
wiadomo, ze inwersja zachowuje okregi prostopadte do okregu inwersji.

Uwagi (A)-(D) pozwalajag nam wprowadzi¢ wspotrzedne, dzigki ktorym tatwiej bedzie
nam opisa¢ ztozenie odbi¢ w prostych przecinajacych sig.

S=(a,h)

(c,0)
O
Rysunek 6

1.1.2 Wspoéirzedne biegunowe.

Na ptaszczyznie hiperbolicznej wyrdzniamy jeden punkt - nazwiemy go biegunem, niech
bedzie to punkt S. Pierwsza wspotrzedng r dowolnego punktu A z ptaszczyzny bedzie
dhugosc¢ hiperbolicznego odcinka AS, czyli odlegtos¢ punktu A od bieguna. Przez punkt S
prowadzimy hiperboliczng prosta "pionowa". Wybieramy jedng z potprostych, na ktore
punkt S podzielit prosta "pionowa" (u nas begdzie to zawsze polprosta ciggnaca si¢ "w
dot"), oznaczmy ja jako ST i ustalamy, ze drugg wspotrzedng punktu A bedzie miara
kata a, ktorego pierwszym ramieniem jest polprosta S™, drugim — polprosta o poczatku
w S wyznaczona przez odcinek AS, przy czym mierzenia dokonujemy przeciwnie do
ruchu wskazowek zegara. Przyjmijmy ponadto, ze punkty lezace na S~ majg druga
wspotrzedng rowng 0. Zatem a € [0°,360°). W sytuacji jak na Rysunku 7 mozemy
napisa¢, ze punkt A ma wspotrzedne biegunowe (r, £), natomiast biegun ma zawsze
wspoétrzedne biegunowe (0,0).
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1.1.3 Odbicie w prostej opisane we wspoirzednych biegunowych.

Opiszemy teraz we wspotrzednych biegunowych odbicie w prostej przechodzacej przez
biegun.

Niech S bedzie biegunem, za§ m - przechodzacg przez biegun prostg, w ktorej odbicie
bedziemy rozpatrywaé. Oznaczmy kat jaki tworzy prosta m z wyrdzniong potprosta S~
przez a. Wybierzmy dowolny punkt A i opiszmy jego potozenie we wspoOtrzednych
biegunowych wzglegdem wybranego wczesniej bieguna: A=(r, ). Przez A' oznaczmy
obraz punktu A przez odbicie w prostej m. Poniewaz odbicie w prostej jest izometria,
apunkt S jest punktem statym tego przeksztalcenia, wiec m(SA")=m(SA)=r, ponadto
punkty A oraz A' leza na tym samym hiperbolicznym okregu o srodku w S. Aby podaé
wspotrzedne punktu A' potrzebujemy jeszcze miary odpowiedniego kata. Korzystajac
z faktu, ze odbicie jest przeksztalceniem konforemnym obliczamy, ze kat migdzy
odcinkiem SA' a prosta m ma miarg:
e o-pf, gdya>p (rysunek 2); wowczas szukane wspotrzgdne punktu A' to

(1, p+2(0.-p)=(r, 20-p5),

Rysunek 7

e [-a,gdya<pf; wowczas szukane wspotrzedne punktu A' to

(1, p-2(P -a))=(r, 20-p3).

1.1.4 Zlozenie odbi¢ w prostych przecinajacych sie opisane we wspoétrzednych
biegunowych - dow6d Twierdzenia 1.

Jestedmy juz gotowi, by opisa¢ we wspodtrzednych biegunowych ztozenie dwoch odbié
W prostych przecinajacych sig.

Biegunem S niech bedzie punkt przecigcia prostych m oraz n. Niech a bedzie katem
miedzy prosta m a wyrdzniong polprosta, zas f katem miedzy prosta N a wyrdzniong
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poltprosta. Wybierzmy dowolny punkt opisany we wspotrzednych biegunowych: X=(, ¢).
Zgodnie z powyzszym obraz X' punktu X przez odbicie w prostej m ma wspotrzedne
biegunowe X'=(r, 2a-¢). Obraz X" punktu X' przez odbicie wzgledem prostej n ma
wspotrzedne biegunowe X"'=(r, 26-(2a-¢p))=(r, p+2(p-a)). Zauwazmy jeszcze tylko, ze
[-o to miara kata zawartego miedzy prostymi, wzgledem ktorych wykonujemy odbicia.
Wida¢ zatem jasno, ze obraz dowolnego punktu przez ztozenie dwoch odbi¢ w prostych
przecinajacych si¢ zalezy jedynie od kata zawartego migedzy prostymi, wzgledem ktérych
wykonujemy odbicia, a nie od wyboru prostych. Obraz ten lezy na tym samym okregu
0 srodku w punkcie przecigcia tych prostych, co argument. Uwagi powyzsze uzasadniajg
nazwanie tego przeksztatcenia obrotem.

Rysunek 8

1.1.5 Dwie definicje obrotu i ich r6wnowaznos¢.

Z powyzszych rozwazan wynika, Ze ma sens nast¢gpujaca definicja obrotu
hiperbolicznego.

Definicja 1
Obrotem wzgledem punktu S o kat 2a nazywamy kazde zlozenie dwoch odbi¢
w prostych przecinajacych si¢ w punkcie S pod katem a.

Pamigtajmy jednak, ze obrét hiperboliczny klasycznie definiuje si¢ podobnie jak obrot
euklidesowy:
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Definicja 2
Obrotem wzgledem punktu S o kat 2o nazywamy takie przeksztalcenie ptaszczyzny,
ktore kazdemu punktowi X przypisuje taki punkt X', ze m(SX)=m(SX") oraz kat X'SX
ma miar¢ 2o.

Uzasadnimy rownowaznos$¢ obu definicji.

Obroét w sensie Definicji 1 jest obrotem w sensie Definicji 2: uzasadnili$my juz, ze obraz
X’ punktu X przez ztozenie odbi¢ w prostych przecinajgcych si¢ w punkcie S pod katem o
ma nastgpujace wlasnosci:

o m(SX')=m(SX),

e kat X’SX ma miare 2o.
Sg zatem spetnione warunki Definicji 2 obrotu.

Pozostaje uzasadni¢, ze obrot w sensie Definicji 2 jest obrotem w sensie Definicjil:

W tym celu opiszemy obr6t z Definicji 2 we wspotrzednych biegunowych i przekonamy
sig, ze jest to to samo przeksztalcenie, ktorym zajmowalismy si¢ do tej pory.

Wybierzmy biegun S oraz ustalmy dowolny punkt X. Z definicji 2 wynika, ze obraz X’
punktu X przez obrét 0 2a wzgledem S lezy na okrggu hiperbolicznym o $rodku w S
i promieniu r=m(SX) (bo m(SX)=m(SX’ )). Oznaczmy kat migdzy potprosta S~
a odcinkiem SX przez ¢. Zatem wspoirzedne biegunowe punku X to (7 ¢). Poniewaz kat
X’SX ma miar¢ 2a, wigc wspotrzedne biegunowe punktu X to (1, p+2a ). Z poprzednich
rozwazan wiemy, ze punkt o tych wspotrzednych jest obrazem punktu X przez zlozenie
odbi¢ w prostych przecinajacych si¢ w punkcie S pod katem o.

Stad rownowazno$¢ obu definicji obrotu.

1.1.6 Kilka wlasnosci obrotu.
Uzasadnimy wazne dla naszych rozwazan wlasnosci obrotu wokot punktu S(a,b) o kat 2a.

(A) Jedynym punktem statym nietrywialnego (niebedgcego identycznoscig) obrotu jest
punkt S.

Niech biegunem bedzie punkt S. Latwo zauwazy¢, ze biegun - $srodek obrotu jest
punktem stalym tego przeksztatcenia.

Warunek, ze punkt X o wspotrzednych biegunowych (r,¢) jest punktem statym
obrotu oznacza, ze (r,p)=( rp+2a), co z kolei implikuje, ze 2a jest catkowity
wielokrotnoscig kata pelnego, ale woéwczas otrzymane przeksztalcenie bedzie
identycznoscia.
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(B) Obrot taki zachowuje wszystkie okregi o srodku w punkcie obrotu.

Wystarczy zauwazy¢, ze obrot nie zmienia pierwszej wspotrzednej biegunowe;j
punktu.

1.2 Translacja osiowa jako zlozenie dwdch odbi¢ w prostych
rozchodzacych sie.

Przypomnijmy najpierw pewne fakty dotyczace geometrii hiperboliczne;j:
o kazde dwie proste rozchodzgce sie majq dokladnie jedng wspolng prostg
prostopadlq,
e dwie rozne proste prostopadte do trzeciej prostej sq prostymi rozchodzqcymi sig,
o odleglosciq miedzy prostymi rozchodzqcymi sie nazywamy dlugos¢ odcinka
wyznaczonego przez punkty przeciecia tych prostych z ich wspolng prostopadiq.

Uzasadnimy nastepujace

Twierdzenie 2
Dla ustalonej prostej s oraz ustalonej liczby nieujemnej d wszystkie przeksztatcenia
bedgce ztozeniem w odpowiedniej kolejnosci dwoch odbi¢ w  prostych
rozchodzgcych sig prostopadlych do prostej s oraz odlegltych o d sq rowne.

Do opisu przeksztatcen, o ktérych mowa w Twierdzeniu 2, przydadza si¢ ham pewne
narzedzia.

1.2.1 Wspéirzedne osiowe.

Ustalmy dowolng prosta S wraz z naturalnym porzadkiem <, nazwiemy ja osig glowna,
przechodzaca przez punkty idealne R, S (dopuszczamy punkt w nieskonczonos$ci
,u gory”). Na tej prostej wyrdzniamy jeden punkt O. Prosta s podzielita ptaszczyzne
hiperboliczng na dwie potplaszczyzny: jedng z nich nazwijmy polptaszczyzng dodatnia,
druga — ujemna.
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0=(0,0)

Rysunek 9

Przez d(X,Y) oznaczmy nieeuklidesowg odlegtos¢ punktu X od punktu V.
Ustalamy, ze punkt O ma wspotrzedne osiowe (0,0).
Punktowi A € s przyporzadkowujemy wspotrzedne (a,0), gdzie:
_( d(4,0), gdy 0 < A;
B {—d(A,O), gdy A< 0.
Punktowi B € s przyporzadkowujemy wspotrzedne (X,y), gdzie:
B’ to rzut prostopadty punktu B na 0§ gtowna,
_( d(B,0), gdyO<B,
B {—d(B',O), gdy B <0,
oraz
_ d(B,B), gdy B lezy na poétptaszczyinie dodatniej,
B { —d(B,B"), gdy B lezy na poétptaszczyinie ujemne;j.

1.2.2 Odbicie w prostej opisane we wspoirzednych osiowych.

Opiszemy teraz we wspotrzednych osiowych odbicie w prostej m prostopadiej do
ustalonej osi glownej s z wyr6znionym punktem O.

Aby wyznaczy¢ wspotrzedne obrazu punktu B=(x,y) przez odbicie w prostej m
prostopadtej do osi gtdéwnej oznaczmy punkt przecigcia prostej m oraz osi gtdéwnej przez
K=(a,0) i rozwazmy nastepujaca konstrukcje:
1) Rzutujemy punkt B na o$ gtdéwng otrzymujac punkt B’ o wspotrzednych osiowych
(x,0), jego odlegtos¢ od punktu K jest rowna:
a) d=a-x, jezeli B’ < K (Rysunek 10),
b) d=x-a, jezeli K < B’,
2) Punkt B” otrzymamy odmierzajgc odcinek dtugosci d na osi gtownej po drugiej
stronie punktu K:
a) jezeli B'
b) jezeli K

K, to punkt B” ma wspotrzedne (x+2d,0)=(2a-x,0),
B', to punkt B ” ma wspotrzedne (x-2d,0)=(2a-x,0).

/N
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Zwro¢my uwage, ze w obu przypadkach wspétrzedne punktu B wyrazajg si¢ tym
Samym wzorem.

3) Punkt B’ to punkt odmierzony w odleglosci réwnej d(B,B’) na prostej
przechodzacej przez B~ prostopadiej do osi gtownej po tej samej stronie osi

122}

gtownej, po ktorej lezy punkt B. Punkt B”” ma wspoétrzedne (2a-X,y).

B"=(x+2d,0)

B"=(x+2dy)

Rysunek 10

Pokazemy, ze punkt B jest obrazem punktu B przez odbicie w prostej m.

Obrazem przez odbicie w prostej m odcinka BB’ prostopadiego do prostej s jest odcinek
tej samej dtugosci co BB’ rowniez prostopadty do prostej S (odbicie jest izometrig, wigc
i przeksztalceniem konforemnym). Obrazem punktu B’ € s jest punkt B” € s taki, ze
d(B’,K)=d(K,B "), bo proste prostopadte do prostej wzgledem ktorej dokonujemy odbicia
sa zachowywane przez to odbicie. Obraz B’ punktu B lezy po tej samej stronie prostej S,
co punkt B (poniewaz proste BB [z definicji odbicia] i s [z zatozenia] sg prostopadie do
prostej m, wiec sg prostymi rozchodzacymi si¢, zatem nie mogg si¢ przecinac, czyli punkt
B’ lezy po tej samej stronie prostej S o punkt X).

Stad poprawnos¢ konstrukcji.

Podsumowanie. Wzor na odbicie w prostej.
Ustalmy o$ S oraz prosta m prostopadta do s. Niech punkt przecigcia prostych S i m ma
wspotrzedne osiowe (a,0). Obraz przez odbicie S, w prostej m dowolnego punktu X

0 wspotrzednych osiowych (X,y) ma wspotrzedne osiowe (2a-X,Y):

Sm(x,y) = (2a = x,).

1.2.3 Zlozenie odbi¢ w prostych rozchodzacych sie opisane we wspoétrzednych
osiowych - dow6d Twierdzenia 2.

Dla dwoch danych prostych rozchodzacych si¢ k i m prowadzimy ich wsp6lng prosta
prostopadig- bedzie to nasza o$ glowna S, na ktorej wyrdzniamy punkt O. Punkty

przecigcia prostych K i m z osig gldéwna oznaczmy odpowiednio K, M, za$ ich
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wspotrzedne odpowiednio przez (a,0) i (b,0).
Wowczas obraz dowolnego punktu X=(X,y) przez ztozenie SkSp, odbi¢ kolejno w prostych
m i kK ma wspotrzedne:

SkSm(X,y)=Sk(2b-x,y)=(2a-(2b-x).y)=(x+2(a-b),y)

Dla dowodu Twierdzenia 2 zauwazmy, Ze:

o jezeliM < K, to wielko$¢ a-b jest rowna d(K,M)=d(k,m),

e jezeli K < M, to wielko$¢ a-b jest rowna -d(K,M)= -d(k,m).
Zatem obraz dowolnego punktu X przez ztozenie odbi¢ w prostych rozchodzacych sig¢
prostopadtych do ustalonej prostej S zalezy jedynie od odlegtosci tych prostych od siebie
nawzajem (oraz od porzadku potozenia punktow przecigcia tych prostych z prostg s), nie
za$ od wyboru konkretnej pary prostych.

X'=(2a-x,0)

K=(a,0)

X"=(x+2(h-a),0)

N N

Rysunek 11

1.2.4 Dwie definicje translacji osiowej i ich rownowaznos¢.

Zdefiniuyjmy najpierw translacj¢ osiowg W sposob, ktéry sugeruja rozwazania zawarte
w tym rozdziale:

Definicja 3
Translacja osiowa wzdhuz osi (prostej hiperbolicznej) s o dtugos¢ 2d nazywamy
kazde ztozenie dwoch odbi¢ w prostych prostopadtych do s odlegtych od siebie
nawzajem o d.

Klasycznie translacje takg mozna zdefiniowac nastepujaco:

Definicja 4
Translacja osiowa wzdhuz osi S o dlugos¢ 2d nazywamy takie przeksztalcenie
plaszczyzny, ktore kazdemu punktowi X przypisuje taki punkt X', ze X~ lezy po tej
samej stronie s, co punkt X, w tej samej odlegtosci od s co X oraz dtugos$¢ odcinka
Wwyznaczonego na o0si S przez rzuty prostopadte punktow X i X~ jest rowna 2d.
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Kazde przeksztatcenie opisane Definicjg 3 spetnia Definicje 4, poniewaz, jak juz wiemy:
e obraz X’ kazdego punktu X przez odbicie w prostej m lezy po tej samej stronie
prostej prostopadtej do m, co punkt X,
e z paragrafu 1.2.3 wynika, ze dlugo$¢ odcinka wyznaczonego przez rzuty
prostopadte na o$ gtowng s punktu i jego obrazu przez ztozenie dwoch odbié
W prostych prostopadtych do s odlegltych od siebie nawzajem o d jest rowna 2d.

Aby pokazaé, ze kazde przeksztalcenie opisane Definicja 4 spelnia Definicje 3
zauwazmy, ze obraz dowolnego punktu X=(X,y) (wspéirzgdne wzgledem osi S) przez
przeksztatcenie z Definicji 4 ma wspotrzedne osiowe (x+2d,y) lub (x-2d,y), a wigc takie

same jak w przypadku przeksztalcenia z Definicji 3.
Stad rownowaznos$¢ obu definicji.

1.2.5 Kilka wlasnoSci translacji osiowe;j.

We wlasciwym czasie powotamy si¢ na nastgpujace wlasno$ci translacji o osi S
0 dhugos¢ 2d:

(A) Translacja niebedgca identycznoscig nie ma punktow statych.
Gdyby punkt o wspotrzednych osiowych (X,y) byt punktem stalym tego
przeksztalcenia, wowczas jego wspolrzgdne musiatyby by¢ réwne wspotrzednym
jego obrazu: (x,y)=(x+2d,y), co oznacza, ze d=0, czyli translacja jest
identycznoscia.

(B) Translacja zachowuje os translacji.
Obraz kazdego punktu lezacego na osi translacji rowniez lezy na osi.

(C) Translacja zachowuje ekwidystanty, ktorych prostq bazowq jest os translacji.
Obraz przez translacj¢ punktu o wspotrzednych (x,y) ma wspotrzedne (x+2d,y), co

oznacza, ze lezy po tej samej stronie osi 1 w tej samej odleglosci od osi co jego
argument, zatem lezy na tej samej ekwidystancie, co jego argument.
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1.3 Translacja horocykliczna jako ztozenie dwoch odbi¢ w prostych
asymptotycznych.

1.3.1 Definicja translacji horocyklicznej.

Definicja 5
Translacja  horocykliczng nazywamy kazde przeksztalcenie plaszczyzny
hiperbolicznej, ktore jest ztozeniem dwodch odbi¢ w prostych asymptotycznych.

1.3.2 Lemat o odbiciu wzgledem obrazu prostej przez izometrie.

W nastgpnym paragrafie przeprowadzimy dowdd twierdzenia, ktoére pozwoli nam
zastepowaé proste, w ktorych odbicia sktadaja si¢ na dang translacje horocykliczng
innymi prostymi tak, aby otrzymac te samg translacje. W dowodzie tego twierdzenia
potrzebny bedzie nastgpujacy

Lemat
Niech S, bedzie odbiciem w prostej I, F - dowolng izometrig plaszczyzny
hiperbolicznej, zas Spgy - odbiciem w prostej bedgcej obrazem prostej | przez
przeksztaicenie F. Wowczas
S, = F~'SpqyF.

Dla dowodu ustalmy prosta | oraz dowolny punkt X. Przez A oznaczmy punkt bedacy
rzutem prostopadtym X na |, przez d — odlegto$¢ A od X (zatem i odlegtos¢ X od ).

Rysunek 12

Rozwazmy obraz F(l) prostej | oraz obraz F(X) punktu X przez dowolng izometri¢ F.
Oczywiscie F(A) € F(l). Ponadto F(A) jest rzutem prostopadtym punktu F(X) na prostg
F(I), bo odcinek o koncach F(X), F(A) bedacy obrazem odcinka XA prostopadtego do |
musi by¢ prostopadty do F(I) oraz d(F(X),F(l)) =d =d(F(X),F(A)).
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Rysunek 13

Wyznaczmy odbicie punktu F(X) w prostej F(l), czyli Spq)(F(X)):=X". Pokazemy, ze
obraz tego punktu przez F~! jest jednoczeénie obrazem punktu X przez odbicie
w prostej .

FYF()) =1

FYF(X))=x

O
d

FYF(A))=4

.F_l (5}-‘(:) (F(X)))

Rysunek 14

Istotnie F~Y(F(D) =1, FY(F(X))=X, FY(F(A)=A. Poniewaz izometrie
przeprowadzaja proste prostopadle na proste prostopadte, wiec F~1(X") lezy na prostej
przechodzacej przez F~! (F (A)) = A prostopadtej do prostej | (wigc jest prosta rowna
prostej wyznaczonej przez X i A) w odlegtosci d od niej po stronie przeciwnej niz
F7Y(F(X)) = X, co stanowi definicje obrazu punktu X przez odbicie w prostej |. Zatem
dla dowolnego punktu X mamy S;(X) = F‘l(SF(l)(F (X))), co konczy dowod Lematu .
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1.3.3 Twierdzenie o zlozeniu dwdch odbi¢ w prostych asymptotycznych.
Uzasadnimy nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 3
Dla ustalonego punktu idealnego A oraz trzech prostych asymptotycznych k, I, m
przechodzqcych przez A istnieje prosta asymptotyczna z prostymi k, [, m taka, Ze
ztozenie odbi¢ w prostych k i | jest tym samym przeksztalceniem, co ztoZenie odbic
w prostych m i n.

Zgodnie z powyzszym dang translacj¢ horocykliczng mozna przedstawi¢ na wiele
réznych sposobow jako ztozenie odbi¢ w dwoch prostych asymptotycznych.

Dla dowodu wybierzmy dowolne proste k, I, m z ustalonego peku prostych
asymptotycznych.

Naszym celem jest znalezienie prostej n takiej, ze ztozenie odbi¢ w prostych k i | jest tym
samym przeksztatceniem co ztozenie odbi¢ w prostych m i n.

Rozwazmy obraz prostych k, I, m przez odbicie w hiperbolicznej prostej s bedacej
euklidesowym potokregiem o srodku w A. Przez K, L, M oznaczmy punkty przecigcia
odpowiednio prostych k, I, m z prosta s.

<>

Rysunek 15

"
T

Rysunek 16
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Obrazami nie pionowych prostych k, I, m sa proste pionowe k’, /', m’. Dla prostej m’
mozemy tatwo dobra¢ prostg n’ taka, ze ztozenie odbi¢ w prostych k£’ i [’ bedzie tym
samym przeksztalceniem, co ztozenie odbi¢ w prostych m’ i n’. Prostg n’ dobieramy tak,
by euklidesowa translacja powstata ze ztozenia odbi¢ w prostych m’, n’ byla rowna
euklidesowej translacji powstalej ze ztozenia odbi¢ w prostych &, /.

o

Rysunek 17

Wszystkie cztery proste przeprowadzmy ponownie przez odbicie w prostej s. Oczywiscie
obrazami k’, I’, m’ sg proste k, |, m; obraz prostej n” oznaczmy przez n.

Rysunek 18

Uzasadnimy, korzystajac z Lematu z paragrafu 1.3.2, ze tak znaleziona prosta n spetnia
stawiane przez nas wymagania, tj. zlozenie odbi¢ w prostych k i | jest tym samym
przeksztatceniem co ztozenie odbi¢ w prostych m i n.

Przez S, bedziemy oznacza¢ odbicie w prostej v. Za F w Lemacie do Twierdzenia 3
przyjmijmy Ss, oczywiscie F'=Ss?=S,. Naszym celem jest pokazanie, ze S.S; = S,,S,,
wiedzac, ze

Sp'Sy = S Sy Zauwazmy, ze zachodzi nastepujacy cigg rownosci:

SkSl = SsSk'SsSsSl’Ss = SsSk’Sl'Ss = SsSm’Sn’Ss = SsSm'SsSsSn'Ss = SmSni

Pierwsza i ostatnia rowno$¢ wynika z Lematu (S, = S5,/ S,, gdzie v'=Ss(v)), druga i
czwarta z laczno$ci skladania przeksztatlcen 1 faktu SSSS'1=Id, gdzie Id jest
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przeksztatceniem identycznosciowym, za$ trzecia rownos¢ to konsekwencja zalozenia
Sk’Sl’ = Sm’Sn’-

1.3.4 Kilka wlasnosci translacji horocykliczne;.
Wykazemy, ze translacja horocykliczna

(A) nie ma punktow stalych,

(B) nie zachowuje zadnych prostych.

Najpierw uzasadnimy te wihasnosci w przypadku, gdy proste generujace translacje sa
pionowe. Wowczas ztozenie dwoch odbi¢ w tych prostych jest euklidesowg translacja
obcigta do potplaszczyzny. Jak wiadomo takie przeksztatcenie nie zachowuje zadnych
punktow. Pod wpltywem takiej izometrii zaré6wno hiperboliczne proste pionowe, jak
i hiperboliczne proste potokregi zostang przesuniete.

Aby uzasadnié¢ obie wlasnos$ci dla translacji horocyklicznej bedacej ztozeniem dwoch
odbi¢ w prostych asymptotycznych nie pionowych, skorzystamy z udowodnionego
w paragrafie 1.3.2 Lematu.

Wprowadzmy najpierw oznaczenia:

Ty -ztozenie odbi¢ Sy, Sy w prostych asymptotycznych nie pionowych ki I; T;= S S,
F -izometria przeksztatcajaca proste K i | na pionowe proste asymptotyczne &’ i/,
T, -ztozenie odbié Sy, S;» W prostych ki 1”; T,=Si- S;-.

Zauwazmy, ze zachodzi nastgpujacy cigg rownosci:
T1=SSi=F Sy FF 'S,F=F S, S,F= F 'T,F,

przy czym pierwsza i czwarta rownos¢ wynika z definicji T, Ty, druga — z Lematu,
trzecia z lacznosci sktadania przeksztatcen.

Aby uzasadni¢ wlasnos¢ (A) zaldézmy nie wprost, ze przeksztatcenie T1 ma punkt staly X.
Wowezas T1(X)= F* ToF (X)=X. Naktadajac na obie strony tej rownosci przeksztatcenie
F otrzymujemy FF™ ToF (X)=F(X), czyli T2(F(X))=F(X), co oznacza, ze przeksztalcenie
T, ma punkt staty F(X) wbrew zatozeniu. Otrzymana sprzeczno$¢ konczy uzasadnienie.
Podobne rozumowanie pokazuje prawdziwos¢ wiasnosci (B).

1.4 Odbicie z poslizgiem jako zlozZenie trzech odbi¢ w prostych.
W tym paragrafie podamy i omowimy przyktad przeksztalcenia bgdacego ztozeniem

trzech odbi¢ w prostych. Jak si¢ pozniej okaze jest to jedyna izometria, ktdrej nie mozna
przedstawi¢ w postaci ztozenia mniej niz trzech odbi¢ w prostych.
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1.4.1 Definicja i wlasnoS$ci odbicia z poslizgiem.

Definicja 6
Odbiciem z poslizgiem wzdhuz osi s o dlugos¢ 2d (d>0) nazywamy przeksztatcenie
ptaszczyzny hiperbolicznej bedace zlozeniem translacji osiowej (paragraf 1.2)
wzdhuz osi s o dlugos¢ 2d z odbiciem w proste;j s.

Wobec paragrafu 1.2 tatwo zauwazy¢, ze tak zdefiniowane przeksztalcenie mozna
przedstawi¢ w postaci ztozenia trzech odbi¢ w prostych: wystarczy roztozy¢ na odbicia
translacje osiowa — jest to ztozenie dwoch odbi¢ w prostych Kk i | rozchodzacych sig¢
prostopadtych do osi S. Oczywiscie przedstawienia odbicia z poslizgiem w postaci
ztozenia trzech odbi¢ w prostych mozna dokona¢ na wiele sposoboéw, co wynika
Z analogicznej wtasnosci dla translacji osiowe;.

N=(x+2d,y)

Rysunek 19

Wp