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Wstep

Niniejsza praca jest rozwini¢ciem zagadnieh omawianych na wykladzie ,,Podstawy
geometrii i geometria nieeuklidesowa” prowadzonym przez prof. Jacka Swiatkowskiego dla

studentow matematyki Uniwersytetu Wroctawskiego.

Zamierzeniem autora bylo napisanie pracy w sposdb elementarny i przystepny dla
szerszego grona czytelnikow. Do jej zrozumienia wymagana jest jedynie podstawowa wiedza
z zakresu geometrii euklidesowej i analizy matematycznej. Jako gtownych adresatow
ponizszych rozwazan wskazujemy uczniow 1 studentow kierunkow Scistych, ktérzy chca

poszerzy¢ swoja wiedze dotyczaca geometrii hiperbolicznej.

Tematem pracy sa wybrane parkietaze w geometrii hiperbolicznej. Autor skupia si¢ na
odmianach platonskich oraz jednym z typow parkietazy archimedesowskich — szachownicach
archimedesowskich. Rozwazania zwiazane begda z analiza wielokatow foremnych tworzacych
wspomniane pokrycia ptaszczyzny. Wszystkie parkietaze wyznaczone zostang z doktadnoscia
do parametréw opisowych, takich jak rodzaj i liczba wielokatéw skupiajacych si¢ wokot
kazdego z wierzchotkéw parkietazu. Drugim celem bedzie wyznaczenie parametrow

metrycznych takich wielokatow: dlugosci boku i zaleznej od niego miary kata wewngtrznego.

Rozwazania geometryczne w niniejszej pracy beda przeprowadzone w modelu
potptaszczyznowym Poincarego geometrii hiperbolicznej. Ponadto do prezentacji graficznych
zostanie wykorzystany model dyskowy Poincarego. Krotka charakterystyka tych modeli
zostala zamieszczona w Rozdziale 0, ktory ma charakter wprowadzajacy. Osoby poszukujace
szerszych informacji zwiazanych z geometria hiperboliczng odsylamy do pozycji
zamieszczonych w bibliografii.

Szczegbdlne podzigkowania autor sklada opiekunowi swojej pracy magisterskiej
Profesorowi Jackowi Swiatkowskiemu za fachowa porade i pomoc, jak réwniez cenny czas
poswigcony na konsultacje, ktore doprowadzity do ukonczenia niniejszej pracy.






0. Wiadomosci wstepne

Analizg parkietazy na ptaszczyznie nieeuklidesowej przeprowadzimy wykorzystujac dwa
modele geometrii hiperbolicznej. Beda to modele Poincarego: potptaszczyznowy i dyskowy.
Ponizej krétko oméwimy te modele.

0.1. Model potptaszczyznowy Poincarego

Model potptaszczyznowy Poincarego jest modelem geometrii hiperbolicznej, jednak do

jego opisu wykorzystujemy pojgcia znane z geometrii euklidesowe;.

Rozwazmy ptaszczyzng euklidesowa, oraz euklidesowa prosta, ktéra nazwiemy prostq
brzegowq modelu. Punkty nalezace do tej prostej bedziemy nazywaé punktami idealnymi.
Taka prosta podzieli ptaszczyzng na dwie potptaszczyzny. Wybierzmy jedna z tych czesci
i nazwijmy plaszczyzng hiperboliczng. Dodajmy ponadto, Zze prosta brzegowa nie nalezy do
ptaszczyzny hiperbolicznej. Hiperboliczne punkty to punkty z wngtrza wybranej
polptaszczyzny. W ramach powszechnie przyjetej konwencji przyjmuje sig, ze prosta
brzegowa to prosta pozioma, za$ potptaszczyzna modelu to polptaszczyzna lezaca ponad ta
prosta. Wszystkie rysunki w pracy beda zgodne z ta konwencja.

Kolejnym pojeciem, ktore okreslimy jest hiperboliczna prosta. Wyr6zniamy dwa rodzaje
takich prostych.

1) Euklidesowe potproste prostopadie do prostej brzegowej modelu

(przekrdj euklidesowej prostej prostopadtej do brzegu modelu z potplaszczyzna modelu).
2) Euklidesowe potokregi o srodku lezacym na prostej brzegowej modelu

(przekrodj okregu o takim $rodku z poétptaszczyzna modelu).

Hiperboliczne polproste i odcinki sa zatem fragmentami powyzej opisanych prostych.

\ PLASZCZYZNA HIPERBOLICZNA
hiperboliczne P \ —
q hiperboliczne
o proste 1 M g hiperboliczne odcinki CD i EF
hiperboliczny C

ofproste p i k
punkt A peip \\p o ’/ E
f i
_ / D

B e Y
punkt prosta brzegowa modelu
idealny

Rysunek 0.1.1.
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Chcac jeszcze lepiej przyblizy¢ czytelnikowi dotychczas omowione pojecia, przyklady

ich graficznej interpretacji przedstawiliSmy na Rysunku 0.1.1.

W przypadku przecigcia hiperbolicznych prostych, potprostych lub odcinkow, powstaja
hiperboliczne kqty. Katy te okreslamy tak jak na plaszczyznie euklidesowej, jako obszar
ograniczony dwoma potprostymi o wspolnym poczatku, wraz z tymi potprostymi. Tutaj beda
to oczywiscie hiperboliczne polproste. Przyktadowe katy hiperboliczne prezentujemy na

ponizszym rysunku.

Rysunek 0.1.2.

Pojawia si¢ teraz pytanie, jak obliczy¢ miare hiperbolicznego kqta. OkresSlamy ja
wyznaczajac euklidesowa miarg kata miedzy euklidesowymi stycznymi do ramion tegoz kata,
poprowadzonymi z jego wierzchotka. Pamigtajmy o tym, ze moéwimy o ramionach
hiperbolicznych, ktére faktycznie sa euklidesowymi tukami lub odcinkami.

Podobnie jak przeniesliSmy pojecie kata z geometrii euklidesowej do geometrii
hiperbolicznej, tak tezZ mozemy przenosi¢ inne pojgcia. W szczegdlnosci zwré6¢my uwage na
hiperboliczne wielokqty, ktorych w duzej mierze bedzie dotyczy¢ dalsza czgs¢ pracy.
Unikajac powtarzania euklidesowej definicji, ograniczmy si¢ teraz jedynie do graficznych
przyktadéw, ukazanych na Rysunku 0.1.3.

D

lhiperboliczny
tréjkat DEF

hiperboliczny
czworokat

hiperboliczny
siedmiokat

Rysunek 0.1.3.
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Innym specyficznym pojgciem zwiazanym z geometria hiperboliczna jest wielokqt
idealny. Nazwiemy tak figurg tylko przypominajaca wielokat w modelu potptaszczyznowym,
ktorej wszystkie wierzchotki sa punktami idealnymi (leza na prostej brzegowej), natomiast
boki sa hiperbolicznymi prostymi. Pamigtajmy jednak o tym, ze figura taka nie jest w istocie
wielokatem. Punkty idealne znajdujace si¢ na prostej brzegowej nie naleza do plaszczyzny
hiperbolicznej. Okreslenia, ze sa one wierzchotkami wielokata idealnego bedziemy uzywali
jedynie umownie, celem zwigztego okreslenia takich przypadkéw. Dwa przykladowe
wielokaty idealne prezentujemy ponize;.

szesciokat idealny

trojkat idealny

Rysunek 0.1.4.

Na koniec powiedzmy jeszcze jak obliczamy hiperboliczng diugosé odcinka. Faktycznie
mamy dwa rodzaje hiperbolicznych odcinkow (lezace na euklidesowej polprostej, albo na
euklidesowym potokregu), podamy zatem dwa wzory pozwalajace obliczy¢ dtugo$¢ odcinka.

Wyznaczajac dtugo$¢ hiperbolicznego odcinka 1
zawierajacego si¢ W euklidesowej polprostej, nalezy
okresli¢ euklidesowe odlegtosci koncow tego odcinka
od prostej brzegowej (zgodnie z Rysunkiem 0.1.5, sa
to odlegtosci ¢ i d). Nastgpnie obliczajac warto$¢ d
wyrazenia |ln (g)l, otrzymujemy szukana dilugosé *e

—

hiperbolicznego odcinka CD. c

S
prosta brzegowa modelu

Natomiast w przypadku odcinkow lezacych Rysunek 0.1.5.
na euklidesowych potokrggach, hiperboliczna
dhugos¢ okreslamy wykorzystujac dodatnio
zorientowane katy miedzy prosta brzegowa
a promieniami wspomnianego potokregu,
poprowadzonymi do koncow rozpatrywanego

odcinka. Nastgpnie (przyjmujac oznaczenia :

zgodne z Rysunkiem 0.1.6) obliczajac wartos¢ ! 8
tg(a/2)
tg(B/2)
hiperbolicznego odcinka AB. Rysunek 0.1.6.
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0.2. Odleglos¢ punktu od prostej w modelu polplaszczyznowym.

W poprzednim podrozdziale pokazalisSmy juz jak okres$lic dlugos¢ hiperbolicznego
odcinka, czyli odlegtos$¢ migdzy dwoma réznymi hiperbolicznymi punktami. W dalszej czeSci
pracy nawiazemy takze do hiperbolicznej odlegtosci punktu od prostej. Wykorzystujac
elementarne fakty z geometrii hiperbolicznej otrzymujemy ponizsze wlasnosci (ich

uzasadnienie pominiemy). Sa one bezposrednio zwigzane z okre$laniem tej odlegtosci.

Wiasnos$¢ 0.2.1. Przez punkt A nienalezqcy do hiperbolicznej prostej [ przechodzi doktadnie
jedna hiperboliczna prosta prostopadta do 1.

Punkt bedacy przekrojem hiperbolicznej prostej prostopadtej do [ i przechodzacej przez
punkt A z prosta I, nazywamy rzutem prostokqtnym punktu A na prosta [ i oznaczamy A’.
Punkt ten ma pewna charakterystyczna whasnos¢.

Wiasnos$¢ 0.2.2. Sposrod wszystkich punktow nalezqcych do prostej |, najmniejszq odleglos¢
od punktu A ma punkt A’

Zatem nasuwa si¢ nastgpujacy wniosek.
Wiasnos¢ 0.2.3. Odleglos¢ punktu A od prostej | (rozumiana jako minimalna odlegtosé

miedzy punktem A, a punktami z prostej 1) jest rowna odlegtosci A od A’

0.3. Izometrie w modelu poétplaszczyznowym

Izometrie definiujemy analogicznie jak w przypadku geometrii euklidesowej.
Hiperboliczna izometria to przeksztatcenie zachowujqce hiperboliczng odlegtosé.

Hiperbolicznymi  izometriami  sa  hiperboliczne symetrie osiowe wzgledem
hiperbolicznych prostych, jak réwniez ztozenia takich symetrii.

W rozumieniu euklidesowym rozrozniamy dwa rodzaje hiperbolicznych symetrii
osiowych wzgledem hiperbolicznych prostych.

1) Jesli hiperboliczna prosta jest euklidesowa potprosta, to rozwazamy euklidesowa
symetri¢ osiowa wzgledem tej potproste;.

2) Jesli hiperboliczna prosta jest euklidesowym potokreggiem, to rozwazamy euklidesowa
inwersje¢ wzgledem tego potokregu.

Euklidesowa symetria osiowa to zwykle odbicie, ktore jest nam stosunkowo dobrze znane.
Warto jednak przypomnie¢ kilka informacji zwigzanych z euklidesowa inwersja.
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Inwersja wzgledem okregu o srodku O 1 promieniu r jest to przeksztatcenie ptaszczyzny (bez
punktu 0), przyporzadkowujqce dowolnemu punktowi X, punkt X' lezqcy na pélprostej 0X
i spetniajqcy zaleznosé |0X| - |0X'| = r2.

Euklidesowa inwersj¢ zdefiniowaliSmy wzgledem okrggu. Rozwazmy jednak obcigcie
ptaszczyzny euklidesowej do polptaszczyzny, ktorej brzeg przechodzi przez srodek okrggu
inwersji. Zauwazmy, ze inwersja wzgledem tego okrggu przeksztalca t¢ polptaszczyzng
na siebie. Bez zmniejszania ogdlnosci przyjmijmy, ze rozwazana polplaszczyzna to
ptaszczyzna hiperboliczna modelu, ktorej brzegiem jest prosta brzegowa. Tak otrzymujemy
inwersj¢ wzgledem euklidesowego potokregu wyrazajacego hiperboliczna prosta, ktora
okreslamy jako hiperboliczna symetri¢ osiowa wzgledem tej proste;.

Zwrdémy uwage na cztery zasadnicze wlasnos$ci takich inwersji.

1) Inwersje zachowuja hiperboliczna odlegtos$¢ pomigdzy parami punktow.

2) Inwersje sa przeksztalceniami potptaszczyzny modelu, réznowartosciowymi i ,,na”.
3) Inwersje przeksztatcaja hiperboliczne proste w hiperboliczne proste.

4) Inwersje zachowuja katy migdzy hiperbolicznymi prostymi.

Poniewaz inwersje petnia w tej pracy jedynie funkcj¢ pomocnicza, dlatego pominiemy
uzasadnienie powyzszych wilasno$ci, kierujac przy tym zainteresowanego czytelnika do
pozycji [1] (Rozdzial 5), zamieszczonej w bibliografii. Znajdziemy tam odpowiednie
uzasadnienia, jak rowniez obszerniejsze informacje dotyczace inwersji.

Inwersje postuza nam do uzasadnienia istotnego spostrzezenia, ktdére wykorzystamy
w dalszej czesci pracy.

Celem zwiezlejszego sformulowania ponizszego spostrzezenia, hiperboliczng prosta
wyrazong przez euklidesowy potokrag o Srodku w punkcie O (na brzegu modelu)
i promieniu r, bedziemy oznaczali jako (O, 7).

Spostrzezenie 0.3.1. Dowolny trojkat prostokaqtny zadany w modelu polptaszczyznowym mozna
przeksztatci¢ poprzez hiperbolicznq izometrie do postaci opisanej ponizszymi warunkami.
o Wierzchotek kqta prostego jest punktem przeciecia hiperbolicznej prostej wyrazonej
przez euklidesowq polprostq o poczqtku w punkcie 0, (nha brzegu modelu)
i hiperbolicznej prostej wyrazonej przez euklidesowy potokrag (04,11 = 1).
e Jedna z przyprostokqtnych (dowolnie wybrana) potozona jest na prostej wyrazonej
przez euklidesowq polprostq o poczatku w punkcie 04, nad potokregiem (01,11 = 1).
o Druga przyprostokaqtna lezy na prostej wyrazonej przez potokrqg (04,71 = 1),
po prawej stronie euklidesowej poiprostej zawierajqcej poprzedniq przyprostokatnq.
Powyzsze warunki determinujq potozenie przeciwprostokqtnej. Jest ona czesciq prostej
wyrazonej przez euklidesowy potokrag (jego srodek oznaczmy jako 0,, a promien 1).

Zanim uzasadnimy to spostrzezenie, sformutujmy pomocniczy lemat.
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Lemat pomocniczy. Inwersja wzgledem pétokregu S o srodku w punkcie O 1 promieniu r

spetnia ponizsze warunki.

a) Zachowuje punkty lezqce na potokregu S.

b) Przeksztatca potokrag o jednym z koncow w punkcie O na potprosta.

C) Przeksztatca polprostq przechodzacq przez O (bez punktu 0) w tq samq poiprosta.

d) Przeksztalca potokrqg o srodku w punkcie O i promieniu u na pétokrqg o srodku
w punkcie O i promieniu 72 /u.

Dowod tego lematu pomijamy, kierujac zainteresowanego czytelnika do odpowiedniej
literatury ([1], Rozdziat 5).

Przejdzmy teraz do uzasadnienia Spostrzezenia 0.3.1.

W  ponizszym dowodzie postaramy si¢ uniknaé nadmiernego stosowania okreslen
,hiperboliczny” 1 ,,euklidesowy’’. Z gory przyjmijmy, ze moéwiac o izometriach, trdjkacie
i prostych, myslimy o nich w sensie hiperbolicznym. Natomiast inwersje, pOlproste
i potokregi, rozumiemy w sensie euklidesowym.

Dowod Spostrzezenia (0.3.1: Rozpatrzmy dowolny trojkat prostokatny zadany w modelu
pélptaszczyznowym. Poprzez kolejne izometrie przeksztalcimy ten trojkat do postaci opisanej
w spostrzezeniu. Zacznijmy od oznaczenia poszczegélnych przyprostokatnych w takim
trojkacie. Niech p; bedzie dowolnie wybrana hiperboliczna przyprostokatng tego trojkata.
Poprzez kolejne przeksztalcenia dazymy do tego, zeby lezata ona na prostej wyrazonej przez
polprosta o poczatku w punkcie 04, ponad potokrggiem (01,77 = 1). Druga hiperboliczna
przyprostokatnag oznaczmy przez p,. Po przeksztalceniach powinna ona leze¢ na prostej
wyrazonej przez potokrag (0,7, = 1), po prawej stronie p,. Rozumowanie podzielimy na
kilka etapéw. Poszczeg6lne etapy pomijamy, jesli warunki w nich podane sa juz spetnione.

Etap |. Dazymy do tego, aby p; lezala na prostej wyrazonej przez pdiprosta.

Jezeli p; nie lezy na potprostej, wtedy wykorzystajmy przeksztalcenie przez izometrig.
Rozpatrzmy inwersje wzgledem potokregu, ktérego srodek znajduje si¢ w jednym z koncow
potokregu zawierajacego p,. Poprzez t¢ inwersje otrzymamy przystajacy trojkat, w ktorym
zgodnie z podpunktem b) Lematu pomocniczego oraz trzecia z podanych wczeéniej whasnosci
inwersji, p; lezy na potproste;.

Na koniec tego etapu zwro¢my jeszcze uwage na wzajemne polozenie bokow trojkata
powstatego po powyzszych przeksztalceniach. Pozostate dwa boki trojkat musza teraz leze¢
na potokregach. Gdyby ktorys z nich lezal na polprostej, to ta potprosta nie mogtaby sie
przeciaé z polprosta zawierajaca p; (obie sa prostopadle do prostej brzegowej), takie
przecigcie tworzy natomiast wierzchotek trojkata.

Kolejna rzecza warta podkreslenia sa ramiona kata prostego w tym trojkacie. Jedna
z przyprostokatnych (p;) lezy teraz na polprostej, natomiast druga (p,) na poélokregu.
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Z ich prostopadtosci mozemy wywnioskowaé, ze polprosta zawierajaca p; wychodzi ze
srodka polokregu zawierajacego p,.

Etap 1l. Dazymy do postaci trojkata, ktéra umiejscowi p, na potokregu (0,7 = 1).

Oznaczmy $rodek potokregu zawierajacego p, jako 0,. Jezeli dlugo$¢ promienia tego
potokregu jest rozna od 1, to wykonajmy kolejne przeksztalcenie bedace izometria.
Przyjmujac, ze dlugo$¢ wspomnianego promienia wynosi z # 1 wykorzystajmy inwersj¢
wzgledem potokregu (04,vz). Zgodnie z podpunktem d) Lematu pomocniczego taka
inwersja przeksztatci caty trojkat (z etapu I), tak zeby p, nalezata do potokregu (04,74 = 1).

Co wigcej zauwazmy, ze taka inwersja nadal umiejscawia przyprostokatna p; na potprostej
wychodzacej z 0, (zgodnie z podpunktem c¢) Lematu pomocniczego).

Etap Ill. Przeksztalcamy przyprostokatna p; do potozenia ponad potokregiem (04,77 = 1).
Jezeli p; nie lezy ponad potokregiem (04,74 = 1), to lezy wewnatrz tego poltokregu.
Izometria z ktdrej skorzystamy tym razem to symetria osiowa wzgledem prostej wyrazonej
przez pélokrag zawierajacy p,. Faktycznie jest to inwersja wzgledem tego potokregu.
Zgodnie z podpunktem b) Lematu pomocniczego, takie przeksztalcenie odwzorowuje
pélprosta zawierajaca p; w sama siebie. Wystarczy jednak odwota¢ si¢ do definicji inwers;ji,
aby spostrzec, ze wszystkie punkty tej prostej lezace wewnatrz potokregu, po przeksztatceniu
zostang umieszczone w jego zewngtrznej czesci. Dodajmy jeszcze, ze takie przeksztalcenie

zgodnie z podpunktem a) Lematu pomocniczego, zachowuje potozenie p,.

Etap IV: p, powinna leze¢ na prawo od p;.
Jezeli tak nie jest to wystarczy zastosowac izometri¢ w postaci symetrii osiowej wzgledem
prostej zawierajacej p;. Faktycznie jest to zwykla euklidesowa symetria wzgledem potprostej

zawierajacej p;.

Ostatecznie po przeksztalceniach opisanych w powyzszych etapach otrzymujemy trojkat
przystajacy do wyjéciowego (przed Etapem 1), spetniajacy warunki ze Spostrzezenia 0.3.1.

0.4. Model dyskowy Poincarego — podstawowe informacje

Do graficznej prezentacji hiperbolicznych wielokatow foremnych wykorzystamy model
dyskowy Poincarego. Model ten powstaje poprzez przeksztatcenie ptaszczyzny hiperbolicznej
z modelu potplaszczyznowego (opisanego w Podrozdziale 0.1) za pomoca inwersji.

Na poczatek przypomnijmy, ze prosta brzegowa rozwazana w przypadku modelu
potplaszczyznowego, podzielita plaszczyzng euklidesowa na dwie czesci, z ktorych jedna
nazwaliSmy plaszczyzna hiperboliczna. W tej drugiej czgsci umies¢my teraz euklidesowy
okrag, ktory ma doktadnie jeden punkt wspdlny z prosta brzegowa. Euklidesowa inwersja
(poprzedni podrozdzial) wzglgdem takiego okregu, przeksztalca ptaszczyzng hiperboliczna
modelu potplaszczyznowego, w plaszczyzng hiperboliczng w modelu dyskowym Poincarego.
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Zwroémy uwage na fakt, Ze prosta brzegowa przeksztalca si¢ poprzez inwersjg
w euklidesowy okrag. Nazwijmy go okregiem brzegowym. Polplaszczyzna modelu
przeksztalca si¢ natomiast na wngtrze okregu brzegowego. Plaszczyzny te wraz z okregiem
inwersji symbolicznie prezentujemy na ponizszym Rysunku 0.4.1.

PLASZCZYZNA W MODELU
POLPLASZCZYZNOWYM

prosta brzegowa

PLASZCZYZNA
W MODELU
DYSKOWYM

okrag inwersji

Rysunek 0.4.1.

Poprzez opisana powyzej inwersj¢ przeksztalcamy réwniez poszczegdlne hiperboliczne
obiekty geometryczne, niejako ,,przenoszac” je pomigdzy poszczegdlnymi modelami. Znajac
wlasno$ci inwersji, mozemy poda¢ odpowiadajace im definicje w modelu dyskowym.
Poniewaz model ten bedziemy wykorzystywaé jedynie do graficznych prezentacji, dlatego

tylko krétko nawiazemy do kilku podstawowych pojg¢.
Rozroézniamy dwa typy hiperbolicznych prostych w modelu dyskowym.

1) Euklidesowe $rednice okregu brzegowego (bez punktow nalezacych do tego okregu).
2) Euklidesowe tuki okrggow o koncach na okregu brzegowym, prostopadte do tego okregu.
(z wyjatkiem punktéw nalezacych do okrggu brzegowego).

Hiperboliczne polproste, odcinki i kqty w modelu dyskowym definiujemy analogicznie jak
w modelu potplaszczyznowym (patrz Podrozdziat 0.1). Podobnie z poprzedniego modelu
przenosimy rOwniez sposoby mierzenia katow. Warto jeszcze doda¢, ze zgodnie
z wlasnoSciami podanymi na poczatku Podrozdziatu 0.3, inwersja zachowuje miary katow
migdzy hiperbolicznymi prostymi.

Pozwolimy sobie pomina¢ sposoby okreslania dlugosci odcinkow w modelu dyskowym.
Czynnosci takich nie bgdziemy wykonywaé w niniejszej pracy. Czytelnikowi wskazujemy
jednak konkretny sposob okreslenia takiej wielkosci. Poprzez odpowiednia inwersj¢ opisana
wczesniej, mozemy przeksztalcic dany odcinek do modelu potplaszczyznowego i tam
obliczamy jego dtugos$¢.
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0.5. Kosinus hiperboliczny i jego odwrotnos¢

Rozpatrujac geometri¢ hiperboliczng pojawiaja si¢ nowe wzory 1 wyrazenia. W niniejszej
pracy wykorzystamy funkcje zmiennej rzeczywistej okre$lana jako kosinus hiperboliczny.
Taka funkcj¢ oznaczamy cosh x i okreslamy nastgpujacym wzorem:

eX+e™*
2

coshx =

Rozwaza¢ bedziemy rowniez funkcj¢ odwrotna do powyzszej. Jednak zeby odwzorowanie
bylo wzajemnie jednoznaczne, rozpatrujemy obcigcie funkcji coshx do przedziatu (0,).
Odwrotnos¢ takiej funkcji nazywamy arcus kosinus hiperboliczny i oznaczamy arcosh x.

Ponizej prezentujmy fragmenty wykresOw omawianych funkcji, ktore utatwia nam

pozniejsze rozwazania zwiazane z monotonicznoscia tych funkcji.

y
coshx
arcosh x
0 , . X
3 2 41 |01 2 3 4 5 6 7 8
Wykres 0.5.1.

Zauwazmy, ze cosh x jest funkcja parzysta, ktora maleje dla ujemnych argumentéw x,
oraz ro$nie dla dodatnich x. Przy x = 0 przyjmuje ona najmniejsza mozliwa warto$¢ rowna 1.
Natomiast arcosh x jest funkcja rosnaca, ktora dla argumentu x = 1 przyjmuje najmniejsza

mozliwa warto$¢ rowna 0.

Uwagi koncowe

W powyzszym rozdziale krotko omowilismy najwazniejsze pojecia, definicje i wzory
zwiqzane z modelami Poincarego geometrii hiperbolicznej. Uwzgledniono w szczegolnosci
kwestie istotne i bezposrednio wymagane dla dalszego zrozumienia pracy. Czytelnikow
oczekujqcych pelniejszego i wyczerpujqcego omowienia poszczegolnych zagadnien odsytamy
do pozycji [1] — [3] zawartych w bibliografii.

W dalszej czesci pracy postaramy sie uniknq¢ nadmiernego stosowania okreslen
., hiperboliczny” i ,, euklidesowy’’. Przymiotniki te opuscimy, gdy rodzaj wykorzystywanej

geometrii bedzie jasno wynikat z kontekstu.
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1. Wielokaty foremne

Rozdzial 1 poswiecimy rozwazaniom dotyczacym wielokatow foremnych w geometrii
euklidesowej i hiperbolicznej. Dowolny n-kat foremny powiazemy z pewnym
charakterystycznym trojkatem prostokatnym. Wykorzystujac ten trojkat przeanalizujemy dwa
kluczowe parametry: dtugo$¢ boku i miar¢ kata wewnetrznego. Wyznaczymy tez dlugosé
promienia okregu wpisanego w hiperboliczny wielokat foremny.

Zaczniemy od przypomnienia zagadnien w geometrii euklidesowej, nastgpnie poszukamy

analogii i skupimy si¢ na wtasciwych rozwazaniach w geometrii hiperboliczne;.

Definicja 1.0.1. Wielokqt foremny to wielokat, w ktorym wszystkie boki sa rownej dlugosci

1 wszystkie katy wewnetrzne maja réwna miarg.

Wielokat foremny, w ktorym liczba bokéw wynosi n nazywamy n-kqtem foremnym.

1.1. Pewien opis wielokatow foremnych w geometrii euklidesowej

Zwréémy uwage, ze majac zadany trojkat roOwnoramienny o kacie przeciwleglym do
podstawy rownym 2m/n, mozemy z takich trojkatow zbudowaé (skonstruowac) n-kat
foremny. Odtézmy n (gdzie n > 3) takich przystajacych trojkatow wokot wspolnego
wierzchotka przy kacie 2m/n, tak zeby dwa sasiadujace trojkaty mialy doktadnie jedno
wspolne ramig. Przedstawiony opis prezentujemy na ponizszym rysunku.

Rysunek 1.1.1.

Tak powstaty wielokat spetnia warunki opisujace wielokat foremny (patrz definicja 1.0.1).

e Dlugosci bokéw: wszystkie dhlugosci sa rowne, bo sa to podstawy przystajacych
trojkatow rownoramiennych.

o Katy wewnetrzne: wszystkie katy wewnegtrzne sa przystajace, maja rowna miarg,
odpowiadajaca dwukrotnej mierze kata przy podstawie w trojkacie rownoramiennym.
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Pojawia si¢ watpliwos¢, czy zgodnie z powyzsza metoda mozemy otrzymaé wszystkie
wielokaty foremne. Odpowiedz brzmi tak. Wiemy, ze na dowolnym wielokacie foremnym
mozna opisa¢ okrag. Laczac $rodek takiego okrggu z kolejnymi wierzchotkami wielokata
powstaje podziat wielokata na trojkaty rownoramienne opisane powyzej (Rysunek. 1.1.1).

Rozwazmy rozktad n-kata foremnego na tréjkaty réwnoramienne, tak jak powyzej.
Poprowadzenie wysokosci opuszczonej na podstawg w takich trojkatach, dzieli je na dwa
przystajace trojkaty prostokatne. Rozwazmy jeden z nich. Zauwazmy, ze za pomoca
powyzszej procedury w dowolnym wielokacie foremnym wydzielimy odpowiedni trojkat
prostokatny. Taki trojkat nazwijmy trdjkqtem prostokqtnym odpowiadajqcym wielokqtowi
foremnemu.

Spostrzezenie 1.1.1. Diugos¢ boku i miare kqta wewnetrznego dowolnego n-kqta foremnego

mozna okresli¢ na podstawie parametrow odpowiadajqcego mu trdjkqta prostokqtnego.
Wyjasnieniem tego spostrzezenia beda ponizsze rozwazania.

Miara kata wewnetrznego

W odpowiednim trojkacie prostokatnym miara jednego z katdow wynosi m/n, poniewaz
w trojkacie rbwnoramiennym Wysoko$¢ opuszczona na podstawe podzielita kat przeciwlegly
do podstawy rowny 2m/n na dwie rowne cz¢sci. Korzystajac z faktu, ze suma miar katow
wewnetrznych w  trojkacie wynosi @, mozemy obliczy¢ miar¢ drugiego kata ostrego

T n(n-2)

w trojkacie prostokatnym: m —g - = Zauwazmy teraz, ze dwa takie katy tworza

kat wewnetrzny w n-kacie foremnym, ktérego miara jest zatem rowna:

(1.1.2) mn=2)

n

Dlugos¢ boku

Dhlugo$¢ boku n-kata foremnego byla rowna dlugosci podstawy w trojkacie
rownoramiennym. Spodek wysokosci opuszczonej na podstawe dzieli ja na dwa rowne
odcinki. Stad przy zadanym trojkacie prostokatnym dlugos¢ boku jest dwa razy dtuzsza od
dhugosci przyprostokatnej lezacej naprzeciw kata w/n w tym trdjkacie.

Wyniki powyzszego rozumowania przedstawiamy graficznie na ponizszym rysunku.

[
21

3]
1

|

|

\

[

[

[

[

[

3|

h

= e

bok n-kagta foremnego z boku n-kagta foremnego

-2
& =% to miara potowy kgta wewnetrznego w n-kgcie foremnyn

Rysunek 1.1.2.
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1.2. Trojkaty tworzace hiperboliczny wielokat foremny

W geometrii hiperbolicznej tak jak w geometrii euklidesowej dowolny wielokat foremny
powstaje poprzez odlozenie n (gdzie n = 3) przystajacych trojkatdéw rownoramiennych
o kacie przeciwlegtym do podstawy majacym miar¢ rowna 2m/n. Odkladamy je wokot
wspolnego wierzchotka przy kacie 2m/n, tak zeby dwa sasiadujace trojkaty miaty
jedno wspodlne ramie¢. POwyzsze stwierdzenie jest prawdziwe, ale jego dowdd pominiemy.

Ponizej prezentujemy szesciokat foremny w modelu dyskowym Poincarego,

przedstawiony wedtug powyzszego rozumowania.

Rysunek 1.2.1.

Szesciokat ten sklada si¢ z szeSciu przystajacych trojkatow réwnoramiennych.
Kat przeciwlegly do podstawy w kazdym z tych trojkatow ma miarg 27 /6, czyli /3.

Analogicznie mozemy przedstawi¢ dowolny n-kat foremny (patrz Rysunek 1.2.2).

n-kat foremny:
x - dlugos¢ boku
a - kat wewnetrzny

Rysunek 1.2.2.
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Podobnie jak w geometrii euklidesowej (Podrozdziat 1.1) upro$cimy rozwazania, przez
sprowadzenie analizy wtasnos$ci n-kata foremnego do analizy wtasnosci odpowiadajacego mu
trojkata prostokatnego o jednym z katéw ostrych rownym % Taki trojkat wydzielimy
z trojkata roéwnoramiennego tworzacego wielokat foremny, poprzez opuszczenie
z wierzchotka przeciwleglego do podstawy odcinka prostopadlego do tej podstawy. Taki
trojkat zostal wyrdzniony niebieskim kolorem na Rysunek 1.2.2. Przez x oznaczymy dtugos¢
boku, natomiast o niech oznacza miar¢ kata wewngtrznego w n-kacie foremnym.

Przypomnijmy, ze wtedy przyprostokatna przeciwlegta do kata % ma dhugosé g natomiast

przylegajacy do tej przyprostokatnej kat ostry ma miarg %

Dalsza analizg powyzszego trojkata prostokatnego poprowadzimy w modelu
potptaszczyznowym Poincarego. W tym modelu przeksztatémy ten trojkat do pewnej
charakterystycznej postaci, ktora zostata opisana w Spostrzezeniu 0.3.1. Tre$¢ spostrzezenia
przypominamy ponizej.

Dowolny tréjkat prostokatny zadany w modelu polplaszczyznowym mozna przeksztatci¢ poprzez
hiperboliczng izometrie do postaci opisanej ponizszymi warunkami.
o Wierzchotlek kqta prostego jest punktem przeciecia hiperbolicznej prostej wyrazonej
przez euklidesowq polprostq o poczqtku w punkcie 0, (ha brzegu modelu)
i hiperbolicznej prostej wyrazonej przez euklidesowy potokrag (0,11 = 1).
o Jedna z przyprostokqtnych (dowolnie wybrana) potozona jest na prostej wyrazone
przez euklidesowq polprostq o poczatku w punkcie 04, nad potokregiem (01,11 = 1).
o Druga przyprostokatna lezy na prostej wyrazonej przez potokrqg (0,11 = 1),
po prawej stronie euklidesowej poiprostej zawierajqcej poprzedniq przyprostokqtng.
Powyzsze warunki determinujq potozZenie przeciwprostokqtnej. Jest ona czesciq prostej

wyrazonej przez euklidesowy polokrag (jego srodek oznaczmy jako 0,, a promien 15).

Graficzny obraz naszego trojkata po powyzszych przeksztatceniach prezentuje Rysunek 1.2.3
(przyjmijmy, ze przyprostokatna o dtugosci %2 x lezy na euklidesowej potprostej).

rH (@) O1 ry = 1

N

0, ., - srodki euklidesowych potokregow
Rysunek 1.2.3.

-20 -



Przeanalizujmy teraz takie przedstawienie hiperbolicznego trojkata prostokatnego.

Warunki przedstawione w Spostrzezeniu 0.3.1 narzucaja sztywne potozenie
hiperbolicznych prostych zawierajacych przyprostokatne trojkata, czyli bokow znajdujacych
si¢ na euklidesowym poétokregu (04,7, = 1) | euklidesowej potprostej o poczatku w 0;.
Promien potokregu jest ustalony, jego srodek lezy na prostej brzegowej modelu. Potprosta jest
prostopadta do prostej brzegowej (patrz Podrozdziat. 0.1).

Trzeci bok trojkata (przeciwprostokatna) lezy na euklidesowym potokregu (0,,13), ktory
przecina si¢ z potokregiem (04, 7;) pod katem ostrym o mierze rownej 7 /n, tworzac ten kat
migdzy bokami trojkata.

Uwaga 1.2.1. Promien 1 polozenie srodka polokregu (0,,15), nie sq konkretnie
sprecyzowane. Parametry te mozemy korygowac, jesli spetnimy ponizsze warunki.

e Srodek 0, lezy na prostej brzegowej modelu.

e Miara dodatnio zorientowanego kqta miedzy potokregami (0,,15) 1 (04, 1;) Wynosi t/n.

Powyzsza uwage uscislimy w Podrozdziale 1.3. Teraz poczynmy jeszcze kilka pomocniczych
krokow, ktore wykorzystamy pozniej. Wprowadzmy dodatkowe oznaczenia jak na Rysunku
1.2.4. Zaznaczmy elementy, ktore p6zniej wykorzystamy. Rozpatrujemy trojkat w geometrii
hiperbolicznej, ale do jego opisu wykorzystujemy pojecia znane z geometrii euklidesowej. W
rozumieniu euklidesowym oznaczmy:

= odcinek d jako odlegto$¢ migdzy srodkami potokregdéw 0; i O,

» przez A, B, C kolejne wierzchotki trojkata, odpowiednio przy katach a/2, m/2 i /n,

= odcinek 0,C, zwro6¢my uwagg, ze jest to promien r; = 1 potokregu o srodku w 04,

= analogicznie odcinki 0,4 i 0,C, jako promienie r, potokregu o srodku w 0,

= prosta styczng do potokregu (04,77 = 1) w punkcie C oznaczmy przez cq,

= proste styczne do potokregu (0,,1,) W punktach A i B oznaczmy odpowiednio a; i c;.
Kluczowym odcinkiem dla naszego rozumowania bgdzie AB, dlatego zastosujmy podwodjne
oznaczenie, przez % x bedziemy rozumie¢ jako dtugos$¢ hiperboliczna, natomiast przez t
dhugosc¢ euklidesowa. Ostatecznie otrzymujemy szkic przedstawiony na Rysunku 1.2.4.
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Rysunek 1.2.4.

Istotne w rozumowaniu beda zaznaczone katy, 20,C04 1 £0,0,A.
Lemat 1.2.2. Miara kqta £0,C0, Wynosi t/n.

Dowdéd: Rozwazmy jeden z katow wewnetrznych w hiperbolicznym trojkacie ABC. Kat
w wierzchotku C wynosi m/n, jest to kat pomigdzy tukiem CA a tukiem CB. Faktycznie
zamiast tukow, jako ramiona kata traktujemy proste styczne do tych potokrggow
w punkcie C, czyli odpowiednio c, i c;.

Odcinek 0,C jest to promien potokregu O,, poprowadzony do punktu stycznosci C, stad
jest on prostopadty do prostej c,, podobnie odcinek 0, C jest prostopadty do c;.

Skoro miara kata migdzy prostymi c, I ¢; Wynosi /n, to kat miedzy odpowiadajacymi
im odcinkami prostopadlymi poprowadzonymi do punktu przecigcia tych prostych (czyli 0,C
i 0,C), tez bedzie mial miar¢ m/n. Inaczej méwiac, kat ten powstaje poprzez obrdocenie
ramion kata migdzy prostymi ¢, i ¢; 0 m/2 wokot wierzchotka C, a takie przeksztalcenie nie
zmienia miary kata. Ostatecznie |20,C0,| = mw/n c.n.d.

Lemat 1.2.3. Miara kqta £0,0,A jest rowna a /2.

Dowaod: Miara kata w wierzchotku A trojkata ABC wynosi a/2, jest to kat pomigdzy
odcinkiem AB a tukiem AC. Faktycznie zamiast tuku, jako drugie ramig¢ kata traktujemy
prosta styczna do potokregu O, w punkcie A, czyli a,. Zwréémy uwagg, ze odcinek 0,4 jest
to promien pétokregu O,, poprowadzony do punktu styczno$ci A, stad jest on prostopadty do
prostej a,. Mamy: a/2 + |2£0,A0,| = m/2 wigc |£0,A0,| = m/2 - a/2. Sumujac miary
katow  wewngtrznych w  trojkacie 0,044 1 podstawiajac warto$¢ uzyskana
w poprzednim réwnaniu dostajemy: |20,0,A| + n/2 + n/2- a/2 = 7, stad rownos¢
|£0,0,A| = a/2 c.n.d.
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1.3. Dlugos$¢ boku i miara kata wewnetrznego
w hiperbolicznym wielokacie foremnym

Bazujac na rozwazanej w poprzednim podrozdziale postaci trojkata prostokatnego,
przeanalizujemy dlugos$¢ boku i miare kata wewngetrznego dla n-kata foremnego w geometrii
hiperbolicznej.

Bez zmniejszenia ogolnosci, rozwazania nad dlugoscia boku n-kata foremnego
ograniczymy do analizy potowy boku. W tréjkacie ABC odpowiada mu przyprostokatna AB
lezaca na euklidesowej potprostej. Zastandéwmy sig, jakie wartosci przyjmuje dlugosé boku.

Stwierdzenie 1.3.1. Diugos¢ boku w hiperbolicznym n-kqcie foremnym przyjmuje

dowolnq wartos¢ dodatniq.

Dowéd: Hiperboliczna dlugo$¢ polowy boku jest wyrazona wzorem = |ln il

2 1

Uwzgledniajac fakt, ze t jest dodatnie, otrzymujemy: x = 2In(1 + t). Funkcja In(1 + t) jest
funkcja ciagta i rosnaca, dla t = 0 bylaby rowna 0. Stad udowodnienie, ze x przyjmuje
dowolna warto$¢ dodatnia, sprowadza si¢ do pokazania, ze t jako euklidesowa dlugosé
odcinka AB moze by¢ dowolna. Nalezy sprawdzi¢ czy dla kazdej wartosci t > 0 istnieje
odpowiedni trojkat (patrz Rysunek. 1.2.4). Uwaga 1.2.1 sugeruje, ze mozna zmienia¢
parametry potokregu zawierajacego przeciwprostokatna, takie zmiany moga jednak
spowodowac przemieszczenie wierzchotka A, czyli zmiang dlugos$ci odcinka AB.

Dowod ogranicza si¢ do pokazania, ze dla kazdej wartosci t > 0 istnieje potokrag
(0,,1,), zawierajacy przeciwprostokatna trojkata. Taki potokrag mozemy wskaza¢ poprzez
podanie jego parametrow dlugosci promienia i potozenia $rodka (faktycznie wskazemy
odlegtos¢ srodka 0, tego potokregu od 04, czyli d).

Wykorzystujac twierdzenie kosinuséw w trojkacie 0,0, C do kata przy wierzchotku C,
réwnego m/n (Lemat 1.2.2), otrzymujemy: d? = 1 + 7 — 21, cos %
Z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego w trojkacie 0,0, 4 dostajemy: v = (1 +t)? + d2.
Podstawmy 1 + rf — 27, cos%za d? i przeksztakémy: 7 = (1 + )2+ 1 +1f —2n, cos% :

1+(1+t)?

2 cos(n/n)’ Pozostaje obliczenie odlegtosci d.

stad 2r, cos% =1+ +10t)? czyli r, =

Przeksztalcajac rownanie otrzymane z tw. Pitagorasa dostajemy r# — (1+ t)? = d2.

22
Podstawiajac wczesniejsze wyrazenie za r, mamy d = \/ (%) —(1+1v)2

Ostatecznie pokazalismy, ze dla dowolnej dlugosci boku AB mozemy tak dobraé
poétokrag (0,, 1), zeby otrzymac hiperboliczny trojkat prostokatny o jednym z katéw ostrych
réwnym 7 /n. Istnienie takiego tréjkata jest rownoznaczne z istnieniem hiperbolicznego
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n-kata foremnego o boku dtugosci x = 2|AB| (gdzie |AB| oznacza dtugos¢
hiperbolicznego odcinka AB), stad x dowolne dodatnie c.n.d.

Miar¢ kata wewngtrznego W hiperbolicznym n-kacie foremnym oznaczyliSmy przez «.
W hiperbolicznym trojkacie ABC kat a/2 lezy przy wierzchotku A. Jedno z jego ramion
znajduje si¢ na euklidesowym potokregu (05, 15). Wiemy juz, ze polozenie tego okrggu ulega
zmianie wraz ze zmiang dtugosci boku w wielokacie. Powstaje przypuszczenie, ze jest jakie$

powiazanie miedzy miara kata a a dtugoscia boku.

Stwierdzenie 1.3.2. Miara kqta wewnetrznego w hiperbolicznym n-kqcie foremnym
o dtugosci boku x Wynosi:

_ . cos(m/n)
(1.3.3) a = 2arcsin cosh(x/2)
2
Dowdd:W dowodzie Stwierdzenia 1.3.1 pokazaliémy, ze r, = %(:/)n) W Lemacie 1.2.3
. g1 . . . a 1+t (1+4t)-2 cos(m/n)
dowiedli$my, ze |£0,0,A| = a/2, stad sin(£0,0,4) = sing = —= —Trw

Poniewaz 20, 0,4 jest katem ostrym jako jeden z katéw ostrych troéjkata prostokatnego
(14t)-2 cos(m/n)

. a . .

0,0, A, otrzymujemy:|£0,0,A| = 5 = aresin—r =5, czyli
_ . 2(1+t) cos(m/n)

(1.3.4) a = 2arcsin o

OtrzymaliSmy zalezno$¢ migdzy miarg kata @ a dlugoscia euklidesowa boku AB w naszym
trojkacie. Zwrd¢my jednak uwage, ze dlugos¢ boku wyrazona jest w rozumieniu
euklidesowym. Przypomnijmy, dtugo$¢ boku AB w rozumieniu hiperbolicznym oznaczyliSmy

przez ’2—6 Z zalezno$ci migdzy euklidesowa 1 hiperboliczna dlugoscia boku mamy:
g = In(1 +t), stad t = e*/? — 1. Podstawiajac do réwnania (1.3.4) dostajemy:

2(1+e*/2-1) cos(m/n . 2e*/2cos(m/n
( Jeostr/m) 2arcsin 205/

1+ (1+ex/2-1)* 1+eX

a = 2arcsin

2 e*/2cos(m/n)

1+ e*

e—x/z + ex/z
2

cos(m/n)
cosh(x/2) c.n.d.

Rozwazmy teraz argument funkcji arcus sinus czyli Podzielmy licznik

1+ e*
2e%/2

i mianownik przez 2e*/? otrzymujemy: cos%/ = Cos% / . Zwréémy uwage,

ze funkcja w mianowniku to cosh g Stad ostatecznie @ = 2 arcsin

Skoro znamy juz wzor wyrazajacy miarg kata wewngtrznego a w wielokacie foremnym,

to teraz zastanowmy si¢ jakie wartosci moze przyjmowac ta wielkos¢.

Stwierdzenie 1.3.5. Miara kqta wewnetrznego a W n-kqcie foremnym maleje wraz
TL'(TL—Z))

ze wzrostem diugosci boku wielokqta i przyjmuje wszystkie wartosci z zakresu (0,

-24 -



Dowdd: Zgodnie ze wzorem 1.3.3 z poprzedniego twierdzenia, otrzymaliSmy zalezno$¢
cos(m/n)

a = 2 arcsin
arcs cosh(x/2)

, gdzie x jest hiperboliczna dlugoscia boku wielokata. Rozwazmy

jedna z funkcji sktadowych, czyli cosh ;—C Wiemy ze funkcja ta ro$nie wraz ze wzrostem

cos(mt/n)
cosh(x/2)

Uwzgledniajac fakt, ze wyrazenie to jest argumentem funkcji rosnacej arcus sinus opisujacej

x > 0 (patrz Podrozdziat 0.5), a zatem warto$¢ wyrazenia bedzie wtedy malata.

a, otrzymujemy ostatecznie, ze miara o maleja wraz ze wzrostem X.
Przypomnijmy, ze dtugos$¢ boku w hiperbolicznym n-kacie foremnym przyjmuje dowolna
warto$¢ dodatnia (patrz  Stwierdzenie 1.3.1). Rozwazmy graniczne wartosci Xx.

. X _ . 1 . cos(m/n) .
lim,_,, cosh S = 1, stad lim,_, @ = lim,_,, 2arcsin cosh(r/D) 2arcsin cos(m/n).
Ze wzorow redukcyjnych otrzymujemy:
2arcsin cos— = 2arcsin cos(= — (= — %)) = 2arcsin sin mn-2) _ zn-2)
n 2 2 n 2n n

cos(m/n)

cosh(x/2) = 2arcsin 0 = 0.

- . X . . .
Podobnie lim,_,4 coshz =00, a lim,_ ., a = lim,_,, 2arcsin

n(n—2)

Podsumowujac « = 0 dla x > o i a = dla x = 0. Dodajmy jeszcze, ze funkcja

opisujaca a, czyli f(x) = Zarcsin% jest ciagla, jako zlozenie funkcji ciagtych.

Stad wnioskujemy, Ze o przyjmie wszystkie wartosci posrednie od 0 do 7'[(7;—2) c.k.d.

Kolejnym sposobem wykorzystania wzoru 1.3.3 jest mozliwo$¢ uzyskania wyrazenia
opisujacego dtugos¢ boku w n-kacie foremnym, przy zalozeniu ze kat wewngtrzny

a € (0, n(nn—z)) jest dany. Nalezy policzy¢ funkcje odwrotna do funkcji f(x) z powyzszego
dowodu. Wiemy, ze a = 2arcsin % Dzielac przez 2 i naktadajac funkcjg sinus na obie

P . R cos(mr/n) x _ cos(m/n) .

strony rOwnania mamy: sin 2 = cosh(x/2)’ stad cosh 2 = Sina/2) ostatecznie:
_ cos(m/n)
(1.3.6) x = 2arcosh @D

Otrzymujemy dtugos¢ boku n-kata foremnego, jako funkcje miary jego kata wewngtrznego a.

1.4. Promien okregu wpisanego w hiperboliczny wielokat foremny

W poprzednich rozwazaniach przyjeliSmy, ze potowa boku n-kata foremnego
utozsamiana z bokiem AB naszego trojkata, lezy na euklidesowej potprostej o poczatku
w punkcie 0, (Rysunek 1.2.4, w tym podrozdziale powtorzony jako Rysunek 1.4.1.A).
W Spostrzezeniu 0.3.1 dopuszczamy tez drugi wariant. Przez izometrie doprowadzamy do
postaci gdy bok AB lezy na euklidesowym poétokregu (Oq,7;) (nie zmieniajac przy tym
dhugosci bokow trojkata). Otrzymujemy trojkat przedstawiony na Rysunku 1.4.1.B.

=25 -



Rysunek 1.4.1.A Rysunek 1.4.1.B

Porownujac otrzymana teraz postaé trojkata ABC (Rysunek 1.4.1.B) z jego przedstawieniem
na Rysunku 1.4.1.A zauwazamy, ze zamienili$my potozeniem przyprostokatne trojkata ABC.

Spostrzezenie 1.4.1. Bok BC trojkata lezy teraz na euklidesowej polprostej o poczqtku w 0;.
Jego dlugos¢ liczymy analogicznie jak diugos¢ boku AB w przypadku przedstawionym
na Rysunku 1.4.1.A.

cos(rt/n)

Sna/2)" We wzorze wykorzystujemy miary katow

Przypomnijmy, ze |AB| = > = arcosh
ostrych w trojkacie ABC, stad przez analogi¢ otrzymujemy wzor

_ cos(a/2)
(1.4.2) |BC| = arcosh praveyme
Jest to wzor na dlugos¢ przyprostokatnej przylegajacej do kata %, w zaleznosci od miary

kata a. Zastanowmy si¢ nad geometrycznym znaczeniem boku BC.

Whpierw przypomnijmy jednak, jak powstawal caty trojkat ABC. Zgodnie z opisem
przedstawionym w poczatkowym fragmencie Podrozdziatu 1.2, n-kat foremny tworzylismy
Z n = 3 przystajacych trojkatdow réwnoramiennych o kacie przeciwleglym do podstawy
majacym miar¢ réwna 2m/n. OdkladaliSmy je wokol wspolnego wierzchotka przy kacie
2m/n tak, zeby dwa sasiadujace trojkaty miaty jedno wspolne ramig. Nastgpnie w jednym z
takich trojkatow réwnoramiennych prowadzilismy odcinek prostopadty do podstawy,
opuszczony na nig z przeciwlegtego wierzchotka. Tak otrzymywaliémy podziat na dwa
trojkaty przystajace do trojkata ABC. Taki podzial mozemy zastosowa¢ w kazdym z trojkatow
réwnoramiennych tworzacych wielokat foremny. Dzielimy wigc caly wielokat na przystajace
trojkaty prostokatne. Ogolny przypadek takiego podziatu w modelu dyskowym Poincarego
prezentujemy na kolejnym rysunku (jest to drobna modyfikacja Rysunku. 1.2.2).
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n-kat foremny:
x - diugosé boku
a - kat wewnetrzny

\\\\\

Rysunek 1.4.2.

Jeden z przystajacych trojkatéw prostokatnych tworzacych n-kat foremny zostat wyrézniony
niebieskim kolorem na powyzszym rysunku, jako trojkat ABC. Rozwazmy odcinek BC.

Spostrzezenie 1.4.3. Odcinek BC jest prostopadly do boku wielokqta foremnego, stqd jego
dlugosé¢ wyraza odleglos¢ punktu C od dowolnego boku n-kqta foremnego.

Spostrzezenie to jest bezposrednim wnioskiem z wilasnosci 0.2.3. Na podstawie tej samej
wiasno$ci mozemy wyciagnac nastgpujacy wniosek.

Whniosek 1.4.4. Odcinek BC jest promieniem okregu o Srodku w punkcie C, wpisanego
w hiperboliczny n-kqt foremny.

Przypomnijmy, ze wczesniej okreslilismy dtugos¢ odcinka BC (wzor 1.4.2), w zaleznosci
od miary kata a. Wtedy faktycznie wyraziliSmy wigc dlugos¢ promienia okrggu wpisanego
w n-kat foremny. Oznaczajac ten promien przez r otrzymujemy:

cos(a/2)
sin(rt/n)’

(1.4.5) r = arcosh

Na koniec warto jeszcze zwrdciC uwage na pewien charakterystyczny przypadek
zmodyfikowanego wielokata foremnego (nazywamy go idealnym, patrz Podrozdziat 0.1),
w ktorym wszystkie wierzchotki leza na prostej brzegowej modelu. Takie wierzchotki sa
punktami idealnymi. Formalnie przyjmujemy, ze prosta brzegowa nie nalezy do modelu.
Gdybysmy jednak uwzglednili punkty nalezace do tej prostej, to w modelu
polptaszczyznowym Poincarego otrzymujemy rzeczywiste wierzchotki. Miara kata
wewngetrznego o przy takim wierzchotku wynositaby 0 i taka warto$¢ bedziemy umownie
przyjmowaé dla katdow o wierzchotku idealnym. Graficznym potwierdzeniem powyzszej
konwencji niech begdzie prezentacja trojkata prostokatnego, odpowiadajacego idealnemu
wielokatowi foremnemu. Modyfikujac Rysunek 1.4.1.B, otrzymujemy przedstawienie
z Rysunku 1.4.3.
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@) d O1 F1=1

Rysunek 1.4.3.

Przypomnijmy, ze w trojkacie ABC miara kata przy wierzchotku A jest potowa miary kata
wewngetrznego o w wielokacie foremnym. Tutaj A jest wierzchotkiem idealnym i zgodnie

z wczesniejszym opisem, przyjmujemy ze miara kata przy tym wierzchotku wynosi 0.

Jako uzasadnienie powyzszej konwencji dotyczacej miary katow w wierzchotkach
idealnych mozemy jeszcze przywotaé rozwazania z geometrii euklidesowej. Miarg
omawianego kata w tym trojkacie okre§lamy jako miar¢ kata migdzy stycznymi do
potokregow zawierajacych boki AB i AC (odpowiednio a; i a;) tego trojkata, w punkcie ich
przecigcia, czyli wierzchotku A. Widzimy, ze zarowno $rodki tych potokregdéw (0 i 0,), jak
i wierzchotek A leza na jednej prostej (prosta brzegowa modelu). Styczne a, i a,, sa wigc
prostopadte do tej prostej, a zatem musza si¢ pokrywac, czyli kat migdzy nimi wynosi 0.

Zauwazmy jeszcze, ze w zmodyfikowanym trojkacie przedstawionym na Rysunku 1.4.3,
rowniez mozemy okresli¢ dlugos¢ odcinka BC. Dlugos$¢ ta wyprowadza si¢ tak samo jak
w przypadku zwyktego trojkata prostokatnego, ktory nie ma wierzchotkow idealnych (patrz
poczatek Podrozdziatu 1.4). Stad jest ona dana tym samym wzorem 1.4.2, dla wartosci a = 0.
Natomiast zgodnie z Wnioskiem 1.4.4, odcinek ten mozemy utozsamia¢ z promieniem okregu

wpisanego, tym razem jest on wpisany w idealny wielokat foremny. Przywotlujac
cos(a/2)
sin(m/n)’

wpisanego w idealny wielokat foremny (oznaczmy go przez r;):

wzor 1.4.5:r = arcosh oraz wstawiajac @ = 0, dostajemy dtugo$¢ promienia okregu

(1.4.6) r; = arcosh

sin(m/n)’

Rezultat ten wykorzystamy w kolejnej czgsci pracy.
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2. Parkietaze platonskie

Celem Rozdziatu 2 bedzie znalezienie wszystkich parkietazy platonskich w geometrii

hiperbolicznej. Przeanalizujemy tez dlugosci bokow wielokatow tworzacych takie parkietaze.

Definicja 2.0.1. Parkietaz to pokrycie plaszczyzny wielokatami przylegajacymi
I niezachodzacymi na siebie.

Definicja 2.0.2. Parkietaz platonski to parkietaz sktadajacy si¢ z przystajacych wielokatow

foremnych, ktorych jednakowa liczba schodzi si¢ w kazdym wierzchotku.

Poprzez (n, k) oznaczamy parkietaz platonski ztozony z n-katéw foremnych, ktérych k

schodzi si¢ w kazdym wierzchotku.

W przystajacych wielokatach foremnych wszystkie katy wewngtrzne sa rowne, zatem

dochodzimy do ponizszego spostrzezenia.

Spostrzezenie 2.0.3. Wokol dowolnego wierzchotka parkietazu platonskiego skupia sie k

katow o rownej mierze, ktore w sumie majq miare 21.
2.1. Parkietaze platonskie w geometrii euklidesowej

Zastanowmy sig, jakie parkietaze platonskie postaci (n, k) sa w geometrii euklidesowe;j.
Twierdzenie 2.1.1. Istniejq trzy euklidesowe parkietaze platonskie: (3,6), (4,4) i (6,3).

Dowdéd:  Analize catego parkietazu ograniczymy do obserwacji jednego, dowolnego
wierzcholtka. Na jego podstawie okre§limy mozliwe wartosci parametrow n i k.

Zauwazmy ze n,k € N, ponadto n >3 jako liczba bokéow w wielokacie. Katy
wewngtrzne w wielokacie foremnym sa wypukte. Suma dwoch takich katow jest mniejsza od

2w, stad na podstawie Spostrzezenia 2.0.3 wnioskujemy, ze k > 3. Miara kazdego z katow
n(n-2)
n

wewngtrznych w n-kacie foremnym wynosi (wzor 1.1.2). Zgodnie ze Spostrzezeniem

. n(n-2)

2.0.3 odktadajac k razy taki kat dochodzimy do roéwnania: k 2w, po

przeksztalceniach dostajemy k = % Zwroémy uwageg, ze wartos$ci wyrazenia nZTnZ Scisle
maleja wraz ze wzrostem n = 3. Zaczynajac od n = 3, otrzymujemy kolejne parkietaze
(nk = %): (3,6), (4,4), (6,3), pominglismy n =5 gdyz wtedy k = 3% ¢N.Dlan>6

warto$ci k sa mniejszej od 3, co jest sprzeczne z poczatkowymi zatozeniami. Ostatecznie
jedyne parkietaze platonskie to: (3,6), (4,4) i (6,3) c.n.d.
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Ponizej przedstawiono fragmenty poszczegélnych parkietazy platonskich w geometrii
euklidesowej (od lewej (3,6), (4,4) i (6,3)):

[NININ/N/
UNONININN
\VAVAVAVAV

2.2. Parkietaze platonskie w geometrii hiperbolicznej

Rysunki 2.1.1.

Celem jest opisanie wszystkich parkietazy platonskich w geometrii hiperbolicznej.

Podobnie jak w geometrii euklidesowej (patrz Podrozdziat 2.1) wyznaczymy wszystkie
mozliwe warto$ci parametréw n i k dla ktorych istnieje parkietaz (n, k). Z poprzedniego
Podrozdziatu 2.1 wiemy, ze n, k € N, ponadto n, k > 3. Kluczem do dalszego rozumowania
bedzie Spostrzezenie 2.0.3, moéwiace ze wokol dowolnego wierzchotka parkietazu
platonskiego skupia si¢ k katow o rownej mierze, ktore w sumie maja miar¢ 2mw. Mowimy

o katach wewngtrznych w n-kacie foremnym. Oznaczmy taki kat przez a. Otrzymujemy:
(2.2.1) k-a=2n

W geometrii euklidesowej moglismy podstawi¢ konkretna warto$¢ a. Tym razem jednak

miara kata wewngtrznego w n-kacie foremnym ulega zmianie, jest zalezna od dtugosci boku.

Zakres wartosci kqta a okreslilismy w Stwierdzeniu 1.3.5. Przypomnijmy 0 < a < —— (- 2)

stadk-a < k- " Czyll 2n <k- T)’ przeksztalcajac dostajemy ograniczenie

(2.2.2) k>

n-2
Wyrazenie % rozpatrywalismy wczesniej (Podrozdziat 2.1), jego wartosci $cisle maleja
wraz ze wzrostem n > 3, ponadto % =3 dla n = 6. Zauwazmy, ze % <3 dla n>6,
wtedy kazdy parametr k > 3 spetnia nierownos¢ 2.2.2. Pozostaje rozwazy¢é mozliwe k

da3<n<e.

Lemat 2.2.3. Nie ma hiperbolicznych parkietazy platonskich postaci:
(3,3),(3,4),(3,5),(3,6),(4,3), (4,4), (53),(6,3).

Dowdéd: Rozpatrujac kolejne wartosci n otrzymujemy ograniczenia dotyczace k (wzor 2.2.2):
1) n =3, wtedy k > 6, 3) n =5, wtedy k >3-,
2) n =4, wtedy k > 4, 4) n =6, wtedy k > 3.

Na podstawie tych warunkéw, odrzucamy podane parkietaze c.k.d.
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Powstaje pytanie o pozostate mozliwosci.

Twierdzenie 2.2.4. W geometrii hiperbolicznej istniejq nastepujqce parkietaze platonskie:
{(n, k):n, k € N\{1,2}\{(3,3), (3,4),(3,5), (3,6), (4,3), (4,4), (5,3),(6,3)}, czyli wszystkie
parkietaze postaci (n,k):n = 3; k > 3, z wyjatkiem tych wystepujqcych w Lemacie 2.2.3.

Dowéd: Uwzgledniajac Lemat 2.2.3, pozostaje uzasadni¢ istnienie reszty parkietazy.
Zwré¢my uwage, ze istnienie konkretnego parkietazu postaci (n,k) jest rOwnowazne

z istnieniem w n-kacie foremnym kata postaci & = 2?” (ze wzoru 2.2.1),dla k > % Laczac

(n-2)

te zaleznosci dostajemy, ze a < = —. Ze Stwierdzenia 1.3.5 wiemy jednak, ze w n-kacie

n(n-2)
n

foremnym o przebiega wszystkie warto$ci z zakresu (0, ) c.k.d.

Ponizej prezentujemy dwa przyklady parkietazy platonskich, przedstawionych
w modelu dyskowym Poincarego (od lewej parkictaze (4,10) i (7,3)).

Rysunki 2.2.1.

2.3. Okreslenie dlugosci boku w hiperbolicznym
parkietazu platonskim
WyznaczyliSmy juz wszystkie hiperboliczne parkietaze platonskie. Teraz postaramy si¢

blizej scharakteryzowac takie parkietaze. Glownym elementem, na ktorym skupimy swoje
rozwazania bedzie dtugos¢ boku w wielokacie tworzacym parkietaz.

Na poczatek zwro¢my uwage na euklidesowe parkietaze platonskie. Dlugo$¢ boku
w euklidesowym wielokacie foremnym moze by¢ dowolna. Ta dowolno$¢ przenosi si¢ do
parkietazy, gdyz istnienie 1 ksztalt parkietazu sa zwiazane jedynie z ustalona miara kata
wewngtrznego w wielokacie tworzacym parkietaz (patrz dowod Twierdzenia. 2.1.1).

Pojawia sig pytanie, jak bedzie w geometrii hiperbolicznej.
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W przeciwienstwie do geometrii euklidesowej, tutaj miara kata wewngtrznego w wielokacie
foremnym jest zalezna od jego dtugosci boku (patrz Stwierdzenie. 1.3.2). Odpowiednia miara
takiego kata decyduje o istnieniu danego parkietazu (patrz dowod Twierdzenie. 2.2.4), dlatego
nalezy odpowiednio dobra¢ dtugos¢ boku. Wigc jak wyznaczy¢ taka dhugos$c?

Twierdzenie 2.3.1. Diugos¢ boku x(ny, wielokata foremnego tworzqcego hiperboliczny
parkietaz (n, k) wyraza wzor:

cos(m/n)
sin(m/k)’

(2.3.2) X(nk) = 2arcosh

Dowod: Wczesniej otrzymalismy zalezno$¢ dhugosci boku od miary kata wewngtrznego
cos(m/n)

w dowolnym n-kacie foremnym. Przypomnijmy x = 2arcosh Sn(a/2)

(patrz wzor 1.3.6).
Rozwazajac istnienie parkietazy hiperbolicznych otrzymaliSmy wzor 2.2.1: k - @ = 2m, zatem

a= 2% Podstawiajac to wyrazenie do wzoru 1.3.6, dostajemy tez¢ twierdzenia c.n.d.

Whniosek 2.3.3. Diugos¢ boku w hiperbolicznym parkietazu platonskim ustalonego typu (n, k)
przyjmuje tylko jednq, ustalonq wartosc.

2.4. Hiperboliczne parkietaze platonskie o najkrotszych bokach

Zastanowmy sig teraz nad skrajnymi warto$ciami X, ). Zaczniemy od parkietazy

o najmniejszych dtugosciach boku.

Twierdzenie 2.4.1. Hiperboliczny parkietaz platonski o najkrotszym boku to parkietaz (7,3).

cos(m/n) ,

Dowdd: Zauwazmy, ze wyrazenie P scisle rosnie gdy wzrasta parametr naturalny n > 3

(bo funkcja cos% ro$nie), podobnie dla parametru naturalnego k = 3 wyrazenie to rosnie

wraz ze wzrostem k (bo Sin% maleje). Wykorzystujac fakt, ze funkcja arcus kosinus

cos(m/n)
sin(mr/k)

(patrz wzor 2.3.2), rosnie wraz ze wzrostem n i k. Stad wniosek, ze najmniejsze dtugosci

hiperboliczny jest Scisle rosnaca, uzyskujemy ze dhugo$¢ boku x(, k) = 2arcosh

bokéw beda przyjmowane dla parkietazy o najmniejszych parametrach n i k. Wsrdd nich
szukamy warto$ci minimalnej. Pierwsza mys$l to parkietaz (3,3), pamigtajmy jednak
o poprzednich rozwazaniach. Zgodnie z Lematem 2.2.3, nie istnieja hiperboliczne parkietaze
platonskie postaci: (3,3), (3,4), (3,5), (3,6), (4,3), (44), (5,3), (6,3).

Lemat pomocniczy. Wsrod hiperbolicznych parkietazy platonskich najkrotszq diugosé boku
ma jeden z parkietazy: (3,7), (4,5), (5,4), (7,3).

Dowod lematu: Przedstawmy symbolicznie parkietaze o mniejszych parametrach w tabeli.

-32-



1=

w
N
o]
o
|
o]

Parkietaze
X X X X |ISTN | ISTN | ISTN X nie istniejace
X X | ISTN | ISTN | ISTN | ISTN | ISTN ISTN istniejace
X [ISTN | ISTN | ISTN [ ISTN | ISTN | ISTN ISTN wyrdznione w lemacie

X |ISTN | ISTN | ISTN | ISTN | ISTN | ISTN
ISTN | ISTN | ISTN | ISTN | ISTN | ISTN | ISTN
ISTN | ISTN | ISTN | ISTN | ISTN | ISTN | ISTN
ISTN | ISTN | ISTN | ISTN | ISTN | ISTN | ISTN

e[<[ele]=[=]s

|

Tabela 2.4.1.
Sledzac tabele, mozemy zauwazy¢, ze poza wyrdznionymi parkietazami, dla wszystkich
pozostatych znajdziemy inny parkietaz o nizszym parametrze n lub k. Inaczej méwiac

znajdziemy parkietaz o mniejszej dtugosci boku, co konczy dowod Lematu pomocniczego.

Kontynuujac wlasciwy dowod Twierdzenia 2.4.1, pozostaje wybra¢ najmniejsza sposrod
cos(m/n)

eyl funkcja arcus

warto$ci: X(3 7y, X(4,5) X(5.4) X(7,3)- Przypomnijmy x, ;) = 2arcosh

kosinus hiperboliczny jest $cisle rosnaca. Poréwnanie dwoch dlugosci bokow, ogranicza sig

cos(m/n)

do poréwnania argumentdw tej funkcji, wyrazen postaci prevyms

Nalezy znalez¢ najmniejsza

cos(m/3) cos(m/4) cos(m/5) cos(m/7)
sin(r/7) ’ sin(rt/5) ’ sin(m/4) ’ sin(r/3)"
cos(rt/3) cos(rt/7)
sin(/7) ~ sin(m/3)’

sposrod wartosci:

Zacznijmy od pokazania nierdéwnosci Jej udowodnienie sprowadza

si¢ do uzasadnienia rOwnowaznej nierdwnos¢ postaci:

mw . T . T V1
(2.4.2) cos—sin—= > sin—-cos—.
3773 77

Wiadomo, ze sin2f = 2sinficosf (patrz [4], str. 74), stad sinfcosf = % Zatem
przeksztatcajac nierownosc 2.4.2 dochodzimy do kolejnych nieréwnosci z nig rownowaznych:
sin%ﬂ > sin 2711’ czyli sin(g + %n) > sin(g - 13—471). Sledzac przebieg wykresu funkcji sinus
(symetria wzgledem argumentu rownego g), oraz uwzgledniajac ze %< 13—4, potwierdzamy

cos(m/3) cos(m/7)
sin(r/7) = sin(m/3)"

prawdziwos¢ nierownosci 2.4.2, jak réwniez rownowaznej nierdéwnosci

cos(m/4) cos(m/5)
sin(mr/5) sin(rt/4)

Analogicznie uzasadniamy nierdwnos$¢ , rownowazna z nier6wnoscia

.2 .2 . . L . 1 L, .
smf > sin ?n, a nastgpnie z nierownoscia smg > sm(g - En). Ostatecznie nierownos¢
jest prawdziwa, gdyz sinus jest funkcja rosnaca w przedziale (0, g). Stad rownowazna z nia
nieréwnos¢ wyjsciowa jest takze prawdziwa.

Pozostaje  jeszcze  poréwnanie  dwoch  mniejszych  wartosci.  Wykazanie

cos(m/5) cos(m/7)
sin(m/4) sin(m/3)

sprowadza si¢ do udowodnienia rdwnowaznej nierownosci:
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mw . T . T s
(2.4.3) cos—sin— > sin—cos—.
5773 477

Ze zwiazkow migdzy funkcjami trygonometrycznymi ([4], str. 75) mamy wzor:

sinfcosy = %[sin(ﬂ +y) + sin(B — y)]. Wykorzystujac go w nieréwnosci 2.4.3 otrzymamy

rownowazne nierownosci: sin (g + g) + sin (g - g) > sin (g + g) + sin G — g) Wyliczajac
. , . . 8 . 2 . 11 . 3 ;.
argumenty sinusOw dostajemy sin (E 7'[) + sin (E n) > sin (ﬁ n) + sin (% n). Zwroéémy

. . 1 . (8 . (11 : 3
teraz  uwagg, ze sin (E + —n) = sin (— n) > sin (— n) = sin (E - — ) ponadto
2 16 15 28 2 28

sin (% n) > sin (23—8 n). Jako uzasadnienie tych nieréwnosci przypomnijmy tylko, ze sinus to

funkcja rosnaca na przedziale (0, g), symetryczna wzgledem argumentu x = % Ostatecznie

cos(m/5) cos(m/7)
sin(m/4) sin(m/3)’

potwierdzamy wigc nierownos¢ 2.4.3, jak tez roOwnowazna nierownos¢

Podsumujmy jeszcze nasze rozwazania. Najmniejsza z czterech rozpatrywanych wartosci

Zfig:g; , stad hiperboliczny parkietaz platonski o najkrotszym boku to parkietaz (7,3),
w ktorym x(7 3y = 2arcosh% c.k.d.

Przyjrzyjmy sig teraz przyblizonym dtugosciom bokoéw dla poszczegdlnych parkietazy.
Ponizsza tabela zostata wykonana przy uzyciu programu ,,Microsoft Excel 2010”.

Xmk) ¥
k] 3] 4a | 5 [ 6 ] 7 ] 8 ] 9 [10]11] 12] 13]..

n

3 X X X | X ]1,001]1,529]1,855]2,123]2,352]2,553] 2,734
4 X X |1,254]1,763]2,141[2,448]2,710|2,939 3,142 3,326 3,493
5 X |1,061]1,685]2,123|2,470[2,761]3,012 (3,234 3,432 |3,612[3,777
6 X [1,317]1,876]2,292|2,629[2,914 3,161 (3,380 | 3,577 | 3,756 | 3,919
7 | [0,566]1,449]1,982]2,3882,720[3,002 3,247 3,465 | 3,661 | 3,838 4,001
8 | [0,727]1,529]2,048]2,448 2,777 3,057 | 3,301 | 3,518 3,713 3,891 | 4,053
9| [0,819]1,581[2,092]|2,489 2,816 3,094 | 3,338 3,554 | 3,749 3,926 | 4,089

10 0,879]1,6172,123 /2,517 (2,843 3,121 | 3,364 | 3,580 | 3,774 3,951 [ 4,113
11 0,921[1,643|2,145|2,538 2,862 | 3,140 | 3,383 | 3,598 | 3,793 | 3,969 | 4,132
12 0,9521,663|2,162|2,553|2,877|3,155|3,397 3,612 3,807 | 3,983 | 4,145
13 0,975|1,678|2,175|2,565 | 2,889 | 3,166 | 3,408 | 3,623 | 3,817 | 3,994 | 4,156
14 0,993[1,690|2,185|2,575|2,898 |3,175|3,417 | 3,632 | 3,826 | 4,003 | 4,165
15 1,007]1,700[2,193|2,583|2,906 | 3,182 | 3,424 | 3,639 | 3,833 4,009 | 4,171
16 1,019|1,707[2,200| 2,589 2,912 | 3,188 | 3,429 | 3,645 | 3,838 | 4,015 | 4,177
17 1,02811,714 12,206 [2,594|2,916 | 3,193 | 3,434 3,649 | 3,843 4,020 | 4,182

Tabela 2.4.2.
Widzimy, ze powyzsze wyniki jawnie potwierdzaja wczesniejsze rozwazania. Najkrotsza
dtugos¢ boku jest przypisana parkietazowi (7,3) i wynosi x(; 3y = 0,566.
Pojawia si¢ pytanie, jak mozna interpretowaé uzyskane powyzej konkretne dlugosci
bokow w parkietazach na ptaszczyznie hiperboliczne;.
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Duzo blizsza naszemu zyciu codziennemu jest geometria euklidesowa. Intuicyjnie
rozrozniamy w niej podstawowe pojgcia i wielkosci. Mozemy wyrazi¢ dhugos¢ zadanego
odcinka za pomoca znanych jednostek, podobnie majac dlugos$é¢, dobierzemy do niej
odpowiedni odcinek. Wyrazanie dtugos$ci opiera si¢ wigc na porownaniu z jakas dobrze znana
i okreslong wielkoscia. Tak tez postapimy w geometrii hiperbolicznej. Zeby lepiej zrozumieé
skale wyliczonych dlugosci, porownamy je z promieniem okrggu wpisanego w trojkat idealny
(patrz Podrozdziat 0.1), ktéry mozna uznaé¢ za pewnego rodzaju uniwersalna jednostke
w geometrii hiperbolicznej

Przypomnijmy, ze w Podrozdziale 1.4 wyprowadziliSmy wzor 1.4.6 pozwalajacy obliczy¢

. 3
Dla n=3, sin- = £.
n 2

. ’ . b . A — 1
promien okrggu wpisanego W n-kat idealny: 7r; = arcosh S/’

Ostatecznie otrzymujemy r = arcosh% ~ 0,55.

Poprzez dlugo$¢ powyzszego promienia mozemy teraz wyraza¢ diugosci bokow
poszczegdlnych parkietazy. Przykladowo stwierdzamy, ze najkrétsza dlugos¢ boku
w parkietazu platonskim (7,3), jest w przyblizeniu réwna dilugosci promienia okregu

wpisanego w trojkat idealny.

Zaskoczeniem moze by¢ dla nas sam rezultat otrzymany dla trdjkata idealnego.
Promien okrggu wpisanego wynosi jedynie okoto 0,55. Biorac pod uwage fakt, Zze bokami
tego trojkata sa nieskonczenie diugie hiperboliczne proste (patrz proste w modelach
Poincarego, Podrozdziat 0.1), powstaje iluzja sprzecznosci. Dobrze ugruntowana intuicja
z geometrii euklidesowej podpowiada nam, ze skoro boki trojkata foremnego sa tak dtugie, to
sam trojkat jest ,,bardzo duzy”, przez co wpiszemy w niego ,,duzy” okrag, ktory z pewnoscia
ma bardzo dtugi promien.

Roéznice pomigdzy hiperbolicznymi dlugosciami boku wielokata 1 promienia okrggu
wpisanego uwidacznia si¢ nie tylko w przypadku wielokatéw idealnych, ale rowniez dla
pozostatych wielokatow. Kluczem do wyobrazenia sobie, w jaki sposob ta r6znica moze by¢
tak duza niech bedzie ponizszy, schematyczny rysunek, ilustrujacy przyktadowy ksztalt
8-kata foremnego o malej mierze kata wewnetrznego.

Rysunek 2.4.3.
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Powyzszy obraz nie jest przedstawiony w zadnym konkretnym modelu geometrii
hiperbolicznej, (moze jedynie przypomina¢ model dyskowy Poincarego). Takie
przedstawienie wybraliSmy jednak celowo, zZeby lepiej uwidoczni¢ istot¢ rozwazanego
zagadnienia. Zwro6¢my uwage na wierzchotki tego wielokata. Gdy kat wewngtrzny ma miarg
bliska zero, wtedy w poblizu wierzchotka ramiona kata sa dlugie i zwe¢zone. Okrag wpisany
obejmuje jedynie centralng czg$¢ wielokata foremnego, stad jego promien jest stosunkowo
maty wobec dlugosci boku taczacego dwa sasiednie wierzchotki.

Roznice, ktora Rysunek 2.4.3 przedstawia pogladowo, poprzemy wyliczeniami dtugosci

bokow 1 promieni przyjmujac konkretne warto$ci miary kata w 8-kacie foremnym.

Przyklad 2.4.4. (obliczenia w arkuszu kalkulacyjnym ,,Microsoft Excel 2010”)
Moéwimy o 8-kacie, zatem n = 8. W Stwierdzeniu 1.3.5 pokazaliémy, ze miara kata

wewngtrznego w  hiperbolicznym n-kacie foremnym przyjmuje wszystkie wartosci
n(n 2)

z zakresu (0, ). Zatem w przypadku 8-kata beda to wartosci dodatnie mniejsze od n

Zacznijmy od przyjecia stosunkowo duzej miary kata wewnetrznego a W 8-kacie, nastmee
rozwazymy duzo mniejsze wartosSci.

=z
1) a =

Obliczymy teraz dlugos¢ boku x w 8-kacie foremnym o kacie wewngtrznym o = %

Wykorzystamy wzor 1.3.6. Przypomnijmy: x = 2arcosh COSE”;Z)) Podstawiajac konkretne
dane mamy: x = 2arcosh% 2,448. Natomiast wykorzystujac wzor 1.4.5 obliczymy
., . . . _ cos(a/2) cos(m/6)
promien okrggu wpisanego w wielokat: r = arcoshS (/) — AXCO osh S /8) ~ 1,457.
2) a=2-10"3 = —
3000
Korzystajac z tych samych wzoréw co powyzej otrzymujemy:
x = 2arcosh——"_ ~ 16,337 oraz r = arcosh “=C -2 ~ 1,6148907.
in(1t/6000) sin(1t/8)
3) a==-10"° i
~ 3000000
Mamy: x = ZarcoshM ~ 30,153 oraz r = arcoshw ~ 1,61489009.
sin(rr/6000000) sin(mr/8)

Zwroéémy uwage na wyniki ktore otrzymaliSmy. Przyjmujac ,,dos¢ duza” miar¢ kata
wewngtrznego czyli a = g, otrzymali$my przyblizona dlugos¢ boku x = 2,448. Jest ona
niecale dwa razy wigksza od dlugosci promienia okregu wpisanego w wielokat: r = 1,457.
Zmniejszajac jednak miare kata a, i to ostatecznie az milion razy, dtugos¢ boku wzrosta
ponad dwunastokrotnie, do warto$ci x = 30,153. Tymczasem dlugos¢ promienia wzrosta
zaledwie o okoto 0,158 i jest prawie dziewigtnascie razy mniejsza od dhugosci boku.
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Co wigcej, przy zmniejszeniu miary kata wewnetrznego w hiperbolicznym 8-kacie foremnym

od wartosci —— do ——— , dlugoé¢ promienia wzrosta zaledwie o 2 - 1077, podczas gdy
3000 3000000

dhugos$¢ boku prawie dwukrotnie si¢ zwickszyta. Konkretne wyniki liczbowe sa wigc zgodne
Z wczesniejszymi rozwazaniami.
Powyzsze rozwazania dotyczyly 8-kata foremnego, ale analogiczne zalezno$¢ mozemy

wskaza¢ w dowolnym n-kacie foremnym.

2.5. Dlugos¢ promienia okregu wpisanego w wielokat tworzacy
hiperboliczny parkietaz platonski

Mowiac o dhlugosci promienia okregu wpisanego w wielokat foremny, warto jest
wyznaczy¢ taka dhugos¢ dla wielokata tworzacego hiperboliczny parkietaz platonski. Taka
dhugos¢ w parkietazu (n, k) 0znaczmy przez i, k-

Stwierdzenie 2.5.1. Diugos¢ promienia okregu wpisanego w wielokqt foremny tworzqcy
hiperboliczny parkietaz (n,k) wyraza wzor:

cos(rt/k)
sin(m/n)’

(2.5.2) T(nk) = arcosh

Dowdd: Wczesniej otrzymaliSmy zalezno§¢ promienia okrggu wpisanego od miary kata
cos(a/2)

wewngtrznego w  dowolnym n-kacie foremnym. Przypomnijmy: r = arcosh prp——

(patrz wzor 1.4.5). Rozwazajac istnienie parkietazy hiperbolicznych otrzymali$my wzor 2.2.1:

k-a=2m, zatema = 27” Wstawiajac to wyrazenie do wzoru 1.4.5, dostajemy tezg c.k.d.

Przyjrzyjmy si¢ jeszcze raz pewnym dwom wzorom. Dhugos boku n-kata foremnego
tworzacego hiperboliczny parkietaz platonski postaci (n, k) opisuje wzor 2.3.2. Natomiast
promien okrggu wpisanego w ten wielokat opisuje wzor 2.5.2. Mamy wigc dwa wyrazenia:

Xnk) = Zarcoshm i k) = arcosh cos(m/k)

sin(m/k) sin(m/n)’

Stosunkowo tatwo jest dostrzec pewne analogie.

Spostrzezenie 2.5.3. Diugos¢ boku w hiperbolicznym parkietazu platonskim postaci (n, k),
Jjest rowna podwojonemu promieniowi (czyli srednicy) okregu wpisanego w wielokqt foremny,

tworzqcy hiperboliczny parkietaz platoriski postaci (k,n), zatem X, iy = 21 n)-

Pojawia si¢ jedynie drobna watpliwos¢, czy aby na pewno wszystkie parkietaze
platonskie o odwroconych parametrach istnieja. Wystarczy jednak tylko cofnaé si¢ do
Twierdzenia 2.2.4, aby pozytywnie rozstrzygnac takie pytanie.

Na podstawie spostrzezenia 2.5.3 poczynmy pewng uwagg.
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Uwaga 2.5.4. Rozwazania zwiqzane z diugosciq boku w hiperbolicznym parkietaz platonskim
postaci (n, k), sq rownoznaczne z rozwazaniami dotyczqcymi dlugosci srednicy okregu

wpisanego w wielokqt foremny tworzqcy hiperboliczny parkietaz platonski postaci (k, n).

Powyzsza uwage mozemy przykladowo wykorzysta¢ modyfikujac Twierdzenie 2.4.1,
mowiace ze hiperboliczny parkietaz platonski o najkrotszym boku to parkietaz (7,3).
Otrzymujemy ponizsze stwierdzenie.

Stwierdzenie 2.5.5. Hiperboliczny parkietaz platonski, zbudowany z wielokqtow foremnych
0 najmniejszym promieniu okregu wpisanego to parkietaz (3,7).

2.6. Dlugos¢ boku w hiperbolicznym parkietazu platonskim
dla parametrow n, k dazacych do nieskonczonosci

W tabeli 2.4.2 przyblizyliSmy wartosci najmniejszych dlugosci bokow wielokatow
foremnych tworzacych parkietaze platonskie. Teraz zajmiemy si¢ przypadkami gdy dlugosci
bokoéw sa duze (asymptotycznie daza do nieskonczonos$ci), oraz wyrazeniami ktore je opisuja.
Przypomnijmy, ze dlugos¢ boku w parkietaz platonskim (n, k) wyrazamy nastgpujaco:
cos(m/n)
sin(m/k)’
W dowodzie Twierdzenia 2.4.1 pokazaliSmy juz, ze dtugo$¢ boku ro$nie wraz ze wzrostem

X(nk) = 2arcosh Jest ona zalezna od parametrow opisujacych parkietaz, czyli n i k.
n lub k. Zacznijmy od rozwazan zwiazanych z parametrem n. Przyjmujac, ze n — oo przy

cos(/n) _
sin(m/k) Zarcosh sin(r/k)’

ustalonym k, otrzymujemy ze limy,_,c X(n ) = lim,_,, 2arcosh

W Tablicach ([4], str. 289) znajdziemy wzor pozwalajacy inaczej przedstawic to wyrazenie:

(2.6.1) arcoshw = In(w + Vw2 — 1)

sin(m/k) sin(m/k) sin(m/k)

, .. . . . 1 1-sin?(m/k) | 1+cos(m/k)
przeksztalémy wyrazenie pod pierwiastkiem: 2In (Sin R + / Sn2(n/0) ) = 2ln sk

WykorzystaliSmy jedynke trygonometryczna. Jest jeszcze jeden zwiazek ([4], str. 74), ktory

2
Dostajemy lim,,_,c, X(, ) = 2arcosh ! =21n< ! +\/( ! ) —1).Nastqpnie

upro$ci otrzymane wyrazenie: ctgg = % , gdy sin 8 # 0. Zatem ostatecznie
. _ 1+cos(m/k) T
llInn_,oo x(n,k) =2 lnm = 2In (Ctgi)

Podsumowujac, przy ustalonym k, dlugo$¢ boku w hiperbolicznym parkietazu platonskim
(n, k), ros$nie wraz ze wzrostem n, do skonczonej, granicznej wartosci 2In (ctg %)
Teraz zastandbwmy si¢ nad rosnagcym parametrem k, przyjmujac ze ustalone jest n.

cos(m/n)
sin(rr/k) "

Interesuje nas granica postaci limy_e X(n k) = limy_,. 2arcosh Zauwazmy, z7e
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limsinZ = 0, stad lim <%/ _

Jim sin m e = & uwzgledniajac  fakt ze lim, . arcosh z = oo,

cos(m/n) _

ostatecznie otrzymujemy: limy,_,., 2arcosh Sin(/k)

OkresliliSmy juz granicg tego wyrazenia dla k — oco. Naszym kolejnym celem bedzie
znalezienie prostszego wyrazenia, ktore dla k — co dobrze przybliza warto$¢ wyrazenia X, ).
Ponadto szukamy wyrazenia, ktore da nam pojgcie o tempie wzrostu do nieskonczonosci dla

X(n,k)» PIZyjmujac ze parametr k — oo.

Zauwazmy, Ze Wyrazenie€ X(n ) mozemy przedstawi¢ wykorzystujac wzor 2.6.1.

2
(2.6.2) Xy = 2arcosh 2 — 71 <C°S("/n) + \/(COS(”/")) _ 1).

sin(m/k) sin(/k) sin(/k)

W tym fragmencie nasze rozumowanie bgdzie mialo charakter nieformalny, bardziej
intuicyjny. Przyblizenie, ktore tu otrzymamy uscislimy jednak w dalszej czgsci pracy.
Rozwazmy réwnos$¢ 2.6.2. Przyjrzyjmy si¢ roéznicy znajdujacej si¢ pod pierwiastkiem.
Przyjmujac, ze k — oo, odjemna bedzie zblizala si¢ do nieskonczonosci, stad jedynka

w odjemniku nie bedzie miata istotnego znaczenia i mozemy ja pominaé. Zatem dla k — o
2 cos(mt/n)
sin(m/k)

argumentow bliskich zera przyjmuje wartosci bliskie wartosciom funkcji liniowej f(x)=x

otrzymujemy: X, ) = 2In Co wigcej, dodajmy jeszcze ze funkcja sinx dla

(patrz rozwinigcie Taylora funkcji sinus). Stad dla k — oo, sin% mozemy zastapi¢ przez % ,
2 cos(n/n))
Y

2 cos(m/n)

dostajemy  wtedy  x(,x) = 2In (k = 2Ink + 2In Uwzgledniajac

zalezno$¢ otrzymanego wyrazenia od k — oo, przyblizenie to jest znaczacym uproszczeniem

. . cos(m/n .. . . rr
wobec wyrazenia X, x) = 2arcosh ﬁ W przyblizeniu cata zalezno$¢ skoncentrowana

jest w pierwszym, prostszym sktadniku podanej sumy, drugi sktadnik jest stata. Warto jest
jednak zapyta¢ o asymptotyczna réwnowazno$¢ tych wyrazen w nieskonczonosci, czyli
o uscislenie faktu, ze jedno wyrazenie jest przyblizone przez drugie.

Definicja 2.6.3. Dwa wyrazenia, zalezne od tej samej zmiennej, ktorych wartosci daza do
nieskonczonos$ci nazywamy asymptotycznie rownowaznymi w nieskonczonosci, Kiedy granica

ilorazéw tych wyrazen wynosi jeden.
Zatem udowodnimy teraz nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2.6.4. Diugos¢ boku Xxy), Przy k — oo, jest asymptotycznie réwnowazna

w nieskoriczonosci wielkosci 2In k + 2In 28252/ cos(m/ ),

Dowod: Przywolujac poprzednie rozwazania mozemy wysnu¢ nastgpujace wnioski:

. T cos(/n) _ . cos(mr/n) cos(m/n) 2 _ _
limy, 0 X(n k) = limg_,o, 2arcosh ey ’ll_l;EIOZIH <—Sin(n/k) + J(—Sin(n/k)) 1) = 00,
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Latwo mozna zauwazy¢, ze Ilim (21nk + 2ln ZC%(”M)) = oo, Pozostaje sprawdzi¢

2
asymptotyczng =~ roOwnowazno$¢  wyrazen — Xk) = 2ln (‘;:EZ:)) + \/ (Z?SEZ;Z)) ) - 1)

oraz 2In k + Zlnzc%("/") = 2In (k ZC%W")) czyli ze:

. cos(mr/n) cos(m/n) 2 2kcos(m/n)| _

Udowodnimy teraz pewien fakt, ktéry pozwoli uprosci¢ kolejne rozwazania.

Fakt pomocniczy. Jesli a(k) » o i b(k) > o sq asymptotycznie réwnowazne
a(k)
b(k)
In(a(k)) _

In(b(k)) ~

w nieskonczonosci, tzn. limy,_, =1, to rowniez logarytmy z a(k) i b(k) sq rownowazne

w nieskonczonosci, tzn. limy_,

Dowdod Faktu pomocniczego: Dla uproszczenia zapisu przyjmijmy b(k) = x, a(k) = x + A.

Zaczniemy od uzasadnienia przypadku gdy a(k) =x4+A. Zauwazmy, ze wtedy
1] _ 1A

t

In(x + A) —Inx = f;M In'(t)dt < f;+A%dt <A- [supte[x’xﬂ]

X X

. . A . . .y L .
Otrzymujemy, ze In(x + A) — Inx < ~ Rozwazmy teraz nastgpujace nierownosci, szacujace

A
Inx+-
X

In(x+A) <

A1 .
e ST = 1+ ol Z warunkoéw podanych

iloraz rozpatrywanych logarytmow: 1 <

.. ) ) A A )
w zalozeniach wiemy, ze x — oo, zatem % — 1, stad ol 0. Ostatecznie przechodzac do

In(x+A) In(x+A)

Inx
Nalezy jeszcze rozpatrzy¢é przypadek gdy a(k) =x —A. To rozumowanie jednak

. A 1 .
< lim (1 +; . E) =1, czyli lim,_

X—00

granicy dostajemy: 1 < lim,_, = 1.

pominiemy. Opiera si¢ ono na analogicznych rozwazaniach (uzasadniamy, ze

A
InGed) Mo g 8y

Inx x—A Inx

lnx—ln(x—A)Sﬁ I korzystamy z tego, ze 12>

Inx

co konczy dowod faktu pomocniczego.

Kontynuujmy teraz wtasciwy dowod Twierdzenia 2.6.4. Na podstawie powyzszego faktu,

uzasadnienie rownosci 2.6.5, sprowadza si¢ do pokazania prostszej rownosci:

. cos(m/n) cos(m/n) 2 _ 2kcos(m/n)| __
(2'6'6) lll—tgo [(sin(n’/k) + \/(sin(n/k)) 1)/ b2 l =1

Zajmiemy si¢ przeksztatcaniem lewej strony tego rownania, dazac do uzyskania jedynki.

Upraszczajac licznik wspomnianego wyrazenia dochodzimy do kolejnych postaci:

<cos(7‘r/n) + \/cos?(m/n) — sinz(n/k)/chos(n/n)>
T

I TT[COS(T[/TI) + \/COSZ(T[/n) - sinz(r[/k)] _
sin(rr/k) = -

m k—o0 2k sin(m/k) cos(m/n)

k—oo

- lim <n(cos(rr/n)+\/cosz(rr/n)—sin2(rr/k)). n/k > — lim (cos(rr/n)h/cosz(rr/n)—sinz(rr/k)_ n/k )

k—o0 2k(m/k) cos(mt/n) sin(m/k) k—oo 2 cos(m/n) sin(m/k)
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Wiemy, ze granica iloczynu jest iloczynem granic poszczegdlnych czynnikow, o ile granice te

istnieja 1 sa skonczone. Rozpatrzmy wigc kolejne granice. Wiemy, ze Ilim sinzg = 0, zatem

lim cos(m/n)+y/cos?(m/n)—sin?(w/k) _ cos(m/n)+y cos?(m/n)—0 _ 2cos(n/n) _

k—oo 2 cos(m/n) 2 cos(m/n) T2 cos(mt/n)

Zanim rozpatrzymy druga granicg zauwazmy, ze warunek postaci k — oo, jest rOwnowazny

temu, ze % — 0. Wyznaczajac granicg skorzystamy rowniez z reguty de I'Hospitala. Mamy:

im £ = X~ im =
k—oo Sin(m/k) /-0 Sin(m/k) diH k—oo cos(m/k)

Ostatecznie uwzgledniajac powyzsze granice, wychodzac od lewej strony rowno$ci 2.6.6,
dochodzimy do wartosci po prawe;j:

. cos(mt/n) cos(m/n) 2 _ 2kcos(m/n)| _ L
Ill_)n.}o [(sin(n/k) + \/(sin(n/k)) 1)/ T l - -

— L cos(m/n)+y/cos?(m/n)=sin?(m/k) 1. w/k
o k1—r>£10 2 cos(mt/n) k—oo sin(m/k) -

1-1=1.

Stad réwnos¢ 2.6.6 jest prawdziwa, zatem uwzgledniajac Fakt pomocniczy, prawdziwa jest

2
réwniez rownoéé 2.6.5: lim [zm <C°S(”/”) + J (C"S("/”)) _ 1) / 21n2’“%(”/")l =1 ckd.

k—oo sin(mt/k) sin(m/k)
Nawiazujac do Twierdzenia 2.6.4, poczynmy pewna uwage.

Uwaga 2.6.7. Dfugos¢ boku xg,,y w hiperbolicznym parkietazu platonskim, przy
wzrastajqcym parametrze k — oo, rosnie stosunkowo powoli. Jest to wzrost logarytmiczny.

Faktycznie zgodnie z twierdzeniem 2.6.4, przy k — oo dtugos¢ boku jest w przyblizeniu

2 cos(m/n)

réwna 2Ink + 2In . Przy ustalonym n i zmieniajacym si¢ k warto§¢ wyrazenia

21n (ZC%W) jest stala. Jedyna zmienna pozostaje k. Cata dlugo$¢ jest

w przyblizeniu réwna podwojonej funkcji In k zwigkszonej o pewna stala, zatem dtugos¢
wzrasta logarytmicznie.

Na koniec zaobserwujmy ten wzrost na konkretnych przyktadach. Rozpatrzmy
przyktadowo parkietaze platonskie zbudowane z pieciokatow (n = 5). Z Twierdzenia 2.2.4
wiemy, ze w takich parkietazach parametr naturalny k jest wigkszy od 3. Dobierzmy kilka
warto$§ci  k, a nastgpnie obliczmy dlugosci bokow. Wykorzystamy dwa wzory:

cos(m/n)

sin(n/k))

2 cos(rc/n))
e

doktadny  (x(nx) = 2arcosh i przyblizony (X@k) = 2Ink + 2In

Warto$¢ wyrazenia przyblizajacego oznaczmy x'(, ) = 2Ink + 2In 2cos(a/n)
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Przyklad 2.6.8. (obliczenia w arkuszu kalkulacyjnym ,,Microsoft Excel 2010”)

X(5k) = 2arcosh% X' sy =2Ink +21In (Zc%(”/s))
1) k=10 x(s5x) = 3,234, 1) x'sx) = 3,278,

2) k=10% x5, ~ 7,8828, 2) x'(sp) ~ 7,8833,

3) k=10° x5, ~ 26,303984994, 3) x5 ~ 26,303984994,
4) k=10° x(5;) ~ 40,119495552. ) (50 ~ 40,119495552.

Zauwazmy, ze wykorzystujac poszczegdlne wzory otrzymalismy bardzo podobne wyniki.
Juz przyjmujac k = 10, przyblizona dlugo$¢ rozni si¢ zaledwie o okoto 0,044. Dla k = 100
jest to juz tylko okoto 0,0005. Kolejne przyktady wskazuja na doktadno$¢ przynajmniej do

dziewiatego miejsca po przecinku. Swiadczy to o bardzo duzej doktadnosci wzoru

2 cos(m/n)

przyblizajacego dtugo$¢ boku (x'(,x) = 2Ink + 2In ), 1 to nawet dla do$¢ matych
wartosci parametru k. Kolejna rzecza ktora warto przesledzi¢ jest wzrost dhugosci boku, przy
wzrocie wartoéci parametru k. Rozpatrujac skrajne przypadki (k= 10ik = 10°)
zauwazamy, ze gdy k wzrosto az sto miliondw razy, to x(sj) wzroslo zaledwie okolo

trzynascie razy. Przyktad ten uwidacznia informacj¢ podang w Uwadze 2.6.7.
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3. Szachownice archimedesowskie

W Rozdziale 3 zajmiemy sie¢ parkietazami plaszczyzny hiperbolicznej, w ktorych
wystepuja wielokaty foremne dwoch rodzajow. Skupimy si¢ na specyficznych uktadach
wielokatow, ktore nazwiemy szachownicami archimedesowskimi. Celem begdzie znalezienie
wszystkich hiperbolicznych szachownic. Na wstepie w Podrozdziale 3.1, zaczniemy jednak
od szachownic w geometrii euklidesowe;j.

Definicja 3.0.1. Szachownica archimedesowska to parkictaz sktadajacy si¢ z co najwyzej
dwoéch rodzajow przystajacych wielokatéw foremnych, ktorych jednakowa liczba schodzi si¢
naprzemiennie w kazdym wierzchotku.

Poprzez (n,m,s) oznaczamy szachownic¢ archimedesowska zlozona z n- i m-katéw
foremnych, ktorych po s schodzi si¢ w kazdym wierzchotku. Nie zmniejszajac ogolnosci
przyjmiemy n < m.

Ponizej prezentujemy dwa przyklady hiperbolicznych szachownic archimedesowskich,
przedstawionych w modelu dyskowym Poincarego (od lewej (4,5,2) i (3,12,2)). Czarnym
kolorem wyr6zniono jeden z dwoch rodzajow wielokatow budujacych dany parkietaz.

Powstale obrazy tworza swoiste szachownice, uwidaczniajac w ten sposdb nazewnictwo

przyjete dla takich parkietazy.

Rysunki 3.0.1.

W przystajacych wielokatach foremnych wszystkie katy wewngtrzne sa rowne, zatem
dochodzimy do nastepujacych spostrzezen.
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Spostrzezenie 3.0.2. Wokol dowolnego wierzchotka szachownicy archimedesowskiej skupia
sie s kqtow wewnetrznych o rownej mierze z n-kqta foremnego i s kqtéow wewnetrznych

o rownej mierze z m-kqta foremnego. W sumie majq one miare 2.

Spostrzezenie 3.0.3. W kazdym wierzchotku szachownicy archimedesowskiej schodzi sie

parzysta liczba wielokqtow rowna 2s.

Spostrzezenie 3.0.4. Parkietaz platonski postaci (n, k), gdzie 2|k to przykiad szachownicy
archimedesowskiej(n,n, s = k/2), zbudowanej tylko z n-kqtow foremnych.

3.1. Szachownice archimedesowskie w geometrii euklidesowej

Zastandwmy sig, jakie szachownice archimedesowskie postaci (n,m,s) sa W geometrii
euklidesowey.

Na poczatku warto przypomnie¢ parkietaze platonskie, ktore istnieja w geometrii
euklidesowej. Zgodnie z Twierdzeniem 2.1.1 mamy trzy takie parkietaze: (3,6), (4,4) i (6,3).
Uwzgledniajac Spostrzezenie 3.0.4, otrzymujemy juz dwie szachownice archimedesowskie:
(3,3,3) i (4,4,2), ktore sa rownowazne parkietazom platonskim postaci (3,6) i (4,4).

Twierdzenie 3.1.1. Istniejq trzy euklidesowe szachownice archimedesowskie:
(3,3,3),(3,6,2) i (4,4,2).

Dowdéd: Rozumowanie przeprowadzimy podobnie jak w przypadku parkietazy platonskich.
Analizg calego parkietazu ograniczymy do obserwacji jednego, dowolnego wierzcholka.

Na jego podstawie okreslimy mozliwe warto$ci parametrow n,m i s.

Zauwazmy ze n,m,s € N, ponadto n,m > 3 jako liczby bokow w wiclokacie. Katy
wewngtrzne w wielokacie foremnym sa wypukte. Suma dwoch takich katow jest mniejsza od

2w, stad uwzgledniajac Spostrzezenie 3.0.2: s # 1, a wige s = 2. Miara katow wewngtrznych
n(n-2)

W n-kacie foremnym wynosi (wzér 1.1.2). Analogicznie miara katow W m-kacie

(m-2

foremnym wynosi T) Odtézmy po s razy takie katy wokot wierzchotka szachownicy

archimedesowskiej. Ze Spostrzezenia 3.0.2 otrzymamy réwnanie: s - ”(’;_2) +s- ”(’fn_z) = 2m.

. . ] m(n-2) n(m—z)) _ . _2(mm-m-n) _
Przeksztalcajac dostajemy s ( ——t——) = 2, nastgpnie s — = 2, stad
s = (%)_1. W szczegolnosci zauwazmy, ze wartosci wyrazenia ——— = 1 — % —%

Scisle rosna wraz ze wzrostem parametréw n, m = 3. Wezmy odwrotno$¢ tego wyrazenia:

nm

(3.1.2) s =

nm-m-n’

Warto$ci beda teraz $ci§le malaty wraz ze wzrostem parametrow n i m. Wiemy jednak, ze
najmniejsza warto$¢, jaka mozemy przyja¢ to s = 2. Stosunkowo prosto mozemy teraz
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zauwazyC, ze wyrazenie przyjmie taka wartos¢. Na przyktad, gdy jeden
z parametrow jest rowny 3, a drugi 6. Kolejno$¢ parametrow nie ma znaczenia, ich potozenie
jest symetryczne, ale zgodnie z umownie przyjeta konwencja n < m. Wiemy juz, ze wartos$ci
wyrazenia opisujacego s, maleja wraz ze wzrostem parametrow. Przyjmujac n =3 im =6
otrzymujemy najmniejsza dopuszczalna warto$¢ s = 2. Zatem zwigkszajac teraz ktorys z tych
parametréw, dostajemy warto$¢ s < 2, CO jest sprzeczne z przyjetymi ustaleniami. Pozostaje

rozpatrzy¢ pozostate wartosci parametrow n i m. Przeanalizujmy poszczegdlne przypadki.

1) n=3im=3,wtedy s =3, 5) n=4im =4, wtedy s = 2,
2)n=3im=4,wtedys=2§$N, 6) n=4im=5,wtedys=1lil<2,
3)n=3im=5,wtedys=2%(£N, 7) n=5im=5,wtedys=1§<2.

HAn=3im=6wtedys = 2,

Uwzgledniajac ograniczenia parametru naturalnego s > 2 odrzucamy przypadki: 2), 3), 6), 7).
Ostatecznie, jedyne szachownice archimedesowskie to: (3,3,3), (3,6,3), (4,4,2) c.n.d.

Przypomnijmy, Ze euklidesowa szachownica postaci (3,3,3), to faktycznie parkietaz
platonski (3,6), podobnie przypadek (4,4,2) odpowiada parkietazowi platonskiemu (4,4).
Parkietaze te przedstawiliSmy juz na Rysunkach 2.1.1. Natomiast fragment nietrywialnej
(tzn. nieplatonskiej) szachownicy archimedesowskiej (3,6,3) prezentujemy ponizej.

X
X
X X

Rysunek 3.1.1.

3.2. Szachownice archimedesowskie w geometrii hiperbolicznej

Celem jest opisanie wszystkich szachownic archimedesowskich w geometrii
hiperbolicznej. Mimo, ze taki parkietaz zbudowany jest z dwoch rodzajow wielokatow
foremnych, to rozumowanie poprowadzimy podobnie jak w przypadku parkietazy platonskich
(Podrozdziat 2.2), wykorzystujac przy tym informacje z Podrozdziatu 3.1.

Podobnie jak w geometrii euklidesowej wyznaczymy wszystkie mozliwe warto$ci
parametrow n,m i s dla ktorych istnieje szachownica (n,m, s). Z poprzedniego podrozdziatu
wiemy, ze n,m,s € N, ponadto n,m > 3 oraz s = 2. Kluczem do dalszego rozumowania
bedzie Spostrzezenie 3.0.2, moéwiace ze wokol dowolnego wierzchotka szachownicy
archimedesowskiej skupia si¢ s katow wewngtrznych o rownej mierze z n-kata foremnego
I s katow wewngtrznych o rownej mierze z m-kata foremnego, ktore W sumie maja miarg 2.
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Moéwimy o katach wewnegtrznych w n i m-kacie foremnym. Oznaczmy takie katy
odpowiednio przez a,, i a,,. Otrzymujemy wigc ponizsza rownosc:
(3.2.1) sap+s-ay=s-(a, +ay) =2n.

W geometrii euklidesowej mogliSmy podstawi¢ konkretna wartos¢ . Tym razem jednak
miary katow wewngtrznych W n i m-kacie foremnym ulegaja zmianie, sa zalezne od dtugosci

boku. Zakres wartosci kata wewngtrznego w hiperbolicznym n-kacie foremnym okreslilismy
n(n—z))

n
analogicznie w m-kacie foremnym dostajemy zakres warto$ci dodatnich, mniejszych od
n(m-2)

w Stwierdzeniu 1.3.5. Taki kat przyjmuje wszystkie wartosci z zakresu (0,

. Uwzgledniajac te informacje, oraz wykorzystujac rownanie 3.2.1 dostajemy:

nt(n-2) nw(m- 2n(nm—m—n)

2t =s-(ap+ay) <s-( —+— 2)), nastgpnie: 27 < S - , stad
(3.2.2) §>—"

Przypomnijmy teraz, ze zgodnie z poprzednimi ustaleniami najmniejsza warto$é
m

naturalna parametru s jaka mozemy przyja¢ to s = 2. Wyrazenie rozpatrywali§my

n
nm-m-—n
wczesniej (wzor 3.1.2). Wiemy, ze jego wartosci $cisle maleja wraz ze wzrostem n,m > 3,
ponadtodla n =3 i m = 6, jest ono rowne 2. Przyjmujac ten przypadek za graniczny.

Zwroémy uwage, ze zwigkszajac teraz ktory§ z parametrow otrzymujemy wtedy, ze
nm

— — < 2, czyli kazdy parametr naturalny s = 2 speinia nieréwnos$¢ 3.2.2. Pozostaje

rozwazy¢ pozostale przypadki.

Lemat 3.2.3. Nie ma hiperbolicznych szachownic archimedesowskich postaci:
(3,3,2),(3,3,3),(3,4,2),(3,5,2),(3,6,2), (4,4,2).

Dowdd: Rozpatrujac pozostate wartosci n i m otrzymujemy ograniczenia na s (wzor 3.2.2):

1) n=3im =3, wtedy s > 3, 5 n=41im=4,wtedy s > 2,
2) n=3im=4,wtedys>2§, 6)n=4im=5,wtedys>1%,
3) n=3im=5,wtedys>2%, 7)n=5im=5,wtedys>1§.

4) n=3im=6,wtedy s>2,

Na podstawie tych warunkow, stwierdzamy nieistnienie szachownic o parametrach podanych
w tresci lematu  c.k.d.

Zanim rozwazymy pozostale szachownice, poczynmy pewne, istotne spostrzezenie.

Spostrzezenie 3.2.4. W hiperbolicznej szachownicy archimedesowskiej postaci (n,m,s),
odpowiadajqce sobie boki poszczegolnych n- | m-kqtow foremnych pokrywajq sie, stqd

wszystkie boki majq rownq diugosé.
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Informacje t¢ wykorzystamy w dowodzie ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie 3.2.5. Istniejq hiperboliczne szachownice archimedesowskie postaci:
{(n,m,s):n,m € N\{1,2},s € N\{1}}\{(3,3,2), (3,3,3), (3,4,2), (3,5,2), (3,6,2), (4,4,2)},
czyli dla wszystkich wartosci parametréow (n,m,s): n = 3; k = 3; s = 2 z wyjqtkiem tych
podanych w Lemacie 3.2.3.

Dowod: Uwzgledniajac Lemat 3.2.3, pozostaje uzasadni¢ istnienie reszty parkietazy.
Zwrbé¢my uwage, ze istnienie konkretnej szachownicy postaci (n,m,s), jest rOwnowazne
z istnieniem odpowiednich n- i m-katow foremnych, ktorych boki maja jednakowa dtugos$é,

a katy wewngtrzne spetniaja réwnanie 3.2.1: s-(a, + a,) = 2r, czyli a, + a,, = Z?n
Dodatkowo nalezy uwzgledni¢ wzoér 3.2.2: s > # Otrzymujemy wtedy:

nm 2n(nm—-m-n) wnm-2mm+anm-2nn  w(n-2) , n(m-2)
a, +a, <?2m = = = + :
n m /nm—m—n nm nm n m

Udowodnimy silniejsze warunki. Przyjmujac t¢ sama dtugos¢ boku x w n- i m-katach
foremnych, pokazemy ze suma miar katow a, + @,, przyjmuje wszystkic wartoSci

z zakresu (0, mn2) 4 n(m—Z))’ w szczeg6lnosci wige wartosci postaci Zodla s> "2
n m S nm-m-—-n

. . _ . cos(m/n) . _ . cos(m/m)
Zgodnie ze wzorem 1.3.3: a, = 2arcsm—cosh(x/2) , podobnie a,, = 2arcsm—cosh(x/2). Oba

wyrazenia sa zalezne od dlugosci boku x. Zgodnie ze Stwierdzeniem 1.3.1, dlugos$¢ boku
w hiperbolicznym wielokacie foremnym przyjmuje wszystkie warto$ci dodatnie.
W dowodzie Stwierdzenia 1.3.5 pokazalismy, ze w n-kacie foremnym warto$ci wyrazenia

cos(n/n) maleja wraz ze wzrostem wartosci x, co wiecej lim a, = m(n-2)
cosh(x/2) Ja > &CCJ x-0%n — T T

a, = 2arcsin

oraz lim,_,, a, = 0. Analogiczne wtasnosci dotycza wyrazenia a,,. Stad wnioskujemy, ze

cos(m/n) + 2arcsin cos(m/m)

roéwniez zie malal raz z
cosh(x/2) cosh(x/2) ownie qu c oW c

wyrazenie a, + @, = 2arcsin
wzrostem x. Zwro¢my tez uwagg na ponizsze granice:

. _ . ) ,
lim, o (ay, + ay) = lim,_o a, + lim,_, a,, = n(r; 2 n(mm )

lim(a, + @) = lim a, + lim a,,, = 0.
X—00 X—00 X—00

Wyrazenie «, + a,, jest suma funkcji ciaglych, stad samo tez jest funkcja ciagla,
zalezna od x. Zatem uwzgledniajac powyzsze granice, @, + a,, przyjmuje wszystkie wartosci

z zakresu (0,2 + T2y ¢,

Przyktady hiperbolicznych szachownic archimedesowskich przedstawiliSmy juz na
poczatku  tego  rozdzialu = (Rysunek  3.0.1). Warto  jeszcze =~ wspomniec
o artyscie, ktory w swojej tworczosci prezentuje barwne parkietaze hiperboliczne. Jest nim
holenderski malarz i grafik Maurits Cornelis Escher. Na kolejnej stronie prezentujemy jedno
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z jego dziet (Circle Limit Ill), ktore mozemy utozsamia¢ z hiperboliczna szachownicag
archimedesowska (3,4,3), przedstawiona w modelu dyskowym Poincarego (Rysunek 3.2.1).

Rysunek 3.2.1.

3.3. Dhugos¢ boku w hiperbolicznej szachownicy
archimedesowskiej

WyznaczyliSmy juz wszystkie hiperboliczne  szachownice archimedesowskie.
Teraz skupimy si¢ na wyznaczeniu dtugosci boku w wielokatach tworzacych takie parkietaze.

Wpierw zwro¢my tylko uwage, ze W szachownicach euklidesowych (Podrozdziat 3.1)
dlugos$¢ boku nie jest niczym uwarunkowana i moze przyja¢ dowolna warto$¢ dodatnia.
Pojawia sig pytanie, jak bedzie w geometrii hiperboliczne;.

W przeciwienstwie do geometrii euklidesowej, dtugos¢ boku w wielokatach foremnych
tworzacych szachownicg, jest zalezna od miary odpowiadajacych im katow wewngtrznych
(patrz wzor 1.3.6). Okreslajac dtugo$¢ boku w hiperbolicznej szachownicy archimedesowskiej
nalezy uwzgledni¢ miary tych katow.

Dlugos¢ boku w hiperbolicznej szachownicy archimedesowskiej 0znaczmy przez y.

Twierdzenie 3.3.1. Dlugos¢ boku wielokqtow foremnych tworzqcych hiperboliczng

szachownice archimedesowskq (n, m, s) wyraza wzor:

J2cos(mt/n)cos(m/m)cos(m/s)+cos2(r/n)+cos?(mw/m)

sin(mt/s)

(3.3.2) y = 2arcosh
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Dowad: Zgodnie ze Spostrzezeniem 3.2.4, w hiperbolicznej szachownicy wszystkie dtugosci
bokoéw sa réwne. Pozostaje okresli¢ ta dtugos¢. Bedzie ona oczywiscie zalezna od wartosci
parametrow n, m i s odpowiedniej szachownicy.

Zacznijmy od przeksztalcenia rownania 3.2.1, otrzymamy wtedy:

(3.3.3) ty + =,
gdzie a,, i a,, to odpowiednie katy wewnetrzne w n- i m-katach foremnych tworzacych
hiperboliczna szachownicg. Przypomnijmy, ze wczesniej otrzymalismy juz zalezno$¢ miary
kata wewngtrznego od dlugosci boku w dowolnym wielokacie foremnym (wzor 1.3.3).

cos(m/m)
cosh(y/2)’

, . _ . cos(m/n) . _ .
Wedlug naszych oznaczen mamy wtedy: a,, = 2arcsin cosh(y/2) I @, = 2arcsin

Podstawiajac to do rownania 3.3.3, skracajac przy okazji dwojki dostajemy:

. cos(m/n) . cos(m/m) _ L
(3.3.4) arcsin =" + arcsin ot/ — 5

Bedzie to dla nas wyj$ciowe rownanie, z ktérego wyznaczymy y. Najpierw powiemy jednak
jak doda¢ dwie warto$ci funkcji arcus sinus. Zgodnie ze wzorami z Tablic ([4], str. 77) mamy:

arcsin(av1 — b% + bV1 — a?) dlaa-b<0lub a?+b*<1
(3.3.5) arcsina +arcsinb = { © —arcsin(avV1l — b2 + bVl —a?) dlaa>0,b>0ia®+b?>1
—Tr—arcsin(ax/l—b2+b\/1—a2) dlaa<0,b<0ia?+b?>1.

Zauwazmy najpierw, ze W naszej sytuacji ostatni wariant powyzszego wzoru nigdy nie
cos(m/n) cos(m/m)
cosh(y/2) cosh(y/2)
Wykorzystujac pierwszy z nich przeksztalcimy rownanie 3.3.4 do postaci:

T . cos(m/n) _ (cos(n/m) 2 cos(m/m) _ cos(mt/n) )2
s aresin <cosh(y/2) \/1 cosh(y/z)) + cosh(y/2) \/1 (cosh(y/z) '
Naktadajac funkcjg¢ sinus na obie strony réwnania mamy

L cos(m/n) _ cos(mr/m) 2 cos(mr/m) _ cos(m/n) 2
(3:3.6) Sin s cosh(y/2) \/1 (cosh(y/z)) + cosh(y/2) \/1 (cosh(y/Z)) )

bedzie potrzebny, gdyz >0, jak i > 0. Rozwazmy dwa pozostate warianty.

Podobnie w drugim przypadku otrzymamy % = 1 — arcsin(...), nastepnie 1 —% = arcsin(...),

pomijamy przy tym oczywista posta¢ wyrazenia w argumencie funkcji arcus sinus (patrz
rébwnanie poprzedzajace wzor 3.3.6). Za§ nakladajac funkcje sinus na obie strony réwnania i
stosujac wzory redukcyjne dochodzimy do tego samego wzoru (3.3.6). Poprzez kolejne
przeksztalcenia wyznaczymy z tego wzoru dlugosé boku y, w zaleznosci od parametréow n, mi s.
Otrzymujemy kolejne rownania rownowazne.

y
. cosh?Z
/- cos >

. m  cos(m/n) \[coshz(y/Z) — cos?(m/m) N cos(m/m) \/coshz(y/Z) — cos?(m/n)
s _

= cosh(y/2) cosh?(y/2) cosh(y/2) cosh?(y/2)
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T Y s y T I y T 5
sin—cosh®= = cos— [cosh?= — cos? — 4+ cos— [cosh?= —cos?— /...
s 2 n 2 m m 2 n

.om y s y i T
sin® —cosh*Z = cos? —cosh?Z — 2 cos? —cos? — +
S n 2 n m

T T T T
+2 cos - cos E\/(cosh2 g — cos? E)(cosh2 % — cos? ;) + cos? — cosh? %

y, @ y i s s i
cosh? = (sm2 —cosh?Z — cos? — — cos? —) + 2cos?—cos?— =
S 2 n m n m

T 0w T T
=2 cos;cosa\/(coshz%— cosza)(coshzg— coszz) /.2

y, T y T TN\2
cosh*= (sm2 —cosh? = — cos? — — cos? —) +
2 S 2 n m

i T y, T y i s i T
+4 cos? —cos? —cosh? = (sm2 —cosh?Z — cos? — — cos? —) + 4 cos* —cost— =
n m 2 S 2 n m n m

i i y y s y T i i
= 4 cos® —cos? —(cosh“— — cosh? = cos? — — cosh? = cos? — + cos? — cos? —).
n m 2 2 n 2 m n m

Wymnazajac poszczegdlne wyrazenia w nawiasach (oprocz pierwszego) i redukujac wyrazy
podobne dochodzimy do kolejnych rownan:

2

y, . m y i i y i T T
cosh*= (sm2 —cosh? = — cos? — — cos? —) + 4 cosh*= cos? — cos? —sin? — =
S n m 2 n m S

y i i y
= 4 cosh*=cos?—cos?— /:cosh*=
cosh® 2 cos? —cos /: cos 5

T y T T2 T s T T T
(sm2 —cosh? = — cos? — — cos? —) = 4 cos? —cos? — — 4 cos? — cos? —sin? —
S 2 n m n m n m S

2
. T T Vs T T . T
(sm2 Zcosh?Z — cos?Z — cos? —) = 4 cos?=cos?— (1 — sin? —)
S 2 n m n m S

2
. Y T Vs T T T
(3.3.7) (cosh2 Ysin2 = — cos? = — cos? —) = (2cos=cos—cos—)2.
2 S n m n m N
Przed dalszymi przeksztatceniami, zastanowimy si¢ nad znakiem dla warto$ci wyrazenia

. s 77:
(3.3.8) cosh? %sm2 S cos? ~— cos?

31a

Lemat pomocniczy. Wartosé wyrazenia cosh?Zsin?Z — cos?2Z — cos2Z jest nieujemna.
Y 2 S n m

Dowéd: Przypomnijmy wzor 1.3.3, zgodnie z ktorym miara kata wewngtrznego o
cos(m/n)

w hiperbolicznym wielokacie foremnym o dtugosci boku x wynosi & = 2 arcsin cosh(x/2)’
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Dzielac przez dwa i nakladajac funkcj¢ sinus na obie strony réwnania, otrzymujemy ze

a _ cos(m/n)

. X . a s . . . .
sinZ = o 2y stad coshEsmE =cos—. Uwzgledniajac oznaczenia przyjete dla

wielokatow foremnych tworzacych hiperboliczna szachownicg otrzymujemy uktady rownan:

an

T
cosh=sin— = cos—
2 2 n =
y . Uy 7T
cosh=sin— =cos— /...
2 2 m
y an U
cosh? =sin? — = cos? —
2 2 n
5 A T
Cosh2 Z sin? —= =cos? —
2 2 m

. y . . a . a s s
Dodajac te rGwnania otrzymamy cosh? %sm2 —+ cosh? %sm2 = cos? ~+ cos? —, stad
. a . a T s
(3.3.9) cosh?Z (sin? 22 + sin2 ™) — cos? = — cos2 = = 0.
2 2 2 n m

W szczegodlnosci zwro¢my uwage na analogig miqdzy ta r(')wnos'ciaa a wzorem 3.3.8.
Zastepujac sinzg we wzorze 3.3.8, wyrazeniem sin? = + sin? =, otrzymujemy, ze warto$¢

wyrazenia ze Wzoru 3.3.8 jest rowna 0. Na tej podstaw1e poczynmy pewne spostrzezenie.

o . . . . ’ ;. . Vs s T
Spostrzezenie pomocnicze. Wykazanie nieréwnosci cosh? %sm2 S cos? e cos? —20

sprowadza sie do uzasadnienia, Ze

(3.3.10) sin? % + sin? aTm < sin? g

. . . - ’r .. , . 21
Zanim udowodmmy poOwyzsza nierownosc przypomnijmy wzor 3.3.3: a, + a, =—,

stad po przeksztalceniu otrzymujemy % + aTm = E. Nie zmniejszajac ogdlnosci mozemy

am _ T

przyjac, ze % = % + e oraz =6 dlae € <0 25) Stad udowadniamy nier6wnos¢

(3.3.11) sin? (le + e) + sin? (% e) < sin? g

Ze wzordw trygonometrycznych ([4] str. 75) wiemy, Ze sin?p =%(1—cos(2ﬁ)).

Wykorzystujac ten wzor w nierdwnosci 3.3.11, dostajemy kolejne nierdbwnosci rOwnowazne:
~ (1 - cosC +26)) +5 (1 - cos- — 26)) < sin? = = 1 — cos? =
2 CoS S € ) CoS S E) < SIn S = COoS S
1—cos (S 4 26) 2 cosC— 26) <1 cos? ™
> Cos p €) 3 cos(s €) < cos .

%(COS (g + 26) + cos (g - 26)) > cos? g

-51-



Wykorzystujac zwiazek cos(f + y) = cosfBcosy + sinfsiny (patrz [4], str. 75), otrzymujemy
ponizsze nierowno$ci rtOwnowazne:

1 T om T T ,T
> (cos;cos(Ze) — sm;sm(Ze) + cos;cos(Ze) + sm;sm(Ze)) > cos 5

T s
cos—cos(2€) = cos?—
s s

(3.3.12) cos(2¢) = cosg

Zgodnie z wczesniejszymi ustaleniami eE<0,%), czyli 266(0,%), gdzie s> 2.

Uwzgledniajac fakt, ze funkcja kosinus jest malejaca w przedziale (0, g), wnioskujemy ze
nierowno$¢ 3.3.12 jest prawdziwa. Zatem nierowno$ci z nia roOwnowazne rowniez sa
prawdziwe. W szczegdlnoéci nieréwnosé 3.3.10: sin2%+sin2a7ms sin? % Zgodnie ze
spostrzezeniem pomocniczym uzasadnia ona tezg postawiona w lemacie pomocniczym,

co konczy dowod tegoz lematu.

Kontynuujac wiasciwy dowod Twierdzenia 3.3.1 przypomnijmy ostatnio otrzymana
2
r rr . s s [ [ Y 2
rowno$¢  3.3.7: (cosh2 2sin2 < — cos? < — cos? —) = (2cos—cos—cos-)%. Z lematu
2 s n m n m s
. . [ . 2y .. 2T 2T 2 .
pomocniczego wiemy juz, ze cosh 5 sin®~—cos”——cos”— = 0. Stosunkowo tatwo jest
, . . c . T T T . . . . , .
rowniez zauwazyC, ze 2c0S —C0S—COS— > 0. Pierwiastkujac obie strony réwnania 3.3.7
r 77 . s s V1 Y Y Y
otrzymamy zatem réwno$é: cosh? %sm2 T cos? ~ - cos? — = 2cos—cos—cos_, stad

.Y _ 2cos(m/n)cos(m/m)cos(r/s) + cos?(m/n) + cos?(mw/m)

cosh sin?(m/s)

zatem ostatecznie

\J2cos(m/n)cos(rr/m)cos(m/s) + cos?(m/n) + cos(m/m)
sin(m/s)

y = 2arcosh c.n.d.

Whiosek 3.3.13. Diugosé¢ boku w konkretnej hiperbolicznej szachownicy archimedesowskiej
przyjmuje tylko jednq, ustalonq wartosc.

Na koniec zwr6¢my uwage na jeszcze jeden sposob czeSciowego potwierdzenia
poprawnosci Twierdzenia 3.3.1. Rozpatrzmy najprostsze szachownice archimedesowskie,
zbudowane z jednego rodzaju wielokatow. Sa one postaci (n,n,s). Faktycznie sa to jednak
parkietaze platonskie postaci (n,k = 2s) (patrz Spostrzezenie 3.0.4). W Twierdzeniu 2.3.1
okresliliSmy juz hiperboliczna dtugo$¢ boku x5, ) W parkietazach platonskich.
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cos(m/n)
sin(m/k)’

sprawdzi¢, czy dlugos¢ boku w szachownicy (n,n,s) wyliczona z otrzymanego wzoru 3.3.2

Przypomnijmy, ze zgodnie z tym wzorem mamy X, ) = 2arcosh Mozemy teraz

jest réwna dlugosci boku w parkietaz platonskim (n,k = 2s), ktéra obliczamy wedtug
wspomnianego wzoru z Twierdzenia 2.3.1. Obie te wielkosci sa opisane za pomoca funkcji
arcus kosinus hiperboliczny. Wiemy, ze jest to funkcja roznowarto$ciowa, zatem porownujac

powyzsze dlugosci wystarczy porownaé¢ argumenty tej funkcji. Dla szachownicy bedzie to

\/2COS(ﬂ/n)COS(TL’/m)COS(T[/S)+COSZ(TL’/TL)+COS

2
wyrazenie (/ m). Przyjmujemy teraz, ze m = n, to:

sin(m/s)

J2cos2(m/n)cos(m/s)+2cos2(m/n) cos my2(cos(m/s)+1)

_ T _ 1+cos(m/s) LT
sin(rt/s) n sin(mt/s) = Cos n \’ 4 2 /sin s’

Ze zwiazkow pomigdzy funkcjami trygonometrycznymi ([4], str. 74), otrzymujemy

nastgpujace zaleznoSci: /HCTOSB = cosg dlap € (0, g), oraz sin(2f3) = 2sinfcosf, zatem:

T . 1+cos(m/s) . L 2cos(m/n)cos(m/2s) — cos(m/n)
COSn \/4 2 /Sm (2 25) 2sin(mt/2s)cos(m/2s) sin(m/2s)’

Dlugo$¢ boku W parkietaz platonskim postaci (n,2s) Wynosi xg, ) = 2arcosh

cos(m/n)
sin(m/2s)’
Ostatecznie potwierdzamy wzér 3.3.2 w przypadku szachownic bedacych parkietazami
platonskimi.
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