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Wstep

Celem mojej pracy jest udowodnienie wzoru, za pomoca ktérego
mozna obliczy¢ pole dowolnej figury wielokatnej, spelniajacej jeden
warunek: wszystkie jej wierzchotki musza leze¢ na przecieciu sie prostych,
ktore tworza krate na plaszczyznie.

Wzor ten nazwany zostal wzorem Picka od nazwiska austriackiego
matematyka, ktéry odkryt go pod koniec zeszlego stulecia.

Pomyst zostal zaczerpniety z ksiazki J. A. Szaszkina pt.
Charakterystyka Eulera. W wielu pozycjach naukowych wzor Picka
traktowany jest jako ciekawostka. Dlatego podaje sie go w takiej postaci,
aby mozna bylo policzy¢ pole najprostszych wielokatéw. Uzasadnienie
prawdziwosci wzoru Picka dla takich wielokatow, nazwanych wielokatami
prostymi, zaprezentowane jest w rozdziale pierwszym.

Rozdzial drugi zawiera definicje figury wielokatnej oraz pewnych klas
figur wielokatnych. Definicje te zostaly stworzone dla potrzeb tej pracy. W
tym samym rozdziale pojawia sie pojecie charakterystyki Eulera oraz
wyliczane sg wartosci jakie ta charakterystyka przyjmuje dla réznych klas
figur wielokatnych.

Rozwazania z rozdziatu pierwszego i drugiego beda wykorzystane z
celu podania odpowiedzi na pytanie postawione w tytule rozdzialu
trzeciego: Jaka posta¢ ma wzér Picka dla figur wielokatnych? Zatem
rozdzial trzeci to stopniowe dochodzenie do uogélnionej postaci wzoru
Picka, prawdziwej dla dowolnej figury wielokatne;.

Ostatnia czes¢ pracy poswiecona jest uzasadnieniu wzoru Picka dla
figur wielokatnych.

Sposdb w jaki przedstawitam temat tej pracy, wynika z mojego
spojrzenia na cale zagadnienie wzoru Picka, ktére pojawito sie gdy po raz
pierwszy spotkalam sie z tym pojeciem i krystalizowalo sie w trakcie moich
badan.

OczywiScie praca ma taki, a nie inny ksztatt dzieki uwagom
pierwszego Czytelnika doktora Jacka Swiatkowskiego, ktéremu chciatabym
podzigkowac za rady, sugestie i zyczliwg krytyke.




Rozdziat 1.
Wzor Picka dla prostych wielokatow.

W rozdziale pierwszym wprowadzony jest, a nastepnie uzasadniony
wzor Picka, pozwalajacy obliczy¢é pole wielokatéw o wierzchotkach
kratowych. Pole to wyraza sie pewna funkcja Q zalezna tylko od ilosci
punktéw kratowych, znajdujacych sie wewnatrz wielokata oraz na jego
brzegu. Pod uwage wziete sa najprostsze wielokaty. O figurach
wielokatnych (na przyklad wielokat z ,dziurg” lub wielokat sktadajacy sie z
roztacznych elementéw) mowa bedzie pdznie;.

Wzor Picka uzasadniony jest najpierw dla prostokatéw o bokach
rownoleglych do linii siatki (paragraf 1.2), nastepnie dla tréjkatow
(paragraf 1.5) oraz dla dowolnych wielokatéow (paragraf 1.6).

W paragrafie 1.6 zostalo wykorzystane twierdzenie o podziale
dowolnego wielokata na skoficzong liczbe trojkatow oraz addytywnosé pola
Pi funkcji Q.

1.1 Wieloka,ty”o wierzchotkach kratowych.

Niech na plaszczyznie beda poprowadzone réwnolegle proste (linie)
tak, ze odlegtos¢ miedzy kazda para sasiednich prostych jest réwna 1 oraz
proste prostopadie do danych, spetniajace taki sam warunek. Takie proste
tworza siatke i dziela plaszczyzne na kwadraty o polu réwnym 1.
Wierzchotki tych kwadratéw bedziemy nazywac punktami kratowymi.

Wprowadzmy pojecie linii lamanej. Lamang nie zamknieta nazywamy
lini¢ utworzona z odcinkow 4,4,,4,4;,...,4, ,4,, ktore lacza kolejno punkty

A4, JesSli n23 1 4 =4, to wtedy otrzymujemy lamanag zamknieta.

CzeSC plaszczyzny ograniczona linig tamang zamknieta, ktorej kazde dwa
nie przylegte odcinki nie maja punktéw wspolnych nazywamy wielokatem
prostym.

Jesli tamana zamknieta utworzona jest z odcinkéw laczacych kolejno
punkty kratowe, to wtedy wielokat prosty nazywamy wielokatem prostym o
wierzchotkach kratowych.




W rozdziale pierwszym rozwaza¢ bedziemy wielokaty proste, ktorych
wszystkie wierzchotki sg punktami kratowymi.

Przyklad wielokata prostego o wierzchotkach kratowych przedstawia
rysunek 1.

Rysunek 1.

Dla takiego wielokata W rozpatrzmy wielko$¢é:
007) =w+=b-1, (1.1)

gdzie w jest liczba punktéw kratowych wewnatrz wielokata W, b jest liczba
punktéw kratowych lezacych na jego brzegu.

Okazuje sie, ze wielkos¢ (1.1) jest rowna polu P(W) wielokata W. Scislej
mowiac dla dowolnego wielokata W zachodzi wzor:

P(W)=w+%b—1 (1.2)
lub inaczej

POV) = Q). (1.3)
Na przyktad dla wielokgta przedstawionego na rysunku 2,




Rysunek 2.

w=9, b=12, stad otrzymujemy:

Q(W):9+%-12—1=14.

Latwo policzy¢ pole wielokata W. Mozna zauwazyc, ze sklada sie on z
trojkata prostokatnego i réwnolegltoboku. Zatem:

P(W)=%-3-4+4-2=14.

Rzeczywiscie pole wielokata W wyraza sie wzorem (1.2).

Roéwnanie (1.2) otrzymat w roku 1899 austriacki matematyk Georg Pick.!
W kolejnych paragrafach tego rozdzialu uzasadnimy prawdziwo$é wzoru
Picka, poczynajac’ od prostokatow i tréjkatéow, a konczac na dowolnych
wielokatach prostych.

1.2 Uzasadnienie @ wzoru Picka dla prostokatow o
wierzcholkach kratowych.

Rozpatrzmy prostokat W o bokach réwnolegtych do linii siatki.
Taki prostokat wypelniaja kwadraty jednostkowe (majace pole réwne 1).
Pole takiego prostokata to ilo§¢ kwadratow jednostkowych, ktére sg w nim
zawarte. Uzasadnimy, ze dla prostokata W zachodzi rownosc¢ (1.3).
Oznaczmy dlugosci bokéw prostokata przez mi n jak na rysunku 3.

1 J. A. Szaszkin, Charakterystyka Eulera, Nauka, Moskwa 1984, s. 35.




Rysunek 3.

Chcemy obliczy¢ ilo§¢ punktéw kratowych na brzegu i wewnatrz
prostokata W, wykorzystujac dtugosci bokéw prostokata m i n.
Bok prostokata W o dtugosci m zawiera m+1 punktéw kratowych (w tym
punkty kratowe odpowiadajace dwoém wierzcholkom prostokata), a bok o
diugosci n zawiera n+1 takich punktow kratowych. Skoro prostokat W
posiada dwie pary bokéw o diugosciach m i n, wiec jego boki zawierajq
2(m+1)+2(n+1) punktéw kratowych, w tym punkty kratowe odpowiadajace
czterem wierzchotkom, ktére zostaly policzone dwa razy. W rezultacie ilosé
punktéw kratowych na brzegu prostokata W wynosi:
b=2(m+1)+2(n+1)—4=2m+2n. (1.4)
Aby obliczy¢ ilos¢ punktéw kratowych wewnatrz prostokata W zauwazmy,
ze tworzag one n—1 rzedéw po m-1 punktow kratowych w kazdym rzedzie.
Zatem ich ilos¢ wynosi:
w=(m-1)n-1). (1.5)
Sprawdzmy czy zachodzi réwnosé (1.3).
Wykorzystujac zaleznosci (1.4) i (1.5), otrzymujemy:

Q(W)=w+%b—1=(m—1)(n—1)+%(2m+2n)—1=m-n=P(W).

c.n.d.




1.3 Uzasadnienie wzoru Picka dla tréjkatow prostokatnych o
wierzcholkach kratowych.

Rownos¢ (1.3) zachodzi réwniez dla wszystkich trojkatow powstalych
z podzialu przekatng prostokatéw o bokach rownoleglych do linii siatki.
Oznaczmy dlugosci przyprostokatnych tréjkata T przez m i n, tak jak na
rysunku 4.
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Rysunek 4.

Niech p oznacza ilo§¢ punktéw kratowych znajdujacych sie na
przeciwprostokatnej trojkata T, ale bez punktéw odpowiadajacych dwoém
wierzchotkom tréjkata T.

Chcemy obliczy¢ ilos¢ punktéw kratowych brzegowych i wewnetrznych w
trojkacie T. Wykorzystamy w tym celu wielkosci m, n, p.

Punkty kratowe brzegowe znajduja si¢ na przyprostokatnych o dlugosciach
m i n oraz na przeciwprostokatnej trojkata T. Zatem jest ich m+1+n+1+p),
w tym jeden punkt kratowy odpowiadajacy wierzchotkowi tréjkata T,
policzony podwdjnie.

Reasumujac, otrzymujemy ilo§¢ punktéw kratowych na brzegu
trojkata T wynoszaca:

b=m+n+l+p. (1.6)

Policzmy teraz ilo§¢ punktéw kratowych wewnatrz tréjkata T. Jesli
trojkat T dopelnimy do prostokata W, to przekatna prostokata W bedzie
przeciwprostokatna tréjkata T. Biorac pod uwage (1.5), ilo§é punktéw
kratowych wewnatrz prostokata W, z wyjatkiem punktéw kratowych
znajdujacych sie na jego przekatnej, wynosi: (m-1)(n—1)-p.

Poniewaz trojkat T jest polowa prostokata W, dlatego ilo§¢ punktow
kratowych wewnatrz tréjkata T wynosi:

w=%((m_1)(n_1)_p). (1.7)




Wykorzystujac zaleznosci (1.6) i (1.7), otrzymujemy:
Q(T)=w+%b—1=%((m—1)(n—l)—p)+%(m+n+l+p)—l=%m-n=P(T).

c.n.d.

1.4 Addytywnosc¢ funkcji Q.

Przyporzadkujmy kazdemu wielokatowi o wierzchotkach kratowych
W liczbe rzeczywista G(W). Addytywnoscia funkcji G nazywamy wlasnosé
polegajaca na tym, ze przy dowolnym podziale wielokata prostego W na nie
zachodzace na siebie wielokaty proste W, i W, réwniez o wierzcholtkach
kratowych (tzn. W =W, UW,), zachodzi rownos§c¢:

GW) =G, ) =GI)+G,).
Pole obszaru ograniczonego P jest oczywiScie funkcja addytywna,.
Podobnie funkcja Q, zdefiniowana jako zaleznosc¢ (1.1), réwniez jest funkcjq
addytywna. Uzasadnimy ten fakt.

Rozpatrzmy przyklad, w ktérym wielokat W sktada si¢ z prostokata P
i trojkata prostokatnego T majgcych jeden bok wspélny jak na rysunku 5,
to znaczy W = Pug“.

Rysunek 5.

Sprawdzimy czy:
OPVT)=0(P)+9(T). (1.8)
Rzeczywiscie, zliczajac punkty kratowe wewnetrzne i brzegowe wielokata W

otrzymujemy, ze O(PUT)=13+ % 18-1=21. Z  drugiej strony
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Q(P):8+%-16—1:15 oraz Q(T):3+%-8—1=6, a wiec rownosc (1.8) jest

spelniona.
Ogolnie sprawdzimy czy zachodzi rownosé:
O, VW) =0 +0W,), (1.9)

gdzie W,, W,, W,UW, sa wielokatami prostymi, przy czym W,, W, nie
zachodza na siebie, a ich czescig wspolng jest tamana nie zamknieta L
zdefiniowana w paragrafie 1.1. Opisane wielokaty proste przedstawia

rysunek 6.
W,
t
\,,
y T~
W,
\\ '_'___,_...-—-""""""
. N
AN
Rysunek 6.

, Niech
ow, UW2)=W+%b-—1,
gdzie w i b oznaczajg ilosci punktéw kratowych wewnetrznych i
brzegowych sumy wielokatow W, UW, .
Oraz

1
Q(VVI):Wl +5b1 ~1,

1
ow,)=w, +§b2 -1,
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gdzie w, i w, oznaczaja iloSci wewnetrznych punktow kratowych, b, i b,
ilosci brzegowych punktow kratowych odpowiednio wielokatow W, i W, .

Oznaczmy przez q ilo§¢ punktéw kratowych znajdujacych sie
wewnatrz wspolnej tamanej nie zamknietej L, ktéra jest czescig wspdlng
wielokatow prostych W, i W, (bez punktéw kratowych znajdujacych sie na
koncach tamanej L). Obliczmy ilo§¢ punktéw kratowych wewnetrznych i
brzegowych oznaczona odpowiednio przez w i b, wykorzystujac wielkosci
w,, w,, b, b, oraz q.

Wewnetrzne  punkty  kratowe sumy W, UW, odpowiadajg
wewnetrznym punktom kratowym wielokatéw prostych W, i W, oraz
punktom kratowym znajdujacym si¢ wewnatrz tamanej nie zamknietej L.
Zatem ich ilo§¢ wynosi:

w=w +w,+q. (1.10)

Podobnie brzegowym punktom kratowym sumy W, UW, odpowiadajg
brzegowe punkty kratowe wielokata W, oraz wielokata W,. W jednym i
drugim przypadku musimy odja¢ punkty kratowe znajdujace sie na tym
fragmencie brzegu, ktéry odpowiada lamanej nie zamknietej L. Dlatego jest
ich: b—q+b,—q, w tym dwa punkty kratowe znajdujace si¢ na konicach
tamanej nie zamknietej L, policzone podwédjnie. W rezultacie ilosé
brzegowych punktéw kratowych sumy W, UW, wynosi:

b=b+b,—q—q-2. (1.11)
Wykorzystujac (1.40) i (1.11), otrzymujemy:
ow, UW2)=w+%b—1:w]+w2+q+%(b,+b2—q—q—2)—1=

=W, +%b1 -1+w, +%b2 -1=0W)+0W,).

c.n.d.

1.5 Uzasadnienie wzoru Picka dla dowolnego trojkata o
wierzcholkach kratowych.

Aby wykazaé¢ rownosé funkcji Q i pola P dla dowolnego trojkata T
wykorzystam nastepujace fakty:
a) kazdy tréjkat mozna dopelnié¢ do prostokata,
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b) OW)=P(W), dla prostokata W o bokach réwnolegtych do linii siatki

oraz dla trojkata, ktoéry powstal przez podzial przekatna takiego

prostokata,
c) addytywnosc¢ funkcji Qi pola P.

Rozpatrzmy dowolny trojkat T majacy wierzchotki w punktach
kratowych. Dopelijmy tréjkat T do prostokata W o bokach réwnolegtych
do linii siatki w sposéb przedstawiony na rysunku 7.

T
| < T

T3 —

Rysunek 7.

Niech wielokat prosty W, sklada sie z trojkata T oraz trojkata T;, tzn.
W, =T Ul (sytuacja przedstawiona jest na rysunku 7).
Na mocy (1.9) zachodzi ro6wnos¢:

0 =00 UT)=0(T)+0(T)). (i)
Nastepnie do wielokata prostego W, dotaczmy tréjkat 7, (tak jak na
rysunku 7). W ten sposob otrzymamy wielokat prosty W, taki, ze
W,=W, 0L, =TUT,UT,.

Ponownie korzystajac z réwnania (1.9) oraz (i), otrzymujemy:

Q) = QW VT,) = 0W) + O(T,) = O(T) + AT) + AT;) - (i)

W nastepnym kroku dolaczmy do wielokata prostego W,, tréojkat
prostokatny 7, o bokach réwnoleglych do linii siatki, przedstawiony na
rysunku 7, tzn. W =W, 0L, =W, 0,0, =TUT,UT,UT,.

Wykorzystujac rownosc (1.9) oraz (ii), otrzymujemy:

QW) =0, VT,) =0) +O(T3) = AT+ Q1)+ AL) + (L) . (1.12)
Skoro pole P jest addytywne, to zachodzi rowniez roéwnosc:

PW)=PT uT,VT,VT,)=P(T)+P(T,)+ P(T,)+ P(T,). (1.13)
Poniewaz Q(W)=P(W), bo W jest prostokatem o bokach rownoleglych do
linii siatki, zatem (1.12) i (1.13) mozna zapisa¢ w postaci rownosci:
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O+ Q1) + O(T;) + Q(T3) = P(T) + P(Ty) + P(T,) + P(T3) .
Wobec faktu:

oT)=P(1T), (1.14)
gdzie ie {1,2,3} dla trojkatow prostokatnych o przyprostokgtnych
rownoleglych do linii siatki, otrzymujemy:

o) =P(T), (1.15)
dla dowolnego trojkata T o wierzchotkach kratowych.

1.6 Uzasadnienie wzoru Picka dla dowolnego wielokata
prostego o wierzchotkach kratowych.

Uzasadnienie roéwnosci Q(W)=P(W), dla dowolnego wielokata

prostego W o wierzchotkach kratowych wymaga zastosowania twierdzenia,
ktore mowi, ze:

Kazdy wielokagt W mozna podzielic na skoriczong liczbe nie
zachodzqcych na siebie tréjkqtéw, oznaczonych: Ti,...Tn, gdzie neN .
Podziatu mozna dokonaé w taki sposéb, ze kolejne sumy: T,v..UT, dla
kazdego ke{2,./n}, sa wielokqgtami prostymi oraz wielokqty proste:
Lo..uT, i T, dla kazdego ke{l,.,n—-1}, maja czes¢ wspdlng, bedqgcq
tamang nie zamknietq.

Ponadto jesli W jest wielokatem o wierzchotkach kratowych, to podzialu

(sposob podziatu opisany jest wyzej) mozna dokonaé tak, zeby wszystkie
trojkaty 7, dla i€ {l,...,n}, miaty wierzcholki w punktach kratowych.

Na przyktad rysunek 8 przedstawia wielokat prosty podzielony na
kilka trojkatow, ktore spelniaja powyzsze warunki.

14




Rysunek 8.

Natomiast ten sam wielokat przedstawiony na rysunku 9,

Rysunek 9.

podzielony jest na takie trojkaty, ze nie wszystkie kolejne sumy 7, U...UT,
dla ke€{2,..,7}, sa wielokatami prostymi, poniewaz w tym przypadku suma
T, VT, nie jest wielokatem prostym.

Dow6d powyzszego twierdzenia pomijamy. Z pewnoscia w kazdym
konkretnym przypadku wielokata, Czytelnik bez trudu znajdzie odpowiedni
podzial tego wielokata na trojkaty.

Aby uzasadni¢ réwnosé (1.3), rozpatrzmy dowolny wielokat W o
wierzchotkach kratowych.

Jesli wielokat W podzielimy na skonczong liczbe trojkatéw roéwniez o
wierzchotkach kratowych: W=T,u..UT,, gdzie ne N w sposdéb opisany

wyzej, to prawdziwa jest rownose¢:

15




o)=0(Nv..vT)=0(T)+...+O(T,), (1.16)
dzieki rownaniu (1.9) oraz na mocy indukcji matematyczne;j.
Wykorzystujac réwnos¢ (1.14) dla i={l,..n}, réwnanie (1.16) mozna
zapisacC nastepujaco:

OW)=P(T)+..+ P(T,). (1.17)
Wykorzystujac addytywnosé pola P, otrzymujemy:
oWw)=prW), (1.18)

dla dowolnego wielokata prostego W o wierzchotkach kratowych.
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Rozdzial 2.

Figury wielokatne o wierzchotkach kratowych i
charakterystyka Eulera dla takich figur.

Rozdzial drugi ma charakter opisowy. Chodzi o to by Czytelnik bez
trudu mogt wyobrazi¢ sobie zdefiniowane w nim pojecie figury wielokatne;j
oraz pojecie triangulacji figury wielokatne;j.

W paragrafie 2.2  zdefiniowana jest wielko$¢é nazwana
charakterystyka Eulera, ktora opisuje wlasnosé figury wielokatne;j
niezaleznie od sposobu podzialu tej figury na nie zachodzace na siebie
trojkaty (rozlaczne albo majace wspélne wierzchotki lub boki).

Aby uscisli¢ pojecie charakterystyki Eulera, podajemy jakie wartosci
przyjmuje ta wielkos¢ dla linii lamanych oraz dla réznych klas figur
wielokatnych, miedzy innymi dla wielokata prostego, dla wielokata z
»porzadnymi dziurami” oraz dla wielokata z ,dziurami”, ktore nie musza,
by¢ porzadne.

Ostatnia czeS¢ rozdzialu drugiego poswiecona jest charakterystyce
Eulera brzegu figury wielokatne;j.

k2

2.1 Figury wielokatne o wierzchotkach kratowych.

Zdefiniujmy pojecie figury wielokatne;.

Figura wielokatna nazywamy sume skonczonej ilosci nie zachodzacych na
siebie trojkatéw takich, ze dowolne dwa tréjkaty sa albo roztaczne, albo ich
czescig wspodlna jest wspdlny wierzchotek lub bok.

Na podstawie tej definicji mozna powiedzie¢, ze dowolna figura
wielokatna podzielona jest na trojkaty spelniajace powyzsze warunki. Taki
podzial figury wielokatnej nazywamy ,triangulacja” tej figury.2

Dana figura wielokatna moze mie¢ rézne triangulacje. Na przyklad
na rysunku 10 przedstawione sg trzy rézne triangulacje szesciokata.

?R. Courant, H. Robins, Co to Jest matematyka?, Proszynski i S-ka, Warszawa 1998, s.
236.
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Rysunek 10.

Jesli wszystkie tréjkaty, z ktorych sklada sie figura wielokatna sa
trojkatami o wierzchotkach kratowych, to te figure nazywamy figura
wielokatna o wierzchotkach kratowych.

Przyktad figury wielokatnej o wierzcholkach kratowych przedstawiony jest
na rysunku 11.

Rysunek 11.
Wielokaty proste réwniez sg przykladami figur wielokatnych w
swietle twierdzenia z paragrafu 1.6.
Nawiazujac do rozdzialu pierwszego, celem dalszej pracy bedzie

uogolnienie wzoru Picka (tzn. wzoru (1.2)) na wszystkie figury wielokatne,
poniewaz wzor (1.2) nie jest prawdziwy dla dowolnej figury wielokatne;j.
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Podajmy przyktad.
Rozpatrzmy figure wielokatng F, ktora jest przedstawiona na rysunku 12.

Rysunek 12.

Dla figury F w=9, b=32. Zatem podstawiajac te wartosci do (1.1),
otrzymujemy, ze:

Q(F)=9+%-32—1=9++16—1=24.
Z drugiej strony pole figury F obliczmy w taki sposéb, Zze od wartosci pola
prostokata o bokach 5 i 6 odejmiemy wartos¢ pola tréjkata prostokatnego

o przyprostokatnych 2 i 4 oraz warto§¢ pola kwadratu o boku 1. W
rezultacie: s

P(F):5-6—%-2-4—1~1=25.
W przypadku figury F, réownos§¢ (1.3) nie jest prawdziwa. Zatem wzor (1.2)
réwniez nie jest prawdziwy dla dowolnej figury wielokatnej o wierzchotkach
kratowych (z wyjatkiem wielokatéw prostych).

Uogolnimy wzor Picka, aby za jego pomoca obliczy¢ pole dowolnej figury

wielokatnej o wierzchotkach kratowych. Niezbedne jednak beda pewne
pojecia, o ktérych powiemy w nastepnych paragrafach rozdziatu 2.

19




2.2  Charakterystyka Eulera.

Niech figura wielokatna F bedzie podzielona na skoriczona liczbe
trojkatow o wierzchotkach kratowych, nie zachodzacych na siebie takich,
ze dowolne dwa tréjkaty sg albo rozlaczne albo ich czescig wspolng jest
wspolny wierzchotek lub bok (tzn. figura F jest striangulowana). Trojkaty te
nazywamy trojkatami podziatu.

To znaczy, ze figura F rozbita jest na czesci zdefiniowane jako:

1. wierzchotki triangulacji (punkty odpowiadajace wierzcholkom

trojkatow podziatu),

2. krawedzie triangulacji (boki trojkatow podziatu),

3. obszary ograniczone, tzn. trojkaty podziatu.
Oznaczmy liczbe wierzcholkéw triangulacji, krawedzi triangulacji i
trojkatow podziatu odpowiednio przez W, K, S.
Rozpatrzmy wielkosé:

2(F)=W-K+5S. (2.1)

Przytoczmy bardzo wazne twierdzenie, ktére mowi, ze:

Niezaleznie do sposobu podziatu figury wielokatnej F na tréjkaty,
suma W - K + S zachowuje statq wartosé.

Uzasadnienie tego twierdzenia oraz wiecej informacji na zblizony temat
znalez¢ mozna w lesiazce pod tytulem: ,Szkola Geometrii. Odczyty Kaliskie”
w rozdziale szostym, zatytutowanym ,Wzér Eulera’, ktéry opracowala
Danuta Sterna na podstawie odczytu Zbigniewa Marciniaka (WSiP,
Warszawa 1993).

WielkoS¢ (2.1) nazywa sie charakterystyka Eulera figury wielokatnej
F.
Zatem skoro charakterystyka Eulera figury F jest niezmienna wzgledem
sposobu podziatu tej figury, to wyraza w ten sposob wlasnosé samej figury
wielokatnej F.

Na samym poczatku jednak wyliczymy charakterystyke Eulera dla
linii  lamanych. Bedzie ona =zalezala tylko od iloSci wierzchotkow i
krawedzi, poniewaz w przypadku linii tamanych ilo§¢ obszaréw
ograniczonych S jest rowna zero.
Charakterystyka Eulera dla tamanej nie zamknietej L, zdefiniowanej w
paragrafie 1.1, wynosi:
x(L)=W-K =1, (2.2)
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Mozna wytlumaczy¢ to w ten sposob, ze jesli tamana nie zamknieta L ma
W wierzchotkéw, to dziela ja one na W-1 odcinkéw (krawedzi). Stad
W-K=1.
Podobnie charakterystyka Eulera dla tamanej zamknietej L Wynosi:
2(D)=W-K=0. (2.3)

W tym przypadku jesli tamana zamkniecta L ma W wierzcholkow, to te
wierzchotki dzielq jg na taks sama ilosé krawedzi. Dlatego W - K =0.
Charakterystyka Eulera y(L) nie zmieni sie jesli wstawimy dowolna liczbe
m nowych wierzcholkéw wewnatrz dowolnej krawedzi, dzielac ja przy tym
na m+1 krawedzi lub odwrotnie jesli zastapimy jedna krawedzig kilka
kolejnych krawedzi zawartych w jednej prostej. To &wiadczy o
niezmiennosci y(L) wzgledem podziatu tamane;j.

Nastepnie obliczymy charakterystyke Eulera dla dowolnego trojkata
T . Jak tatwo zauwazy¢ wynosi ona:

xI)=W-K+S=1, (2.4)

poniewaz trojkat T ma trzy wierzchotki W, trzy krawedzie K i jeden obszar
ograniczony S.
Aby przyblizy¢ pojecie charakterystyki Eulera, w nastepnych paragrafach
policzymy jakie wartosci przyjmuje suma W -K +S dla réznych klas figur
wielokatnych.

"
2.3 Charakterystyka Eulera dla wielokata prostego.

Obliczmy teraz charakterystyke Eulera dla dowolnego wiclokata

prostego.
W tym celu wykorzystamy nastepujace stwierdzenie, ktére moéwi, ze jesli
dowolna figure F mozna striangulowac tak, aby odpowiednie podzbiory
wierzchotkéw, krawedzi i trojkatéow podzialu tej triangulacji tworzyly
triangulacje figur wielokatnych F i F,, gdzie F =F, UF,, to:

2(F) = (BOE)=x(F)+ x(F)-x(FNE).
Dowod tego stwierdzenia bezposrednio wynika z faktow:

W(E)=W(E)+W(F)-W(ENE),

K(F)=K(F)+K(F)-K(FNE),

S(F)=S(F)+S8(F)-S(FNE),
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bo za kazdym razem trzeba odjaé liczbe liczonych podwéjnie (raz w F, iraz
w F,) wierzchotkow W, krawedzi K i obszaréw ograniczonych S.3

Charakterystyke Eulera dla wielokata prostego okreslimy w paru
etapach.

W pierwszym kroku wezmy taki wielokat prosty oznaczony przez W,, ktory
sklada sie z dwéch nie zachodzacych na siebie trojkatow T, 1 T,. To znaczy
Wy=T, VT, (trojkaty T, i T, maja wspélny bok). Poniewaz x@)=xT)=1
(korzystamy z faktu (2.4)) oraz x(T,NT,)=1, bo czescia wspolnag trojkatow
I, i T, jest ich bok czyli tamana nie zamknieta (korzystamy z faktu (2.2)),
wiec:

X)) =2 (M) +xL) - x(LNT)=1+1-1=1. (*)
W drugim kroku dotaczmy do wielokata prostego W, inny trojkat T, tak, ze
czeScig wspolna W, i T, bedzie jeden wspélny bok lub lamana zlozona z
dwoch bokow wielokata 17,, jesli nie byl on wypukly (ogélnie lamana nie
zamknieta). Otrzymamy w ten sposob wielokat prosty W, . Wtedy:

X)) = 2W) + (L) - xW,NT) =1,
poniewaz y(W,)=y(I;)=1 oraz y(W,nT,)=1, co wynika natychmiast z
faktow (*) i (2.4) oraz faktu (2.2).

Procedure mozna kontynuowac skoniczona iloéé razy, w rezultacie
otrzymujac wielokat prosty W, .

Zgodnie z twierdzeniem z paragrafu 1.6, W, =T, u...uT,, gdzie Lo T
oznaczaja trojkaty takie, ze kolejne sumy 7, u..uUT dla i= {2,...,n}, sa
wielokatami prostymi i wielokaty proste 7,uU..UT oraz T.,, maja czesé
wspolna, bedaca tamang nie zamknieta.

Dzieki temu otrzymujemy:
xW,)=xTv..OT)=1. (2.5)

} Z. Marciniak, Wzér Eulera, [w:] Szkota Geometrii. Odczyty Kaliskie, pod red. W.
Jedrychowski, M. Kordos, WSiP, Warszawa 1993, s. 75.

22



2.4 Charakterystyka Eulera dla wielokata z ,porzadnymi
dziurami”.

Nastepna klasa figur wielokatnych, dla ktorych wyliczymy
charakterystyke FEulera sa wielokaty, ktore majg skonczong liczbe
»porzadnych dziur”.

Zdefiniujmy pojecie wielokata z ,porzadnymi dziurami”.

Niech W oraz D, beda wielokatami prostymi na plaszczyznie takimi, ze dla
kazdego ie N D,cW . Jesli dla kazdego i, D, nie ma punktéw wspolnych z
brzegiem wielokata W oraz dla kazdych i, j, D, nie ma punktéow wspoélnych
z D, (dla i#j), tzn. D,ND, =@, to figure W powstala przez usuniecie z

wielokata W wnetrz wielokatéw D, dla kazdego i, nazywamy wielokatem z
porzadnymi dziurami.

Jesli wielokaty proste W oraz D, dla kazdego i, sa wielokatami prostymi o
wierzchotkach kratowych, to wielokat W nazywamy wielokatem z
porzadnymi dziurami o wierzchotkach kratowych.

Przyklad wielokata z porzadnymi dziurami o wierzchotkach kratowych
przedstawia rysunek 13.

Rysunek 13.
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Naszym zadaniem bedzie wyliczenie charakterystyki Eulera dla wielokata z
n porzadnymi dziurami, gdzie ne N .

Poniewaz wiemy, jaka warto§¢ ma charakterystyka Eulera dla
wielokata prostego, wykorzystamy to obliczajac charakterystyke Eulera dla
wielokata Wz n porzadnymi dziurami.

W tym celu striangulujmy wielokat W i wielokaty proste D,,..,D,. W ten

sposOb otrzymamy juz striangulowany wielokat prosty W taki, ze
W=WwWuDu..UD,.
Wiemy, ze dziury D,,..,D, sa porzadne, tzn. dla kazdego i, D, nie ma
punktow wspélnych z brzegiem wielokata W oraz dla kazdych i, j, D, nie
ma punktéw wspélnych z D,, (i# j). Zatem czescigq wspolng Woraz D, dla
kazdego ie {1,...,n}, jest lamana zamknieta oznaczona jako WnND,.
Wszystkie tamane zamkniete W N D,,...W ND, sa parami rozlaczne oraz
zaden z wielokatow: W,D,,...,D, nie zachodzi na siebie.
Dzieki temu prawdziwa jest rownosc:

XW)=xW)+ x(D)+..+ x(D,) =~ xW N\ D). x(W N D,)
gdzie y(W), y(D) dla ie {1,...,n}, sg wartosciami charakterystyki Eulera dla
prostych wielokatow, natomiast y(WnD,) dla ie {1,...,n}, jest wartoscig
charakterystyki Eulera dla lamanej zamknietej. Korzystajac z faktow (2.3) i
(2.5) wiemy, ze y@ N D,)=0 dla ie{l,..,n} oraz y(W)=y(D,)=..= y(D,)=1.
Dlatego otrzymujemy réwnosé: 1= y (W) +1L,il

n

W rezultacie dostajemy: y(W)=1-n.

Whniosek:
Charakterystyka Eulera dla wielokqta W z n porzqdnymi dziurami

wynosi:
xyW)y=1-n. (2.6)

24




2.5 Charakterystyka Eulera dla wielokata z ,dziurami”, ktéore
nie sg porzadne.

Zdefiniujmy pojecie wielokata z ,dziurami”. Niech wielokaty W oraz
D, beda wielokatami prostymi na plaszczyznie takimi, ze dla kazdego ie N,

D, c W . Czescia wspodlng wielokata W oraz D,, jak rowniez czescig wspolna
wielokatow D, oraz D, dla i# j, moze byC co najwyzej skoniczony zbior
punktow. Jesli z wielokata W usuniemy wnetrze wielokata D, dla kazdego

i, to otrzymamy wielokat F, ktéry nazywamy wielokatem z dziurami. Jesli
kazdy z wielokatow W oraz D, dla kazdego i, jest wielokatem o

wierzchotkach kratowych, to wielokat F nazywamy wielokatem o
wierzchotkach kratowych z dziurami.
Rozpatrzmy wielokat F' ze skorniczong iloScig dziur, ktére sa wielokgtami
prostymi, nie zachodzacymi na siebie oraz moga mie¢ wspodlne punkty
kratowe z brzegiem wielokata F lub innymi dziurami (tzn. wspélne
wierzchotki).
Wartosé charakterystyki Eulera dla wielokata F wynosi:

¥(F)=1-n, (2.7)
gdzie ne N ioznacza ilo§¢ dziur wielokata F, tak samo jak dla wielokatow z
porzadnymi dziurami.

S

Aby uzasadni¢ réwnos¢ (2.7) najpierw przeprowadzmy = pewne
rozumowanie.

Rozpatrzmy dowolny wielokat prosty A. Striangulujmy wielokat A, to
znaczy podzielmy go na skonczong liczbe trojkatéw, nie zachodzacych na
siebie (nazwanych tréjkatami podzialtu) w sposob opisany w paragrafie 2.1.

Kazdy tréjkat podziatu sklada sie z krawedzi oraz wierzcholkow
triangulacji.

Rozwazmy dwa rodzaje krawedzi i wierzchotkéw triangulacji:
wewnetrzne oraz brzegowe.

Wewnetrzne krawedzie i wierzcholki triangulacji znajduja sie
wewnatrz wielokata prostego A, natomiast brzegowe krawedzie i
wierzchotki triangulacji, jak sama nazwa wskazuje, na brzegu wielokata A.

Charakterystyka Eulera dla wielokata prostego A, podzielonego na
trojkaty w sposob opisany wyzej ma postac:

Y A=W -K+T, (2.8)
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gdzie W jest iloscia wierzchotkéow triangulacji, K jest iloscia krawedzi
triangulacji, natomiast T oznacza ilos¢ trojkatow podziatu.

Rozwazmy sume: W'-K'+T', gdzie W' oraz K' oznaczaja odpowiednio
ilosci wewnetrznych wierzchotkéw oraz krawedzi triangulacii.

Whnioskujemy, ze zachodzi réwnosé:

x(A)=w'-K'+T, (2.9)

poniewaz w kazdym wielokacie prostym ilo§¢ brzegowych wierzchotkow
triangulacji jest rowna ilosci brzegowych krawedzi triangulacji. Zatem jesli
bedziemy bra¢ pod uwage tylko wewnetrzne wierzcholki i krawedzie
triangulacji, to réwniez mozemy policzy¢ warto$é charakterystyki Eulera
dla wielokata prostego.

Teraz mozemy uzasadnié¢ roéwnosé (2.7).

Poniewaz charakterystyka Eulera dla wielokatow prostych wynosi 1,
wykorzystajmy ten fakt, obliczajac charakterystyke Eulera dla wielokata F.
Na samym poczatku striangulujmy wielokat F oraz wszystkie dziury
wielokata F, D,,..,D,. Wprowadzmy oznaczenia. Niech W oraz K oznaczajg

odpowiednio ilosci wierzchotkéw oraz krawedzi triangulacji wielokata F,
natomiast niech T oznacza ilo§¢ trojkatow podziatu, na ktore zostal
podzielony wielokat F.
Charakterystyka Eulera dla wielokata F bedzie miala postac:
Y(F)=W-K+T. (2.10)
Poniewaz dziura® D, dla kazdego ie{l,...,n}, jest wielokatem prostym,
dlatego charakterystyke Eulera dla wielokata D, mozemy obliczy¢
wykorzystujac zaleznosé (2.8). Zatem:
x(D)=W'-K'+T,, (2.11)
gdzie ie{l,...,n}, W' oraz K' oznaczaja odpowiednio ilosci wewnetrznych
wierzcholkow oraz krawedzi triangulacji wielokata D,, natomiast T,
oznacza ilos¢ trojkatow podziahu, na ktore zostal podzielony wielokat D,.

W nastepnym kroku zaklejmy wszystkie dziury D,,...,D, wielokata F.
W ten sposob otrzymamy wielokat prosty F taki, z¢ F=FuUD,U..uD, i
zaden z wielokatéw: F,D,,..., D, nie zachodzi na siebie.

Oznaczmy przez W oraz K odpowiednio ilo$ci wierzchotkow oraz
krawedzi triangulacji wielokata F, natomiast przez T ilo&é tréjkatow
podzialu, z ktérych sklada sie wielokat F. Charakterystyka Eulera dla
wielokata F ma postac:

¥(F)=W -K+T. (2.12)
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Wyrazmy za pomoca wielkosci: W,K,T.W'.K'T dla iefl,.,n}, ilosci
wierzchotkow i krawedzi triangulacji oraz ilo§¢ trojkatéow podziatu
wielokata F.

Wierzchotkom oraz krawedziom triangulacji wielokata F odpowiadajg
odpowiednio wierzchotki oraz krawedzie triangulacji wielokata F, ale z
wyjatkiem wewnetrznych wierzchotkéw oraz krawedzi triangulacji dziur

D,,...,D,. Dlatego:
W=W-W'-..-W, (2.13)

oraz
K=K-K/'-.-K,'. (2.14)
Natomiast trojkatom podzialu wielokata F odpowiadaja trojkaty podziatu
wielokata F, ale nie biorac pod uwage tréjkatéw podziatu dziur Dhsees I3 5
Zatem:
T=T-T-..-T

n*

(2.19)
Wykorzystujac zaleznosci (2.13), (2.14) i (2.15), réwnanie (2.10) mozemy
zapisaC w postaci:

X(FY=W -W,=...-W,'-K + K,'+..+ K'+T -T, - ..T, =

=W - K +T - (W'-K+T,)~..-W,'-K,"+T,) =

= X(F)= 2(D) ~...— 2(D,) = ().
W ostatnim przeksztalceniu wykorzystaliSmy réwnosci (2.11) i (2.12).
Poniewaz  y(F) i;((Dl) =..=x(D,)=1, bo F,D,.,D
prostymi, zatem:

M)=1-Q+.+)=1-n.

n

sa wielokatami

n

c.n.d.
UzasadniliSmy réwnosé (2.7).

27




2.6 Charakterystyka Eulera brzegu figury wielokatnej o
wierzchotkach kratowych.

Striangulujmy dowolng figure wielokatna F.
Brzegiem figury wielokatnej F jest suma tych krawedzi triangulacji, ktore
zawieraja sie tylko w jednym trojkacie podzialtu. Suma ta nie zalezy od
wyboru triangulacji figury wielokatnej. Brzeg figury wielokatnej F
oznaczamy: OF .

Dla dowolnej figury wielokatnej F okreslmy wielko$c¢:

Y(©OF) =W -K, (2.16)

gdzie W oznacza ilo§¢ wierzchotkéw triangulacji na brzegu figury F, K
oznacza ilos¢ krawedzi tworzacych brzeg figury F.

Wielkos¢ (2.16) jest stata dla roznych klas figur wielokatnych.
Na przyklad dla wielokatow prostych W, charakterystyka brzegu y(oW)

wynosi 0. Podobnie jest dla wielokatéow z porzadnymi dziurami. Wynika to
stad, Ze iloS¢ wierzchotkéw na brzegu takich wielokatéw jest réwna ilosci
krawedzi brzegowych.

Problem komplikuje si¢, gdy figura wielokatna F sklada sie z nie
zachodzacych na siebie wielokatéw prostych oraz wielokatow z dziurami,
gdzie zarowno wielokaty jak i dziury maja wspoélne wierzchotki.

Taka figura F przedstawiona jest na rysunku 11 w paragrafie 2.1.

W tym przypadku krawedzi jest wiecej niz wierzchotkow, zatem
charakterystyka brzegu bedzie miala niezerows wartosé, ktéra zalezy od
ilosci i rodzaju wspélnych punktéw kratowych wielokatéow i dziur.

Tym zagadnieniem zajmiemy si¢ w rozdziale trzecim.
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Rozdziat 3.

Jaka postac¢ ma wzor Picka dla figur wielokatnych o
wierzchotkach kratowych?

Celem naszej pracy bedzie odpowiedz na pytanie postawione w tytule
rozdziatu 3. Bedziemy zajmowac sie réznymi klasami figur wielokatnych o
wierzchotkach kratowych.

Na poczatku wyprowadzimy wzor Picka dla wielokatéow z porzadnymi

dziurami (paragraf 3.1). Nastepnie zdefiniujemy pojecie punktow
osobliwych oraz powiemy co to jest krotno$¢ brzegowego punktu
kratowego.
Wykorzystamy te pojecia, aby podaé¢ nowsa postaé wzoru Picka, za pomoca
ktérego bedzie mozna policzy¢ pole dowolnego wielokata z dziurami
(niekoniecznie porzadnymi). W paragrafie 3.3 podamy zwigzek miedzy
iloSciag punktow osobliwych, a charakterystyka Eulera brzegu dowolnego
wielokata z dziurami. W rezultacie otrzymamy nowa posta¢ wzoru Picka,
prawdziwag dla dowolnej figury wielokatnej o wierzchotkach kratowych, ale
to uzasadnimy w rozdziale 4.

'Y

3.1 Wzor Picka dla wielokatow o wierzchotkach kratowych z
yporzadnymi dziurami”.

Naszym celem bedzie poprawienie wzoru (1.2) tak, aby mozna bylo
policzy¢ pole wielokata o wierzchotkach kratowych, ktéry posiada
skonczona ilos¢ porzadnych dziur.

Jak bedzie wygladat wzor Picka dla takiego wielokata?
Aby odpowiedzie¢ na to pytanie rozwazmy wielokat W o wierzchotkach
kratowych, ktory posiada n porzadnych dziur D,,...,D,, gdzie ne N . Dziura

D, jest wielokatem prostym o wierzchotkach kratowych dla kazdego
ie{l,..,n}.
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Wprowadzmy oznaczenia. Niech w i b oznaczaja odpowiednio ilosci
wewnetrznych i brzegowych punktéw kratowych wielokata W oraz niech
w,,...,w,, oznaczaja odpowiednio ilo§ci punktéw kratowych wewnatrz dziur

n?

D,,..,D,. Analogicznie niech b,...,b

n

oznaczaja odpowiednio ilosci
brzegowych punktow kratowych dziur D,,...,D,. Nastepnie ,zaklejmy” kazda
dziure D, dla ie{l,.n}. W ten sposob otrzymamy wielokat prosty W o
wierzchotkach kratowych, skladajacy sie z nie zachodzacych na siebie
wielokatow: W, D,,..,D,. Niech wielokat W posiada w wewnetrznych
punktéw kratowych oraz b brzegowych punktéw kratowych. Wyrazmy za
pomoca wielkosci w, w,,...,w,, b, b,..,b,, ilosci wewnetrznych i brzegowych
punktéw kratowych wielokata W .

Zauwazmy, ze ilo§¢ wewnetrznych punktow kratowych wielokata W jest
rowna sumie iloSci wewnetrznych punktéw kratowych wielokata W, dziur
D,,...,D, oraz ilosci brzegowych punktéw kratowych dziur D,,...,D,. Zatem

W=w+w +..+w,+b+..+b,. (3.1)

Z drugiej strony brzegowe punkty kratowe wielokata W odpowiadajg
brzegowym punktom kratowym wielokgta W, ale z wyjatkiem brzegowych
punktéw kratowych dziur D,,...,D,.

W rezultacie otrzymujemy:
b=b-b-..-b,. (3.2)
Wykorzystujac fakt, ze W =W u D, U...u D, oraz addytywnos¢ pola P,
otrzymujemy rownanie:
PW)=PW uD,U..uD,)=PW)+P(D)+..+ P(D,). (3.3)
Z drugiej strony okreslimy wielkos¢ P(W), wykorzystujac zaleznosci (3.1) i
(3.2). Otrzymujemy:

P(W)=W+%5—1=w+w, +.o.+w, +b +...+bn+%(b—b] —.=b)-1=

=w+lb+w, +lb, +...+wn+lb,,—l=w+lb_+wl+lbl —1+...+w,,+lbn—l+n—1.
2 2 2 2 2 2

W ostatnim kroku odjeliémy i jednoczesnie dodaliSmy n jedynek po to, aby
P(W) zapisa¢ w postaci:

P(W)= w+%b+P(D])+...+P(D")—(1—n),

gdzie P(D,.):w,.+%b,—l dla wielokata prostego D, o wierzchotkach

kratowych, dla kazdego ie{l,...n}.
Wykorzystujac réwnosé (3.3), otrzymujemy:
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P(W)=w+%b—(l—n). (3.4)

Zauwazmy, ze charakterystyka Eulera dla wielokata W wynosi 1-n
(uzasadnienie tego faktu przedstawione jest w paragrafie 2.4).
Podsumowujac, wzor (3.4) mozemy zapisa¢ w postaci:

P(W)=w+%b—;((W). (3.5)

Wzér Picka dla wielokqta W o wierzchotkach kratowych,
posiadajacego skoriczonq liczbe porzqdnych dziur ma postaé (3.5).

3.2 Wzor Picka dla wielokatéw z ,dziurami” posiadajacych
punkty osobliwe.

Na samym poczatku uzasadnimy fakt, ze ilo§¢ krawedzi brzegowych
wychodzacych z dowolnego wierzchotka figury wielokatnej jest parzysta.

W tym celu rozpatrzmy mate otoczenie dowolnego wierzchotka figury
wielokatnej. Wychodzace 2z wierzchotka krawedzie brzegowe dzielg
plaszczyzne na sektory. W co drugim sektorze mamy czesé figury
wielokatnej. Zatem mamy zawsze parzysta ilos¢ sektoréw, a co za tym idzie
parzysta ilos¢ krawedzi brzegowych.

Dokonamy podzialu brzegowych punktéow kratowych na porzadne
punkty kratowe oraz punkty osobliwe.

Porzadny punkt kratowy to taki punkt na brzegu figury wielokatnej,
z ktérego wychodza tylko dwie krawedzie, tzn. moze to by¢ wierzchotlek lub
punkt kratowy nie bedacy wierzchotkiem, ktory zawiera sie tylko w-jedne;j
krawedzi.

Natomiast punktem osobliwym nazywamy punkt na brzegu figury
wielokatnej, ktory nie jest porzadnym punktem kratowym, tzn. punkt, z
ktérego wychodzi 2k krawedzi brzegowych, gdzie ke N i k>2.

Na przyklad punktem osobliwym moze byc:
a) brzegowy punkt kratowy, ktéry jest czescia wspodlng skoriczonej

ilosci i 22 dziur, np. punkt A na rysunku 14,

b) brzegowy punkt kratowy, bedacy czescia wspdlna skoriczonej ilosci
i1 dziur i ,brzegu zewnetrznego” figury wielokatnej, np. punkt B na

rysunku 14,
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c) brzegowy punkt kratowy bedacy czeScia wspdlng wielokatow
prostych lub wielokatéw z dziurami, ktére tworza figure wielokatna o
wierzchotkach kratowych, np. punkt C na rysunku 14.

Punkty osobliwe przedstawia rysunek 14.

Rysunek 14.

Wielko$¢ k flazywamy krotnoscig brzegowego punktu kratowego.
Na przyktad kazdy porzadny punkt kratowy ma krotnos¢ réwna 1,
natomiast na rysunku 14 mamy trzy punkty osobliwe krotnosci 3 (punkty
A, B, C) oraz dwa punkty osobliwe krotnosci 2 (punkty D, E).
Wprowadzmy jeszcze jedno oznaczenie. Niech p, oznacza ilo§¢ punktéow

osobliwych krotnosci k.

Naszym zadaniem jest poprawienie wzoru (3.5) w taki sposéb, aby za
jego pomocg mozna bylo obliczy¢ pole wielokatéw o wierzchotkach
kratowych, ktoére posiadaja skonczona liczbe dziur niekoniecznie
porzadnych.

Rozpatrzmy przyklad wielokata W o wierzchotkach kratowych, ktory
ma cztery dziury D,,...,D,, ktore sg wielokatami prostymi o wierzchotkach

kratowych.
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Wielokat W przedstawiony jest na rysunku 15.

Rysunek 15.

W wielokacie W jest jeden punkt osobliwy krotnosci 3 (cze$é¢ wspélna
trzech dziur D,,D,,D;), zatem p, wynosi 1 oraz jeden punkt krotnosci 2
(czes¢ wspoblna dziury D, i brzegu wielokata W), wiec p, wynosi 1.

Aby podacs poprawiona posta¢ wzoru Picka dla wielokata W,
»zaklejmy” wszystkie dziury. Otrzymamy wielokat prosty W o
wierzchotkach kratowych taki, ze W =WwuD,uD,uUD,UD, i wielokaty:
W.,D,,..,D, nie zachodza na siebie. Wykorzystujac addytywnosé¢ pola P,
otrzymujemy rownosg¢:

PW)=PW)+P(D,)+...+ P(D,) . (3.6)
Wprowadzmy oznaczenia. Niech w,w,w,,...,w, oznaczaja odpowiednio ilo§ci
wewnetrznych punktéw kratowych wielokatow W,W,D,,..D,. Analogicznie
niech b,b,b,...b, oznaczaja odpowiednio iloéci brzegowych punktéw
kratowych wielokatow W ,W,D,,...D,.

Policzmy ile wewnetrznych punktéw kratowych ma wielokat W
wykorzystujac w tym celu wielkosci: w,w,,...,w,oraz p, i p,.

Wewnetrznym punktom kratowym wielokata W  odpowiadaja
wewnetrzne punkty kratowe wielokata W oraz dziur D,,..,D,, ale rowniez
brzegowe punkty kratowe dziur D,,..D, , w tym dwa punkty osobliwe.
Musimy tutaj pamietac, zeby kazdy z obydwu punktéow osobliwych byt
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policzony tylko jeden raz. Podczas sumowania wszystkich brzegowych
punktéw kratowych dziur D,,...,D,, jeden z punktéw osobliwych, w ktérym

spotykaja si¢ dziury D,,D,,D;, zostal policzony potrdjnie, dlatego musimy
odjac go dwa razy, natomiast drugi punkt osobliwy bedacy czescia wspdlna
dziury D, i brzegu wielokata W jest brzegowym punktem kratowym,
dlatego rowniez go odejmujemy. Zatem punktéw kratowych wewnatrz
wielokata W jest:

W=w+w +..+w,+b+.+b,—(p,+2p,). (3.7)

Brzegowym punktom kratowym wielokata W odpowiadaja brzegowe
punkty kratowe wielokata W 2z wyjatkiem punktéw kratowych
znajdujacych si¢ na brzegu dziur D,,...,D,, ktorych jest: b +...+5, —(p, +2p,)
w tym punkty osobliwe krotnosci 2 i 3 (dlatego odejmujemy nadwyzke:
(p, +2p;) , powstala podczas liczenia brzegowych punktéw kratowych dziur
D,,...D,).

Zatem ilos¢ brzegowych punktéw kratowych wielokata # , wynosi:
b=b—(b+..+b,—(p,+2p)) =b—b —..—~b, +(p, +2p,) . (3.8)
Wykorzystujac zaleznosci (3.7) i (3.8), obliczmy P(W):
P(W)=W+%5—1 =WH+W, 4ot W, +b, +.+ b, —(p, +2p,) +
1 1 1 1
+§(b—bI —.=b,+(p, +2p;)) -1 =w+5b+wI +§b1 + ot Wy +5b4 -

1 ]
—5(192 +2p;)—1=(%).

Poniewaz P(D,)=w,+%bi—1 dla wielokata prostego D,, dla kazdego

ie{l,...,4}, wiec odejmijmy i jednocze$nie dodajmy cztery jedynki. Stad
otrzymamy, ze:

(’*‘):w+%b+wl+%bl —1+...+w4+%b4—1—%(p2+2p3)—1+4:
:w+%b+P(D])+...+P(D4)—%(p2+2p3)+3.
Jesli skorzystamy z rownosci (3.6), to otrzymamy:
P(W)=w+%b+3—%(p2+2p3). (3.9)

Wiemy, ze charakterystyka Eulera dla wielokata W wynosi -3, poniewaz
posiada on cztery dziury (uzasadnienie tego faktu przedstawione jest w
paragrafie 2.5). Jesli wielokat W posiadalby inng ilos¢ dziur, to jego
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charakterystyka Eulera mialaby inna wartosé. Dlatego wartos¢ -3 z
rownania (3.9) zastapimy ogodlnie przez y(W).
Stad wzor Picka dla wielokata W ma postaé:

P(W)=w+%b—,y(W)—%(p2+2p3). (3.10)

Natomiast wielkos¢ p,+2p, to nadwyzka powstata podczas liczenia

brzegowych punktéw kratowych wielokata W.

Problem komplikuje sie, gdy wielokat W bedzie posiadat wiecej
punktow osobliwych réznej krotnosci. W takim przypadku nadwyzka
powstala podczas liczenia brzegowych punktéw kratowych wielokata W
bedzie miata inng postaé¢. Podamy ja i uzasadnimy.

Niech wielokqt W posiada punkty osobliwe o najwiekszej krotnosci
rownej m.
Nadwyzka powstala podczas liczenia brzegowych punktéw kratowych
wielokqta W bedzie miata postaé:

m

P=p,+2p;+3p,+..+(m-1)p, =Z(k—l)pk. (3.11)
=

Uzasadnijmy powyzszy fakt (3.11).
Rozréznimy dwa przypadki. Kazdy punkt osobliwy wielokata W o krotnosci
k, gdzie ke{2,.,m} (znajdujacy sic wewnatrz wielokata ), podczas
liczenia brzegowygh punktéw kratowych wielokata W zostal policzony k
razy. Z drugiej strony kazdy punkt kratowy musi by¢ policzony tylko jeden
raz. Natomiast kazdy punkt osobliwy wieclokata W o krotnosci k, gdzie
ke{2,.,m} (znajdujacy sie na brzegu wielokata W), zostat policzony & -1
razy, a nie powinien by¢ policzony wcale.
Zarowno w pierwszym jak i w drugim przypadku nadwyzka dla takiego
punktu wynosi k-1, zas nadwyzka dla wszystkich punktéw tej krotnosci
wynosi (k—1)p, .
Sumujac wszystkie punkty brzegowe roznej krotnosci, otrzymujemy
calkowita nadwyzke powstala podczas liczenia wszystkich punktow
brzegowych wielokata W, ktéra bedzie miala postaé (3.11), co konczy
uzasadnienie.

Reasumujac:
Wzér Picka dla dowolnego wielokqta W o wierzchotkach kratowych ze

skoriczonq ilosciqg dziur, ktére sq wielokgtami prostymi o wierzchotkach
kratowych oraz ktére nie muszq by¢ porzadnymi dziurami, ma postaé:
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P(W)=w+%b—z(W)—%p, (3.12)

gdzie w i b oznacza ilosci punktéw kratowych odpowiednio wewnatrz i na
brzegu wielokata W, y(W) jest charakterystykq Eulera dla wielokqta W

m

oraz p=Z(k—1)pk, gdzie m jest maksymalng krotnodcia wséréd
k=2

wierzchotkéw brzegowych wielokgqta W, zas pix jest iloscig punktow
osobliwych (wierzchotkéw) krotnosci k.

3.3 Punkty osobliwe i charakterystyka Eulera brzegu figury
wielokatnej o wierzchotkach kratowych.

W paragrafie 2.6 zdefiniowana jest charakterystyka Eulera brzegu
figury wielokatnej F. Jej wartoé¢ zalezy od ilosci krawedzi oraz
wierzcholkow brzegowych figury F.

Jesli figura F ma punkty osobliwe réznej krotnosci, to charakterystyka
Eulera brzegu bedzie zalezata od ilosci tych punktéw jak réwniez od ich
rodzaju (krotnosci).

Rozpatrzmy przyklady figur wielokatnych przedstawionych na rysunkach
16.1 - 16.4.

Rysunek 16.1.

Zarowno dla figury wielokatnej A jak i B, charakterystyka Eulera
brzegu wynosi:
x(04) = x(0B)=0.

Z drugiej strony nie ma punktéw osobliwych.
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Rysunek 16.2.

Rysunek 16.2 przedstawia figury wielokatne A, B, C, dla ktoérych
charakterystyka Eulera brzegu wynosi:

x(04) = x(8B) = x(8C) =-1.
Jak tatwo zauwazy¢ kazda z tych figur posiada jeden punkt osobliwy, w
ktorym spotykaja sie cztery krawedzie brzegowe, zatem p, =1, dla kazdej z
tych figur, czyli p=1 (na mocy (3.1 1)).
Dla figur wielokatnych A i B na rysunku 16.3

Y

Rysunek 16.3.

charakterystyka Eulera brzegu wynosi:

X(0A4) = y(0B)=-2.
Figura A ma dwa punkty osobliwe krotnosci 2, poniewaz w kazdym z nich
spotykaja si¢ cztery krawedzie brzegowe. W rezultacie p=2 dla figury A.
Figura B ma jeden punkt osobliwy, ktory jest czescia wspdlng szesciu
krawedzi brzegowych, zatem py=1. Sumujac punkty osobliwe
otrzymujemy, ze p=2 (na mocy (3.11)) dla figury B.
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Rozpatrzmy jeszcze jedna figure wielokatna F, przedstawiong na
rysunku 16.4.

Rysunek 16.4.

Charakterystyka Eulera brzegu figury F WYynosi:

Y(OF)=-3,
Figura F posiada dwa punkty osobliwe. W jednym z nich spotyka sie sze§é
krawedzi brzegowych, wiec p;=1, w drugim dwie, zatem p,=1. W
rezultacie: p=p, +,,2p3 =1+2-1=3, na mocy (3.11).

W kazdym przypadku wielko§é p zalezy do charakterystyki Eulera
brzegu dowolnej figury wielokatnej o wierzchotkach kratowych.
Zapiszemy to jako fakt, a nastepnie uzasadnimy go w pelnej ogélnosci.

Fakt:

Dla dowolnej figury wielokqgtnej F o wierzcholkach kratowych
zachodzi zaleznosé:

X©@F)=-p, (3.13)
gdzie y(0F) jest charakterystykq Eulera brzegu figury F, natomiast p
okreslone jest wzorem (3.11).

Uzasadnienie:
Niech figura wielokatna F ma punkty osobliwe o najwyzszej krotnosci
rownej m. Wiemy, ze p, dla k={l,..,m}, oznacza ilosé¢ wierzchotkow figury F
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o krotnosci k, tzn. z kazdego wierzchotka o krotnosci k wychodzi 2k
krawedzi czyli k par krawedzi figury F.

Z drugiej strony 2k- p, oznacza ilos¢ krawedzi wychodzacych z wszystkich
wierzchotkéw o krotnosci k.

Oznaczmy przez W ilos¢ wierzchotkow figury F. Latwo zauwazy¢, ze:

W=p+..+p,. (3.14)
Niech K oznacza ilo§¢ krawedzi figury F. Zauwazmy, ze wielkos¢:
2p,+4p, +6p; +...4+2mp, = 2kp, (3.15)
k=1

jest iloscia  wszystkich krawedzi wychodzacych ze wszystkich
wierzchotkow, ale kazda z tych krawedzi zostata policzona podwdjnie,
poniewaz kazda jednoczesnie wychodzi z dwéch wierzcholkéw. Zatem jesli
wielkosc (3.15) podzielimy przez dwa to otrzymamy ilo§é krawedzi figury F
rowna;

m

K:pl+2p2+3p3+...+mpm=kak. (3.16)

k=1
Sprawdzmy jaka wartos¢ bedzie miata y(0F) jesli wykorzystamy zaleznosci
(3.14) i (3.16):

mn m m m

Z(GF)ZW—K:ZI% _kak =Z(1_k)pk '_“_Z(k—l)pk =—p-

k=1
c.n.d.

Wykorzystujac wZér (3.12) oraz zaleznos$é¢ (3.13), dochodzimy do nowe;j
postaci wzoru Picka dla wielokatéw z dziurami. Zapiszmy to jako wniosek.

Wniosek:

Niech F bedzie wielokqtem z dziurami (niekoniecznie porzqdnymi).
Wowczas:

P(F)=w+ %b — ¥ (F)+ % 2(0F) . (3.17)

Nastepnym zadaniem bedzie udowodnienie wzoru (3.17) w pelnej
ogolnosci czyli dla dowolnej figury wielokatnej, ale tym zajmiemy sie w
nastepnym rozdziale.
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Rozdziatl 4.

Uzasadnienie wzoru Picka dla dowolnej figury
wielokatnej o wierzchotkach kratowych.

Uzasadnimy wzor Picka, ktérego postac otrzymali$my w poprzednim
rozdziale. W tym celu rozpatrzmy dowolna figure wielokatna F o
wierzcholkach kratowych.

Striangulujmy figure wielokatng F (triangulacja istnieje na mocy definicji z
paragrafu 2.1).
Uzasadnimy wzor (3.17), wykorzystujac ilosci krawedzi i wierzchotkow
triangulacji (krawedzie i wierzchotki triangulacji zostaly zdefiniowane w
paragrafie 2.2).

Dowdd wzoru (3.17) bedzie jednoznaczny 2z uzasadnieniem

prawdziwos$ci réwnoSci:

P(F)—w—%b+,y(F)—%;((6F):0, (4.1)

gdzie w i b oznaczaja odpowiednio ilosci wewnetrznych i brzegowych
punktow kratowych figury wielokatnej F, y(F) i y(6F) oznaczaja,
charakterystyke Eulera i charakterystyke Eulera brzegu figury F, a P(F)
jest polem figury P.

Okreslmy wielkosci: P(F), w, b, yx(F) i y(0F) wykorzystujac
krawedzie i wierzchotki triangulacji oraz trojkaty podziahu figury F.

W pierwszym kroku uzasadnienia réwnosci (4.1) okreslimy wielko§é
P(F).
W tym celu oznaczmy przez S ilo§¢ trojkatéow podziatu (o wierzchotkach
kratowych) 7,..., Ty, ktére powstaly podczas triangulacji figury F.

Rozpatrzmy dwa rodzaje krawedzi triangulacji: wewnetrzne oraz
brzegowe krawedzie triangulacji, zdefiniowane w paragrafie 2.5.

Niech p oznacza ilo§¢ wewnetrznych krawedzi triangulacji oraz niech
o, dla ie{l,.,p}, oznacza ilo§¢ punktow kratowych znajdujacych sie
wewnatrz i-tej krawedzi wewnetrznej (ale bez wierzchotkow tej krawedzi).
Analogicznie niech g oznacza ilo§¢ brzegowych krawedzi triangulacji oraz
niech f dla iefl,.,q}, oznacza ilo§¢ punktéw kratowych znajdujacych sie
wewnatrz i-tej krawedzi brzegowej (nie liczac punktéw kratowych
odpowiadajacych konicom tej krawedzi).
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W sumie iloS¢ wszystkich krawedzi wynosi:

K=p+gq. (4.2)
Nastepnie skorzystajmy z addytywnosci pola P, okreslajac wielkos¢ P(F).
Otrzymamy:

P(F)=YP(T). (4.3)

Oznaczmy przez w, ilo§¢ wewnetrznych punktow kratowych w tréjkacie T

oraz niech b, oznacza ilo§¢ brzegowych punktow kratowych w tréjkacie T
dla ie{l,...S}.
Zatem na mocy (1.2), otrzymujemy:

PL)=w 425, 1. (4.4)
Wykorzystujac wzor (4.4), réwnosé (4.3) mozemy zapisaé¢ w postaci:

P(F)= ZS:(W, +%b[ = 1) = iw,. + %Zs:b, -8§=(®,
i=1 i=1 i=1

S
gdzie Zwi oznacza ilos¢ wewnetrznych punktéow kratowych wszystkich

i=1

S
trojkatow podzialu oraz Zb, oznacza ilo§¢ punktéw kratowych zawartych

i=1
w krawedziach triangulacji wszystkich trojkatow podziatu, liczac réwniez
konce tych krawedzi.
Scislej moéwiag brzegowym punktom kratowym wszystkich tréjkatow
podzialu odpowiadaja: punkty kratowe znajdujace sie wewnatrz

q
brzegowych krawedzi triangulacii, ktérych ilo§¢ wynosi: Z B, punkty
i=1
kratowe znajdujace sie wewnatrz wewnetrznych krawedzi triangulacji, ale
policzone podwdjnie, poniewaz kazda wewnetrzna krawedz triangulacji

p
nalezy do dwéch trojkatow podziatu, wiec jest ich 22&, oraz punkty

i=1
kratowe odpowiadajace wierzcholkom triangulacji, ktérych jest 3S,
poniewaz kazdy z S trojkatéw podziatu posiada trzy wierzchotki.
Podsumowujac:

ibizzq:ﬂ, +2Zp:ai+3S. (4.5)
i=1 i=1 i=l

Wykorzystujac zaleznosé (4.5), otrzymujemy:

S q p N P q
*)=>w +%(Zﬁ +2) q, +3S]—S=Zw, +>q, +%Z/ﬂ’, +%S.
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

i=]

W rezultacie:
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P(F)=iw,+zp:a,+%z,ﬁi+%& (4.6)
i=l1 i=1 i=l1

W drugim kroku zajmiemy sie wielko$ciami: wi b.

Oznaczmy przez r iloS¢ wewnetrznych, a przez p iloéé brzegowych

wierzcholkow triangulacji. Wewnetrzne i brzegowe wierzchotki triangulacji
zostaly zdefiniowane w paragrafie 2.2. Wszystkich wierzcholkéw
triangulacji jest:

W=r+p. (4.7)

Okreslmy wielkosci w i b wykorzystujac ilosci wewnetrznych i
brzegowych wierzchotkéw triangulacji.

Punktom kratowym znajdujacym sie wewnatrz figury wielokatnej F
odpowiadajg: wewnetrzne punkty kratowe kazdego z trojkatow podziahy,
punkty kratowe znajdujace sic wewnatrz kazdej z wewnetrznych krawedzi
triangulacji oraz punkty kratowe bedace wewnetrznymi wierzchotkami
triangulacji. Zatem ilo§¢ wewnetrznych punktéw kratowych figury F
Wynosi:

w='ZS:w,+ia,+r. | (4.8)
i=1 i=1

Podobnie brzegowym punktom kratowym figury F odpowiadaja;
punkty kratowe znajdujace sie wewnatrz brzegowych krawedzi triangulacji
oraz punkty kratowe, ktére sa brzegowymi wierzchotkami triangulacji. W
sumie otrzymujem‘,y:

bziﬂﬁp. (4.9)

W trzecim kroku dowodu réwnosci (4.1) wyrazmy charakterystyke
Eulera i charakterystyke brzegu figury wielokatnej F za pomoca wielkosci:
p.qgrn pis.

Wykorzystujac zaleznosci (4.7) i (4.2), charakterystyka Eulera figury
F, zdefiniowana w paragrafie 2.2, przyjmuje postagé:

H(F)=W-K+S=r+p—(p+q)+S. (4.10)

Charakterystyke brzegu figury wielokatnej F wyrazimy przez ilo§é
brzegowych wierzcholtkéw i krawedzi triangulacji. Poniewaz brzegowych
wierzcholkéw triangulacji jest p, a brzegowych krawedzi triangulacji jest g,
zatem korzystajac z definicji charakterystyki brzegu figury wielokatnej F z
paragrafu 2.4, otrzymujemy:

X(OF)=p-q. (4.11)

W ostatnim kroku sprawdzimy czy prawdziwa jest réwnosé (4.1).
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Wykorzystujac zaleznosci: (4.6), (4.8), (4.9) oraz (4.10) i (4.11), rownosé
(4.1) mozna zapisaé w postaci:

P(F) - w—%b+z(F)—lx(6F) -

=,Z::)+Za+ Z,b’+ S - (Zw+2a+r)—5(iﬂi+pJ+

i=1 i=1
- Loy p- 1,822 _4u
trap=(pr)+S-lo-q)=2S-p-sa="—"—=(".
Zauwazmy, ze 3S jest suma krawedzi wszystkich trojkatow podziatu
(wzietych pod uwage osobno), poniewaz kazdy z S tréjkatow podzialu ma
trzy krawedzie.

Z drugiej strony 2p+q to suma brzegowych krawedzi triangulacji oraz
wewnetrznych krawedzi triangulacji policzonych podwdjnie. PoniewaZz
kazda wewnetrzna krawedz triangulacji jest czeScia wspodlng dwéch
trojkatow podziatu, dlatego prawdziwa bedzie rownosé:

3§=2p+q. (4.12)
Wykorzystujac rownos¢ (3.12), otrzymujemy:
(*)=0.
c.n.d.

Reasumujac, rownos¢ (4.1) jest prawdziwa dla dowolnej figury
wielokatnej F o wierzchotkach kratowych. Zapiszmy to jako wniosek.
5
Wniosek:

Dla dowolnej figury wielokatnej F o wierzchotkach kratowych
zachodzi uogélniony wzor Picka:

P(F)=w+%b—,{(F)+%Z(6F),

gdzie w i b oznaczajq ilosci punktéow kratowych odpowiednio wewnaqtrz i na
brzegu figury F oraz y(F) oznacza charakterystyke Eulera figury F, a y(0F)
oznacza charakterystyke Eulera brzegu figury F.
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