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Wstep

Celem pracy jest udowodnienie dwoéch twierdzen Pappusa-Guldina. Pierwsze
z nich dotyczy wyliczenia objetosci bryl powstatych przez obroét figury mierzalnej wokot
osi, co zostato pokazane w CzeSci I. Drugie twierdzenie mowi o wyliczaniu p6l powierzchni
wyznaczonych przez obrét krzywej mierzalnej i wagowo mierzalnej wokét osi. Temu
zagadnieniu poSwiecona jest Cze$¢ I1.

Dowody obu twierdzen mozna przeprowadzi¢ korzystajac z zaawansowanego
rachunku roézniczkowego i catkowego, jednak w tej pracy pokazemy, Ze moga
by¢ one catkowicie elementarne. Beda wykorzystane jedynie podstawowe
i nieskomplikowane fakty, definicje i twierdzenia matematyczne. Jedynym pojeciem, ktore
moze by¢ uznane za nieco bardziej zaawansowane jest pojecie granicy.

Wartoscia tak przeprowadzonych dowodéw jest fakt, Ze moga by¢ one
wykorzystane w szkole $redniej na zajeciach pozalekcyjnych dedykowanych uczniom
zdolnym. Uczniowie mogg przekona¢ sie, ze twierdzenia z pozoru zaawansowane nie
wymagaja duzej wiedzy matematycznej, by mozna byto ich dowies¢.

Zastosowane w pracy ujecie tematu nie jest zaczerpniete z literatury, lecz
przeprowadzone samodzielnie.






1. Wprowadzenie.

W tym rozdziale zapoznamy sie z oznaczeniami i zatozeniami, ktére beda
wykorzystane w niniejszej pracy. Poznamy takze dwa twierdzenia, ktére beda tematem
dalszych rozwazan.

Oznaczenia i zalozenia.

W pracy bedziemy stosowac oznaczenia i zatozenia zapisane ponize;j.

e F, to figura ptaska obracana wokot osi L, lezacej w tej samej ptaszczyznie co figura F,
w taki sposdb, ze cata figura znajduje sie po jednej stronie osi.
e Fjestfigurg mierzalna.

Z pojeciem figury mierzalnej doktadniej zapoznamy sie w Rozdziale 5. Poki co
nalezy wiedzieé, ze pojecie to obejmuje bardzo duzo figur, w tym wszystkie
wielokaty, kota, figury ograniczone wykresami funkcji ciggtych i wiele innych.
Wspolng cecha figur mierzalnych jest to, Ze maja Sci$le okreslone pole. Ponadto
figury mierzalne majg dobrze zdefiniowany Srodek ciezkoSci.

e B(F), to bryta powstata przez obroét figury F wokét osi L.

e Vg(r), to objetosc bryty B(F).

e P(F),to pole figury F.

e dp, to odlegtos¢ srodka ciezkosci figury F od osi obrotu L.

e v, to ptaska krzywa obracana wokot osi L, ktéra lezy w tej samej ptaszczyznie, co
krzywa y, w taki sposéb, Ze cata krzywa znajduje sie po jednej stronie osi.

e yjest krzywa mierzalng oraz wagowo mierzalna.

Pojeciu krzywej mierzalnej oraz wagowo mierzalnej doktadniej przyjrzymy sie
w Rozdziale 6 i 7. Na te chwile nalezy wiedzie¢, ze rodzina wspomnianych krzywych
obejmuje miedzy innymi tamane, okregi, tuki okregéw, kombinacje ztoZone
tamanych i tukéw okregoéw i wiele innych. Krzywe te maja $ciSle okreslong diugos¢
i dobrze zdefiniowany Srodek ciezkosci.

e D(y) jest dtugoscig krzywej y.

e d, jest odlegtoscig Srodka ciezkoSci krzywej y od osi obrotu L.

e X, oznacza powierzchnie powstalg przez obrot krzywej y wokat osi obrotu L.
. P(Z'y), to pole powierzchni Z,.

Twierdzenia.

Przedmiotem rozwazan bedg ponizsze twierdzenia.

Twierdzenie 1.1 (Pierwsze twierdzenie Pappusa-Guldina). Objetos¢ bryty powstatej przy
obrocie ptaskiej, mierzalnej figury F dookota osi L, lezqcej w ptaszczyZnie tej figury
i nie przecinajqcej jej, jest rowna polu powierzchni figury F pomnozZonemu przez dtugos¢
okregu o promieniu dg, gdzie dg jest odlegtoscig sSrodka ciezkosci figury F od osi obrotu L.



Rysunek 1.
Powyzsze twierdzenie wyraza sie wzorem

VB(F) = P(F) . 27TdF
(1.1)

Twierdzenie 1.2 (Drugie twierdzenie Pappusa-Guldina). Pole powierzchni powstatej przy
obrocie mierzalnej oraz wagowo mierzalnej ptaskiej krzywej y dookota osi L, lezgcej
w plaszczyZnie tej krzywej i nie przecinajqcej jej, jest réwne dtugosci krzywej
Y pomnozonej przez dtugos¢ okregu o promieniu d,, gdzie d, jest odlegtosciq srodka cigzkosci
krzywej y od osi obrotu L.

Rysunek 2.



Powyzsze twierdzenie wyraza sie wzorem

P(X,) =D(y)- 2nd,.
(1.2)



CZESC I. Pierwsze twierdzenie Pappusa-Guldina.

W tej czesci pracy, w Rozdziatach 2-5 skupimy sie na rozwazaniach dotyczacych
pierwszego twierdzenia Pappusa-Guldina. W Rozdziale 2 udowodnimy, ze twierdzenie jest
prawdziwe dla figury F bedacej dowolnym tréjkatem. W Rozdziale 3 pokazemy, ze jezeli
wzor (1.1) jest prawdziwy dla bryt powstatych przez obro6t parami niezachodzgcych na
siebie wielokatow, to jest takze prawdziwy dla bryty powstatej przez obrot figury bedacej
sumg tych wielokatéw. Na podstawie Rozdziatu 2 i 3 w Rozdziale 4 udowodnimy, ze wzér
z pierwszego twierdzenia Pappusa-Guldina jest prawdziwy dla figury F bedacej dowolng
figurg wielokatna. Natomiast w Rozdziale 5 sprawdzimy, Ze twierdzenie to jest prawdziwe
dla dowolnej figury mierzalne;j.

2. Prawdziwos¢ wzoru Pappusa-Guldina dla bryly B(T)
powstalej przez obrot dowolnego trojkata T wokat osi.

W tym rozdziale pokazemy, ze za pomoca wzoru (1.1) mozemy wyznaczy¢ objetos¢
bryty powstatej przez obrét dowolnego trojkata T wokoét osi. W tym celu obliczymy
objeto$¢ bryly B(T) korzystajac z ,tradycyjnych” metod, tzn. przede wszystkim
wykorzystamy wzér stuzacy do obliczania objetosci stozka $cietego, a takze poznamy kilka
prostych poje¢ matematycznych, takich jak odcinek zorientowany czy obieg trojkata, ktére
utatwia wyznaczenie szukanej objetosci. Nastepnie obliczymy warto$¢ wyrazenia
P(T) - 2ndr z pierwszego twierdzenia Pappusa-Guldina. Na koniec poréwnamy otrzymane
wartosci.

2.1. Obliczenie objetosci bryty B(T) z wykorzystaniem ,tradycyjnych”
metod.

Zanim obliczymy objeto$¢ bryty B(T) powstatej przez obrét dowolnego troéjkata
T wokét osi, wyprowadzimy kilka wzoréow, ktére okaza sie by¢ pomocne do osiggniecia
postawionego celu.

Wz6r pozwalajacy obliczy¢ objetosc¢ stozka Scietego
Na poczatku rozwazan wyprowadzimy wzor pozwalajacy obliczy¢ objetos¢ stozka

Scietego, z ktorego w tym rozdziale bedziemy wielokrotnie korzysta¢. Przyjmijmy
oznaczenia jak na Rysunku 3.
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Rysunek 3.

Wtedy:

R oznacza promien podstawy duzego stozka;
7 jest promieniem podstawy matego stozka;
h + x, to wysokos$¢ duzego stozka;

x oznacza wysoko$¢ matego stozka.

Korzystajac z twierdzenia Talesa zastosowanego do tréjkata ABC otrzymujemy

x_x+h
"R

Przeksztatcajac powyzsza rownos¢ dostajemy

rh
R—1r’

X =

Dalej niech V,; oznacza objeto$s¢ duzego stozka, V;, objeto$¢ matego stozka, za$ Vi
objetos¢ stozka Scietego. Korzystajac ze wzoru pozwalajacego obliczy¢ objeto$¢ stozka
o danym promieniu podstawy i wysokos$ci dostajemy

1
Veg = §nR2(h + x),
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Otrzymujemy zatem

[ 1 . 1 2 2
Ve = Sd—VsngnR (h+x)—=nr x=§n(R (h+x)—1r<x)=

3

1 1 rh
=—-mw(R*h + (R? —1%)x =—7T<R2h+ R? —1r? )=

3 ( ( )x) 3 ( )R+r

1 rh 1
=—7T(R2h+(R+r)(R—r) )=—7r(R2h+Rrh+r2h)=

3 R—r 3

1
= §T[h(R2 + Rr + 1?).

(2.1)

Warto zauwazy¢, ze wzor (2.1) jest uniwersalny, poniewaz mozna z niego korzystac
zarowno w celu obliczenia objetoSci stozka Scietego, ale takze walca - wtedy R =r.
Dostaniemy wiec

1 1
Ve = §nh(R2 +Rr +71%) = §7‘th(R2 + R R+ R?) =nR?h.

Konicowy wzoér jest dobrze znanym wzorem na objeto$¢ walca o danym promieniu
podstawy i wysokosSci.

Znakowana objetos¢ stozka Scietego wyznaczonego przez obrot zorientowanego
odcinka wokot osi.

Zanim przejdziemy do rozwazan skupiajacych sie na dogtebnym przeanalizowaniu
problemu postawionego w tej czeSci pracy, przedstawimy dwa zatozenia, ktére beda
wykorzystywane do konca Rozdziatu 2. Przyjmijmy:

e o0$obrotu L jako 0§ Oy uktadu wspoétrzednych;

e punkty, ktére sg wierzchotkami figury obracanej wokoét osi L, jako punkty z 11 IV
¢wiartki uktadu wspétrzednych, czyli z obszaru znajdujgcego sie na prawo od osi
Oy.

Aby mo6c méwic o bryle wyznaczonej przez obrdt zorientowanego odcinka wokot
o0si, najpierw powiemy co bedziemy rozumie¢ przez bryte wyznaczong przez obrot odcinka,
ktéremu nie zostata jeszcze nadana orientacja (zwrot). W zaleznosci od potozenia odcinka
wzgledem osi obrotu L, mozemy otrzymac obiekty wymienione ponize;.

e Walec, gdy odcinek bedzie rownolegty do osi obrotu L, co ilustruje Rysunek 4.
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Rysunek 4.

Obracany odcinek jest wéwczas wysokoScig walca.

e Stozek Sciety, gdy odcinek nie jest rownolegly ani prostopadly do osi obrotu L, co
przedstawia Rysunek 5.

Rysunek 5.
Obracany odcinek jest woéwczas tworzacg stozka Scietego.

e Pierscien lezacy w ptaszczyZnie odcinka, gdy odcinek jest prostopadty do osi obrotu
L, co ilustruje Rysunek 6.
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Rysunek 6.

Jest to przypadek zdegenerowany, gdyz nie zostaje wyznaczona zadna bryta.
Obracany odcinek jest tutaj szerokoscig pierscienia.

Gdy wiemy juz jak wygladaja bryly wyznaczone przez obrét odcinka wokoét osi,
ktoremu nie zostat jeszcze przypisany zwrot, mozemy zapoznal sie z pojeciem
zorientowanego odcinka.

Definicja 2.1. Zorientowanym odcinkiem nazywamy odcinek o koncach w punktach
A = (x1,y1) iB = (x3,¥,) o zadanej kolejnosci, ktéra okresla jego zwrot. Na rysunkach
zwrot zaznaczony jest strzatka.

Nietrudno sie przekona¢, ze obracajac zorientowany odcinek wokot osi otrzymamy bryty
czy figury o takich samych ksztattach jak na Rysunkach 4, 5, 6.

PrzejdZmy zatem do rozwazan zwigzanych z pojeciem znakowanej objetosci stozka
o zorientowanej tworzacej. Na Rysunku 7 przedstawione sa trzy mozliwe potozenia
zorientowanego odcinka o koncach A = (x4,y;) i B = (x3,y,) w uktadzie kartezjanskim
w zaleznoS$ci od wartos$ci ich wspétrzednych na osi Oy. Ponadto wyznaczone sg bryty
powstate przez ich obrot wokoét osi L.

14
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Rysunek 7.

Zapoznamy sie teraz z definicjg znakowanej objetosci stozka $cietego, wyznaczonego przez
obrét zorientowanego odcinka wokét osi.

Definicja 2.2. Znakowana objetos¢ stozka Scietego o tworzacej AB bedacej zorientowanym
odcinkiem, to liczba, ktora zalezy od potozenia i orientacji obracanego odcinka AB, gdzie
A = (xq,y,) jest jego poczatkiem, zas B = (x,, y,) koncem, w taki sposob, Ze daje:

e objetos¢ stozka Scietego o tworzacej AB, gdy y; < ya;
e liczbe ujemng, przeciwng do objetosci stozka $cietego o tworzacej AB, gdy y; > y,;
* zero,gdyy; =y,

Liczbe te bedziemy oznacza¢ symbolem W (A4, B).

Korzystajac ze wzoru (2.1) mozna w prosty sposOb zapisa¢ wzor, ktory daje
oczekiwane przez nas wartosci we wszystkich trzech przypadkach z Definicji 2.2

1
W(A,B) = W((x1,y1), (X2, ¥2)) = §7T(3’2 — 1) (1% + x1%5 4+ x,2).
(2.2)

Warto zauwazy¢, ze jeSli zmienimy orientacje odcinka, to znakowana objetosc¢
stozka Scietego zmieni warto$¢ na przeciwna.

Wzor pozwalajacy obliczy¢ objetos¢ bryly B(T) powstalej przez obrot
zorientowanego trojkata T wokoét osi.

Zanim przystapimy do wyznaczenia wzoru pozwalajgcego obliczy¢ objeto$¢ bryty
B(T) powstatej przez obrot zorientowanego tréjkata T wokét osi, zapoznajmy sie
Z pojeciem obiegu trojkata.

Definicja 2.3. Obiegiem trdjkgta nazywamy kierunek ruchu po obwodzie trdjkata.
W kazdym tréjkacie sg dwa obiegi, jeden zgodny z ruchem wskazéwek zegara zwany
obiegiem ujemnym, a drugi przeciwny do ruchu wskazéwek zegara, zwany obiegiem
dodatnim.
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Obieg trdjkata mozna opisa¢ za pomocg uporzadkowania jego wierzchotkéw, np. obieg
ABC oznacza kierunek ruchu od wierzchotka A do B, nastepnie od B do C i od C do A. Ten
sam obieg wyznacza uporzadkowanie BCA oraz CAB. Obieg przeciwny wyznaczony jest
przez uporzadkowania ACB, CBA lub BAC.

Trojkat wraz z przyjetym obiegiem bedzie nazywany zorientowanym tréjkqtem.

Na Rysunku 8 zilustrowane zostaty dwa mozliwe obiegi trojkata T.

L

OBIEG UJEMNY TROJKATA

Rysunek 8.

L

OBIEG DODATNI TROJKATA

W kazdym z tych przypadkéw mozemy wyrdzni¢ trzy potozenia tréjkata T, ktore beda
znaczaco roznity sie od siebie. Na Rysunku 9a zilustrowane sg owe potozenia trojkata
w przypadku obiegu ujemnego, natomiast na Rysunku 9b w przypadku obiegu dodatniego.

A

L

1

\

L

Rysunek 9a.
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Rysunek 9b.

Ze wzgledu na znaki znakowanych objetosci stozkow S$cietych wyznaczonych przez
zorientowane odcinki stanowigce obwod trojkata o zadanym obiegu, zaréwno
w przypadku Rysunku 9a jak i Rysunku 9b, mozemy wyr6zni¢ kolejno trzy przypadki
znaczaco réznigce sie od siebie:

e w pierwszym przypadku dwie sposrod znakowanych objetosci stozkdéw Scietych
wyznaczonych przez boki trojkata majg znaki ujemne, a trzecia dodatni;

e w drugim przypadku dwie sposréd znakowanych objetosci stozkéw Scietych
wyznaczonych przez boki tréjkata majg znaki dodatnie, a trzecia ujemny;

e w trzecim przypadku jedna ze znakowanych objetosci stozkéw Scietych ma znak
dodatni, jedna ujemny, a jedna jest zerem.

Pozostate mozliwe potozenia trdjkata T zaréwno w przypadku obiegu ujemnego jak
i dodatniego, cho¢ z pozoru sie rdéznig, w rezultacie odpowiadajg ktéremu$ z wyzej
wymienionych przypadkéw.

Wyznaczymy objeto$¢ bryty B(T) dla wszystkich mozliwych potozen tréjkata T,
ktdre zostaty przedstawione na Rysunku 9a, czyli w przypadku ujemnego obiegu trojkata.
Rozumowanie dotyczace obiegu dodatniego bedzie analogiczne wiec pozostawimy
je Czytelnikowi do samodzielnego przeprowadzenia.

Najpierw zastanowimy sie, jak w prosty sposéb mozna obliczy¢ objetoS¢ bryty
powstatej przez obrét niezorientowanego trojkata wokét osi. Spéjrzmy na Rysunek 10.

C={x3.y3}

Rysunek 10.
17



Oznaczmy przez S(AB), S(BC), S(AC) stozki Sciete o tworzacych AB, BC i AC odpowiednio.
Z rysunku widag¢, ze

Very = Vscac) + Vsey) — Vsan)-

Przypatrzmy sie teraz Rysunkowi 11, ktéry przedstawia jedno z trzech mozliwych potozen
tréjkata T o ujemnym obiegu, a takze stozki Sciete o zorientowanych tworzacych AB, BC
i AC, wyznaczone przez ich obréot wzgledem osi L.

C='{x3-5"3)

Rysunek 11.

Korzystajac z definicji znakowanej objetosci stozka S$cietego wyznaczonego przez
zorientowany odcinek, mozemy zapisac

W(A,B) = Vs(ap),

W(B,C) = —Vsec),

W(C,A) = —Vsc).
Obliczajac objetos¢ bryty B(T), dostajemy

Very = —Vswupy + Vsie) + Vs = —W(A,B) —W(B,C) —W(C,A) =
=—(W(4,B) + W(B,C) + W(C,A)).

Znajac juz sposOb rozumowania przy obliczaniu objetosci bryt powstatych przez obrot
zorientowanego trdjkata wokot osi, mozemy w podobny sposéb zapisa¢ objetosci bryt
w pozostatych dwoch przypadkach zwigzanych z obiegiem ujemnym.

Na Rysunku 12 przedstawiony jest drugi przypadek potozenia trojkata T o obiegu
ujemnym wzgledem osi obrotu L i bryta powstata przez jego obrot.
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Rysunek 12.
Korzystajac z powyzszych rozwazan mozemy zapisac

Ve = —Vsp) + Vse) — Vsac) = —W(A,B) —W(B,C) —W(C,A) =
= —(W(4,B) + W(B,C) + W(C,A)).

Rysunek 13 ilustruje trzeci przypadek potozenia tréjkata T o obiegu ujemnym wzgledem
osi obrotu L i bryte powstatg przez jego obrét wokoét osi.

')

Rysunek 13.
Poniewaz na mocy wzoru (2.2), W(C, A) ma warto$¢ zero, otrzymujemy
Veary = —Vswp) + Vsgey = —W(A4,B) —W(B,C) = —(W(A,B) + W (B, C))..
Z racji, ze W(C, A) = 0, rowniez w tym przypadku mozemy zapisac, ze
Vaery = —(W(A4,B) + W(B,C) + W(C, A)).
Przeprowadzajagc podobng analize dla trojkata o dodatnim obiegu,

w poszczeg6lnych przypadkach otrzymamy wyrazenia takie jak przy obiegu ujemnym, ale
z przeciwnym znakiem. Aby ujednolici¢ rezultaty niezbedne jest natozenie modutu, co daje
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ostateczny wzor pozwalajacy obliczy¢ objetos¢ bryty B(T) niezaleznie od obiegu trojkata T,
ktéry ma postac

Vaery = |W(4,B) + W(B,C) + W(C,A)|.
(2.3)

Zapiszmy wiec uniwersalny wzor pozwalajacy obliczy¢ objetos¢ bryly B(T)
powstatej przez obrét dowolnego tréjkata T o zadanym obiegu wokét osi L, uwzgledniajac
wspotrzedne wierzchotkéw trojkata A = (xq,y1), B = (x3,y,) oraz C = (x3,y3).
Podstawiamy konkretne wyrazenia Korzystajgc ze wzoru (2.2) w miejsce W (4, B), W(B, C),
W(C,A) do wzoru (2.3). Mamy zatem

Vaery = |W(4,B) + W(B,C) + W(C,A)| =
= | W((x1,y1), (x2,¥2)) + W((xz»YZ)’ (x3,y3)) + W((x3,¥3), (x1, 1)) | =
1
= §7T| (V2 =y (er® + x93 + x°) + (y3 — ¥2) (02 + 203 + x3%) +

+ (1 — ¥3) (1% + x1x3 + x3%)) |
(2.4)

2.2. Obliczenie wyrazenia ze wzoru Pappusa-Guldina.

Gdy wiemy juz jak wyraza sie objeto$¢ bryty B(T) powstatej przez obrét dowolnego
tréjkata wokét osi, obliczona ,tradycyjnymi” metodami, wyznaczymy warto$¢ wyrazenia
z prawej strony wzoru (1.1) dla tej samej bryly B(T). W tym celu, podobnie jak
w poprzednim przypadku, wyprowadzimy wzory pomocnicze.

Od tego momentu warto$¢ wyrazenia z prawej strony wzoru (1.1) dla bryly powstatej
przez obrot figury F wokot osi obrotu L, bedziemy oznacza¢ przez G, (F).

Znakowane pole trapezu o jednym z ramion bedacym fragmentem osi obrotu
L i drugim bedacym zorientowanym odcinkiem.

Na poczatku przypomnimy mozliwe potozenia zorientowanego odcinka

o koncach A = (x4,y1) i B = (x3,y,) w uktadzie kartezjanskim w zalezno$ci od wartosci ich
wspotrzednych na osi Oy. Ilustruje to Rysunek 14.
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B=(X2-y2) A=(X4.Y4)

Y

A=(X1 =y1) B=(X2vY2)

A=(X1,Y4) B=(x,.Y,)

Y1<Y¥o Y1>Yo Y1=Ys

Rysunek 14.

Po umieszczeniu zorientowanego odcinka po prawej stronie osi obrotu L, w taki
sposob, ze nie jest on prostopadty do osi, wyznaczamy trapez, o jednym z ramion bedgcym
tym samym zorientowanym odcinkiem i drugim bedacym fragmentem osi obrotu.
Podstawy trapezu s3 prostopadie do osi. Przyktadowy trapez wyznaczony przez
zorientowany odcinek jest przedstawiony na Rysunku 15.

Rysunek 15.

Warto zauwazy¢, ze otrzymana figura zawsze bedzie trapezem prostokatnym.

Zapoznajmy sie teraz z definicja znakowanego pola trapezu, ktéra bedzie odnosic¢ sie
do trapezow opisanych powyze;j.

Definicja 2.4. Znakowanym polem trapezu wyznaczonym przez odcinek AB, nazywamy
liczbe, ktora zalezy od potozenia i orientacji odcinka AB, gdzie A = (x4,y;) jest jego
poczatkiem, za§ B = (x,,y,) konicem w taki sposob, ze daje:
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e pole trapezu o jednym z ramion AB gdy y; < y»;
e liczbe ujemng, przeciwng do pola trapezu o jednym z ramion AB, gdy y; > y,;

* zero,gdyy; = y,.
Liczbe te bedziemy oznaczac¢ Q (4, B).

Warto zauwazy¢, Ze jesli zmienimy orientacje odcinka, to znakowane pole trapezu
zmieni warto$¢ na przeciwna.

Korzystajac ze wzoru stuzacego do obliczenia pola trapezu o danych dtugos$ciach podstaw
i wysokosci, mozemy zapisaé

QU4 B) = QU1 ), (k2. 2)) = 5 (2 + 1) (v = ¥2),
(2.5)
co daje oczekiwane wartos$ci we wszystkich trzech przypadkach z Definicji 2.4.
Wz6r pozwalajacy obliczy¢ pole zorientowanego tréjkata.
W tej czeSci wyprowadzimy wzoér pozwalajacy obliczy¢ pole zorientowanego
tréjkata. Postuzy on nam w dalszej czes$ci rozwazan do wyznaczenia wyrazenia G;(T).

W tym celu skorzystamy z definicji znakowanego pola trapezu..

Na Rysunku 16 przypomniane zostaly dwa mozliwe obiegi trojkata T.

A i

L L

OBIEG UJEMNY TROJKATA OBIEG DODATNI TROJKATA

Rysunek 16.

Podobnie jak wcze$niej, w kazdym z tych przypadkéw mozemy wyrédzni¢ trzy potozenia
trojkata T, ktore beda znaczaco roznity sie od siebie. Rysunek 17a ilustruje mozliwe
potozenia trdjkata T w przypadku obiegu ujemnego, natomiast Rysunek 17b
w przypadku obiegu dodatniego.
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Rysunek 17a.

[}

Rysunek 17b.

Podobnie jak wcze$niej, ze wzgledu na znaki znakowanych po6l trapezéw, wyznaczonych
przez zorientowane odcinki stanowigce obwdd zorientowanego tréjkata, zaréwno
w przypadku Rysunku 17a jak i Rysunku 17b mozemy wyr6zni¢ trzy
przypadki znaczaco réznigce sie od siebie:

e w pierwszym przypadku dwie sposrod znakowanych objetosci stozkow Scietych
wyznaczonych przez boki trojkata majg znaki ujemne, a trzecia dodatni;

e w drugim przypadku dwie sposrod znakowanych objetoSci stozkow Scietych
wyznaczonych przez boki trojkata majag znaki dodatnie, a trzecia ujemny;

e w trzecim przypadku jedna ze znakowanych objetosci stozkow Scietych ma znak
dodatni, jedna ujemny, a jedna jest zerem.

Pozostate potozenia tréjkata T wzgledem osi L beda sprowadzaty sie do ktorego$
z wymienionych przypadkow.

Tak jak przy wyznaczania objetoSci bryly powstatej przez obrot zorientowanego
tréojkata wokét osi L, tak tez w przypadku wyznaczania pola tréjkata
o zadanym obiegu, oméwimy tylko to, co dzieje sie w przypadku obiegu ujemnego.
Rozwazania dotyczace obiegu dodatniego, poniewaz s3 analogiczne, pozostawiamy
Czytelnikowi do samodzielnego wykonania.

Zanim przejdziemy do obliczenia pola trdjkata o zadanym obiegu, przypatrzmy sie
jak obliczy¢ pole dowolnego niezorientowanego trojkata. Spojrzmy na Rysunek 18.
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Rysunek 18.

Oznaczmy przez t(AB), t(BC), t(AC) trapezy o jednym z ramion bedagcym fragmentem osi
obrotu i drugim odcinkiem AB, BC i AC odpowiednio. Z rysunku widac, ze

P(T) = P(t(BC)) + P(t(AC)) — P(t(AB)).
Przypatrzmy sie teraz Rysunkowi 19, ktory przedstawia jedno z trzech mozliwych

potozen trojkata T o ujemnym obiegu wzgledem osi L, a takze trapezy,
w ktorych jedno z ramion jest zorientowanym odcinkiem AB, BC i AC.

AL

B=(x2,y2)

Rysunek 19.

Korzystajac z definicji znakowanego pola trapezu i rozwazan dotyczacych obliczania pola
niezorientowanego trdjkata mozemy zapisac
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Q(A,B) = P(t(4B)),
Q(B,C) = —P(t(B0)),
Q(C,A) = —P(t(AD)).
Obliczajac pole zorientowanego trojkata T, otrzymujemy

P(T) = —P(t(AB)) + P(t(BC)) + P(t(AC)) = —Q(A,B) — Q(B,C) — Q(C,A) =
=—(Q(4,B) +Q(B,C) + Q(C,A)).

Znajac juz sposob rozumowania przy obliczaniu pola tréjkata o zadanym obiegu, moZemy
przeanalizowa¢ pozostate dwa przypadki potozenia trojkata T wzgledem osi obrotu L,
zwigzane z obiegiem ujemnym. Na Rysunku 20 przedstawiony jest drugi przypadek
potozenia tréjkata T o obiegu ujemnym wzgledem osi obrotu L.

Rysunek 20.

Korzystajac z powyzszych rozwazan mozemy zapisac

P(T) = —P(t(AB)) + P(t(BC)) — P(£(AC)) = —Q(A,B) — Q(B,C) — Q(C,A) =
= —(Q(4,B) + Q(B,C) + Q(C, A)).

Rysunek 21 ilustruje trzeci przypadek potozenia trojkata T o obiegu ujemnym wzgledem
osi obrotu L.
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B=(x,.Y,)

A=(x,.y1) C=(x3,¥5)

Rysunek 21.

Poniewaz P(t(AC)) ma warto$¢ zero, otrzymujemy
P(T) = —P(t(AB)) + P(t(BC)) = —Q(A,B) — Q(B,C) = —(Q(4,B) + Q(B, O)).
Z racji, ze Q(C, A) = 0, réwniez w tym przypadku mozemy zapisa¢, Ze
P(T) = —(Q(A,B) + Q(B,C) + Q(C, A)).

Przeprowadzajagc  podobnag analize dla tréjkata o obiegu dodatnim,
w poszczegblnych przypadkach otrzymamy wyrazenia takie jak przy obiegu ujemnym, ale
z przeciwnym znakiem. Aby ujednolici¢ rezultaty niezbedne jest natozenie modutu, co daje
ostateczny wzér pozwalajacy obliczy¢ pole tréjkata T niezaleznie od jego orientacji, ktory
ma postac

Vaery = | Q(4,B) +Q(B,C) +Q(C,A)|.
(2.6)

Zapiszemy wiec uniwersalny wzdér pozwalajacy obliczy¢ pole trojkata
T o zadanym obiegu, uwzgledniajgc wspoétrzedne jego wierzchotkow A = (xq,y1),
B = (x3,y,) oraz C = (x3,y3). W tym celu podstawimy odpowiednie wyrazenia korzystajac
ze wzoru (2.5) w miejsce Q(4,B), Q(B, (), Q(C,A) do wzoru (2.6). Mamy
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P(T) = | Q(4,B) + Q(B,0) + Q(C,A) | =
= | Q((x1,y1), (x2,¥2)) + Q((xz'YZ): (x3,y3)) + Q((xs'}@)' (x1,3’1)) | =

1
=5 (G +x) 2 =y + (e +x3) (05 = 72) + G + 1) 01 = ) | =
1
= E | (X1Y2 + X2Y2 — X1Y1 — XY1 + X33 + X3Y3 — X2V, — X3V + X1Y1 + X3Y1

1
— X1Y3 — X3Y3) | ==3 | (X1Y2 — X2)1 + X2¥3 — X3Y2 + X3Y1 — X1Y3) | .
2.7)

2.3. Wzor z pierwszego twierdzenia Pappusa-Guldina dla figury
F bedacej trojkatem.

W tej czeSci rozwazan udowodnimy, ze wzor z pierwszego twierdzenia
Pappusa-Guldina zachodzi dla przypadku, gdy figura F jest trdjkatem. W tym celu
zapoznamy sie z definicjg $rodka ciezkosci trojkata, o ktéorym mowa np. w pozycji [1]
w podrozdziale 5.3.

Definicja 2.5. Srodkiem ciezkosci tréjkqta nazywamy punkt, ktérego wspoétrzedne sa
$rednimi arytmetycznymi odpowiednich wspétrzednych wierzchotkdéw.

Jezeli punkty A = (x1,¥1), B = (x2,¥,), C = (x3,y3) beda wierzchotkami troéjkata, to jesli
Srodek ciezkosci tego trojkata oznaczymy przez S otrzymamy

(x1+x2+x3 3’1+3’2+3’3)
S = 3 , 3 )

Skoro d; jest odlegtoscig Srodka ciezkos$ci trdojkata od osi obrotu, zatem interesuje nas
tylko pierwsza wspoétrzedna, wiec

x1+x2+x3
dT:#.

Podstawiajgc odpowiednie warto$ci do wyrazenia G, (T) otrzyamamy

X1+ x5 + x3

1
G1(T) = P(T) - 2ndr = > | (X1Y2 — %21 + X2¥3 — X3Y2 + X3Y1 — X1Y3) | 21 3

(2.8)
Porownanie otrzymanych wartoSci.

W poprzedniej czesci rozdziatu otrzymaliSmy wzér pozwalajacy obliczy¢ objetos¢
bryty B powstatej przez obrét dowolnego trojkata T wokét osi, ktéry ma postac

1
Ve = 37 | (V2 =y (1% + 2125 + %) + (y3 — ¥2) (%% + 2223 + x3%) +
+ (1 =y (0 + xx +x0) |,
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a takze wyrazenie z pierwszego twierdzenia Pappusa-Guldina rozszerzone o wzor na pole
zorientowanego tréjkata oraz Srodek ciezkosci trojkata, ktére ma postac

1 X1+ x, + x3
G1(T) = P(T) - 2ndy = > | (X1Y2 — X321 + X2Y3 — X3V, + X3Y1 — X1Y3) | 2”#-

Aby méc stwierdzié, ze wzér Pappusa-Guldina zachodzi, musimy pokaza¢, ze
VB(T) = G1(T)-

W tym celu przeksztatcimy oba wzory.

1
Ve = §7T| (2 — J’1)(x12 + X1, + X,%) + (s — YZ)(xzz + x5 + x3%) +
+ (71 — ¥3) (1% + x3x3 + x3%)) | =
= §7T | x12y2 + X1X2), + x22y2 - X1ZJ’1 —X1X2Y1 — x223ﬁ +

+x22y3 + XoX3Y3 4+ X32Y3 — X2y, — XaX3y, — x3%y, +

) +x12y1 + x1X3Y1 + X37Y1 — X2y, — X1 X3V, — %32y, | =
=37 X1%Yy + X1X2Y0 — X1 X2Y1 — X22Y1 F X22Y3 4 XoX3Y3 — XaX3Y, — X3%Y, +

2 2
TX1X3Y1 + X3°Y1 — X1°Y2 — X1X3Y2 | .

1 X1+ X, + x3
G(T) = 5 | (X1Y2 — X1 + X33 — X3Y2 + X3Y1 — X1Y3) | ZNT =
1
= §7T | X1%Yy — X1X3Y1 + X1 XY3 — X1 X3Y3 + X1X3Y1 — X1°Y3 +

+X1X,Y7 — X291 + X2°2Y3 — XaX3Ya F XpX3Yy — X1XpY3 +

2 2 _
TX1X3Y2 — X2X3Y1 T X2X3Y3 — X3°Yo + X3°Y1 — X1X3Y3 | =

1
= §7T X1%Yy + X1X2Y0 — X1 X2¥1 — X22Y1 F X2V 4 XoX3Y3 — XXy, — %37y, +

+x1X3Y1 + x32y1 — X12Y3 — X1 X33 | .
PokazaliSmy zatem, Ze
VB(T) = G1(T).

Oznacza to, ze wzor Pappusa-Guldina zachodzi dla bryty B(T) powstatej przez obrét
dowolnego trojkata T wokét osi.
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3. Addytywnosc.

W tym rozdziale pokazemy, Ze jesli wzor (1.1) z pierwszego twierdzenia Pappusa-
Guldina zachodzi dla bryt powstatych przez obrét parami niezachodzacych na siebie
wielokatow  W;, W,, ..., Wy, to zachodzi rdéwniez dla sumy W, UW,U ..UW,.
Przez niezachodzace na siebie wielokaty rozumiemy figury, ktérych jedyna czescig wspdlng
moze by¢ fragment ich bokow.

Zatézmy, ze dla bryt wyznaczonych przez wielokaty W;, W, ..., W, zachodzi rdwno$¢
ze wzoru (1.1)

VB(Wl) = P(Wl) ) anwl,

VB(WZ) = P(Wz) - ZT[dWZ'

Veaw) = P(Wy) - Zﬂdwk.

Ponadto, z tego, ze wielokaty W;, W,, ..., W}, parami nie zachodza na siebie, od razu wiemy,
ze

P(W, UW, U ..UW,) = P(W,) + P(W,) + -+ P(W,)
(3.1)

oraz

Veawyuwyu..owy) = Veawy) + Ve, + -+ Vewy)-
(3.2)

Pokazemy, ze wzor Pappusa-Guldina zachodzi tez dla bryty powstatej przez obrét sumy
W, U W, u ..U W, wokét osi obrotu L.

W tym momencie zapoznamy sie z definicjg Sredniej wazonej i $Srodka ciezkosci
uktadu punktéw na ptaszczyznie, by potem z nich skorzystac.

Definicja 3.1. Srednia wazona liczb rzeczywistych xi,x,,...,x, z odpowiadajacymi im
wagami wy, Wy, ..., W, jest okreslona jako

Wy W2 Wn
X+ Xy + ot Xp.
Wyt wy+ e+ wy, wytwy+ et wy, Wyt wy+ et wy,

Definicja 3.2. Niech A, 4,,.., A, beda punktami na ptaszczyznie, a wy,w,, ..., w, niech
beda odpowiadajagcymi im wagami. Srodkiem ciezkosci tego uktadu punktéw z wagami
nazywamy punkt S speiniajgcy réwnanie wektorowe

e ——

W15—>Al + Wzm + -+ w,54, = 0.
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Korzystajac z pozycji [2] w podrozdziale 1.3, czytamy, ze w dowolnym ukladzie
kartezjanskim wspéirzedne Srodka ciezkos$ci uktadu punktéw z wagami, sa Srednimi
wazonymi odpowiednich wspoétrzednych wyjsciowych punktéw, z takimi samymi wagami.

Wykorzystamy takze twierdzenie, o ktdrym mowa w podrozdziale 4.3 w pozycji [2].
Twierdzenie 3.3. Srodek ciezkosci wielokqta W jest réwny Srodkowi ciezkosci punktéw
bedqgcych srodkami ciezkosci niezachodzqcych na siebie wielokqtéow podziatu wielokqta
W z wagami réwnymi polom tych wielokgtéw.

Na podstawie powyzszych definicji i twierdzenia otrzymujemy fakt pomocniczy.

Fakt 3.4. Niech dy,, oznacza odlegtosc srodka cigzkosci wielokqta W; od osi obrotu, zas
dw, uw,u...uw, 0dlegtosc srodka ciezkosci wielokqgta Wy U W, U ..U Wy, od osi obrotu.

Wéwczas dy,yw,u..uw,jest Sredniq wazonq z odlegtosci dy,,dy,,...,dy, z wagami
PW,),P(W,), ..., P(Wy,) odpowiednio.
Powyzszy fakt mozemy zapisac jako
K
P(W;)
dwluwzu...uwk = r l dwl-,
i POW)
=1
=1
(3.3)
lub r6wnowaznie
K

P(Wy UW, U .U W) dyyua.ow, = ) POW) diy,
i=1

Wzér (3.3) w tatwy sposéb mozna uzasadni¢, korzystajac z Definicji 3.1 i 3.2. Przyjmujemy
uktad wspétrzednych, w ktéorym o$ obrotu, to 0§ Oy. Jako punkty przyjmujemy Srodki
cigzkosci wielokatow Wi, Wy, ..., W) oraz Wy U W, U ..U W,. Wowczas liczby dy, dla
i €{1,2,..., k} oraz dy, yw,u..uw,, to po prostu wspétrzedne x-owe Srodkéw ciezkosci. Wagi
jakie im przypisujemy to pola tych wielokatow P(W;),P(W,),...,P(W,) oraz
P(W; UW, U ..U W;) odpowiednio.

Korzystajac z powyzszych wiadomosSci mozemy zapisac

Veaw,uw,u..owy) = Vewy) T Ve, + -+ Ve =
= P(Wl) . Zﬂdwl + P(Wz) . Zﬂdwk R o P(Wl) . 277:de =
= 2n(P(W)dw, + P(Wo)dy, + -+ P(Wy)dy, ) =
= 277: P(W1 V) WZ U..uU Wk) ) dW1UW2U...UWk'

Ostatnig réwno$¢ mozemy zapisac korzystajac z Faktu 3.4.

Na podstawie rozumowania przeprowadzonego w Rozdziale 3 mozemy
sformutowac ponizsze twierdzenie.
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Twierdzenie 3.5. Niech W, W,, ..., Wy, to parami niezachodzqce na siebie wielokqty. Jezeli
pierwsze twierdzenie Pappusa-Guldina zachodzi dla bryt powstatych przez obrét wielokqtéw
Wiy, W, ..., Wy, to zachodzi takze dla bryly powstatej przez obrét sumy W; U W, U ..U W,

4. Sprawdzenie wzoru Pappusa-Guldina dla dowolnej figury
wielokatne;.

W tym rozdziale pokazemy, ze wzor (1.1) z pierwszego twierdzenia Pappusa-
Guldina zachodzi dla dowolnej figury wielokatnej. W tym celu wykorzystamy rozwazania
z Rozdziatu 21 3.

Na poczatku zapoznajmy sie definicjg figury wielokatne;.

Definicja 4.1. Figurq wielokgtng nazywamy taka figure na ptaszczyZnie, ktéra da sie
przedstawic¢ jako suma skonczonej rodziny niezachodzacych na siebie trojkatow.

Przez niezachodzace na siebie tréjkaty, rozumiemy tréjkaty majace roztgczne wnetrza,
ktoérych jedyna czeScig wsp6lng moze by¢ fragment ich bokéw.

Niech W bedzie dowolng figurg wielokatng. Figure W, w mys$l twierdzenia 3.3,
dzielimy na niezachodzace na siebie wielokaty, ktore tu beda trojkatami Ty, T, ..., Ty,.

Na podstawie rozumowania przeprowadzonego w Rozdziale 2 mozemy zapisa¢
VB(Tl-) = P(Ty) - 27TdTl-,
dlai € {1,2,...,n}.

Skoro wzér (1.1) zachodzi dla bryt powstalych przez obrét wokot osi poszczegélnych
tréjkatow Ty, T,, ..., T, z podziatu figury W, to korzystajac z Twierdzenia 3.5 mamy, ze wzor
ten zachodzi takze dla bryly powstatej przez obrét sumy T; UT, U ...U T, czyli zachodzi
dla figury W.

5. Sprawdzenie wzoru Pappusa-Guldina dla dowolnej figury
mierzalne;j.

W tym rozdziale pokazemy, ze wzor (1.1) zachodzi dla dowolnej figury mierzalne;j.
Zanim  przejdziemy do analizy postawionego problemu zapoznajmy  sie
z pojeciem figury mierzalnej (w sensie Jordana). Z pojeciem tym mozna dogtebniej
zapoznaC sie Kkorzystajac z pozycji [3], natomiast ponizej przytoczona zostanie
najwazniejsza definicja w ujeciu podobnym jak w pozycji [2] w rozdziale 5.

Definicja 5.1. Miarq zewnetrzngq figury F nazywamy liczbe P,(F) = inf { P(Z) : Z D F}, za$

jej miarag wewnetrzng liczbe Py, (F) =sup {P(W): W c F}, gdzie Z i W, to figury
wielokatne.
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Definicja 5.2. Moéwimy, ze figura F jest mierzalna w sensie Jordana, gdy
P, (F) = Py (F).
Woéwczas okreslamy pole (miare Jordana) tej figury przez
P(F) = P,(F) = Pw(F).

Uwaga 5.3. Aby sprawdzi¢ mierzalno$¢ figury i wyznaczy¢ jej pole wystarczy poda¢ dwa
ciaggi figur wielokatnych W, i Z,, takich, ze W,, c F c Z,, oraz

Lim (P(Zy) — P(Wy) = 0.

Stad wynika mierzalno$¢ figury F.
Pole figury F wynosi wéwczas

P(F) = lim P(W,,) = Lim P(Z,).

Niech F bedzie figurg mierzalng. Stosujac podobne oznaczenia jak wyzej dotyczace
ciggéw figur wielokatnych przyblizajacych figure F od wewnatrz i od zewnatrz, mozemy
zapisac

B(Wy) < B(F) € B(Zy)

oraz
Vewn) = VB@® = VB(z,)-
Z Rozdziatu 4 wiemy, ze wzor (1.1) zachodzi dla bryt powstatych przez obrét wokét
osi dowolnej figury wielokatnej. Mozemy wiec zapisac
Vew,) = P(Wy) - 2mdw,,
oraz

VB(Zn) = P(Zn) ' 2T[dZn.

Przytoczmy teraz definicje z podrozdziatu 5.3 z pozycji [2] dotyczaca Srodka
ciezkosci figury mierzalne;j.

Definicja 5.4. Srodkiem ciezkosci figury mierzalnej F nazywamy punkt bedacy granica
srodkow ciezkos$ci wielokatéw przyblizajacych figure mierzalng F od wewnatrz.

Poniewaz podobna definicje mozemy zapisac¢ dla figur wielokatnych przyblizajacych figure

mierzalng F od zewnatrz, dlatego dostajemy

n-—-oo n—->oo

(5.1)
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Wykorzystujac wiedze na temat figury mierzalnej, mamy
lim P(W,) = lim P(Z,,).
n—->oo n—->oo
(5.2)
Mozemy wiec zapisac
limVgwy,y = imP(W,) - 2nlimdy, = lim (P(W,) - 2mdyy, )
n—oo n—oo n—oo n—oo
oraz
limVgz y = limP(Z,) - 2nlimdz_ = lim (P(Z,) - 2ndg ).
n—-oo n—oo n—oo n—oo
Ale na mocy wzoru (5.1) i (5.2) mamy, ze
limVgaw,y = limVg(z,,).
Zachodza wiec réwnosci
limVgew,) = Ve = lim Vp(z,).
Z powyzszych oszacowan wyznaczymy objetoS¢ Vg z uzyciem pierwszego
twierdzenia Pappusa-Guldina dla figur wielokatnych przyblizajgcych figure F od wewnatrz.

Rozumowanie zwigzanie z bryta wyznaczong przez figury wielokatne przyblizajace figure F
od zewnatrz, bedzie analogiczne, dlatego je pominiemy.

Mamy
Ve = Lim (P(Wy) - 2mdyy, ).

Teraz obliczymy warto$¢ wyrazenia G, (F).

Wiemy, ze
P(F) = LimP(Wy)
oraz
dp = limdy,.
nooo
Mamy wiec

G, (F) = P(F) - 2nds = #_TLIOP(Wn) 2mlimdw, = éi_’)g(P(Wn) - 2mdw, ) = Vp(p).

PokazaliSmy zatem, Ze wzor (1.1) zachodzi dla dowolnej figury mierzalne;j.
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CZESC II. Drugie twierdzenie Pappusa-Guldina.

W tej czeSci pracy w Rozdziale 6 zapoznamy sie z pojeciem krzywej mierzalnej,
a takze pokazemy, ze takimi krzywymi sa okregi, wycinki okregéw czy }amane.
W Rozdziale 7 poznamy definicje krzywej wagowo mierzalnej, a takze dowdd drugiego
twierdzenia Pappusa-Guldina z wykorzystaniem pierwszego twierdzenia Pappusa-Guldina.

6. Okregi, wycinki okregow i lamane jako krzywe mierzalne.

W tym rozdziale zapoznamy sie z definicjg krzywej mierzalnej. Pokazemy takze, ze
okregi, tuki okregéw i famane sg takimi krzywymi znajdujgc ich dtugosc¢.

Definicja 6.1. s-otoczkq krzywej mierzalnej y, bedziemy nazywac zbiér ztozony ze
wszystkich punktéw ptaszczyzny znajdujacych sie w odlegtosci nie wiekszej niz € od tej
krzywej, gdzie € jest dowolng liczba dodatnia. e-otoczke krzywej mierzalnej y bedziemy
oznaczac przez N(y).

Definicja 6.2. Krzywa mierzalna, to taka krzywa , ze dla kazdego € > 0, N.(y) jest figura
mierzalng oraz granica

i E(Ne (V)
m——————

£-0 2¢
istnieje.
Definicja 6.3. Dtugos¢ krzywej mierzalnej y, bedzie z definicji okreslona jako granica

” P(N:(Y))
m-——-—-
£-0 2¢€

Pokazemy, ze tamane, okregi oraz tuki okregéw sg krzywymi mierzalnymi, oraz ze
za pomocg Definicji 6.3 mozemy poprawnie obliczy¢ ich dtugosc¢.

Na poczatku rozwazmy przypadek dowolnego okregu y o promieniu r. Na Rysunku

22 przedstawiona jest e-otoczka okregu vy, ktéra jest pierScieniem, bedacym réznicg két o
promieniachr+ €ir — €.
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Rysunek 22.

Pole kota o promieniu r + € wynosi
P, = nt(r + €)2.
Pole kota o promieniu r — € wynosi
P, = i(r — €)>.
Pole otoczki wyraza sie wiec wzorem
P(N.(y)) =P, — P, =m(r+€)? —n(r — €)%

Przechodzac do granicy otrzymujemy

C P(Ng(Y) . mr+e?—-mr—e)?  m(?+42re+ % —r?+ 2re—£?)
lim—————==1lim = =

-0 2& -0 2¢ -0 2&
. 4mer
= lim = 277,
£-0 2¢&

Poniewaz powyzsza granica istnieje, okrag okazuje sie by¢ krzywa mierzalna. Ponadto jego
dtugos¢ wyliczona z Definicji 6.3 pokrywa sie z dobrze znang dlugoscia okregu
o danym promieniu dtugosci r.

PrzejdZmy teraz do pokazania, ze granica z Definicji 6.3 dobrze okresla réwniez

dtugosci tukéw okregéw. Niech 6§ bedzie dowolnym tukiem okregu o promieniu r i kacie a
takim, Ze a € (0,2m), tak jak na Rysunku 23.
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Rysunek 23.

e-otoczka tuku sktada sie z fragmentu pierscienia kotowego o promieniu zewnetrznym
dtugosci r + € i wewnetrznym r — €, a takze dwoch potéwek két o promieniu € na konicach
tuku 6.

Pole wycinka kota o promieniu r + € i kacie a wynosi

Pole wycinka kota o promieniu r — € i kacie a wynosi

P —iﬂ(r—e)z—g(r—e)2
27 2m 2 '

Pole potokregéw na koncach tuku wyraza sie wzorem

1
P, = —me? + —me? = nel.
372 2

Pole e-otoczki wynosi zatem

o o
P(Ne(8) =P, — P, + Py = E(r +€)? — E(r —€)? + mel.

Przechodzac do granicy otrzymujemy

a a
~ P(N.(8) 7(r+ €)? —7(r—e)2 + Te?
lim———————==1lim =
-0 2& £-0 o 2¢&
3 (r®+2re+&® —r>+2re—€’) + me>  2qer + me?
= lim =lim——— = ar.
£-0 2¢& £-0 2&
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Podobnie jak w przypadku okregu, powyzsza granica istnieje, wiec tuki okregéw réwniez
okazuja sie by¢ krzywymi mierzalnymi. Z Definicji 6.3 granica ta dobrze okresla dtugos¢
tuku. Otrzymany wzdér w szczeg6lnoSci prawdziwy jest dla okregu, woéwczas a = 2m, co
daje 2mr.

Przejdzmy teraz do pokazania, Ze granica z Definicji 6.3 istnieje oraz dobrze okresla
dtugos$¢ dowolnej tamanej. Niech a4, a,, ..., a, beda odcinkami tamanej y, zas ay, a,, ..., @1
katami miedzy odpowiednimi odcinkami tamanej y, tak jak na Rysunku 24.

Rysunek 24.

e-otoczka tamanej y sktada sie z wycinkdw két o promieniu € oraz par czworokatéw
przylegtych do kazdego z odcinkéw a4, a,, ..., a,.

Para czworokatéw przylegtych do a; jak i a, to prostokat i trapez prostokatny. Dla
odcinkéw znajdujacych sie wewnatrz famanej sg to albo prostokat i trapez nieprostokatny,
albo para trapezéw prostokatnych. Na poczatku pokazemy, ze bez wzgledu na to, ktéra
para czworokatéw przylega do wewnetrznych odcinkéw tamanej, suma ich pdl wyraza sie
takim samym wzorem.

Rozwazmy wiec dwa przypadki zwigzane z odcinkami wewnatrz famane;j.
Przypadek 1 - w koncach odcinka a; tamana ,skreca” w dwie przeciwne strony. W tym

przypadku oba czworokaty przylegte do odcinka a; s trapezami prostokatnymi co
przedstawia Rysunek 25.

Rysunek 25.
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Suma ich pél wynosi

£ 1 £ 1 A £ £
e+—=|a;+a;— ==\ 4aq; —
i i i ;1 a;

a;_ a; o
tg=5" 2 tg7 2 t9=3~ 93

Pp,==|a +a;— €.

L2

Przypadek 2 - w koncach odcinka a; famana ,skreca” w tg sama strone. W tym przypadku
jeden z czworokatow przyleglych do odcinka a; jest prostokatem, a drugi trapezem
nieprostokatnym, co przedstawia Rysunek 26.

//‘\J 8
//éj-1/ //
(\g/ P
: \\S //
Rysunek 26.
Suma ich pél jest réwna
1 £ £ 1 £ £
Fa, _aj€+§ a; — aj_1+aj_ @ £=5¢ 4a; — il |

PokazaliSmy wiec, Ze niezaleznie od zachowania tamanej przy koncach odcinka
wewnetrznego a,, suma poél czworokatow przylegtych do tego odcinka wyraza sie tym
samym wzorem:

&

dr_1 . O |
Wi g

Pak=§€ 4‘ak—

Przejdziemy teraz do obliczenia pdl kolejnych fragmentéw e-otoczki tamanej y.
Suma p6l wycinkéw kot (idac od lewej strony do prawej) wynosi

1 T— 0, T—a, T—0p_q 1
Py = -me* + e+ e+t ————e?+-met = n82+szz
072 2 21 21 2 ,

Wyliczymy teraz sume pél czworokatéw przylegtych do odcinkéw a, oraz a, tamanej y.
Sa to pary czworokatéw ztozonych z prostokata i trapezu prostokatnego. Suma ich pol

wynosi
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€ £
Ph=PF, +F =aqet+ts|a+a;— a; e+ane+§ a, +a, — a1 =
97 972
4a; +4 ~
=—| 4a, + 4a, €
97 9y

Suma pol wszystkich czworokatow przylegajacych do wewnetrznych odcinkéw wynosi

P,=P,_+P, +-+P 4 £ £ + ! 4 £ £ +
1= % Tl T T ey, 5| M= g~ 0, |ET5| "B 7, 7 a3 |
tg 7 tg 7 tg 7 tg 7
n-—1
by 1 A € 1 A € £
ves — a —_ —_ E=—¢ a; — —
2\ T g%z o Pnmt [T 2 7
i=2
Zatem pole e-otoczki tamanej y wynosi
n-1
n-—1
) ) T—a; 1 € €
P(Ne(y)) =P+ P, +P, =me? +¢ St 5¢ 4o ——g———g |+
i1 tg i tg 7
i=2
roe| aa, +4 - _
—&| 404 a, — -
2 a Un-1
tg AR )
Zgodnie z Definicja 6.3 przechodzac do granicy otrzymujemy
jim P(N) _
&0 2¢€
n—1
n—1
24 g2 Tl E 4 -——— )+ le(ag, + 40, - - —5—).
me + € Zi:1 o 7€ < a tg% tg% 5 €| 4a a tg% tg%
= lim i=2
2e

&£-0

n
i=1

=a1+a2+-~-+an=Zai.

Na podstawie przeprowadzonego rozumowania pokazali$my, Zze tamana y jest mierzalna,
bo granica z Definicji 6.2 istnieje. Wyliczona z Definicji 6.3 dtugos$¢ tamanej
y pokrywa sie z tradycyjnie rozumiang dtugoscig tamanej

Bardzo podobne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ dla dowolnej tamanej
zamknietej. Pozostawimy to Czytelnikowi do samodzielnego przeanalizowania.
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7. Krzywe wagowo mierzalne i dowdd drugiego twierdzenia
Pappusa-Guldina.

W tym rozdziale zapoznamy sie z pojeciem Kkrzywej wagowo mierzalnej,
a nastepnie udowodnimy drugie twierdzenie Pappusa-Guldina.

Definicja 7.1. Niech S(N¢(y)) oznacza $rodek ciezkosci figury N.(y). Wtedy krzywa
Y nazywamy wagowo mierzalng, gdy granica

lim S(N¢(y))
&-0
istnieje.

Definicja 7.2. Srodek ciezkosci S wagowo mierzalnej krzywej y bedzie z definicji okreslony
jako granica

S = lsilr&s(NE(y)).

Przypomnijmy, ze d,, to odlegtos¢ Srodka ciezkoSci krzywej y od osi obrotu,
natomiast dy_y), to odlegtosc srodka cigzkoSci e-otoczki od osi obrotu.

Lemat 7.3. Dla dowolnej wagowo mierzalnej krzywej y mamy
dy = limdy,y)
Dowad.
Dowdd przeprowadzimy korzystajac z pomocniczego uktadu wspdétrzednych, w ktérym os
wokét ktorej obracamy krzywa y pokrywa sie z osia Oy Kkartezjanskiego uktadu

wspotrzednych.

Niech S = (x,y) oznacza Srodek ciezkosci krzywej vy, zas S(N¢(y) = (X, y¢) 0znacza Srodek
ciezkosci odpowiedniej e-otoczki.

Z definicji
LimS(Ne(V)) =S,
czyli
Lim(xe ye) = (% y),
w szczegOlnosci

limx, = x.
£-0
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Ale

Xe = st(Y)'

Zatem

lgﬁ’{)lst(v) = lgﬁ’{)lxs =x=d,.

W podobny sposob jak w Rozdziale 6 pokazaliSmy, ze okregi, tuki okregéw
i tamane s3 krzywymi mierzalnymi mozna pokaza¢, ze wspomniane krzywe sg wagowo
mierzalne. Rachunek ten jest prosty, ale Zzmudny wiec go pominiemy.

Aby moc przejs¢ do dowodu drugiego twierdzenia Pappusa-Guldina, najpierw
zapoznamy sie z dwoma definicjami, z ktérych bedziemy korzystac.

Definicja 7.3. Niech 2, oznacza powierzchni¢ powstalg przez obrét mierzalnej
i wagowo mierzalnej krzywej y. e-otoczkq powierzchni X, bedziemy nazywac zbior
ztozony ze wszystkich punktéw z przestrzeni znajdujacych sie w odlegtosci nie wiekszej
niz € od tej powierzchni i bedziemy oznaczac jg przez NgR3 (Z)).

N§3 (%)) jest brylg obrotowa uzyskang przez obrét otoczki N, (y) wokét osi obrotu L.

Definicja 7.4. Pole powierzchni X, bedzie z definicji okreSlone jako granica
_ VINE' ()
P(2y) = lim————

Pokazemy, ze Definicja 7.4 dobrze okresSla np. pole powierzchni kuli czy pole
powierzchni bocznej walca.

Popatrzmy na Rysunek 27, ktéry przedstawia sfere S, o promieniu r wraz z jej
e-otoczka.
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Rysunek 27.

Niech Vj; oznacza objetos¢ kuli o promieniu r + ¢, za$ Vj, objetos$¢ kuli o promieniu r — €.
Korzystajac ze wzoru na objeto$¢ kuli o danym promieniu dtugosci r mamy

4
Vir = 5”( r+¢)3,

4
Vi = gn(r — )3

Objetos¢ e-otoczki jest wobec tego rowna
3 4 4 4
VINE(S)) =Vig — Vip = §Tl’( r+e¢e)d— §Tl’( r—e)d= §7‘[(6T2€ + 2&3).
Korzystajac z Definicji 7.4 mamy

%7‘[(61‘28 + 2&%)

= 4mr2,
% r

P(S,) = lim
&-0

OtrzymaliSmy dobrze znany wzor na pole powierzchni sfery o danym promieniu dtugosci r,
zatem granica z Definicji 7.4 jest prawidtowo okreslona.

Podobne rozumowanie przeprowadzimy w przypadku powierzchni y, ktora jest

powierzchnig boczng walca o promieniu podstawy r i wysokosci h. Spéjrzmy na Rysunek
28, ktory przedstawia opisang wyzej powierzchnie wraz z jej e-otoczka.
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Rysunek 28.

Obliczajac objetos¢ e-otoczki powierzchni y na poczatku skorzystamy ze wzoru na objetos¢
walca. Niech wobec tego V,,; oznacza objeto$¢ walca o promieniu podstawy r + ¢
i wysokosci h, za$ V,,, objeto$¢ walca o promieniu podstawy r — € i wysoko$ci h. Mamy
wiec

V1 = (r + €)2h,

Vz = m(r — €)?h.
Wykorzystamy takze wzor na objeto$S¢ torusa, poniewaz dolna i gérna cze$¢ e-otoczki
powierzchni y po potaczeniu tworzy te wtasnie bryte. Wzér ten w tatwy sposéb mozna

wyprowadzi¢ korzystajac z pierwszego twierdzenia Pappusa-Guldina. Je$li przez V;
oznaczymy objetos¢ torusa i przyjmiemy oznaczenia jak na Rysunku 29,

AL

Rysunek 29.
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to wzo6r ma postac
Ve = P(F) - 2ndp = me? - 2nr = 2mere.
Objetosc¢ e-otoczki jest wiec rowna

V(NF° ) = V1 = Vo + Ve = n(r + )*h — n(r — €)*h + 2n?re? =
= 4nrhe + 2m?re’.

Korzystajac z definicji 7.4 otrzymujemy

_ 4mrhe + 2m?re?
P(Zy) = il_?)TOl P = 2nrh.

OtrzymaliSmy dobrze znany wzér na pole powierzchni bocznej walca o danym promieniu
podstawy r i wysokosci h. Dochodzimy zatem do wniosku, Zze powyzsza granica dobrze
okresla pole powierzchni bocznej walca.

Znajac juz wszystkie niezbedne definicje, przeprowadzimy teraz dowd6d drugiego
twierdzenia Pappusa-Guldina. W tym celu skorzystamy takze z pierwszego twierdzenia
Pappusa-Guldina. Na poczatku obliczymy warto$¢ wyrazenia z prawej strony wzoru (1.2)
dla krzywej y, ktére oznaczymy przez G, (y).

_ P(N.(Y)) .
Gz(]/) = D()/) ' 27'L'dy = é%T ' Zﬂél_)Trolst(y).

Z racji, ze N.(y) jest z zalozenia o mierzalnosci y figurg mierzalng, mozemy stosowac wzor
(1.1) z pierwszego twierdzenia Pappusa-Guldina. Mamy

VINE'(Z,)  P(N(y))
2¢ T 2¢

) znst(Y)’

Zatem wyrazenie G, (y) przyjmuje postac

_ _ _ g P(N:OY) . 1 P(Ne()
G,(y) =D(y) - 2nd, = Lim === 2rlimdy,y) = lim ===

_ . VNE )
m—— 2mdy, y) == lim :

0 2¢&

Ale z Definicji 8.2
3
V(N ()
lim————
£-0 2¢&

= P(ZV)’

wiec
GZ ()/) = P(Zy);

co dowodzi drugiego twierdzenia Pappusa-Guldina.
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