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Wstep

WSTEP

Kazdy z nas na S$wiat patrzy inaczej, dostrzega inne istotne dla niego
elementy. Mamy rozne wyczucie piekna, bardziej lub mniej wyostrzone zmysty.
Wigze sie to bezposrednio z wrazliwoscig cztowieka, z jego pogladami, z tym co
chce zobaczy¢ lub z jakiej perspektywy zaréowno zyciowej, pogladowej czy naukowej
przyglada sie danemu zjawisku. I tak: polonista zilustruje $wiat stowami, malarz
postuzy sie obrazem, muzyk wyrazi to co czuje za pomocg dzwieku. Kazda
z tych wizji jest prawdziwa, kazda inna. Réwnie pieknie o Swiecie opowie biolog,
chemik, informatyk. Moja przygoda z matematyka zaczeta sie w szkole
podstawowej. Szybko stata sie ona kolejnym $rodkiem na to by opisa¢, zrozumiec
rzeczywistos¢. Potem okazato sie ,ze niekoniecznie zawsze mowi o Swiecie
rzeczywistym - to tym bardziej pociggato mnie do tego by pozna¢, zgtebic,
zrozumie¢. Zadanie nie tatwe, musze przyznac ,ze nie zawsze mdj umyst potrafit jg
ogarna¢, nie mniej jestem na pigtym roku studiéw - bogatsza w nowa wiedze,
w nowe doswiadczenia. Praca ta jest proba udzielenia odpowiedzi na pytanie
0 pojecie pola w geometrii nieeuklidesowej. Wybratam geometrie bo to o tyle
ciekawy dziat matematyki, ze opiera sie po trosze na intuicji jako, ze jest Scisle
zwigzany z doswiadczeniem przestrzeni i zmystem wzroku. Chociaz przyzwyczajeni
do geometrii euklidesowej, na ktérej od dziecka budujemy nasze wyobrazanie
o Swiecie, nie zawsze chcemy zaufaé tej intuicji w $wiecie nieeuklidesowym, ktéry
jest zresztg duzo trudniejszy a czasami niemozliwy do wyobrazenia. Bo przeciez jak
to mozliwe, ze suma katdw w tréjkacie moze nie wynosi¢ 180°? Nie mniej nie
trzeba zapewne nikogo przekonywac, ze liczby s dla nas nieco bardziej
abstrakcyjne niz figury. Geometria wydaje sie wiec, by¢ bardziej ,biologiczna”

w pordéwnaniu z pozostatymi zagadnieniami, ktérymi zajmuje sie matematyka.

Nie jest tatwo mysle¢ o polu w geometrii nieeuklidesowej. Istnieje wiele
stanowisk odnoszacych sie do tego tematu (réwniez w geometrii euklidesowej).
Wszystko tak naprawde zalezy od temperamentu czy upodoban matematyka.
Co ciekawe rézne podejscia wcale nie sg ze sobg sprzeczne, przeciwnie, uzupetniajg

sie tworzac petny, bogatszy obraz catego zagadnienia.
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WsTep

W swojej pracy proponuje podejscie aksjomatyczne'. Przy czym zamiast

wielokatow rozwazac bede szerszg klase figur zwang figurami wielokatnymi.

Pierwsza cze$¢ pracy to wprowadzenie do geometrii nieeuklidesowej.
W duzym uproszczeniu staram sie pokaza¢ w niej czym jest ta geometria, jak
powstata i gdzie jest wykorzystywana. Dla ilustracji opisuje dwa modele geometrii
Bolya - tobaczewskiego: model Kleina oraz model Poinacarego. Wiedza ta pomoze
nam zrozumie¢ czes¢ drugg w ktorej znajduje sie dedukcyjny wywod teorii pola dla
figur wielokatnych w geometrii nieeuklidesowej. Swoje rozwazania opartam na
modelach, o ktérych wspomniatam wczes$niej.

W rozdziale pierwszym, czesci drugiej definiuje pojecie figury wielokatnej,
formutuje tez aksjomaty pola. W rozdziale drugim wyprowadzam mniej lub bardziej
oczywiste wiasnosci pola dla figur wielokatnych opierajac sie na wczesniej
podanych, czterech aksjomatach.

Czes¢ trzecia to sprawdzenie czy wszystkie aksjomaty sg potrzebne oraz
zbadanie niesprzecznosci teorii. W rozdziale pierwszym tej czesci zajmuje sie

zbadaniem niesprzecznosci teorii. Rozdziat drugi méwi o niezaleznosci aksjomatow.

! Aksjomaty - stwierdzenia ktdre przyjmuje sie bez dowodu, z nich za pomocg logicznego rozumowania
mozna wyprowadzi¢ pozostate twierdzenia danej teorii matematycznej.
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Czeé¢ Pierwsza - WPROWADZENIE

CZESC PIERWSZA
Wprowadzenie

GEOMETRIA EUKLIDESOWA

Cafa historia rozpoczyna sie od Euklidesa, (-330,-275) ktdéry napisat swoistg
biblie nauki zwanej geometrig pt: ,Elementy”. Do dzi$ cata elementarna geometria
jaka poznajemy w pierwszych szczeblach edukacji opiera sie wtasnie na dziele
Euklidesa. Stato sie ono podstawowym podrecznikiem matematyki dla catego
cywilizowanego $wiata. W zasadzie nie powinno nas to dziwi¢: Euklides opiera
rozwazana na zaledwie pieciu oczywistych postulatach i wywodzi z nich catg teorie!
Z kilku prostych przestanek, drogg dedukcji dochodzi do ogromnej ilo$ci waznych
wnioskow - to musi robi¢ wrazenie. Fascynacja stylem i perfekcjg z jaka autor
dowodzit twierdzen sprawita, ze podrecznik zostat gruntownie zbadany przez caty
zastep matematykow. Ksigzka nie tylko wzbudzata powszechne zainteresowanie,
ale tez niedowierzanie w prawidlowos$¢ teorii. Przez wiele, wiele lat na przyktad,
starano sie udowodni¢ zaleznos¢ pigtego aksjomatu od pozostatych. Jak tatwo
zauwazyc¢ rozni sie od pierwszych czterech, co rodzito pewne podejrzenie, ze byc¢

moze nie jest tu konieczny:

Postulat I:

Od dowolnego punktu do dowolnego innego punktu mozna przeprowadzi¢
prostg

Postulat II:

Ograniczong prostg mozna przedtuzy¢ w nieskonczonosc.

Postulat III:

Z dowolnego punktu mozna dowolnym promieniem opisac okrag.

Postulat IV:

Wszystkie katy proste sg rowne

Postulat V:

Jezeli dwie proste na pfaszczyznie przeciete trzecig tworzg po ustalonej
stronie katy wewnetrzne a i B takie, ze a+ B < N to te dwie proste

przecinajg sie po tej samej stronie tej trzeciej prostej.
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Czeé¢ Pierwsza - WPROWADZENIE

Rzeczywiscie moze sie wydawac, ze w takim sformutowaniu piaty postulat
psuje genialng prostote i estetyke, charakteryzujaca pierwsze cztery pewniki
geometrii. Co wiecej Euklides korzysta z niego dopiero w dalszej czesci pracy
- mozliwe wiec ,ze zostat dopisany pdzniej, ze autor sadzit, iz bedzie sie umiat bez
niego obejs¢. Tak wiec obecnos$¢ V postulatu stata sie obiektem dostownie
obsesyjnego zainteresowania. Od momentu napisania , Elementow” do XIX stulecia
kazdy wybitny matematyk pozostawiat po sobie prace, w ktdérych rozwazat, czy
przypadkiem nie udatoby sie udowodni¢ go na podstawie reszty. Gdyby komus
udato sie znalez¢ taki dowdd, to pigty postulat mégitby zostac z listy usuniety bez
szkody dla teorii przez te postulaty opisywanej. Nikt jednak tego nie osiqgnat.

Nie mniej badania te zaowocowaty powstaniem nowych, innych geometrii.
Poczatkowo nawet znani i szanowani matematycy - jak Gauss obawiali sie przyznac
do swoich odkry¢. Bfedna teoria oznaczataby zgube dla niejednego z nich.
I rzeczywiscie zamiast stawy pierwsze geometrie nieeuklidesowe, ktére pojawity sie
na Swiecie okazaty sie tragiczne dla ich tworcow. Zanim to jednak nastgpito,
przeswiadczenie o niepodwazalnej pewnosci twierdzen geometrii euklidesowej stato
sie catkiem powszechne. Jak twierdzit jeden z najstynniejszych filozoféw wszech
czasOw Immanuel Kant: "[...] geometria wypowiada twierdzenia, ktérym
towarzyszy $wiadomos¢ koniecznosci; tego rodzaju twierdzenia nie moggq byc
empiryczne. Taki charakter tej nauki daje sie wyttumaczy¢ tylko przez to, ze jej
przedmiot, tj. przestrzen, nie jest wyobrazeniem empirycznym, jest statg formg
zmysfowosci". (Wiadystaw Tatarkiewicz: Historia filozofii. PWN, Warszawa 1981).
Przestrzen, jak twierdzi Kant nie istnieje poza nami, ale w nas, jako rodzaj formy
naszej zmystowosci. To, Ze w okreslony sposob postrzegamy rzeczy, czy
porzadkujemy $wiat jest ograniczone bo zwigzane nieodtacznie tylko z naszg
umystowoscig, z przestrzenig euklidesowa. Trudno sie zatem dziwi¢ popularnosci
~Elementédw” Euklidesa, skoro jego twierdzenia sa z nami zrosniete. tatwo z kolei
pojac¢ opory z przyjeciem innych geometrii, skoro euklidesowa jest tak naturalna
i bliska nam jak zmyst wzroku czy stuchu. Gtéwny problem polega na tym by
uwierzy¢ w dokonane odkrycie. Zauwazmy, ze mamy tu do czynienia ze
zdumiewajacym (przynajmniej na pozér) zjawiskiem: za odkrywce uznawano nie

tego kto odkryt, ale tego kto pierwszy w odkrycie uwierzyt.
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Czeé¢ Pierwsza - WPROWADZENIE

(GEOMETRIA NIEEUKLIDESOWA

"Tymczasem powiem tylko, ze z nicosci stworzytem caty Swiat" - w taki oto
skromny sposob w 1823 roku podsumowat swe wyniki jeden z pierwszych tworcéw
geometrii nieeuklidesowych, 21-letni Janos Bolyai. Tymczasem ojciec Jonosa
- Wolfgang Bolyai - wybitny wegierski matematyk juz od dziecinstwa wpajat mu
naczelng zasade: ,nie wolno zajmowaé sie V postulatem Euklidesa”. Swiadomy
wiasnej kleski starat sie chroni¢ syna - przed obtedem, przed zmarnowanym
zyciem, przed krzywdga swojq lub bliskich.

Mitody Bolyai okazat sie rownie niepokorny co genialny. Napisat prace
w ktorej rozwazat geometrie rézng od opisanej dotad geometrii eliptycznej
i euklidesowej. W stworzonej przez niego geometrii katy wewnetrzne w trdjkacie
maja zawsze mniej niz 180°, a przez dany punkt poza prosta przechodzi
nieskonczenie wiele innych prostych réwnolegtych do niej. Wolfgang byt tak
podekscytowany odkryciem syna, ze w prywatnej korespondencji przestat prace
Gaussowi. Ten natomiast twierdzit, ze tak naprawde to on - Gauss - wszystko
pierwszy wymyslit i nie widzi w tym nic dziwnego, ze syn jego przyjaciela zna
wyniki jego ( tj. Gaussa) prac. Zabolato to Balyaidow, do tego stopnia , ze odwazyli
sie opublikowa¢ prace Jonaosa jedynie jako dodatek do poswieconej nauczaniu
matematyki ksigzki Wolfganga (w 1832 roku). Wtedy okazato sie, ze $wiat poznat
geometrie Jonaosa juz trzy lata wczesniej w 1829 roku. Tyle tylko, ze pod
nazwiskiem tobaczewski, ktéry niezaleznie od wszystkich stworzyt takg samg
teorie i szczesliwym trafem opublikowat jg najszybciej. Tego drugiego ciosu wielka
nerwowos$¢ i chorobliwa ambicja Janosa Bolyaiego nie wytrzymata.... uznaf,
ze winny wszystkiemu musi by¢ ojciec, skoro tylko on miat dostep do jego prac
i zapewne zadza zysku zwyciezyta - tzn. sprzedano jego odkrycie. Obrazony na
wszystkich przestat zajmowaé sie matematyka, a niektérzy twierdzg nawet,

ze w ogole przestat sie do kogokolwiek odzywac.

Tymczasem ktobaczewskiego po pierwszym odczycie w 1826 roku wielu
uznato za dziwaka. Po tym gdy jego praca ukazata sie w Niemczech w 1833 roku,
stracit stanowisko rektora Uniwersytetu w Kazaniu, zabrano mu réwniez najwyzsze

odznaczenie dla 0sdb spoza carskiej rodziny - Order $w. Anny II klasy.
Najsprytniej zachowat sie zatem wybitny niemiecki matematyk Carl Friedrich

Gauss, ktory zatait swoje przemyslenia dotyczace nowych geometrii — uparcie

jednak twierdzac, Ze to on wiedzie prym pierwszenstwa. Nawet jesli wierzy¢
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Czeé¢ Pierwsza - WPROWADZENIE

Gaussowi, ze jako 15-letni chtopiec stworzyt geometrie nieeuklidesowq, to i tak
przed nim zajmowali sie nig inni. Na przyktad Wioch Giuseppe Sacceri zaprzeczyt
pigtemu postulatowi Euklidesa i dowiddt kilku twierdzen geometrii Bolyai
-tobaczewskiego. Opublikowat nawet prace na ten temat w 1733

pt. ,Euklides ze wszelkich skaz oswobodzony”. Tyle tylko ,ze kiedy doszedt do
stwierdzenia, ze proste mogg sie do siebie zbliza¢ nieograniczenie, ale nie
przecina¢, uznat to za tak absurdalne, iz swe wywody przedstawit jako... dowdd

pigtego postulatu Euklidesa.

MODELE GEOMETRII NIEEUKLIDESOWE] BoLYAI-¥ OBACZEWSKIEGO
W geometrii tobaczewskiego V aksjomat Euklidesa zostat zastgpiony
aksjomatem réwnolegtosci: ,przez punkt nie lezacy na danej prostej przechodzq

przynajmniej dwie rézne proste nie przecinajgce danej.”

MobeL KLEINA

odcinek

Ptaszczyzna modelu Kleina w tej

geometrii jest kotem, punkty pfaszczyzny

to punkty kota bez brzegu. Prostymi sg polprosta
cieciwy kota, odcinkiem jest fragment
cieciwy.

Miare katéw mierzymy za pomoca katéw
w pofsferycznym modelu Beltramiego.

W praktyce oznacza to, ze miara kata kat trojkat

’ pomiedzy dwiema prostymi
Il i m to miara kata pomiedzy

~__| odpowiadajacymi im potokregami

I”i m” w modelu Beltraniego.

Zauwazmy, ze rzeczywiscie w modelu Kleina zachodzi aksjomat
tobaczewskiego. Przez punkt A nie lezacy na prostej k, przechodzg co

najmniej dwie proste nie przecinajace k.

W modelu wyrézniamy dwa rodzaje par nieprzecinajgcych sie prostych:

Strona 9 z 45



PoLA FIGUR W GEOMETRII NIEEUKLIDESOWE] JusTYnA ZAKRET
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- asymptotyczne - czyli takie ktore majg na brzegu kota jeden punkt wspdlny
- rozbiezne - w modelu sg roztaczne jako cieciwy, czyli nie majg punktéw

wspolnych ani wewnatrz, ani na brzegu)

MobEeL PoIncAREGO

Jest to podiptaszczyzna bez ograniczajacej jej prostej. Proste w tym modelu
to potproste prostopadte do brzegu modelu albo poétokregi zawarte
w potptaszczyznie o koncach na brzegu modelu. Odcinkiem i potprostg jest

fragment prostej ograniczony odpowiednio dwoma punktami lub jednym.

proste odcinki polproste

w modelu plaszczyzny \ \
Poincare'go

Miary katow to euklidesowe miary katdow pomiedzy stycznymi do prostych
w modelu. Ponizej na rysunku zaznaczono przyktadowe rodzaje katéw pomiedzy

prostymi réznego typu w tym modelu.
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Czeé¢ Pierwsza - WPROWADZENIE

katy miara katow
w modelu plaszczyznowym

Poincarego

Podobnie jak w modelu Kleina zachodzi tu aksjomat tobaczewskiego. Przez punkt

nie lezacy na prostej przechodzi nieskonczenie wiele prostych nie przecinajacych
danej prostej.

Lo p=@ A0l

-

Lnp=0 A0l
s .
12 /// \\\
__________ R
T NA
/ /// \\\
/ 1 /S N
/ 1/ AN
/ / AN
/ / NN\
/ / AR
/ / P AN

Proste asymptotyczne majg jeden punkt wspdlny na brzegu modelu, proste

rozbiezne natomiast nie majg punktow wspdlnych.

roste asymptotyczne roste rozbiezne
p ymp p

(N = )
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Czeé¢ Druea — Rozpziar I

CZESC DRUGA
Pole figur w geometrii nieeuklidesowej

ROZDZIAL 1

Aksjomatyczna teoria pola dla figur wielokatnych

PRZYGOTOWANIE

W dalszej czesci pracy bede stosowac nastepujace oznaczenia:

 Przez T, bedziemy oznacza¢ trojkat idealny o trzech wierzchotkach
W nieskonczonosci;

« Przez T, bedziemy oznacza¢ trojkat idealny o dwodch wierzchotkach
w nieskonczonosci i trzecim wierzchotku o kacie réwnym a;

« Niech T, bedzie trojkatem idealnym o jednym wierzchotku w

nieskonczonosci

i dwdch pozostatych wierzchotkach o katach réwnych odpowiednio a i §;

KOLEKCIA FAKTOW Z GEOMETRII NIEEUKLIDESOWE] KTORE STOSUJE W DALSZYCH ROZWAZANIACH

Fakt 2.1.1

Kazde dwa trojkaty idealne o trzech wierzchotkach w nieskonczonosci (tzn. trojkaty

typu To), sq przystajace.

Fakt 2.1.2

Tot =Tz = Q1 =02

Fakt 2.1.3

JeSlia; =azi B =B:t0 Tp =Tp.

Fakt 2.1.4

Suma katow w trojkacie idealnym jest mniejsza niz 7T
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Czes¢ Druca — Rozpziat |

TROJKATY IDEALNE ORAZ FIGURY WIELOKATNE - DEFINICIE

Definicja 2.1.5
Trojkatem idealnym? nazywamy figure ztozong z 3 ,,bokow” w ktorej pewne pary
bokdw zamiast spotykac sie w wierzchotku ,spotykajg sie w nieskonczonosci”, tzn.

sg do siebie asymptotyczne.

Nizej widzimy ich ilustracje w modelach ktére oméwitam we wprowadzeniu:

W modelu Kleina W modelu Poincarego

£ )

Definicja 2.1.6

Figury wielokatne sg to figury dajace sie przedstawi¢ jako suma skonczonej ilosci

nie-zachodzacych?® na siebie trojkatow zwyktych badz idealnych.

2 pojecia tréjkat bede w dalszej czesci uzywaé zaréwno w sensie zwyktym jak i idealnym.
3 Nie-zachodzenie na siebie oznacza, ze figury te nie posiadaja wspolnych punktéw wewnetrznych.

Strona 13 z 45



POLA FIGUR W GEOMETRII NIEEUKLIDESOWEJ JusTYNA ZAKRET

Czes¢ Druca — Rozpziat |

AKSIOMATYCZNA TEORIA POLA DLA FIGUR WIELOKATNYCH

Polem nazywa¢ bede pewng funkcje przypisujacg figurom F liczby
rzeczywiste P(F). Aksjomatyczna teoria pola na ptaszczyznie nieeuklidesowej tym
rézni sie od innych préb zdefiniowania tego pojecia, ze cate rozumowanie oparte

jest na ponizszych czterech aksjomatach.

Aksjomat Sumy (AS)
Jesli figura wielokatna W jest sumg niezachodzacych na siebie figur wielokatnych
W1, Wz to P(W) = P(W1) + P(Wz)

Aksjomat Przystawania (PS)

Kazde dwie figury wielokatne majq réwne pola.

Aksjomat Monotonicznosci (AM)
JEéII W1 [ Wz to P(W1) I P(Wz)

Aksjomat Jednostki (AJ)

Dla pewnego ustalonego trojkata idealnego Ty, jego pole wynosi 7t
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Czesc¢ Druca | Rozpziae 11

ROZDZIAL 11

Dedukcyjny wywdd (wyprowadzenie) teorii

Rozdziat zawiera Sciste dedukcyjne wyprowadzenie podstawowych wiasnosci

pola w geometrii nieeuklidesowej w oparciu o same aksjomaty.

Stwierdzenie 2.2.1
Jesli figury wielokatne Wi, W», Ws, ..., W, nie zachodza na siebie to
P( W: oW, 0J... O Wn)= P(W1) + P(Wz) + P(W3) +... + P(Wn) .

dowod
W dowodzie stosujemy indukcyjnie aksjomat sumy.
1) Pierwszy krok indukcyjny: wynika bezposrednio z aksjomatu sumy (AS).
2) Drugi krok indukcyjny:
ZALOZENIE:
Dla parami niezachodzacych na siebie figur: W; ... W, jest prawda, ze
P(W; OW> ... OW,) = P(W1) + P(W3) + P(W3) +... + P(W,).
TEZA:
Dla parami niezachodzacych na siebie figur: W; ... W,, W ,.; jest prawda,
ze P(W;OWoO... OW, O Wnsiy) =
= P(W1)+ P(Wz)+ P(W3)+ .. + P(W,)+ P(W ni1)
DOWOD:
Niech W = W; OW> O... O Wn O Whir.
Rozwazmy W’ = W; O W, [O... 0 Wh,.
Korzystajac z ZALOZENIA, poniewaz Wi, W5, ... W, sa parami
niezachodzace mamy: P(W’) = P(W1) + P(W5) + P(W3) +... + P(W,).

Poniewaz W, O W, ... O W, oraz W,+; przy danych zatozeniach nie

zachodzg na siebie to z AS mamy: P(W) = P(W’) + P(W,.:) skad
P(W) = P(W’ [0 Whi1) = P(W1)+ P(W2)+ P(Ws)+ .. + P(Ws)+ P(W ni1).
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TROIKATY IDEALNE

Stwierdzenie 2.2.2

Dowolny tréjkat o trzech wierzchotkach idealnych ma pole 7T

dowdd

Z aksjomatu jednostki (AJ) wiemy, ze pole ustalonego tréjkata idealnego jest réwne
. Poniewaz kazde dwa trdjkaty idealne typu T, sg przystajace (fakt 2.2.1) oraz
wszystkie przystajgce trdéjkaty idealne maja réwne pola (AP) to pole dowolnego

tréjkata idealnego jest rowne T C. n. u.

Zanim zajmiemy sie uogdlnieniami dotyczacymi obliczania pola postarajmy
sie intuicyjnie zrozumie¢ istote zagadnienia. Stwierdzenia 2.2.3 - 2.2.5 to jedynie
ilustracja dla problemu, ktéry mamy przed soba do rozwigzania. Korzystajac z
aksjomatéw obliczam pola dla kilku przyktadowych figur w geometrii

nieeuklidesowej.

Stwierdzenie 2.2.3

m
Tréjkaty o 2 wierzchotkach idealnych i jednym kacie zwyklym a = 5 maja pole
ro'wne1
5

dowod

Zbudujmy z dwéch trojkatéow, o dwodch wierzchotkach idealnych i jednym kacie

m
zwyktym ¢« =5 jeden tréjkat o wszystkich trzech wierzchotkach idealnych

zestawiajqc je ze soba.

\
/T \\T .
/AR\ | =
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Zauwazmy, teraz ze z AS mamy, ze P(1})+ P(T,)= 1 . Z geometrii nieeuklidesowej

n
wiadomo, ze T, = T, , wiec P(T}) = P(T,). Stad wniosek, ze P(T,) = 5
C. n. u.

Stwierdzenie 2.2.4

2n
Trojkaty o dwoch wierzchotkach idealnych i jednym kacie zwyktym a = T majq
] m
pole rowne ?

dowdd
Postepujemy analogicznie jak w dowodzie stwierdzenia poprzedniego. Budujemy

trojkat o trzech wierzchotkach idealnych, skfadajac z sobg trzy trojkaty idealne

2m
o jednym kacie zwyklym réwnym ?

. W modelu Poincarego wszystkie trzy
tréjkaty o ktorych mowa wyzej
przystajg do siebie: T; = T, = T3. Co
pocigga za sobq rownos$¢ P(Ti) =
P(T2) = P(T3). Jak mowi AS

a dokfadniej stwierdzenie 2.2.1 suma

pol tych trzech trdojkatow jest réwna
polu trojkata o trzech wierzchotkach
idealnych: P(T1) + P(T2) + P(T3) =
P(To). Skad po prostych -~

przeksztatceniach 3 OP(Ty) = T
otrzymujemy rozwigzanie:

m
P(T1) = 3 c. n. u.
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Stwierdzenie 2.2.5

n
Tréjkaty o dwoch wierzchotkach idealnych i jednym kacie zwyklym @ = ? maja

2n
pole réwne P(T;) = 3
3

Dowod
Pierwszy krok polega na ztozeniu ze sobg
dwdch tréjkatéw o jakich mowa

w  stwierdzeniu. Otrzymamy figure
. . . T
ztozong z trojkata idealnego” 27,

3

2n
o jednym kacie zwyktym réwnym ?

z tréjkatem idealnym o  trzech
wierzchotkach idealnych. Znamy pole tej
figury. Jest to suma pol trojkatow

z ktéorych sie skfada. Korzystamy

z aksjomatu jednostki (Al), ktory

“ mowi ,ze P(To) = Tt oraz ze stwierdzenia

. Zauwazmy, ze trojkaty Tl - Tl sq przystajqce.
3 3

w| =

2.2.4 moéwiacego, ze P(Tzi) -
3

Stad wniosek, ze ich pola sg rowne: P(Tl) - P(TL ). Czyli ostatecznie z aksjomatu
3 3

P(T, )+ P(T,")= P(T,, )+ P(T,)

3 3 3

sumy (AS) otrzymamy: Skad

20P(T, )= P(Ty, )+ P(Ty)

3 3

Wstawiajagc dane do powyzszego rdéwnania:

n 4n 1 _ 2n
20P(T,) = g* T i dzielac obie strony réwnania przez dwa: P(T;) = ?DEZ 3
3 3

znajdujemy wartos¢ pola dla trojkata idealnegé- N- U.

n
o jednym kacie zwyktym réwnym ?
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Potrafimy juz wyliczy¢ pola dla kilku przyktadowych trojkatéow idealnych. Teraz
zajmiemy sie uogodlnieniem tego zagadnienia. Pomocne okazg sie ponizsze dwa

twierdzenia:

Twierdzenie 2.2.6

Jesli a < B to trojkat T daje sie umiesci¢ w trojkacie Tao.

dowdd
Umiesémy tréjkat Ta w modelu Poincarego (z dokfadnoscig do przystawania) w taki

sposob, ze jego ramiona zawierajg sie w prostych pionowych Y;, Y3.

Majac dane 8 > a chcemy skonstruowac tréjkat 7z [J Ta. Niech kat a znajduje sie
miedzy krzywymi Y3, Y2. Rysujemy euklidesowq prostg styczng do Yz w punkcie A.

Zauwazmy, ze a = a’bo to katy wierzchotkowe oraz a’ = a” poniewaz a’ uzupetnia

n m
sie do kata 7 z katem T - a’i a” uzupetnia sie do kata 7 z katem T - @’. Stad

a = a”. Niech B bedzie katem z twierdzenia takim, ze 8 > a i niech ma z a”

wspolny wierzchotek C (jak na rysunku). Zauwazmy, ze skoro 8 > a to réwniez

4

B > a” bo a = a”. Prosta k ktéra zawiera drugie ramie kata [ przetnie VY5,

w punkcie B. Narysujmy euklidesowq styczng do Y; w tym punkcie. Wtedy 8 = ' bo

m
oba katy B, B’ uzupeiniajg sie do B z katem T - B Kat B/ = B” bo to katy

wierzchotkowe, czyli 8 = B”.
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7 r; g
Y
- "
= B B N
)/'2 :\\
ar-n k|
g G / L0
;\a\\ C

U"

Przyjmijmy, ze Tzto nieeuklidesowy trdjkat (o dwodch katach idealnych), taki jak w
twierdzeniu. Niech a [J Ta, B [0 T Zauwazmy, ze skoro B > a i katy leza na jednej

krzywej to T U Ta.

Twierdzenie 2.2.7

m
Pole tréjkata (typu Ta) o dwoch wierzchotkach idealnych dla kata postaci 0 = —
n

wynosi P(T,)=m -0 .

dowod

m
Podzielmy kat T na n réwnych katéow o mierze —. Rozwazmy figure powstatg
n

m
z sumy n tréjkatow idealnych typu Tl, gdzie 0 = — lub sumy n-1 trdéjkatéw
n n

idealnych typu Tp.
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P(To)

P(T0)

Mozemy wiec napisa¢, ze nUP(T,)= (n- )UP(T,). Korzystajac ze
stwierdzenia 2.2.2 mamy pole P(T,) = T , skad otrzymujemy:

n-1

P(T,)= Dn:(%—%)ﬂn:n—%ﬂn:n—a

n
Twierdzenie 2.2.8
Pole tréjkata (typu Ta) o dwdch wierzchotkach idealnych wspétmiernego z T dla
. . k . .
wymiernego kata postaci ¢ = —01 wynosi P(7, )=1 -0 .
n
dowdd
m
Podzielmy kat T na n réwnych katow o mierze — (jak w dowodzie
n

twierdzenia 2.2.7) i wybierzmy sposréd nich k. Rozwazmy sume k trojkatéw

m
idealnych typu TE o kacie 0 = — oraz k-1 tréjkatow idealnych typu T,, jak na
n n

rysunku.
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)

/
. . . . kmo . .
Zauwazmy, ze pole tréjkata Ta gdzie 0 = — jest rowne rdoznicy sumy pol
n

m
trojkatéw Tl o kacie 0 = — oraz sumy pol trojkatow To:
n n

P(T,,) = kOP(T,) - (k- ) OP(T,)

n n

Korzystajac z twierdzenia 2.2.7 oraz stwierdzenia 2.2.2 mamy ,ze:

P(Tk,,)=k[(ﬂ—l)—(k—l)DT:kDT—EDn—an+n:n—EDT:n_a
n

— n

n

n

Strona 23 z 45



PoOLA FIGUR W GEOMETRII NIEEUKLIDESOWE] JusTYnA ZAKRET

Czesc¢ Druca | Rozpziae 11

Twierdzenie 2.2.9

Pole trojkata (typu T,) o dwodch wierzchotkach idealnych dla niewspotmiernych

z T katéw a niewymiernego kata postaci wynosi P(T, )= 1 -0 .

dowod

k
Wezmy wspétmierne z T  katy Py , —T takie, ze: Porcg <« =,
q m q m

Na podstawie twierdzenia 2.2.6 mozemy stwierdzi¢, ze:

PT)> P(Te ) gyad

oczywiscie P(T,)> m - —[n . Podobnie na podstanie twierdzenia 2.2.6 otrzymamy
m

m- EDH > P(T, ). Reasumujac pole tréjkata o niewymiernym kacie a miesci sie
q

k
miedzy wielkosciami: T - P P(T,)>nm-—0n.
q m

T,

F | =
\

P
/v @

Rozwazmy cigg wymiernych katow postaci &Dﬂ dla nl0 N zbiegajacych do

n

niewymiernego kata a z prawej strony. Rozwazmy rownoczesnie cigg wymiernych

Strona 24 z 45



PoOLA FIGUR W GEOMETRII NIEEUKLIDESOWE] JusTYnA ZAKRET

Czesc¢ Druca | Rozpziae 11

k
katow postaci m—"DlT dla nl0 N zbiegajacych do niewymiernego kata a z lewej

n

strony.

k
Mozemy powiedzie¢, ze: T - Py s P(T,)>nm-—"10n,
m

n n

Kolejny krok naszego rozumowania opiera sie€ na twierdzeniu o trzech ciggach,

ktore mowi, iz jesli dane sg trzy ciggi an, bn i ¢, takie, ze dla kazdego n wiekszego

lim a, = lim ¢, =g
N—0

od pewnej liczby naturalnej N: @n < b <€ | nco to
lim b, =
T— D n g,
Py . k, .
Poniewaz MT-—W 00" - nm-0 oraz m-—W00-1mT-0to na mocy
4q, m,

powyzszego P(T,)=1m -0 .

Uwaga:

k o
Jedli zadajesz sobie pytanie jak mozna dobra¢ ciag — taki, ze ——01 0 00"~ a0 to
m m

n n

a
zauwaz, ze wystarczy dobra¢ go tak by zbiegat do — przy n dazacym do
m

nieskonczonosci. Podobnie cigg 43 taki, ze T - Pomrpor. r- 0 wystarczy
q, q,

a
dobrac tak by zbiegat do e

Definicja 2.2.10

Defektem w tréjkacie o katach a, B, y nazywamy liczbe: 8(T, ; ) =T - (@ +f +})

Twierdzenie 2.2.11

Pole tréjkata o katach @ ,f .} wynosi: P(7, ; ) =AT, ; )=nm-(@ + B +Yy)
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dowod

Korzystajgc z aksjomatéw i wyprowadzonych wczesniej twierdzen nastepujacy ciag

przeksztatcenn pozwala na znalezienie pola tréjkata o trzech katach @ ,f,.y

w geometrii nieeuklidesowej. Zauwazmy, ze trojkat idealny mozna podzieli¢ na
skonczong liczbe trojkatow
idealnych o jednym, dwu lub \\
trzech katach zwyktych.
Przyjmijmy, ze dany jest

podziat jak na rysunku:

T, 07.,07T.,0T,., =T,

n-a

Wtedy z AS oraz

z stwierdzenia 2.2.1 otrzymamy, ze:

P(T, , )t P(T,.))+ P(T,.;)+ P(T,., )= P(T;). Po zastosowaniu twierdzen 2.2.7
- 2.2.9 otrzymamy: P(T, ; )t [m-@-y)+[m-@-B)l+[r-(m-a)l=1,

Co prowadzi do ostatecznego wniosku: P(T, ; ,)=m- (¢ + B +a)=40(T, ;).

FIGURY WIELOKATNE

Dla zdefiniowania defektu figury wielokatnej bedziemy postugiwac sie reprezentacjq

tych figur w modelu Kleina.

Definicja 2.2.12

Strona 26 z 45



PoOLA FIGUR W GEOMETRII NIEEUKLIDESOWE] JusTYnA ZAKRET

Czesc¢ Druca | Rozpziae 11

Defektem figury wielokatnej nazywacé bedziemy liczbe bedaca rdznicg euklidesowej
sumy katow w reprezentacji tej figury, w modelu Kleina oraz nieeuklidesowej sumy

katow. Przy czym przyjmujemy, ze katy w wierzchotkach idealnych sa rowne zeru.

A(W) = euklidesowa suma kqtéw - nieeuklidesowa suma kgtow

Pod pojeciem sumy katow figury wielokatnej rozumie¢ bedziemy sume wszystkich
katéow przylegtych do wierzchotkéw tej figury. Dla przyktadowej ,skomplikowanej”
figury wielokatnej - przedstawionej na rysunku nizej - jest to suma wszystkich
zaznaczonych katéw. Liczac defekt zaznaczone katy sumujemy najpierw w sensie
euklidesowym nastepnie od tej wielkosci odejmujemy sume zaznaczonych katéw
w sensie nieeuklidesowym.

Przyktad

Na rysunku czerwonymi tukami zaznaczono wszystkie katy figury wielokatnej.

Uwaga

Warto zauwazyg, ze defekt wypuktego n-kata ma wartosc:
AW)=(m-2)0r-(@,+a,+..+0,). Gdzie (n-2)U1 jest euklidesowa suma katéw
n-kata, natomiast 0 ,t 0,1t ..t 0, to nieeuklidesowa suma katow. Przy czym

a,=0 i0[l,n] dla wierzchotkéw idealnych.

tatwo jest dowies¢ prawdziwosci tego wzoru. Otdz kazdg figure wielokgtng mozna
podzieli¢ na skonczong liczbe niezachodzacych na siebie tréjkatow zwyktych lub

idealnych. Pole takiego wielokata bedzie rowne sumie pdl tréjkatoéw. Pole jednego
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tréjkata jest réowne jego defektowi: M - nieeuklidesowa suma katow tréjkata.
Z geometrii euklidesowej wiemy, ze mamy n-2 takie trojkaty (to minimalna liczba
na jaka mozna podzieli¢ wielokat o n wierzchotkach). Nieeuklidesowa suma katéw
wewnetrznych wszystkich tréjkatow sktada sie na sume katdw wewnetrznych

n-kata. Co dowodzi, ze pole n-kata jest réwne jego defektowi.

Nie ma ogdlnego wzoru na defekt figury wielokatnej, podobnego do powyzszego
wzoru na defekt n-kata wypukiego. Nie jest tatwo znalez¢ te wielko$¢ dla
skomplikowanej figury wielokatnej jak w przypadku n-kata poniewaz nie ma
jasnego podziatu na tréjkaty (triangulacji). Z tego wzgledu defekt definiujemy jako
réznice euklidesowej sumy katow w reprezentaciji figury w modelu nieeuklidesowym

z nieeuklidesowg suma katoéw.

W dalszych rozwazaniach pracy okazg sie pomocne nastepujace trzy fakty

mowigce o wtasnosciach defektu:

Fakt 2.2.13
Jesli W rozkiada sie na niezachodzace na siebie trojkaty 7i, T2, ..., T« to:
AW) = A(T1) + A(T2) + ... + A(Ty).

dowdd
Niech W rozkfada sie na niezachodzace na siebie tréjkaty 7., 75 ..., Tk
Poszczegodlne defekty trojkatow T; il{1, ... , k} sg réwne:

A(Tl):” - ((71+ 51"' yl)

A(T2)=T[-(Gz+l32+y2)

AT)=m-@*tBetVe)
Jesli dodamy te wielkosci to otrzymamy:
AT+ AT+t AT )= kOm =@+ Bty )= @t fotyy)- @t Bty
Rozktad ma taka ceche, ze dwa rdzne trojkaty sg albo roztgczne albo majg jeden
wspoélny wierzchotek, albo caty jeden bok. Niech: b - liczba wierzchotkéw lezaca na
] krawedziach figury wielokatnej;

s - liczba wierzchotkow wewnetrznych.
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Zauwazmy, ze suma miar katow
w trojkatach T, w wierzchotkach lezgcych
na krawedziach figury wielokatnej jest
rowna 1 b, natomiast suma miar katow w
tréjkatach T, lezacych we wnetrzu figury
wielokatnej jest rowna: 2m s. Zauwazmy
rowniez, ze nieeuklidesowa suma miar
wszystkich katow nalezacych do trojkatoéw
T, jest réwna:

0+t +tP+ Bty bty =nlbt2n st I,

Gdzie L, oznacza nieeuklidesowg sume miar katéw przylegtych do wierzchotkéw
figury wielokatnej.
Skad: A(T)+ ..+ A(T)=km-bn-2nls-2, =nlk- (bt 2s)07 -2 .

Kat T ma taka samag miare w geometrii nieeuklidesowej jak i euklidesowej,
niezaleznie od tego w jakim modelu figure umiescimy. Rozwazmy te figure, przy
takiej samej triangulacji j.w. (czyli przy takim samym podziale na tréjkaty)
z punktu widzenia geometrii euklidesowej. Wiemy, ze suma katdw w trdjkacie

w geometrii euklidesowej wynosi T . Poniewaz mamy podziat na k tréjkatow, wiec
suma wszystkich katéw nalezacych do tréjkatéw T; jest rowna kT . Chcemy
policzy¢ sume wszystkich katoéw tej figury wielokatnej wiec od k01 musimy odjac
wszystkie katy lezace na krawedziach figury wielokatnej oraz wszystkie katy
wewnetrzne. Stad euklidesowa suma katéw wierzchotkowych tej figury bedzie
réowna 2, = mlUk- (b+ 2s)0m ,

Na mocy definicji 2.2.12 mozemy wiec stwierdzi¢, ze:

AT+ .+ 0 (T)=kn-D+2s)In-2 =2,-2, =0(W)

Co konczy dowdd faktu.

Fakt 2.2.14
Dla kazdego tréjkata idealnego A(T) > 0

dowod
Zatézmy nie wprost, ze A(T) < 0.

Wtedy na podstawie definicji 2.2.10 mamy, ze A(T)=n-(@ +f +y) gdzie

@+ +y oznacza nieeuklidesowgq sume katdw. Zgodnie z zatozeniem
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m-(@@+P+y)<0. Po przeksztatceniach otrzymamy nastepujaca nierdwnosé:

a+p+y>n. Nierdwnodé¢ ta jest sprzeczna z faktem 2.1.4 (rozdziat pierwszy),

ktory mowi, ze nieeuklidesowa suma katow dla kazdego trdjkata jest mniejsza niz

T . Tym sposobem udowodniliSmy, ze prawda jest, ze A(T) > 0.

Fakt 2.2.15
Dla kazdej figury wielokatnej A(W) > 0

dowdd

Kazdg figure wielokatng mozna podzieli¢ na skonczong liczbe niezachodzacych na
siebie tréjkatow: W =T, O T> [J... [ Tv. Zgodnie z faktem 2.2.13 defekt figury W
wynosi A(W) = A(T:) + A(T:) + ... + A(T«). Fakt 2.2.14 mowi, ze A(T) jest
wielkoscig nieujemng wiekszg od zera. Skonczona suma defektow trojkatéw jest

wiec tez wielkoscig nieujemng, co konczy dowdd faktu.

Twierdzenie 2.2.16
Jesli W jest dowolng figurg wielokatng o pewnej liczbie wierzchotkow idealnych

i pewnej liczbie wierzchotkdw wtasciwych to P(W)= A(W).

dowdd
Kazdg figure wielokatng mozna podzieli¢ na skonczong liczbe niezachodzacych na
siebie trojkatow:
W=T,0T,0... 0Tk
Opierajac sie na AS (aksjomacie sumy) oraz na stwierdzeniu 2.2.1 mozemy
powiedzie¢, ze pole takiej figury wielokatnej to suma pdl trojkatow:
P(W) = P(T1) + P(T2) + ... + P(Ty)

Sprobujmy teraz wyznaczy¢ te wielko$¢. Z twierdzenia 2.2.11 wiemy, ze pole
trojkata jest rowne jego defektowi, mamy wiec:

P(T))= (T))

P(T,) = A(T,)

P(T,)= A(T,)
Skad: P(W) = A(T,)+ A(T,)+ ...+ A(T,). Pole figury wielokatnej bedzie wiec suma

defektow tréjkatow na ktore zostata podzielona. Korzystajac z faktu 2.2.13,
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poniewaz W rozktada sie na niezachodzace trdéjkaty otrzymamy:

PW)=0(T)+A(T,)+ ...+ A(T,)= A(W). Co konczy dowdd twierdzenia.
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CZESC TRZECIA
Analiza teorii aksjomatycznej

Analiza teorii aksjomatycznej polega na zbadaniu niesprzecznosci teorii (co
czynie w rozdziale pierwszym) oraz sprawdzeniu niezaleznos$¢ aksjomatéw (rozdziat

drugi). Wszystkie rozwazania przeprowadzam opierajac sie na modelu Kleina.

ROZDZIAL 1

Niesprzecznosc teorii

W tym rozdziale badam niesprzecznosc¢ teorii pola dla figur na ptaszczyznie
nieeuklidesowej. Uktad aksjomatdéw (czyli teoria zbudowana na tych aksjomatach)
jest niesprzeczny jesli nie mozna z niego wyprowadzi¢ stwierdzenia i jakiego$
stwierdzenia do niego przeciwstawnego. Niesprzecznosci teorii mozna dowiesé
poprzez skonstruowanie funkcji, ktora spetnia wszystkie aksjomaty.

Szukamy funkcji L:{figury wielokgtne}->R ktdéra przypisuje figurom liczbe
rzeczywistga. Niech L(W) := A(W). Gdzie A(W) zostato zdefiniowane
w czesci drugiej (definicja 2.2.12) jako defekt.

Przy dowodzeniu, ze L(W) := A(W) spetnia aksjomaty postuzymy sie nastepujgacym
faktami pomocniczymi:

AKSIOMAT JEDNOSTKI

Sprawdzimy czy funkcja L(W) := A(W) spetnia aksjomat jednostki (AlJ): Dla
pewnego ustalonego trojkata idealnego T, jego pole wynosi TT

Zgodnie z definicjg funkcji L oraz z definicjg defektu (definicja 2.2.10)

mamy, ze L(T,))=A(T,)=n-(@ +f +y)=1 gdyz katy w wierzchotkach idealnych
sg rowne zeru, stad suma 0 + f +y = 0,

Whniosek: Funkcja L spetnia aksjomat jednostki.
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AKSIOMAT MONOTONICZNOSCI

Sprawdzimy czy funkcja L(W) := A(W) spetnia aksjomat monotonicznosci (AM):
Jesli Wy 0O W- to L(W1) < L(W>). Zrobimy to bez odwotywania sie do pojecia pola.

Kazdgq figure wielokatng mozna podzieli¢ na
niezachodzace na siebie trdjkaty. Niech W, i W,
bedq figurami wielokatnymi takimi, ze W, U W, oraz
W =T,+T,+.+T,

iw, =T+ T, +. . T =W +T, +.+T,.

Zauwazmy, ze mozliwy jest podziat figury W, taki,

N,

ze rozszerza on podziat W,, tzn. ze W, jest

podzielone w taki sposéb, ze czes¢ trojkatdw podziatu W, tworzy podziat W, .
Wéwczas z definicji funkcji L(W) oraz z faktu 2.2.13 (rozdziat drugi, cze$¢ druga)
mamy:

LW)=L(T+T,+.+T)=0MT+T,+..+T)=

= MNT)+ A(T,)+ ...+ A(T))

oraz

LW, = LT+ AT+ 4 T)= AT+ 4T 4.+ T)= 0T+ ..+ A(T,)+ ...+ D(T,)
czyli L(W,)= L(W))+b(T,,,)+ ..+ A(T,). Skad poniewaz A(T)>0 dla tréjkata T

(fakt 2.2.14), to L(W,)> L(W,).

Whiosek: Funkcja L spetnia aksjomat monotonicznosci.

AKSIOMAT sumy

Sprawdzimy bez odwotywania sie do pojecia pola, czy funkcja L(W) := A(W) spetnia
aksjomat sumy (AS): Jesli figura wielokatna W jest sumg niezachodzgcych na

siebie figur wielokatnych Wi, W to L(W) = L(W1) + L(W).

Niech W, i W, beda niezachodzacymi na siebie figurami wielokatnymi takimi, ze
W =Ww U W,. Podzielmy W, oraz W, na niezachodzace na siebie trojkaty zwykte

lub idealne: W, = T, + .+ T, W, =T, +..+T,,.
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Wtedy W =W 0 W, =T+ ..+ T+ T+ ..+ T,
Z faktu 2.2.13 oraz definicji funkcji L otrzymujemy:
LW = LT+ Tyt ot Ty )= B(T, + Tt 4 Ty ) = B(T) + A (Tp) + .t D(T, ) oraz

L(W,)* L(Ty + ..t T,,))= 0(Ty + ..t T,,)) = M(T,)+ ..t A(Ty )t ...t D(T,,). Suma

tych dwu wielkosci to: L(W))+ L(W,) = M(T,)+ ..+ M(T,)+ A(T,)+ ..+ A(T,,).
L(W) obliczamy korzystajgc réwniez z faktu 2.2.13 oraz definicji funkcji:

Lw)= LN D W)= (T + ot T+ T+t T,) 2 DT+t AT+ A(T)) ot (T,

Okazuje sie, ze zachodzi: L(W) = L(W,)+ L(W,).

Whiosek: L(W) spetnia aksjomat sumy.

AKSIOMAT PRZYSTAWANIA

Sprawdzimy czy funkcja L(W) := A(W) spetnia aksjomat przystawania (AP), tzn.
sprawdzimy czy jesli W, = W, to L(W,) = L(W,).
Jesli W, = W, to znaczy ,ze mozemy jedng z tych figur rozcigé na skoriczong ilo$¢

figur takich, ze mozna z nich zlozy¢ druga (przystawanie przez rozkiad). Jesli
rozetne W, na trojkaty zwykte lub idealne W, =T, + T, + ...+ T, tak by moc z nich

ztozy¢ W,, to W,=T,+T,+ ...+ T,. Wtedy po skorzystaniu z faktu 2.2.13

otrzymamy:

LOV)= LT+ Ty 4 ot T) = DG+ Tyt ot T) = A(T) + B (D) + ot B(T) =
AT+ Tyt 4 T)= LT+ Ty + .t T,)= LOW,)

Whniosek: L(W) spetnia aksjomat przystawania.

Pobsumowanie
Okazato sie, ze funkcja L(W) := A(W) zdefiniowana jako defekt figury

wielokatnej spetnia wszystkie aksjomaty teorii. Stad wniosek: aksjomaty pola sgq

niesprzeczne.
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ROZDZIAt 11

Niezaleznos¢ aksjomatow

W tym rozdziale uwodnimy niezalezno$¢ aksjomatow pola. Aksjomat
niezalezny to taki aksjomat, ktorego nie da sie wyprowadzi¢ logicznym
rozumowaniem z pozostatych. Dowdd przeprowadzimy konstruujac funkcje, ktéra

spetnia wszystkie aksjomaty z wyjatkiem tego, ktérego niezaleznos¢ dowodzimy.

NIEZALEZNOSC AKSIOMATU JEDNOSTKI

Rozwazmy funkcje L,(W)=S50L(W), gdzie funkcja L(W) := A(W) zostata
zdefiniowana w rozdziale drugim, czesci drugiej.

« Funkcja L, nie spetnia AJ bo L,(7,)= 50L(T;)= 50 # 1

Pozostate aksjomaty spetnione przez funkcje L, :

« AM: Niech W; O W, Poniewaz L(W) spetnia aksjomat monotonicznosci to
zachodzi L(W;:) < L(W,). Po obustronnym pomnozeniu nierdéwnosci przez
pie¢ otrzymamy: SOL(W,)< SOL(W,) a wiec L,(W))< L,(W,).

AM jest spetniony.

+ AS: Z tego, ze L(W) spetnia AS wiemy, ze: L(W) = L(W:1) + L(W2). Po
obustronnym pomnozeniu nieréwnosci przez pie¢ otrzymamy:
5:-L(W) = 5:-L(W;) + 5-L(W5). Skad: L(W) = Ly(Wy) + Ly(W2).

« AP: Jedli W, =W, to L(W,)=LW,). Po obustronnym pomnozeniu
nieréwnosci przez pie¢ otrzymamy: 5-L(W1) = 5-L(W-).

Skad: L;(W;) = L;(W>) wiec AP jest spetniony.

Whniosek: Aksjomat jednostki jest niezalezny od pozostatych.

NIEZALEZNOSE AKSIOMATU SUMY

1
Rozwazmy funkcje Lg(W)= ;DLZ(W), gdzie funkcja L(W) := A(W) zostala

zdefiniowana w rozdziale drugim, czesci drugiej.
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Ly(W)=

Sprawdzimy czy L, spetnia AS. Wykorzystujac definicje L, fakt 3.3.1 oraz
to, ze L(W) spetnia AS policzymy Ls(W):
1

;WWWW@ﬁﬁWWﬁM%W=#MWYMMWMM%MM%W

Podobnie znajdujemy wartosci Ls(W:), Ls(W>):
1 1
Ly(W) = ;DLZ(WIF ;DA w,)*
1 _ 1 2
LS(Wz) - ;DL (Wz) - ;DA (Wz)

Otrzymamy stad: L (W)= Ly(W,)+ Ly(W,)+ 200 (W,)0A (7,) .

Zauwazmy, ze A(W,)> 0 oraz A(W,)> 0 (fakt 2.2.15). Czyli na podstawie

powyzszych rozwazan dochodzimy do wniosku, ze Ly(W, 0 W,)# L;(W,)+ L,(W,).

Wiec Ly (W) nie spetnia AS.

Pozostate sg spetnione przez Lg:

AJ: Wykorzystujac definicje defektu trdjkata idealnego, oraz to, ze L(W)
spetnia aksjomat jednosci otrzymamy:
1 1 1
Ly(Ty) = =0 (T)) = 00 (1) = —Dn* = 1.
m m m
AM: Niech W; O W, Poniewaz L(W) spetnia aksjomat monotonicznosci to

zachodzi L(W:) < L(W,) przy zatozeniu, ze L(W;)2 0, Po obustronnym

podniesieniu nieréwnosci do kwadratu i pomnozeniu otrzymanych wartosci

1
obustronnie przez Iy otrzymamy: (L(W,))” < (L(W,))> skad dostajemy

nlD(L(Wl))2 < ﬂlD(L(WZ))2 i ostatecznie L,(W,)< L,(W,).

AM jest spetniony.
AP: Jedli W, =W, to LW))=L(MW,). Po obustronnym podniesieniu

nieréwnosci do kwadratu (L(W,))* = (L(W,))> i pomnozeniu otrzymanych

1 1 1
wartosci obustronnie przez T otrzymamy ;D(L(Wl))2 = —0(L(W,))* skad:
m

L,(W))= L,(W,) wiec AP jest spetniony.
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Whniosek: Aksjomat sumy jest niezalezny od pozostatych.

NIEZALEZNOSE AKSIOMATU PRZYSTAWANIA

Niech T, bedzie ustalonym trojkatem idealnym o trzech wierzchotkach idealnych

(tym, ktéry wystepuje w aksjomacie jednostki). Rozwazmy funkcje L,(W)= L(W O
T,) gdzie funkcja L(W) I= A(W) zostata zdefiniowana

w rozdziale drugim, czeéci drugiej. Przy czym wynikiem operacji WO, jest
maksymalna figura wielokatna zawarta w przekroju W, n I,. Przy czym jesli

W, n T, ma puste wnetrze przyjmujemy, ze W 0 T, = @. Dodatkowo L,(@)= 0.

« Sprawdzimy teraz czy L, spetnia AP.
Wezmy dwie figury wielokatne W; oraz W-
takie, ze W, =W, oraz W; w catosci
zawiera sie w Tp natomiast W, jest z nim
roztaczny. Wtedy W, 0 T, = 0.

L,0%)= LO¥,0T,) = b (%,0T,) oraz
L,(W,)=L(w,0T,)= L(0)= 0,
Poniewaz (W,07,)# 0 oraz to defekt

figury wielokatnej A (W,07,)> 0 (fakt 2.2.15). Stad wniosek, ze W, =

N

ale L,(W,)# L,(W,) wiec aksjomat przystawania nie jest spetniony.

Pozostate aksjomaty s spetnione przez funkcje L, :
« AJ: Spetnione bo: L,(Ty)= L(T,n T;)= L(T,)= A(T,)=n
« AM: Niech Wi 0 W, Wtedy W, n T, 0 W,n Ty a wiec

rowniez W07, 0 w,OT,. Czyli L(W:) < L(W,) oraz

LW, T)s LW,n T,) wiec LW,0T)< LW,0OT,).

Ostatecznie L,(W,)< L,(W,). AM jest spetniony.
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« AS: Niech W bedzie suma niezachodzacych na siebie figur wielokatnych W,
W,. Sprawdzimy czy L, spetnia AS. Wykorzystujac definicje L oraz to,
ze L spetnia AS policzymy Lp:

Nietrudno zauwazy¢, ze zachodzi rownosc:
w0 w,yot,= w,al,)l w,aT,).
Policzmy warto$¢ Lg(W):
L.W)= LW, U W,)=L((W, 0 W,)oT,)= L(w,al,)0 w,0T,)).
Czyli Ly(W)= L(w,0T,) + Lw,0OT,).
Podobnie znajdujemy wartosci Ls(W31), Ls(W>):
Ly(W)= LV, OT;)
L.(W,)= L(W,OT,)
oraz: Ly(W)+ Ly(W,)= LOWV,01T,) + LOW,0T;).
Mamy wiec, ze Lg(W, U W,)= Lg(W,)+ L;(W,). Wiec Ls spetnia AS.

Whniosek: Aksjomat przystawania jest niezalezny od pozostatych.

NIEZALEZNOSC AKSIOMATU MONOTONICZNOSCI

Skonstruujemy funkcje H: W - R (gdzie W to zbior wszystkich figur wielokatnych,

R to zbidr liczb rzeczywistych), ktora spetnia trzy aksjomaty: AJ, AS, AP ale nie
spetnia AM.

Wykorzystamy istnienie funkcji: f:R - R majacej nastepujace wiasnosci:
(1) 0000 o f(g%) = ¢ 0f(x)
(2) Uy f(xt p)= f(0)+ f(Y)
(3) U oS (mUg) = m g

(4) f nie jest tozsamosciowa

Istnienie takiej funkcji f wynika z mozliwosci potraktowania zbioru liczb

rzeczywistych jako przestrzeni wektorowej nad ciatem liczb wymiernych Q.

Majac dang funkcje f(x) jak wyzej, funkcje H(W) definiujemy jako:
H(W) := f(L(W)). Gdzie funkcja L(W) zostata zdefiniowana w rozdziale poprzednim.
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Sprawdzimy czy H(W) spetnia Al, AS, AP:
« AJ: H(W) spetnia Al bo dla pewnego ustalonego trdjkata idealnego Ty,
z wiasnoséci (3) funkcji Ax) mamy: H(T,)= f(L(T,))= f(m)=nm . Zatem
H(W) spetnia AJ.
« AS: Niech W bedzie figurg wielokatng bedaca suma niezachodzacych na
siebie figur wielokatnych Wi oraz Wo. Wtedy:
HW)= f(LW) = f(LW, O W)= f(LW)+ LW,)). Z tego, ze L(W)

spetnia  AS oraz z wilasnosci drugiej funkcji  f(x) mamy:
SAW )t L)) = fFALW)+ f(LI)). Poniewaz:
HW)+ HW,)= f(LW,))+ f(L(W,)) to znaczy, ze AS jest spetniony bo:
HW)= HW)+ HW,).

« AP: Wiemy, ze L(W,)= L(W,). Zatem:

HW)= f(LW) = f(LW,)= HW,).
Stad wniosek, ze H(W) spetnia AP.

« AM:
Uzasadnienie, ze H(W) nie spetnia AM wymaga wyprowadzenia wczesniej

nastepujacego faktu:

Fakt 3.3.1

Istniejq liczby rzeczywiste vy, z takie, ze 0< y< z oraz f(»)> f(2).

dowod

Niech x bedzie taka liczbg rzeczywista, ze f(x)# x oraz xU R. Taka liczba
istnieje dzieki temu, ze funkcja f nie jest tozsamosciowa (spetnia
wiasnosc (4)). Mozemy przyjacé, ze x > 0. Jesli x < 0 to zamiast xi bierzemy
liczbe przeciwng do niego, czyli -X, wtedy
SEx)= f(EDD) = -10f(x) = - f(x)i réwnoczesnie JEx)#-x.
Rozwazmy dwa przypadki w zaleznosci od tego czy f(x) > x.

A) Zatézmy, ze f(x) > x . Niech = qUT  gdzie qU Q, bedzie taka liczba,

ze x<a< f(x). Zauwazmy ,ze takie a istnienie poniewaz istnieje

g spetniajace: 7T£< g < % (bo gl Q). Wtedy x< gl < f(x). Niech
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a > x oraz a< f(x). Poniewaz f(a)= a z wiasnoéci (3) funkcji f to

fl@)< f(x).

\

o

Wtedy przyjmiemy y = x, z = a.
B) Zatézmy, ze f(x) < x . Niech @~ qUT  gdzie ¢0 Q, bedzie taka liczba,

ze x> a> f(x). Zauwazmy ,ze takie a istnienie poniewaz istnieje

g spetniajace: n£> q> % (bo g0 Q). Niech a < x oraz a> f(x).

Poniewaz f(a)= a z wiasnosci funkcji f(x) to f(a)> f(x).
\ QI Hq \
| \

0 f(l() X

\

Wtedy przyjmiemy y = x, z = a.

Z powyzszych obliczen wynika, ze dla funkcji f istniejg liczby vy, z , ze

0< y<zoraz f(y)> f(2).

R
n

Jedli 0< y<z i f(¥)> f(z) to dla dowolnego nJ N mamy: 0<

. y z . . L. . . . .

i f(=)> f(—). Pierwsza nieréwno$¢ jest prawdziwa gdyz podzielenie
n n

y oraz z przez dowolng liczbe naturalng nie zmieni ich porzadku na osi.

Przyjrzyjmy sie drugiej nierownosci. Skorzystamy teraz z wiasnosci (1),

mamy, ze f(X)= A1) L07(y) i podobnie £(5)= FUTD) = L07(2).
n n n n n n

z
Skad wynika druga nieréwnosc f(Z) > f(—).
n n
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Szukamy Wi V takich, ze L(W) = Y i L(V)-= z oraz WO V.
n n

Niech T to dowolny trdjkat
z wyrdznionym bokiem dtugosci
m. Wtedy T(x)U T w taki

sposdb, ze jego dwa ramiona

pokrywaja sie z tréjkatem T,
natomiast trzecie lezy we

wnetrzu 7. (Jak na rysunku.)

Konstruujemy funkcje #(x) taka, ze: A(x)= A (T(x)).
Funkcja #(x) ma nastepujace wtasnosci:

- jest ciagta

jest malejaca

jest okreslona na przedziale[0,m)

. lim,h(x)= 0

Mozemy rozszerzy¢ funkcje h o warto$é: h(m) = Otak by funkcja byta ciagta

na catym odcinku [0,m].

z
Wybierzmy tak mate n, ze: 0< Y Z¢ L(T).

n o n
Z wiasnosci (4) funkcji fistnieja a, b takie,ze 0 <a<b <m.

Wtedy A(b)= L(T(b)) = % oraz h(a) = L(T(a))= %

Zauwazmy, ze skoro a < b to odpowiadajace tym parametrom trojkaty 7(b)

, T(a) spetniajg wtasnosé¢ T'(b) 0 T(a).

Okazuje sie wiec, ze mozna znalezé takie figury idealne W = T(b)

i V'=T(a),z2e T(O)U T(a) i f(T(h))> f(T(a)).

Dzieki wtasnosci Dorboux funkcji ciagtej h oraz monotonicznosci tej funkcji

mozemy stwierdzi¢, ze: H(W)= f(L(W))= f(%), HYV)= f(LYV))* f(i).

StroNA 41 z 45



PoOLA FIGUR W GEOMETRII NIEEUKLIDESOWE] JusTYNA ZAKRET

Czes¢ Trzecia | Rozpziat 11

Czyli W0 V ajednoczeénie H(V)< H(W). Funkcja H(W) nie spetnia AM, co
dowodzi niezaleznosci tego aksjomatu.

PobsumowaNIE
Wszystkie aksjomaty pola sg niezalezne. Dowody na niesprzecznosc¢ teorii

oraz niezalezno$¢ aksjomatéw zostaty przeprowadzone bez odwotywania sie do

pojecia pola.
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	SPIS TREŚCI
		
	WSTĘP
	CZĘŚĆ PIERWSZA
Wprowadzenie  
		Nie mniej badania te zaowocowały powstaniem nowych, innych geometrii. Początkowo nawet znani i szanowani matematycy - jak Gauss obawiali się przyznać do swoich odkryć. Błędna teoria oznaczałaby zgubę dla niejednego z nich. 
I rzeczywiście zamiast sławy pierwsze geometrie nieeuklidesowe, które pojawiły się na świecie okazały się tragiczne dla ich twórców. Zanim to jednak nastąpiło, przeświadczenie o niepodważalnej pewności twierdzeń geometrii euklidesowej stało się całkiem powszechne. Jak twierdził jeden z najsłynniejszych filozofów wszech czasów Immanuel Kant: "[...] geometria wypowiada twierdzenia, którym towarzyszy świadomość konieczności; tego rodzaju twierdzenia nie mogą być empiryczne. Taki charakter tej nauki daje się wytłumaczyć tylko przez to, że jej przedmiot, tj. przestrzeń, nie jest wyobrażeniem empirycznym, jest stałą formą zmysłowości". (Władysław Tatarkiewicz: Historia filozofii. PWN, Warszawa 1981). Przestrzeń, jak twierdzi Kant nie istnieje poza nami, ale w nas, jako rodzaj formy naszej zmysłowości. To, że w określony sposób postrzegamy rzeczy, czy porządkujemy świat jest ograniczone bo związane nieodłącznie tylko z naszą umysłowością, z przestrzenią euklidesową. Trudno się zatem dziwić popularności „Elementów” Euklidesa, skoro jego twierdzenia są z nami zrośnięte. Łatwo z kolei pojąć opory z przyjęciem innych geometrii, skoro euklidesowa jest tak naturalna 
i bliska nam jak zmysł wzroku czy słuchu. Główny problem polega na tym by uwierzyć w dokonane odkrycie. Zauważmy, że mamy tu do czynienia ze zdumiewającym (przynajmniej na pozór) zjawiskiem: za odkrywcę uznawano nie tego kto odkrył, ale tego kto pierwszy w odkrycie uwierzył. 
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