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Rozdzial 1. Aksjomaty objetosci dla wieloScianow.

W rozdziale tym zostang wymienione aksjomaty, ktore beda podstawa rozwazan
dotyczacych objetosci wieloscianow, zawartych w dalszej czesci pracy.

Jako wieloscian begde traktowac bryte, dajaca si¢ przedstawi¢ jako sume¢ skonczonej
ilosci czworo$ciandw. Przyktadem wielo$cianu jest bryta wieloscienna czyli wielo$cian

wypukty bedacy czescia wspdlna pewnej ilosci polprzestrzeni.

Aksjomat jednostki
Dla pewnego ustalonego szeScianu So o krawedzi dlugosci 7, w przestrzeni
euklidesowej, objetos¢ tego szeScianu wynosi 7:

V(So) = 1.

Aksjomat przystawania
Jesli wielosciany W1 i W2 sg przystajace, to majg takie same objetoSci:
Jesli Wi=Wato V(W1) = V(W2)

Wielosciany W1 1 W2 sa przystajqce wtedy, kiedy wylacznie przy uzyciu kombinacji
translacji, symetrii plaszczyznowej (odbicia wzgledem ptlaszczyzny) i obrotu, mozna

jeden wieloscian przeksztatci¢ na drugi.

Aksjomat sumy
Jesli wieloscian W jest sumg niezachodzacych na siebie wieloscianow Wy i W2 , to
jego objetos¢ jest suma objetosci wieloscianéw Wri Wa :
Jesli W1, W2 nie zachodza na siebie i W= W71 W2, to
V(W) = V(W10 W3) = V(W1) + V(W2)

Wielosciany W11 Wa sg nie zachodzqce na siebie wtedy, kiedy nie posiadajg wspolnych

punktow wewnetrznych ( ich wnetrza sg roztaczne).

Aksjomat monotonicznosci
Jesli wieloscian W1 zawiera si¢ w wieloscianie W2 to objetos¢ wieloscianu Wi jest
mniejsza badz rowna objetosci wieloscianu Woa:

Jesli Wi W2, to V(W1) < V(W:2)



Rozdzial 2. Aksjomatyczna teoria obje¢tosci dla wieloScianow.

W rozdziale tym zostang wyprowadzone wzory na obj¢tosci wybranych wielo$cianow,
poczawszy od prostopadtoscianow, poprzez graniastostupy proste, graniastoshupy
pochyte, ostrostlupy, a na ostrostupach $cietych skonczywszy. Wzory te zostang
wyprowadzone wylacznie z aksjomatow objetosci, wymienionych w rozdziale
pierwszym, oraz ze Stwierdzen, ktdre zostang wcze$niej udowodnione. Dowody
przeprowadzone beda przy zatozeniu, ze zarowno wlasnosci pola figur ptaskich jak i
podstawowe wilasnosci geometrii przestrzennej, jako powszechnie znane, nie wymagaja

wyjasnienia ani udowodnienia.

2.1 Prostopadlosciany.

Ponizej zostang wyprowadzone wzory na objetosci dowolnych prostopadlo$ciandw.
Symbol axbxc uzyty w dowodach okresla¢ bedzie prostopadloscian o wymiarach
a, b, c, gdzie a, b, ¢ oznaczaja dlugosci krawedzi wychodzacych z jednego

wierzcholka.

Stwierdzenie 2.1. 1:

Objetos¢ kazdego szescianu o krawedzi 7 wynosi 1.

Dowod:
Dowolny szescian S, o krawedzi dlugosci 71 jest przystajacy do szescianu So.
Powotujac si¢ na aksjomat jednostki i aksjomat przystawania mozemy zapisac:

V(S) = V(So) =1,

czyli V(S) = 1, co konczy dowod Stwierdzenia 2. 1. 1.

Stwierdzenie 2. 1. 2:

Jesli wielosciany W1, Wa, ... , Wh nie zachodzg na siebie to:

VIWiOW2U..OWa ) = V(Wi ) + V(W2) + ... + V(Wa)

Zauwazmy, ze Stwierdzenie 2. 1. 2 jest uogdlnieniem aksjomatu sumy, na przypadek

sumy n niezachodzacych na siebie wielo$ciandw, gdzie n >2.



Dowaod indukcyjny:

I krok indukcyjny:

Dla n = 2 stwierdzenie jest prawdziwe na mocy aksjomatu sumy.

IT krok indukcyjny:

Zatézmy, ze rownos¢: V = V(W1) + V(W2) + ... + V(W) dotyczaca n niezachodzacych
na siebie wielo$ciandw jest prawdziwa.

Sprawdzmy czy podobny wzor zachodzi dla n + 1 niezachodzacych na siebie
wielosciandéw. Jesli Wy ,..., Wy, Wh+1 beda niezachodzacymi na siebie wielo§cianami

oraz W= W, u...0W,, wtedy wielosciany W i Wh+s réwniez nie beda zachodzi¢

na siebie. Wykorzystujac aksjomat sumy mozemy zapisac:

VIWr .. uWh) = V(W O Wher = V(W) + V(Wha1) =
VWi U...0Wh) + V(Whe1) = V(Wy) + ... + V(Wh) + V(Wha1)

Z powyzszych rachunkow wynika, ze Stwierdzenie 2. 1. 2 jest prawdziwe.

Stwierdzenie 2. 1. 3:

Dla prostopadloscianu P o wymiarach A1

, gdzie n1, n2, n3 € N:
ns; nz ng3

vp) = ' .

nq{nang;

Dowod:
Do dowodu powyzszego stwierdzenia potrzebny nam bedzie jednostkowy szescian S.
Powstanie on z dodania do siebie, przystajacych oraz niezachodzacych na siebie

prostopadtoscianéw P.




Zauwazmy, ze szeScian S sktada si¢ z n3 warstw bedacych prostopadto$cianami Py o

wymiarach 7x 1><ni. Kazdy z prostopadiloscianéw P7 zbudowany jest z ns - no
3

niezachodzacych na siebie prostopadioscianéw P. Tak wigc na budowe szeScianu S
zuzyliSmy ns-nz - ns prostopadtoscianow P.

Korzystajac ze Stwierdzenia 2. 1. 1 i Stwierdzenia 2. 1. 2 otrzymamy:

1 X 1 + e + ixixi):

n, nsj; ny, ny, ng

V(S) = V(1x1x1) = V(nix

1 1
e x—x— ) + + e X x— ) = X X
V( xnzxn ) V( anxn3) n,-n,-ng-: V( ><n2><n3

Przyrownujac do siebie obie strony rownania uzyskamy nastgpujacg rownosc:

1=n,-n,-n,- (—x—x—)

nz ng
Po przeksztalceniu bedzie ona miala postaé V( LV ) = 1 Tak wigc
ng Nz ng nynazng
V(P) = V( —x—xL )= ;, co konczy dowod Stwierdzenia 2. 3.
nz ng nqnang

Stwierdzenie 2. 1. 4.

Dla prostopadloscianu M o wymiarach % X :— k— , gdzie k1, k2, kse N :
1 2

V(M)‘k1 ko k3

nqsnzng

Dowod:

Aby przeprowadzi¢ dowoéd musimy z przystajacych 1 niezachodzacych na siebie

prostopadioscianow P o wymiarach SV B
ng nz ng

, gdzie ny, nz, n3 € N, zbudowac

prostopadtoscian M. Zauwazmy, ze prostopadioscian M jest sumg k3 warstw, gdzie

kazda warstwa jest prostopadtoscianem P71 o wymiarach k1x K2x . Prostopadiosciany
ng

P17 zbudowane s3 z k1 - k2 prostopadtoscianéw P.



Podsumowujac na  budowg¢ prostopadtoscianu M  zuzyliSmy Kk, -k, -

prostopadtoscianow P.

nq

Korzystajac ze Stwierdzenia 2. 1. 3 otrzymujemy ponizszg rownos$c:

V(ﬁ_:x“_2 )—V(_X )+ +V(_X_X " )=

np ng np ng; np ng;
K, -k, ko V(] =k, ok, ky— 1 =kikoks
ny np ng nqnang nqnsz-ng

wynika z niej, ze: V(M) = %, co konczy dowdd Stwierdzenia 2. 1. 4.
7712713

Whniosek 2. 1. 5:

Dla prostopadloscianu R, o krawedziach dlugosci a, b, c, gdzie a, b, c €Q

V(R) = abc

Dowod:

Skoro a, b, c €Q, toa =P1 p=P2 ¢ =Ps gdzie p1, p2, P3, q1, Q2, Q3 €N.

q 1 q > q 3

Wykorzystujac Stwierdzenie 2. 4 mozemy zapisac:

V(axbxc) = V(p7xp2xP_3—M—h.P_2.P_3—abc
q1 q2 q3 919293 91 92 Qg3

Z powyzszej rowno$ci wynika, ze V(R) = abc, co konczy dowdd Wniosku 2. 1. 5.



Stwierdzenie 2.1. 6:

Dla prostopadloscianu D o krawedziach a, b, ¢ dowolnej dlugosci objetos¢ wynosi:

V(D) = abc.

Stwierdzenie to jest uogdlnieniem Wniosku 2. 1. 5 na przypadek prostopadto$cianu o
krawedziach dowolnej dlugosci. W dowodzie tego Stwierdzenia po raz pierwszy bedzie

wykorzystany aksjomat monotonicznosci.

Dowod:
W prostopadioécian D wtézmy prostopadtoscian P2 o wymiarach p’xq’xr’, nastepnie
catos¢ wtozmy w prostopadtoscian Ps o wymiarach pxqxr gdzie p, q, r, p’, q’, r'eQ

orazp<a<p,q<b<qg,r<c<r.

IC

Wiemy, ze: V(P,) = pqroraz V(P,) = p’q’r’. Korzystajac z aksjomatu monotonicznos$ci
uzyskujemy nieréwnosci: V(P,) < V(D) < V(P2), czyli pqr < V(D) < pqr.
Jesli krawedzie prostopadloscianu P+ bedziemy zmniejszaé, tak by p—a, g— b, r—c,
a krawedzie prostopadloscianu P2 bedziemy zwigkszaé, tak by p’—>a, ¢’—>b, r'—c,

to:

limpqr < V(D) < |imp'qr = abc < V(D) < abc,

p—a p'—a
qg—b q'—>b
r—c r'-c

z nierownosci tych wynika, ze V(D) = abc, co konczy dowdd Stwierdzenia 2. 1. 6



2.2 Graniastoshupy proste.
Ponizej zostang wyprowadzone wzory na objetosci graniastostupow prostych
o podstawach bedacych dowolnym wielokatem. W dowodach korzysta¢ bede

z aksjomatow i Stwierdzen udowodnionych w poprzednim rozdziale.

Stwierdzenie 2.2. 7:

Jesli T jest graniastoslupem prostym o wysokosci H i o podstawie bedacej

tréjkatem prostokatnym, ktérego przyprostokatne maja dlugosé¢ ai b, to

V(T) = %abH

Dowod:

Niech W bedzie prostopadtoscianem o krawedziach dhugosci a, b, H. Podzielmy go
ptaszczyzng 17 prostopadia do podstaw i zawierajaca ich przekatng. Uzyskamy w ten
sposob dwa wielosciany T71 T2, o podstawach bedacych trojkatami prostokatnymi. Jesli
wieloscian T2 obrocimy wokot prostej prostopadlej do podstawy, przechodzacej przez
srodek przekatnej podstawy, to otrzymamy wieloscian T7. Oznacza to, ze te dwa

wielo$ciany sg przystajace i sg one przystajace do graniastostupa T.

T1 \T2 b

Korzystajac ze stwierdzenia 2. 1. 6 otrzymujemy, ze:
abH=V(W)=V(TuT)=V(T)+V(T)=2V(T).

Z faktu, ze abH = 2V(T) wynika: V(T) = %abH, co konczy dowad.



Stwierdzenie 2.2. 8:

Jesli R jest graniastostupem prostym o wysokosci H i o podstawie bedacej

réwnoleglobokiem, ktorego boki maja dlugosé¢ ai b, gdziea > b, to
V(R) = PpH,

gdzie Pp jest polem podstawy .

Dowod:
Przyjmijmy, ze: Pp = ar, gdzie r jest wysokoscig podstawy opuszczong na bok a, oraz

a = |AB|=|cD|, b = |AD|=|BC

, r = |DE| =|BF|. Graniastostup R podzielmy

ptaszczyznami /7, i I7, prostopadtymi do jego podstaw, takimi ze /7, zawiera odcinek

DE, a ptaszczyzna I7,odcinek BF.

1 P b
A E a B

Otrzymamy w ten sposob dwa graniastostupy 77 1 T2 oraz prostopadtoscian P.
Graniastostupy T71 T2 sg przystajace gdyz maja jednakowe wysokosci, a ich podstawy
sa przystajacymi do siebie trojkatami, oznaczmy je przez T . Zauwazmy, ze
graniastostup T ma wysokos¢ H, a jego podstawag jest trojkat prostokatny o
DE].

przyprostokatnych dtugosci |AE| i Prostopadtoscian P ma wysoko$¢ H, a jego

podstawg jest prostokat o bokach dtugosci |EB| i |DE|.

Korzystajac ze Stwierdzenia 2. 1. 2, Stwierdzenie 2. 1. 6 oraz Stwierdzenia 2.2. 7

mozemy zapisac:

VIR)=V(TuP uT)=WT)+VP)+V(T) =V(P)+2V(T) = |BE| -|DE| -H+

2-1-|AE|- |DE|-H = (IBE| + |AE|) - |DE| - H=|AB] - |DE| - H =arH = P,H



W przypadku gdy s jest wysokoscig podstawy opuszczong na krotszy bok b, objetosé
graniastostupa dalej wynosi PpH. Dzieje si¢ tak dlatego, ze obie wielko$ci bS i ar sa
réwne polu rownolegloboku bedacego podstawg graniastostupa R, a wigc bs = ar = Pp.

Tak wigc objetos¢ graniastostupa, ktorego podstawa jest rownoleglobok wynosi PpH.

Stwierdzenie 2.2. 10:

Jesli A jest graniastostupem prostym o wysokosci H, ktorego podstawa jest

dowolnym tréjkatem o bokach a, b i kacie ¢ miedzy nimi to:

V(A) = PoH
gdzie Pp jest polem podstawy.
Dowod:

Niech graniastostup R bedzie graniastostupem o wysokosci H, ktorego podstawa jest

réownolegtobok o bokach dhugosci a, b i kacie @ zawartym miedzy tymi bokami.

Podzielmy ten graniastostup plaszczyzng prostopadla do jego podstawy, zawierajaca
taka przekatng réwnolegtoboku, ktéra nie przecina kata « . W wyniku tego podzialu
otrzymamy dwa graniastostupy A7 i Az, kazdy o wysokosci H. Podstawy tych
graniastostupow sa przystajacymi do siebie trojkatami, $wiadczy to o tym, ze
graniastoslupy A7 i A2 sa przystajace do siebie. Zalozmy, ze sa one przystajace do

graniastostupa A. Opierajac si¢ na Stwierdzeniu 2. 2. 8 mozemy zapisac:
arH=V(R) = V(A+A) = V(A) + V(A) = 2V(A),

wiec V(A) = %arH = PyH, co konczy dowod Stwierdzenia 2. 2. 10.



Stwierdzenie 2.2. 11:

Jesli W jest graniastostupem prostym o wysokosci H, ktorego podstawa jest

dowolnym wielokatem to:

V(m = PPHJ
gdzie Pp jest polem podstawy.

Dowod:

Podstawe graniastostupa W podzielmy na niezachodzace na siebie trojkaty. Zatdézmy, ze
w wyniku takiego podzialu powstanie n trojkatow. Oznaczmy je przez Tp, natomiast ich
pola przez Ppn. Przez boki tych trojkatow poprowadzmy plaszczyzny prostopadte do
podstawy graniastostupa W. Plaszczyzny te podziela nam nasz wielo$cian na

n graniastostupow, z ktorych kazdy ma wysokos¢ H i podstawe bedaca trojkatem Th.

>

/
T1 T4

T2 >

Korzystajac ze Stwierdzenia 2. 1. 21 2. 2. 10 przy zatozeniu, ze W =T, U...U Ty, a

Pp= P71 + ... + Pp, mozemy zapisac:

VIW)=V(T, u..0Tp) =V(T1)+ ...+ V(Ty) =PH + ... + PhH =
(P1+...+Pn) -H=PsH

Z powyzszej rdwnosci wynika, ze V(W) = P H co koficzy dowod.

10



2.3 Graniastostlupy pochyle.
Ponizej zostang wyprowadzone wzory na objetosci graniastostupéw pochytych.
W dowodach wykorzystane be¢da aksjomaty objetosci dla wielosciandw oraz

udowodnione w poprzednich stwierdzeniach wzory.

Stwierdzenie 2. 3. 12:

Jesli W jest graniastostupem pochylym, o wysokosci H i podstawie bedacej

prostokatem o bokach dlugosci ai b to:

V(W) = PoH

gdzie Pp jest polem podstawy.

Dowod:
Przypadek I: Graniastostup W posiada tylko jedng pare scian pochytych.
Dany graniastostup W obracamy w taki sposob, by jego podstawy staty si¢ $cianami

bocznymi, a $ciany ktore byty prostopadte do ptaszczyzny staly si¢ podstawami.

Oznaczmy powstaly graniastostup przez W’. Jest on graniastostupem prostym o
wysokos$ci b, podstawie begdacej rownolegtobokiem o boku dtugosci a i wysokosci H
opuszczonej na ten bok. Pole podstawy graniastostupa W’ wynosi aH.
Oba graniastostupy Wi W’ maja jednakowa objetos¢.

Wykorzystujac Stwierdzenie 2. 2. 8 i aksjomat przystawania mozemy zapisac:

V(W) = V(W) = aHb = abH = P,H,

awigc V(W) = PpH.

11



Przypadek 11: Graniastostup W posiada dwie pary scian pochytych, a jego wysokos¢ w
catosci zawiera sie w jego wnetrzu.

Dany graniastostup W przecinamy plaszczyzna pionowa, zawierajaca ta z krawedzi
podstawy gornej, przy ktorej kat dwuscienny ma miarg wigksza niz 90 ©. Otrzymamy w

ten sposob dwie bryly: A i B, ktére maja jednakowa wysokos¢ H.

Laczymy bryly A i B w taki sposob jak na ponizszym rysunku.

ByA b

a

W wyniku tego przeksztalcenia, podstawy graniastostupéw znajda si¢ w jednej
ptaszczyznie 1 utworzg prostokat przystajacy do prostokata bedacego podstawa
graniastostupa pochytego W. Oznaczmy powstaty graniastostup przez M. Ma on tylko
jedna pare S$cian pochylych, jego podstawa jest prostokat o bokach a i b, a jego
wysoko$¢ wynosi H. Jego objetos¢ jest taka sama jak objetos¢ graniastostupa W.

Postepujac tak jak w pierwszym podpunkcie dowodu otrzymujemy:

V(W) = V(AU B) = V(A) + V(B) = V(M) = P,H,

a wiec V(W) = PpH.

12



Przypadek IlI: Graniastostup W posiada dwie pary scian pochylych, a jego wysokos¢
nie zawiera sie w jego wnetrzu.
Podzielmy graniastostup W ptaszczyzna rownoleglta do plaszczyzny podstawy i

przecinajaca jego wysoko$¢ w potowie dlugosci. Uzyskamy w ten sposob dwa

graniastostupy pochyte As 1 By, z kazdy o wysokosci h1 = %H i podstawi¢ bedaca

prostokatem o bokach dtugosci a i b.

Graniastostupy A7 i B1 sa przystajace gdyz poprzez translacje o odpowiedni wektor
mozemy przeksztalci¢ jeden na drugi. Potaczmy graniastostupy As i By tak jak na

ponizszym rysunku, a otrzymany graniastostup pochyty oznaczmy przez Wi.

7

5

Jesli wysoko$¢ hs nie zawiera si¢ we wnetrzu Wi, to przecinamy powstaty

graniastostup ptaszczyzng rownolegla do ptaszczyzny podstawy i przecinajaca jego
wysoko$¢ w potowie jej dtugosci. Postepujemy w ten sposob tak dtugo az wysokos¢ h;

bedzie zawieraé si¢ we wnetrzu graniastostupa pochylego Wi. Podstawa graniastostupa

Wi jest prostokat o bokach dtugosci 2/ -ai b, a hi = % . Postepujac podobnie jak we

wczesniejszych przypadkach mozemy zapisacé, ze:

V(W) = V(A1UB1) = V(A20B2) =...= V(AiuB) =2 -a-b - §= abH = P,H,

a wiec V(W) =P,H, co konczy dowdd Stwierdzenia 2. 3. 12.

13



Stwierdzenie 2. 3. 13:

Jesli K jest graniastostupem pochylym o wysokosci H i podstawie bedacej

réwnoleglobokiem o bokach dlugosci a i b, to:
V(K) = PpH,
gdzie Pp jest polem podstawy.

Dowod:

Oznaczmy przez a dtuzszy bok rownolegltoboku bedacego podstawg graniastostupa K,
za$ przez  wysoko$¢ podstawy opuszczong na ten bok. Graniastostup K przetnijmy pod
takim katem ptaszczyzng /7 zawierajaca r, by przekrdj ptaszczyzny z graniastostupem

znalazt si¢ wewnatrz bryty.

TN

W wyniku takiego przecigcia otrzymamy dwa graniastostupy pochyte C i D, kazdy o

wysokosci H. Przesuwamy graniastostup C o odpowiedni wektor tak jak na powyzszym
rysunku. Po polgczeniu graniastostupa C z graniastostupem D otrzymamy graniastostup
pochyly B o wysokosci H i podstawie bedacej prostokatem o bokach dlugosci a i r.
Graniastostup B i1 graniastostup K maja jednakowe objgtosci, gdyz sa suma
jednakowych wieloscianow.

Korzystajac ze Stwierdzenia 2. 3. 12 mozemy zapisac, ze:

V(K) = V(CUD) = V(B) = arH,

awiec V(K) = arH = PpH, co konczy dowdd Stwierdzenia 2. 3. 13

14



Stwierdzenie 2. 3. 14.

Jesli A jest graniastostupem pochylym o wysokosci H i podstawie bedacej

dowolnym tréjkatem o polu P to :

V(W) = PoH

Dowod:

Oznaczmy przez a i b boki trojkata T, zas przez a kat pomiedzy nimi. Kat jaki tworzy
$ciana boczna zawierajaca a z ptaszczyzng podstawy oznaczmy przez [, a przez A kat
jaki tworzy $ciana boczna zawierajaca b z plaszczyzng podstawy. Niech Z bedzie
graniastoslupem pochytym o wysokosci H i podstawie bedacej rownolegltobokiem o
bokach dtugosci a, b i kacie @ miedzy nimi. Niech kat miedzy ptaszczyzng podstawy a
Sciang boczng zawierajagca bok a wynosi [, a kat miedzy plaszczyzna podstawy a
$ciang boczng zawierajaca b wynosi A. Przetnijmy graniastostup Z plaszczyzng /7,
zawierajacg takie przekatne podstaw, ktdre nie przecinajg kata « . Powstang nam dwa
graniastoshupy pochyte A7 i Az, kazdy o wysokosci H i podstawie bedacej trojkatem T.
Oznaczmy przez G punkt przecigcia si¢ przekatnych rownolegltoboku, bedacego
przekrojem ptaszczyzny I1 z graniastostupem Z. Symetria srodkowa wzglgdem punktu

G pokazuje, ze graniastostupy A7 i A2 przystajg do siebie. Oznaczmy je przez A.

Korzystajac ze Stwierdzenia 2. 3. 13 otrzymamy:

V(Z) = V(AUA) = V(A) + V(A) = 2V(A)
WM=%WD=%&H=%H

awiec V(A) = PpH, co konczy dowad.
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Stwierdzenie 2.3. 15:

Dla graniastoslupa pochylego M o wysokosci H i dowolnej podstawie o polu Pp
V(M) = PpH,

Dowéd:

Podzielmy jedng z podstaw graniastostupa M na niezachodzace na siebie trojkaty.
Zat6ézmy, ze w wyniku podzialu powstanie n trojkatow o polu Pn. Druga podstawe
graniastostupa podzielmy w taki sam sposob. Nastepnie przez odpowiednie boki
powstatych trojkatow poprowadzmy plaszczyzny. Plaszczyzny te podziela nam nasz
wielo$cian na n graniastostupéw pochyltych Ty, ..., Tp, z ktorych kazdy bedzie miat

wysokos$¢ H i podstawe bedacg trojkatem o polu Pi.

Przy zatozeniu, ze M =T, UT,U...UTy, aPp=Ps+ P2+ ..+ Pjoraz korzystajac

ze Stwierdzenia 2. 1. 2 1 Stwierdzenia 2. 3. 14 uzyskamy:

V(M) = V(T UT, U..UTy) = V(To) + V(T2) +... +V(Ty) =
PiH + PoH + ... + PyH = (P + P2+ ... + Pp)- H = PoH,

a wiec V(M) = PyH, co konczy dowod Stwierdzenia 2. 3. 16.
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2. 4 Ostroshupy.

Ponizej zostanie udowodniony wzdr na objetos¢ ostrostupa o dowolnej podstawie.
W dowodzie tym w ostrostup bedziemy wpisywac coraz wigksze bryly i w ten sposob
przyblizymy objetos¢ ostrostupa ,,0d dotu”. Wpisujac ostrostup w coraz mniejsze bryly
przyblizymy jego objetos¢ ,,od gory”. Obliczajac granice objetosci odpowiednich bryt

udowodnimy wzor na objetos¢ ostrostupa.

Stwierdzenie 2. 4. 17:

Jesli K jest ostrostupem o wysokosci H i podstawie bedacej dowolnym wielokatem
W, to:

V(K) = %PH

gdzie P jest polem podstawy.

Dowod:

Aby obliczy¢ objetos¢ ostrostupa K potrzebne nam begdg dwie bryly pomocnicze.
Oznaczmy przez U ,bryle wewngtrzng”, ktora w catosci bedzie zawieraé si¢ w
ostrostupie K, przez V natomiast ,bryle zewnetrzng”, w ktorej ostrostup K bedzie
zawiera¢ si¢ w catosci. Korzystajac z aksjomatu monotoniczno$ci mozemy objetosé
ostrostupa K przybliza¢c z dowolnie duza doktadnoscia objetosciami  bryt
»zewnetrznych” i ,,wewngtrznych”, gdyz : V(U) < V(K) < V(U). W celu znalezienia
bryt U 1 V podzielmy wysoko$¢ ostrostupa K na n réwnych czesci, gdzie n jest

dowolne. Przyjmijmy, ze [/, jest plaszczyzna zawierajaca podstawe ostrostupa.

Réwnolegle do niej w  odleglosci % poprowadzmy plaszczyzne 77,, nastgpnie w
odleglosci % od 77 1 poprowadzmy réwnolegla do niej plaszczyzn¢ /7,. Postgpujac

dalej w taki sposOb otrzymamy n plaszczyzn, rownolegtych do 77, gdzie 77,
przechodzi przez wierzchotek ostrostupa, a kazde dwie kolejne ptaszczyzny sa oddalone

od siebie o % Oznaczmy przez Fm wielokat powstaty w wyniku przecigcia ostrostupa

ptaszczyzng I1m dlam =0, 1, ..., n. Zbudujmy n graniastostupoéw, z ktorych kazdy

bedzie miat wysokos$ci %, a ich podstawami begda odpowiednie wielokaty Fm.

Podstawg pierwszego graniastostupa bedzie Fo, podstawg drugiego F1, n - tego Fn-1.
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Oznaczmy przez Vp, graniastostup, ktorego podstawg jest figura Fm dla
m =0, 1,..., n - 1. Niech kazdy graniastostup Vm zawiera w sobie fragment ostrostupa
K, znajdujacy si¢ pomigdzy ptaszczyznami /7, a /7, ,. Aby ten warunek zostat
spelniony musimy ustali¢ pochylo$¢ graniastostupow. W przypadku gdy spodek
wysokosci ostrostupa znajduje si¢ w jego wnetrzu, powstale graniastostlupy beda
graniastostupami prostymi. W przypadku ostrostupa, ktérego spodek wysokosci
znajduje si¢ na zewnatrz, powstale graniastostupy Vm beda pochyle, a ich krawedzie
boczne be¢dg rownolegle do odcinka SD, powstatego przez potaczenie wierzchotka D z

dowolnym punktem S lezagcym wewnatrz figury Fo .

e AAN

e /«VW

Schematyczne rysunki ostrostupdéw i bryt zewnetrznych

Bryte powstala z dodania do siebie graniastostupéw Vi oznaczmy jako V", czyli:

Vh=Vou Viu...u Va1

s|x

V1

\

Vo
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Nastgpnie zbudujmy n — 7 graniastostupéw, z ktorych kazdy bedzie miat wysokosé¢ %,

a ich gornymi podstawami beda odpowiednie wielokaty Fm. Goérng podstawa
pierwszego graniastostupa bedzie wielokat F7, gorng podstawg drugiego F», ostatniego
Fn - 1 . Graniastostup, ktorego podstawg jest Fm oznaczmy przez Um, dla
m =1 ,.., n- 1. Niech kazdy graniastostup Un zawiera si¢ we fragmencie ostrostupa
K, znajdujacego si¢ pomigdzy plaszczyznami /7, , i [I7,,. Aby ten warunek byl
spelniony ustalamy pochyto$¢ graniastostupow Um postepujac podobnie jak w

przypadku  graniastostupow Vp.

/ v ~
e A

S

Schematyczne rysunki ostrostupéw i bryt wewngtrznych

Bryle powstala z dodania do siebie graniastostupow Um oznaczmy jako U", czyli:

U=UrulUz... uUn-1
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Objetosci powstatych bryl pozwolag nam oszacowaé objgtos¢ ostrostupa K, gdyz:
V(U") < V(K) £ V(V"). Zauwazmy, ze na mocy aksjomatu monotonicznosci objetosc
bryty U" przybliza nam obj¢tos¢ ostrostupa K z dotu, natomiast objetos¢ V" przybliza
nam objeto$¢ ostrostupa K z gory. Liczba podzialdéw wysokosci ostrostupa K na
n czg¢sci moze by¢ dowolnie duza, a dla coraz wigkszych n przyblizenie objetosci
ostrostupa K bedzie doktadniejsze. Obliczmy jakimi wielkoSciami sg objetosci U™ 1 V7.
Zauwazmy, ze wielokaty Fm powstale w wyniku przecigcia ostrostupa K
ptaszczyznami /7 m sa obrazami wielokata Fo przez odpowiednig jednoktadnos¢ w

przestrzeni wzgledem wierzchotka D.

&
E1 X]
X3
Eo

X X;

Oznaczmy przez X! wierzcholki wielokata Fm, bedacego przekrojem ostrostupa K z
ptaszczyzna /7,. Przez Em oznaczmy punkt, w ktorym wysoko$¢ ostrostupa K przecina

wielokat Fm. Zauwazmy, ze wielokaty Fm sa podobne. Dla m = s1im = t takich, ze s#t

i i
zachodzi rownosé: 2sEs = XoEn = k, gdzie k jest skalg podobienstwa.
DE, DE,
Po przeksztalceniu wzoru otrzymamy: k = gi” , zauwazmy, ze DE okresla odleglosci
S

plaszczyzny zawierajacej figure Fn od wierzchotka D, natomiast DE_ okresla

odlegtosci plaszczyzny zawierajacej figure Fs od wierzchotka D. W wyniku podziatu
wysokosci H ostrostupa K na n czesci powstanie n wielokatow podobnych. Oznaczmy
przez Po pole wielokata Fo, przez P71 pole wielokata F1, przez P, , pole wielokata
F, .. Korzystajac z podobienstwa figur i wlasnosci, ze stosunek pol figur podobnych do

siebie w skali k jest rowny k2, przedstawmy pola kolejnych figur za pomocg pola Po.



H
p, |("-1)_ Po-(n-1)
= = P1:
Po H n2
2
H
—_92)= 2
Pa_ (n-2)" _ P2:P0-(n—2)
'DO H n2
2
2. H 2
P> P, .2
= n = P,,=
Py H 2
2
p 1~ﬂ p .12
n-1 _|__ n = Pn71_ 02
'DO H n

Objetos¢ bryty V" jest sumg objetosci graniastostupow Vidlat =0, 1, ..., n-1:
V(V?) = V(Vo) + V(V3) + .. + V(Vo) = 2 Po+ ZoPyt o+ Py =

H _H n? (n-1) 12
F(P0+P1+...+Pn) F(F’on—2 +P0—n2 +...+Pon—2)

_P;j’ (n2+(n-1)2+.. +12).

Do obliczenia wyrazenia znajdujace si¢ w nawiasie stosujemy wzor na sum¢ kwadratow

w(w+1)(2W +1)

kolejnych liczb naturalnych: 12 + 22 + ... + w2 = 5

_ PoH n(n+1)(2n+1) _ PyH n(n+1)(2n+1)
V(vr) = Fofl o220 D) - Poll (s 10 ),

Wielkos$ci Po 1 H sg niezmienne, natomiast wielko$¢ n dazy do nieskonczonosci.

n(n+1)(2n+1) _ . 2n®+3n%+n _
- 3 —/Imnﬁoo—3—2.

n n

/imnﬁoo

Tak wiec: fim,_,, V1 = % 2= % = %POH.
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W podobny sposob obliczamy objetos¢ U". Dodajemy do siebie graniastostupy U,
dlat=1, 2, ..., n-1:

V(U") = V(U1) + ... + V(Unq) = %-P1 +.. 4+ %-PM = %( Pi+ .. + Ppy) =

P03H ((n_1)2+.” + 12) = P03H .n(n—1)(2n—2+1) =P%H _n(n—1)g2n—1).
n n n

Granica wyrazenia Mgzn_” dla n dazacego do nieskonczono$ci wynosi 2, wigc:
n

k . .
lim, ., U? = P06H - 2= P03H =%P0H.

Majac wyliczone wielkosci U 2y mozemy przyblizy¢ objeto$¢ ostrostupa K:

V(U?) < V(K) < V(V),
im,_,., V(U?*) < V(K) < im,_,, V(VZ),

%POH < V(K) < %POH.

Z nieréwnosci tych wynika, ze V(K) =%P0H. Zauwazmy, ze Po jest polem podstawy

ostrostupa K, a wigc V(K) =%PH, co konczy dowod Stwierdzenia 2. 4. 17
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2.5 Ostrostupy Sciete.
Ponizej zostanie wyprowadzony wzor na objeto$¢ ostrostupa Scietego. W dowodzie
wykorzystamy poznany w poprzednim rozdziale wzdér na objeto$¢ ostrostupa o

dowolnej podstawie.

Stwierdzenie 18:

Jesli B jest ostroslupem $cietym to:

V(B)=1(P+P +PP’),

gdzie P jest polem dolnej podstawy ostroslupa Scietego, P’ jest polem goérnej

podstawy, a H jest wysokoscia.

Dowod:

W danym ostrostupie $cigtym B, przedtuzamy krawedzie boczne tak dlugo, az przetng
si¢ one w jednym punkcie. W ten sposob powstanie ostrostup A, o podstawie o polu P i
wysokosci M = H + Z. Zauwazmy, ze ostrostup A sktada si¢ z ostrostupa $cictego B i
nowo powstalego ostrostupa B’ o wysokosci Z, ktorego podstawg jest gorna podstawa

ostrostupa $cictego B.

P’




Na mocy Stwierdzenia 2. 4. 17 potrafimy obliczy¢ obj¢tosci ostrostupow A i B’

Objetos¢ ostrostupa A wynosi: V(A) = %P (H + Z), a ostrostupa B’ : V(B’) = %p’.z_

Z aksjomatu sumy wynika, Ze objetos¢ ostrostupa Scietego B jest rdznicg objetosci

ostrostupéw A i B’. - Z, wiec:
V(B)=V(A)-V(B) = PH+2) - LP"-Z=_(PH+Z(P-P).

Podstawy P i P’ sa wielokatami przystajacymi, jeden jest obrazem drugiego przez
jednoktadnos¢ w przestrzeni wzgledem wierzchotka D. Podobnie jak w dowodzie
Stwierdzenia 2. 4. 17 skala podobienstwa jest rowna iloczynowi odleglosci wielokatow
od wierzchotka D. Stosunek po6l podstaw, przy zatozeniu, ze P > P’ jest rowny

2
kwadratowi skali podobienstwa: g _(H ; 22 )’ Przeksztalcajac ten wzor otrzymamy:

PZ2=PH2+2PHZ + P’Z?2,
Z2(P-P)—2PHZ-PH?=0,

7= 2P + 4P 2H? + 4H2 (PP — P’ 2) _H(P'+{PP")
2(P-P') - P-P

Wyliczong wielko$¢ Z wstawiamy do wzoru na objetosé:

V(B) = %(PH+Z(P—P’) = %(PH+H(P’+W)) = g(P+P’+ JPP'),

Tak wiec V(B) = %(P + P+ \/PP") co konczy dowodd Stwierdzenia 2. 5. 18.
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Rozdzial 3. Analiza teorii aksjomatycznej.

W rozdziale tym zostanie skonstruowana bez odwolywania si¢ do pojecia objetosci,
funkcja przyporzadkowujaca wieloscianom liczby rzeczywiste, spelniajaca wszystkie
aksjomaty objetosci. Istnienie takiej funkcji uzasadnia niesprzeczno$¢ aksjomatow
objetosci. W dowodach wielosciany bedziemy dzieli¢ na czworosciany. Czworosciany
te muszg by¢ niezachodzace na siebie i1 tworzy¢ triangulacje wieloscianu tzn. dwa
dowolne czworosciany podziatu sg rozlaczne, albo maja cze$¢ wspdlna, ktéra moze byc¢:

wspolny wierzchotek, jedna ze wspolnych krawedzi, albo jedna wspodlna $cian.

3.1 Definicja funkcji L.

Jesli S jest czworo$cianem, ktorego podstawa ma pole P i wysokosci H to funkcje L
definiujemy nast¢pujaco: L(S =% PH.

Jesli W jest wieloscianem bedacym suma niezachodzacych na siebie czworo$cianow
S1, So, S3, ..., Sn, tworzacych triangulacje wieloscianu W, to wielkos¢ funkceji L
okreslamy jako: L(W) = L(S1) + L(Sz) + ... + L(Sp) = X1 P Hj gdzie P; jest polem

pewnej Sciany w czworoscianie S; za$ Hi jest wysoko$ciag wyznaczong wzgledem tej

$ciany jako podstawy czworos$cianu.

Twierdzenie 1. Warto$é funkcji L(S) dla czworoscianu S nie zalezy od wyboru jego

podstawy.

Dowod:

W danym czworoscianie S o wierzchotkach A, B, C, D obierzmy za jedng z podstaw
trojkat ABC, za§ za druga podstawe trojkat BCD. Niech odcinek DE  bedzie
wysoko$cig czworo$cianu S opuszczona na plaszczyzne zawierajaca ABC, AF
wysoko$cig czworo$cianu S opuszczona na plaszczyzne zawierajaca BCD, AL
wysokos$cig trojkata ABC opuszczong na bok BC, a DK wysokosciag trojkata BCD
opuszczong na bok BC. W dowodzie korzysta¢ bedziemy z podobienstwa trojkgtow
AKE i DEL. Rozpatrzmy kilka przypadkow, ze wzgledu na zawieranie si¢ wysokosci w
czworoscianie S i wzajemne potozenie punktow K i L. Po znalezieniu trojkatow
podobnych, dalsza czes¢ dowodu bedzie wspdlna dla wszystkich rozpatrywanych

czworo$cianow.
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Przypadek I: Wysokosci czworoscianu S zawierajg si¢ w catosci w jego wnetrzu, oraz

punkty Ki L pokrywajq sie.

D

B

Rozpatrzmy trojkaty AKF i DEL. Zauwazmy, ze ~ FKA = . EKD, oraz
< AFK = 2 DEK = 90° wiec £ FAK musi by¢ rowny . EDK. Z rownoS$ci katow
wynika, ze trojkaty AKF i DEL sa do siebie podobne.

Przypadek II: Wysokosci czworoscianu S zawierajq sie¢ w calosci w jego wnetrzu, oraz

punkty Ki L nie pokrywajq sie.

D

Rozpatrzmy trojkaty ALF i KED. Zauwazmy, ze plaszczyzny zawierajace te trojkaty
przecinajg pod katem prostym krawedz BC. Z tego powodu ~ALF = ~EKD, wiemy ze
< AFK = ~ DEK = 90°, wiec . LAF musi by¢ rowny . EDK. Z roéwnosci katow
wynika, ze trojkaty ALF i DEK sa do siebie podobne.
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Przypadek III. Wysokosci czworoscianu S nie zawierajq si¢ we wnetrzu czworoscianu

oraz punkty Ki L pokrywajq sie.

Rozpatrzmy trojkaty ALF 1 KED. Zauwazmy, ze katy ALF i EKD sa katami
wierzchotkowymi wige <ALF = ~EKD, wiemy ze 2 AFK = 2 DEK = 90°, wigc
LAF musi by¢ rowny . EDK. Z réwnosci katow wynika, ze trojkaty ALF i DEK sa do

siebie podobne.

Przypadek 1V. Wysokosci czworoscianu S nie zawierajq si¢ we wnetrzu czworoscianu

oraz punkty Ki L nie pokrywajq sie.
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Rozpatrzmy trojkaty ALF 1 KED. Zauwazmy, ze plaszczyzny zawierajace te trojkaty
przecina pod katem prostym krawedz BC. Z tego powodu ~ALF = ~EKD, wiemy ze
< AFK = ~ DEK = 90°, wiec . LAF musi by¢ rowny . EDK. Z réwnosci katow
wynika, ze trojkaty ALF i DEK sg do siebie podobne.

We wszystkich czterech przypadkach trojkaty ALF i DEK s3 podobne, wigc stosunek
dtugosci ich odpowiednich bokéw jest staty:

AF DE
H _ ﬁ _ |AF|-|pL| = |AK|-|DE]

Oznaczmy przez Pp =% : |BC| -|AK| pole trojkata ABC, a przez Pp’ = % -|BC| : |DL| pole

trojkata BCD. Obliczmy L(ABC) i L(BCD) przyjmujac, ze L(ABC) jest warto$cia
funkcji L dla czworoscianu S gdy za podstawe obierzemy trojkat ABC, a L(BCD) jest
wartoscig funkcji L dla czworosécianu S gdy podstawa bedzie trojkat BCD:

L(ABC) = - P»-|DE| =

%-%-|BC| |AK| |DE| = %-%-|BC|-|DL| |AF| =

Py

AF| = L(BCD),

czyli L(ABC) = L(BCD)

Twierdzenie 2. Dla dowolnego wieloscianu W wielko$¢ L(W) nie zalezy od sposobu
przedstawienia wieloScianu W jako sumy niezachodzacych na siebie

czworoscianow.

Do udowodnienia Twierdzenia 2 potrzebne sg dodatkowe informacje. Zostang one

sformutowane w lematach, a ich tre$s¢ i dowody beda podane ponize;.

Lemat 1. Jesli czworosécian S o wysokosci H i polu podstawy rownym P podzielimy
ptaszczyznami przechodzacymi przez jego wierzchotek na n niezachodzacych na siebie

czworos$cianow S; to:

L(S)=L(S1) +L(S2) +... +L(Sn)

28



Dowod:
Oznaczmy przez P; pole podstawy czworo$cianu S;. Zauwazmy, ze wszystkie

czworos$ciany S; majg wysoko$¢ H.

Na podstawie definicji funkcji L mozemy zapisac:

L(S1) +..+L(Sn) = %P1H +.. 4+ %PnH = %(P1+...+ Py)H = %PH = L(S),

co konczy dowod Lematu 1.

Lemat 2. Dla punktu E lezacego wewnatrz czworoscianu ABCD, zachodzi réwnos¢:

L(ABCD) = L(ABCE) + L(BCDE) + L(ABDE) + L(ACDE)
Dowod:
Dany czworo$cian ABCD, wewnatrz ktorego znajduje si¢ punkt E dzielimy plaszczyzng

przechodzaca przez punkty B,D, E. Plaszczyzna ta przecina krawgdz AC w punkcie K.

D
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Na mocy Lematu 1, z ktérego wynika, ze: L(ABCD) = L(ABKD) + L(BCKD).

W oparciu o Fakt 1 i Lemat 1 otrzymujemy:

L(ABKD) = L(ABDE) + L(ABKE) + L(ADKE)
L(BCKD) = L(BCEK) + L(BDCE) + L(KCDE)
L(ABKE) + L(BCEK) = L(ABCE)
L(ADKE) + L(KCDE) = L(ACDE)

Powyzsze wielko$ci wstawmy do wzoru na objeto$¢ czworoscianu ABCD:

L(ABCD) = L(ABKD) + L(BCKD) = L(ABDE) + L(ABKE) + L(ADKE) +
L(BCEK) + L(BDCE) + L(KCDE) = L(ABCE) + L(ACDE) + L(ABDE) +
L(BDCE ) = L(ABCE) + L(BCDE) + L(ABDE) + L(ACDE).

=+

Podsumowujac, L(ABCD) =L(ABCE) + L(BCDE) + L(ABDE) + L(ACDE).

Lemat 3: Niech ptaszczyzna przechodzaca przez punkty A, B, C podzieli przestrzen na

dwie potprzestrzenie. Dla punktu E lezacego w innej potprzestrzeni niz punkt D,

takiego, ze suma czworo$cianow ABCD i ABCE jest bryla wypukla, zachodzi rowno$¢:
L(ABCD) + L(ABCE) = L(CDEA) + L(DEAB) + L(CDEB)

Dowod:
Bryte powstala z polaczenia punktu E z wierzchotkami podstawy ABC czworoscianu
ABCD, przecinamy plaszczyzng przechodzacg przez punkty E,C,D, ktora przecina
krawedz BA w punkcie K. Odcinek taczacy punkt D i E przecina CK w punkcie L.

D
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Korzystajac z Lematu 1 otrzymamy:

L(ABCD)=L(ACKD) + L(BCKD)=L(DKLA) + L(CDLA) + L(CDLB) + L(DKLB)
L(ABCE)=L(ACKE) + L(BCKE)=L(EKLA) + L(CELA) + L(CELB) + L(EKLB)
L(DKLA) + L(EKLA) + L(DKLB) + L(EKLB) = L(DEAB)

L(CDLA) + L(CELA) = L(CDEA)

L(CDLB) + L(CELB) = L(DEBC)

Podstawiajac powyzsze warto$ci do wzoru otrzymujemy:

L(ABCD) + L(ABCE) = L(DKLA) + L(CDLA) + L(CDLB) + L(DKLB) +
L(EKLA) + L(CELA) + L(CELB) + L(EKLB) =
L(CDEA) + L(DEAB) + L(DEBC)

wice L(ABCD) + L(ABCE) = L(CDEA) + L(DEAB) + L(DEBC)

Przed sformutowaniem kolejnego Lematu musimy zdefiniowa¢ kilka nowych pojec,

z ktérych bedziemy korzysta¢ w dalszej czesci pracy.

Orientacjq czworoScianu ABCD nazywamy uporzadkowanie jego wierzchotkéw
z doktadnos$cig do parzystej permutacji (np. orientacje ABCD i BADC sg takie same, sg
jednak rézne od orientacji DABC ).

Obiegiem ABC trojkata nazywamy sposOb poruszania si¢ po jego obwodzie od A do B,
potem do C i z powrotem do A. Obiegi ABC i BCA sa rowne natomiast obieg CBA jest
do nich przeciwny.

Aby okresli¢ jaki znak ma orientacja czworos$cianu wyznaczona przez uporzadkowanie
ABCD, wykorzystujemy regule sruby prawoskretnej. Sruba prawoskretna to $ruba,
ktéra podczas obracania jej ,,glowki” w kierunku przeciwnym do wskazowek zegara ,
czyli w prawo ,,wkreca si¢”.

Przyjmijmy, ze podstawa czworoscianu jest trojkat ABC, lezacy na plaszczyznie
dzielacej przestrzen na dwie potprzestrzenie. Wewnatrz trojkata umieszczamy ,,glowke”
Sruby prawoskretnej w taki sposob by o$ Sruby byta prostopadta do ptaszczyzny ABC
oraz tak by kierunek obracania ,,glowki” $ruby podczas jej wkrecania byt zgodny z

obiegiem trojkata ABC.
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Jesli wierzcholek D lezy w tej samej poltprzestrzeni co nagwintowana czgsé Sruby to
orientacja czworoscianu jest dodatnia, jesli natomiast ,,n6zka” $ruby i wierzchotek D
lezg w réznych polprzestrzeniach to orientacja czworo$cianu jest ujemna.

Orientacja czworo$cianu ABCD wyznacza (indukuje) zgodne z nig obiegi trojkatow
bedacych $cianami. Jesli orientacja ABCD jest dodatnia to zgodne z nig obiegi Scian
czworoscianu sg dodatnie, gdy patrzymy na $ciany z zewnatrz czworo$cianu. Podobnie
jest w przypadku gdy orientacja ABCD jest ujemnej tzn. zgodne z nig obiegi Scian
czworo$cianu s3 ujemne, gdy patrzymy na S$ciany z zewnatrz czworoscianu.
Dla orientacji czworo$cianu ABCD za zgodne z nig obiegi $cian przyjmujemy: ABC,
-ABD ,ACD, -BCD, gdzie -PQR oznacza obieg przeciwny do obiegu PQR.
Aby wyznaczy¢ obiegi Scian wykreslamy kolejne litery z ciggu ABCD i dopisujemy na
przemian znak +1 - .

Indukowane obiegi $cian nie zmieniajg si¢ gdy uporzadkowanie wierzchotkéw
czworoscianu zmienimy parzystg permutacjg.

Zorientowang pojemnoscig [ABCD] czworoscianu ABCD z wybrana orientacja
nazywamy iloczyn znaku orientacji i wartosci funkcji L dla tego czworo$cianu:

[ABCD] =+ L(ABCD) — gdy orientacja jest dodatnia,

[ABCD] = - L(ABCD) — gdy orientacja jest ujemna.

W przypadku gdy punkty A, B, C, D leza w jednej plaszczyznie przyjmujemy, ze
zorientowana pojemnos¢ [ABCD] ma zerowg wartosc.

Zorientowang pojemno$¢ mozemy zapisac algebraicznie w nastepujacej postaci:
[ABCD] = %(A*B « AC )o AD = ! [AQB, AC, A%D} , gdzie [AHB, AC, AQD}

jest iloczynem mieszanym.
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Zorientowana pojemno$¢ (ABCD) zalezy od orientacji czworo$cianu i zmienia si¢ na
przeciwng przy jej zmianie. Gdy orientacja czworoscianu jest dodatnia to zorientowana
pojemnos¢ rowniez jest dodatnia. Przy zmianie orientacji czworo$cianu na ujemng, na
przyktad w wyniku nieparzystej permutacji wierzcholtkoéw zorientowana pojemnos$é

réwniez bedzie ujemna.

Ponizszy Lemat bedzie kluczowym elementem dowodu Twierdzenia 2.

Lemat 4. Dla czworoscianu ABCD i dowolnego punktu O prawdziwy jest wzor:
[ABCD] = [ABCO] - [ABDO] + [ACDQO] - [BCDO].

Dowod:
Rozpatrzmy rézne przypadki, w zaleznoSci od polozenia punktu O wzgledem

czworo$cianu ABCD. We wszystkich rozpatrywanych przypadkach orientacja
czworo$cianu ABCD jest dodatnia, wigc [ABCD] = L(ABCD).

Przypadek I: Punkt O pokrywa sie z jednym z wierzchotkow czworoscianu ABCD.
Przyjmijmy, ze punkt O pokrywa si¢ z punktem B.

A B=0

Punkty A, B, C, O leza w jednej plaszczyznie wigc [ABCO] = 0, podobnie punkty A,
B, D, OiB, C, D, O, wiec [ABDO] = 0 i [BCDO] = 0. Obieg zorientowanego
czworoscianu ACDO jest dodatni wiec [ACDO] = L[ACDQO]. Podstawmy wartosci do

wzoru otrzymamy, ze:

L(ABCD) = L(ACDO),

réwnos¢ ta jest prawdziwa. W przypadku gdy punkt O pokrywa si¢ z innym

wierzchotkiem czworoscianu ABCD rowno$¢ uzasadnia si¢ analogicznie.
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Przypadek II: Punkt O lezy na jednej z krawedzi czworoscianu ABCD.
Przyjmijmy, ze punkt O lezy na krawedzi AB.

D

A (0] B

Punkty A, B, C, O leza w jednej ptaszczyznie wiec [ABCO] =0, A, C, D, O, tez leza
w jednej ptaszczyznie wiec [ACDOQO] = 0. Obieg [ACDOQ] jest dodatni wigc [ACDQO] =
L(ACDQ), zas$ obieg [BCDO] jest ujemny wiec [BCDO] = -L(BCDO).

Podstawiajac powyzsze warunki do wzoru otrzymujemy:

L(ABCD) = L(ACDO) + L(BCDO),

réwnos¢ ta jest prawdziwa na mocy Lematu 1. W przypadku gdy punkt O lezy

wewnatrz innej krawedzi czworoscianu ABCD roéwno$¢ uzasadnia si¢ analogicznie.

Przypadek I11: Punkt O lezy we wnetrzu jednej ze scian czworoscianu ABCD.
Przyjmijmy, ze punkt O lezy wewnatrz Sciany ABC.

D

A B
Punkty A, B, C, O leza w jednej plaszczyznie wiec [ABCO] = 0, [ABDO] i [BCDO]
majg obiegi ujemne wiec [ABDQO] = -L(ABDO), a [BCDO] = - L(BCDQ). Obieg
[ACDQ] jest dodatni wigc [ACDO] = - L(ACDO,).
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Podstawiajac powyzsze wartosci do wzoru otrzymamy:

L(ABCD) = L(ABDO) + L(ACDO) + V(BCDO),

co jest prawdziwe na mocy aksjomatu sumy. W przypadku gdy punkt O lezy wewnatrz

innej $ciany czworoscianu ABCD rownos¢ uzasadnia si¢ analogicznie.

Przypadek IV: Punkt O znajduje sie wewngtrz czworoscianu ABCD.
D

LN

[ABCQO] = L(ABCO), [ACDOJ = L(ACDOQO), gdyz obiegi [ABCO] i [ACDQ] sa
dodatnie, obiegi [ABDQ] i [BCDQ] s3 ujemne wiec [ABDO] = -L(ABDO),
[BCDOJ = - L(BCDO,). Podstawiajac te wartosci do wzoru otrzymamy:

L(ABCD) = L(ABCO) + L(ABDO) + L(ACDOQO) + L(BCDO),

roOwnos¢ jest prawdziwa na mocy Lematu 2.

Przypadek V: Punkt O lezy na zewngtrz czworoscianu ABCD, na plaszczyznie

wyznaczonej przez jednq z jego scian w taki sposob, ze wraz z wierzchotkami tej sciany

tworzy czworokgt.
Przyjmijmy, ze punkt O lezy na ptaszczyznie wyznaczonej przez trojkat ABC.
D
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Punkty A, B, C, O lezag w jednej plaszczyznie wiec [ABCQO] = 0, orientacja [ABDO]
jest ujemna wiec [ABDO] = -L(ABDQ), podobnie przy ujemnej orientacji [BCDO],
[BCDOJ = -L(BCDOQO). Orientacja [ACDQ] jest dodatnie wigc [ACDO] = L(ACDO)

Podstawiajagc do wzoru otrzymamy:

L(ABCD) = L(ABDO) + L(ACDO) - L(BCDO),
L(ABCD) + L(BCDO) = L(ABDO) + L(ACDO),

Jest to prawda na mocy Lematu 2. W przypadku gdy punkt O lezy na plaszczyznie
wyznaczonej przez inng $ciang czworoscianu ABCD uzasadnienie rdéwnosci jest

analogiczne.

Przypadek VI: Punkt O znajduje na zewngtrz czworoscianu ABCD, nie lezy na zadnej z
plaszczyzn wyznaczonych przez sciany czworoscianu oraz odcinek tgczgcey O z jednym z

wierzchotkow czworoscianu przecina wnetrze sciany przeciwleglej do tego wierzchotka.

A —B

Orientacje [ABCO], [ACDO], [BCDQ] sa dodatnie wigc [ABCO] = L(ABCO),
[ACDOJ] = L(ACDO), [BCDOJ = L(BCDO). Orientacja [ACDQ] jest ujemna wigc
[ACDO] = L(ACDO). Podstawiajgc do wzoru otrzymamy:

L(ABCD) = L(ABCO) + L(ABDO) + L(ACDO) — L(BCDO),
L(ABCD) + L(BCDO) = L(ABCO) + L(ABDO) + L(ACDO),

Powyzsza réwnos¢ jest prawdziwa na mocy Lematu 3.
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Przypadek VII: Punkt O znajduje na zewngtrz czworoscianu ABCD, na prostej
zawierajgcej wysokos¢ czworoscianu ABCD.
Przyjmijmy, ze punkt O lezy na prostej zawierajgcej wysokos$¢ czworo$cianu ABCD

opuszczong z wierzchotka D.

[ABCO] = L(ABCO), [ABDOQO] = L(ABDO), [BCDO] = L(BCDO) gdyz obiegi
[ABCQ], [ABDOQO], [BCDO] sa dodatnie, obiecg [ACDO] jest ujemny wigc
[ACDQ] = -L(ACDQ). Podstawiajac te warto$ci do wzoru otrzymamy:

L(ABCD) = L(ABCO) - L(ABDO) - L(ACDO) -L(BCDO),
L(ABCO) = L(ABCD) + L(ABDO) + L(ACDO) + L(BCDO)

Powyzsza réwno$¢ jest prawdziwa na mocy Lematu 2, jesli przyjmiemy, ze

rozpatrujemy czworoscian ABCO i punkt D znajdujacy si¢ w jego wngtrzu.

W przypadku gdy punkt O znajduje si¢ na prostej wyznaczonej przez wysokos¢
czworoscianu ABCD opuszczong z innego wierzchotka uzasadnienie rownosci jest

analogiczne.

Istniejg jeszcze inne przypadki dla punktu O potozonego na zewnatrz czworo$cianu
ABCD, m. in:
- punkt O lezy na prostej zawierajagcej krawedz czworoscianu ABCD,
- punkt O lezy na plaszczyznie wyznaczonej przez Sciang czworoscianu ABCD,
wraz z dwoma sposrdd jej wierzchotkow tworzy trojkat, w ktorym zawiera si¢

cala $ciana
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punkt O lezy tak jak na ponizszym rysunku

D

(0]

Dowody tych przypadkow sg analogiczne jak dla przypadkow I — VII. Dla wszystkich

mozliwych potozen punktu O wzgledem czworo$cianu ABCD Lemat 4 jest prawdziwy.

Lemat 5. Jesli czworoscian S jest sumg niezachodzgcych na siebie czworoscianow S,

to: L(S) = XL(S, ).

Dowod':
Oznaczmy wierzchotki czworoscianow S; przez Aj, B, Cj, D; tak aby orientacja

[AiBiCiDj] byta dodatnia, wtedy korzystajac z Lematu 4 mozemy zapisac:

L(S)ZZ[A/‘B‘C/‘D/] 22([AIB/'CIO]+ [BIAIDIO]+ [A/CiDio]+ [CIBIDIO])

c
AN A‘Agfb{(vg) V\
T A2

?{4‘ TN
2NN
RN

Zauwazmy, ze trojkaty bedace Scianami czworoécianow S; mozemy podzieli¢ na dwie

grupy, ze wzgledu na rodzaj ich cz¢éci wspélnej ze Scianami czworoscianu S.
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Oznaczmy przez T, trojkaty, ktore zawierajg si¢ w jednej ze $cian czworo$cianu S,
natomiast przez Tw oznaczmy te trojkaty, ktorych wnetrze zawiera si¢ wewnatrz S.
Zauwazmy, ze dowolny trojkat Tw jest $ciang dwoch roznych czworoscianow S;.
Trojkaty T, sa $ciang dokladnie jednego czworoscianu S; Oznaczmy przez XYZ
wierzchotki dowolnego trojkata Tw. Wybierzmy te sposrdéd czworo$cianéw Sj, ktorych
wspoélng $ciang jest trojkat XYZ, oznaczmy je jako XYZP i XZYQ tak jak na ponizszym
rysunku.
V4 Q

Korzystajac z Lematu 4 wiemy, ze:

L(XYZP) = [XYZP] = [XYZO] — [XYPO] + [XZPO] — [YZPO],
L(XZYQ) = [XZYQ] = [XZYO] - [XZQO] + [XYQO] - [ZYQO].

Wielkosci L(XYZP) i L(XZYQ) sa sktadnikami ¥ [A,B,C,D, ], po dodaniu ich do siebie

[XYZQO] i [XZYQO] zredukuja si¢, gdyz [XYZO] = -[XZYO]. Wszystkie sktadniki typu
[XYZO] wystepujace w rOwnaniu na Z[A,B,C,D,], dla ktorych trojkat XYZ jest typu

Tw, ulegng parami redukcji wiec przy obliczaniu L(S) mozemy je poming¢.
Wynika stad, ze do obliczenia L(S) wystarcza nam wielkosci [XYZO], gdzie XYZ jest
trojkatem T, ktory w calo$ci zawiera si¢ w Scianie czworo$cianu S. Oznaczmy

wierzcholki tych trojkatow przez XiYiZi
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Trojkaty X;YiZi catkowicie wypelniajg Sciany czworoscianu S, oraz kazdy taki trojkat
zawiera si¢ tylko w jednej $cianie. Jesli XaYaZa sg trojkatami zawierajacymi si¢ w

$cianie ABC czworo$cianu S, to w Z[A,B,.C,D,.] pojawig si¢ wielkosci [X,Y,Z,0],

gdzie czworosciany Xa2YaZzO maja jednakowa wysokos$¢. Obiegi XaYaZa ogladane
z zewnatrz czworoscianu S sg takie same jak obieg ABC. Jest to wynik podziatu
czworoscianu ABCD na dodatnio zorientowane czworosciany.

Korzystajgc z Lematu 1 otrzymamy, ze: >, [X Y. Z O] = [ABCO], bo albo sg to

a a—a

wielko$ci L(XaYaZaO), - L(XaYaZaO) lub 0 w zaleznos$ci po ktorej stronie lezy
punkt O. Podobnie dzieje si¢ dla pozostatych trojkatow X;YZ;. Tak wiec
> [X R 4v4 bO] = [ADBO], dla trojkatow Xp YsZp, zawierajacych sie¢ w Scianie ABD

b

czworos$cianu S, Z[X Y Z O] = [ACDO], dla trojkatow XcYcoZc , zawierajacych sig

w $cianie ACD czworoscianu S, oraz Y.[X,Y,Z,0] = [BDCO] jesli XaYoZa sa
d

trojkatami zawartymi w Scianie BCD czworoscianu S. Podstawmy powyzsze wartosci

do wzoru na L(S):

L(S) =§ij[A,B,C,D, | =(z[x Y,Z,0] + §[vabzbo] + ¥[X,Y,z,0] +

a a—a c c—¢c
a c

> [xdvdzdo]) = ((ABCO]+[ADBO]+[ACDO]+[BDCO]) =

d

((ABCO]-[ABDO] + [ACDO] - [BCDO)).

Udowodnienie Lematu 5, konczy nam rownoczesnie dowod Twierdzenia 2.

Majac udowodnione Twierdzenie 1 1 Twierdzenie 2 mozemy stwierdzi¢, ze
aksjomaty objetosci sa niesprzeczne. Swiadczy o tym fakt, ze funkcja L(S), ktora
skonstruowalismy bez odwotania si¢ do pojgcia objetosci, spelnia wszystkie

aksjomaty.

Whiosek:

Aksjomaty objetosci sg niesprzeczne.
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4. Niezaleznos¢ aksjomatow objetosci.

W rozdziale tym zostanie udowodniona niezalezno$¢ aksjomatow objetosci z
pomini¢ciem niezalezno$ci aksjomatu monotonicznosci. Dla niesprzecznego uktadu
aksjomatow A1, Ao, ... , An aksjomat Ap jest niezalezny od aksjomatow Ay, Ao, ..., An-1
jesli nie da si¢ go wyprowadzi¢ logicznym rozumowaniem z tych aksjomatow.

Jesli znajdziemy funkcje, dla ktorej spelnione sa wszystkie aksjomaty A1, Az, ..., An-,
natomiast aksjomat Ap nie jest spetniony, to aksjomat An jest niezalezny od pozostalych

aksjomatow.

4.1 Niezaleznos$¢ aksjomatu jednostki.

Niech funkcja K(W), dla dowolnego wielo$cianu bgdzie zdefiniowana nastepujaco:
KW) :=2-L(W),

gdzie L(W) jest funkcjg zdefiniowang w poprzednim rozdziale. Sprawdzmy, ktore

aksjomaty spetnia zdefiniowana funkcja K(W).

Aksjomat jednostki.

Obliczmy ile wynosi K(S) dla S bedacego szescianem o krawedzi dtugosci 1:
KS)=2-L(S)=21=2

Funkcja K(W) nie spelnia aksjomatu jednostki. Gdyby aksjomat ten byt spelniony to dla

szescianu jednostkowego S, funkcja K(S) = 1, a tak nie jest.

Aksjomat monotonicznosci.

Niech M i N beda takimi wieloscianami, ze M — N, wiec z aksjomatu monotonicznosci

wiemy, ze L(M) < L(N). Mnozac obie strony nierownos$ci przez 2 otrzymamy, ze:
2-L(M) <2 -L(N) = KM) < K(N),

wiec aksjomat monotonicznos$ci jest spetniony.

Aksjomat przystawania.

Niech P i T beda przystajacymi do siebie wielo$cianami. Z aksjomatu przystawania

wiemy, ze L(P) = L(T). Mnozac obie strony rownos$ci przez 2 otrzymamy, ze:
2-L(P)=2-L(T) = K(P) =K(T),

wiec aksjomat przystawania jest spelniony.
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Aksjomat sumy.

Niech wieloscian D = AU B. Z aksjomatu sumy wiemy, ze L(D) = L(A) + L(B).

Obliczmy ile wynosi K(D).
KD)=2-L(D)=2-(L(A)+L(B))=2-L(A)+2-L(B)=K(A) + K(B).

Okazato si¢, ze K(D) = K(A) + K(B) dla D = AU B, wigc aksjomat sumy jest spetniony.

Zdefiniowana przez nas funkcja K(W) spelnia wszystkie aksjomaty z wyjatkiem
aksjomatu jednostki. Oznacza to, ze aksjomat jednostki jest niezalezny od pozostatych

aksjomatow.

4.2 Niezaleznos$¢ aksjomatu przystawania.
Dla ptaszczyzny /77 zawierajacej jedna ze S$cian czworoscianu S, funkcje G(W)
definiuje si¢ nastepujaco:

G(W) :=P,
gdzie P jest polem przekroju bryly W z ptaszczyzng 77 . Sprawdzmy, ktore aksjomaty
spetia zdefiniowana funkcja G(W).

Aksjomat jednostki:
Przekroj sze$cianu S z ptaszczyzna /7 jest kwadratem o boku dtugosci 7:
G(S)=11=1,

to oznacza, ze aksjomat jednostki jest spetniony.

Aksjomat monotonicznosci:

Niech M i N beda takimi wieloscianami, ze M < N, oraz pole przekroju brylty N z
ptaszczyzna /1 wynosi Py, natomiast pole przekroju bryty M z ptaszczyzna /7 wynosi
Pum. Zauwazmy, ze skoro M < N, to P, < P,, tak wiec G(M) < G(N), czyli aksjomat

monotonicznosci jest spetniony.

Aksjomat przystawania:

Niech P i T bedg sze$cianami o krawedzi dtugosci 7 takimi, ze podstawa szeScianu P
lezy na ptaszczyznie /7 , natomiast przekroj szescianu T z plaszczyzng /71 jest zbiorem
pustym. Zauwazmy, ze¢ P i T sg do siebie przystajace, ale G(P) = 1, a G(T) = 0, tak

wiec aksjomat przystawania nie jest spetniony.
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Aksjomat sumy:
Dla niezachodzacych na siebie bryt A i B przekroj bryty A z ptaszczyzng /7 oznaczmy
przez Pa, natomiast przekrdj bryly B z plaszczyzna 71 przez Pp. Zauwazmy, ze
przekrdj Pp bryly D powstatej z dodania do siebie wieloscianéw A i B jest rowny sumie
Pau PB, przy czym przekroje te sg figurami niezachodzacymi na siebie. Dostajemy
wtedy:

G(D)=G(AuB)=G(A) + G(B) = Pa + Ps,

czyli aksjomat sumy jest spetniony.

Zdefiniowana przez nas funkcja G(W) spetlnia wszystkie aksjomaty z wyjatkiem
aksjomatu przystawania. Oznacza to, ze aksjomat przystawania jest niezalezny od

pozostatych aksjomatow.

4.3 Niezalezno$¢ aksjomatu sumy.
Dla wieloscianow W okreslmy funkcje F(W) nastepujgco:
5,gdy LIW)>5
F(w) =128V (W)
L(W), gdy L(W)< 5

sprawdzmy, ktore aksjomaty spetnia zdefiniowana funkcja F(W).

Aksjomat jednostki:
Dla sze$cianu S o krawedzi diugosci 7 funkcja F(S) wynosi 1, wiec aksjomat jednostki

jest spetniony.

Aksjomat monotonicznosci:

Niech M i N beda takimi wieloscianami, ze M c N. Gdy L(M) < 51 L(N) < 5, to
F(M) = L(M), a F(N) = L(N). Funkcja L(W) spelnia aksjomat monotonicznosci, wigc
L(M) < L(N), czyli F(M) < F(N). Jesli L(M) > 51 L(N) > 5,to F(M) = F(N) = 5.
W przypadku gdy L(M) < 5, a L(N) > 5 wartos¢ F(M) = L(M), natomiast F(N) = 5,
wiec F(M) < F(N). Tak wigc dla wszystkich wielo$cianéw funkcja F(W) spetnia

aksjomat monotonicznosci.
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Aksjomat przystawania:

Niech P i T sa przystajacymi do siebie wieloScianami. Wtedy na mocy aksjomatu
przystawania zachodzi L(P) = L(T). W przypadku gdy L(P) = L(T) < 5 wartos¢ funkcji
F(P) = F(T). Jesli L(P) = L(T) > 5, to F(P) = F(T) = 5. Oznacza to, ze aksjomat

przystawania jest spetniony.

Aksjomat sumy:
Oznaczmy przez D bryle powstala z dodania do siebie wieloscianéw A i B takich, ze
L(A) =4i1L(B) = 3. Zauwazmy, ze:
F(D)=F(AuB) =5,
F(A)+FB)=LA)=LB)=3+4=7
Z powyzszych réwnosci wynika, ze F(D) =F(AuB) #F(A) + F(B). Oznacza to, ze

aksjomat sumy nie jest spetniony.

Zdefiniowana funkcja F(W) spetnia wszystkie aksjomaty z wyjatkiem aksjomatu sumy.

Oznacza to, ze aksjomat sumy jest niezalezny od pozostatych aksjomatow.

4.4 Niezaleznos¢ aksjomatu monotonicznosci.
Podczas uzasadniania niezalezno$ci aksjomatu monotoniczno$ci skorzystamy z istnienia
funkcji f gdzie f : R— R, majaca nastgpujace wlasnosci:

L. V,yir Vaug F(9-X) = q-F(X),

2.V, yer F(X+y)=1f(x)+1(y),

3. V,q f(q)=q,

4. fnie jest funkcja tozsamos$ciows.
Uzasadnienie, ze taka funkcja istnieje pomijamy.
Dla wieloscianow W funkcja H zdefiniowana jest nastepujaco: H .= f (L(W)).
Sprawdzmy, ktore aksjomaty spetnia zdefiniowana funkcja H(W).

Aksjomat jednostki.
Dla szescianu jednostkowego S wartos¢ funkcji H(S) wynosi:
H(S) = f(L(S)) = f(1).
1 jest liczbg wymierng wiec korzystajac z 3 wlasnosci funkcji f otrzymamy, ze f(1) = 1.

Aksjomat jednostki jest spetniony przez funkcje H(S).
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Aksjomat monotonicznosci.
Funkcja f nie jest funkcjg tozsamosciows, wigc musi istnie¢ co najmniej jedna
warto$¢ X € R, dla ktorej f(x) # x. Przyjmijmy, ze x >0. Jesli x<O to zamiast X bierzemy
liczbe do niego przeciwna, czyli —x, wtedy f(-x) = f((-1)-x) = -1-f(x) = -f(x) i -x = f(-x)
Zatézmy, ze f(x) > x. Wybierzmy dowolng liczb q € Q, lezaca w przedziale (x, f(x)),
zauwazmy, ze dla takich warto$ci zachodzi ponizsza nierownos$¢:
X <q <f(x).
Skoro q € Q, to z wlasnosci funkcji f wynika, ze f(q) = q. Wstawiajac f(q) w miejsce q
W powyzszej nierdwnosci otrzymamy, ze:
x < f(q) <f(x).
Tak wigc x <q 1 f(q) <f(x).
Jesli f(x) < x, to zawsze znajdziemy takie ¢ € Q, ktore lezy w przedziale (f(x), x).
Dla takich warto$ci zachodzi nastgpujaca nierownos¢:
f(x) <q <x.
Podobnie jak we wczesniejszym przypadku z tego, ze ¢ € Q wynika, ze q = f(q), wigc:
f(x) <f(q) <x,
tak wiec x >q i f(q) > f(x).
Z powyzszych obliczen wynika, ze dla funkcji fistniejg takie liczby z i y, ze:
y <zalef(y) > f(z).
Niech M <N, oraz M bedzie czworoscianem o podstawie o polu 7 i wysokosci Y,
natomiast N niech bedzie czworo$cianem o wysokosci z, ktorego podstawa jest figura

przystajacg do podstawy czworo$cianu M. Pole podstawy czworo$cianu N wynosi 7.

Zauwazmy, ze L(M) = %-1-y, aL(N) =% -1-z, oraz L(M) < L(N). Obliczmy wartosci
funkcji H dla tych wielo$cianow:

H(M) = f(L (M)) = f(=-1-y) =f(Zy) =+ f(y)

H(N) = f(L (N)) f(% 1z) = f(%z) = %-f(z)
Wiemy, ze f(y) > f(z), a wiec %-f(y) > %-f(z), czyli H(M) > H(N). Aksjomat

monotonicznos$ci nie jest spetniony.
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Aksjomat przystawania.
Dla P i T bedacych przystajacymi do siebie wicloScianami mamy L(P) = L(T).
Niech L(P) = L(T) = x, dla xe R, wtedy:
H(P) = f(L(P)) = f(x),
H(T) = f(L(T)) = f(x),
tak wiec H(P) = H(T). Aksjomat przystawania jest spetniony.

Aksjomat sumy.
Wiemy, ze dla wieloscianu D = AU B zachodzi wtasnos¢ L(D) = L(A) + L(B).
Korzystajagc z wilasnosci 2 funkcji f obliczmy ile wynosi wartos¢ funkcji H dla

wielo$cianu D:
H(D) =f(L(D)) = f(L(A) + L(B)) =f(L(A)) + f(L(B)) = H(A) + H(B),

tak wigc aksjomat sumy jest spelniony.
Zdefiniowana funkcja H(W) spetnia wszystkie aksjomaty z wyjatkiem aksjomatu

monotonicznosci. Oznacza to, ze aksjomat monotoniczno$ci jest niezalezny od

pozostatych aksjomatow.
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