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Wstep

Tematem niniejszej pracy magisterskiej jest zorientowane pole wielokatow. W
matematyce pojecie zorientowanego pola odnosi si¢ do wielokatow.

Gtéwnym celem mojej pracy jest wykazanie korzy$ci wynikajacych z wprowadzenia
pojecia zorientowanego pola dla wielokatow.

Na calo$¢ mojej pracy magisterskiej sktada si¢ 6 rozdziatow.

W pierwszym rozdziale definiuje pojecie zorientowanego pola trojkata, jak réwniez
staram sie wskazaé na korzyéci wynikajace z wprowadzenia tego pojgcia w
odniesieniu do tréjkatow. W rozdziale drugim znajduj¢ wzor na zorientowane pole
trojkata w geometrii analitycznej.

Rozdzial trzeci jest dobra ilustracja dla zastosowania tego pojecia przy rozwiazywaniu
prostych zadan.

W nastepnych rozdzialach rozszerzam pojecie zorientowanego pola na
wielokaty. Wykorzystujac nowe pojecie wyprowadzam w rozdziale 5 wzoér na pole
dowolnego wielokata zadanego w uktadzie wspotrzednych.

W ostatnim rozdziale mojej pracy rozszerzam pojecie zorientowanego pola na
wielokaty gwiazdziste. Moja uwaga w tym rozdziale jest skupiona na poszukiwaniu
odpowiedzi na pytanie o interpretacj¢ geometryczna tego pojecia.

Mysle, ze podjety przeze mnie temat jest na tyle ciekawy, ze zainteresuje nim

ucznia zdolnego.




ROZDZIAL 1

Okreslenie zorientowanego pola dla tréjkatow

1.1 Definicja pojecia zorientowanego pola

W pierwszym rozdziale swojej pracy przedstawie definicje, ktore beda
stanowily podstawe do dalszych rozwazan. W szczegélnosci bede omawiaé w tej
czeSci pracy pojecie zorientowanego pola trojkata. Postaram sie rowniez wskazaé na
korzys$ci wynikajace z wprowadzenia tego pojecia.

Rozwazmy trojkat ABC. Wymieniajac wierzchotki w takiej kolejnosci lub w

porzadku B C A, czy C A B okreslamy pewien kierunek obiegu na obwodzie trdjkata.
Wyjasniajac dokladniej, obieg trojkata to wskazanie kierunku poruszania si¢ po
obwodzie trojkata. A zatem, okreslajac obieg A B C poruszamy si¢ po obwodzie
trojkata w nastepujacy sposob: najpierw od wierzchotka A do B, potem od
wierzchotka B do C i wreszcie od wierzchotka C do A.
Kierunek obiegu taki, jak przedstawiono na rys.l nazywamy dodatnim, a kierunek
wskazany na rys. 2 jest ujemny. Mozemy zatem sformulowaé zasadg: obieg w
trojkacie bedzie dodatni, jesli kierunek obiegu bedzie przeciwny do ruchu wskazowek
zegara, natomiast A bedzie mial obieg ujemny wtedy, gdy kierunek obiegu bedzie
zgodny z ruchem wskazowek zegara.

C C

Rys.1 Rys. 2

Definicja 1.1.1 Tréjkaty o ustalonym na obwodzie kierunku obiegu nazywamy

trojkqtami zorientowanymi.




W zwiazku z tym definiujemy pole zorientowanego trojkata w nastepujacy sposob:

Definicja 1.1.2 Pole tréjkqta o obiegu dodatnim réwna sie jego polu w
znaczeniu geomelrii elementarnej, tj. rowna sie potowie iloczynu podstawy tréjkqta
przez jego wysokoSé, jest, wiec liczbq dodatniq.

Pole tréjkqta o obiegu ujemnym rowna sie liczbie przeciwnej do potowy iloczynu

podstawy przez wysokos¢, czyli jest liczba ujemnq (poréwnaj [K], str.31-32).

Wprowadzenie takiej definicji pozwala uja¢ og6lniej pewne prawidtowosci

geometryczne, co postaram si¢ wykaza¢ w dalszej czeSci tego rozdziatu.

Przyjmuje istotne oznaczenia:

= Pole trojkata zorientowanego ABC, dokladniej trjkata, ktorego wierzcholki
zadane sa w kolejnosci A, B, C, liczone wedtug podanej definicji, oznaczaé
bede 4BC.

= Pole trojkata o wierzchotkach A, B, C, gdzie orientacja nie odgrywa roli,
oznaczaé bede przez | ABC|.

= W przypadku gdy punkty A, B, C beda wspolliniowe przyjmuje, ze wielkosé
4BC =0.

Dany jest trdjkat o wierzchotkach A, B, C; laczymy wierzchotek C z punktem P
dowolnie wybranym na prostej AB, ( ale réznym od A i B). Opisana sytuacja
przedstawiona jest na rysunkach 3, 4, 5, dla réznych potozen punktu P wzgledem
punktow A i B.
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Bede poszukiwata odpowiedzi na pytanie o wielko$¢ pola tréjkata ABC, o ile znane sg
pola tréjkatow APC, BPC.
Rozwazajac zwykle pole nie otrzymamy jednoznacznej odpowiedzi na zadane pytanie,
poniewaz w kazdym przypadku pokazanym na kolejnych rysunkach, pole A ABC
zostanie zapisane inaczej:

® narys. 3 mamy |4BC|=|APC|+PBC]|

= narys. 4 mamy |4BC|=|4PC| - |PBC|

» narys. S mamy |ABC|=|PBC]| - |APC]
Bazujac na definicji pola trojkata zorientowanego otrzymujemy jasna odpowiedz na

pytanie, a mianowicie w kazdym z trzech przypadkow otrzymujemy wzor:

ABC = APC + PBC

Dzigki wprowadzeniu definicji pola zorientowanego mamy wzoér ogdlny
uwzgledniajacy wszystkie przypadki, gdyz pola trojkatow:

® narys. 3 wszystkie sa dodatnie;

= narys. 4 pola ABC i APC sa liczbami dodatnimi natomiast PBC jest ujemne;

= narys. 5 pola ABC i PBC sa liczbami dodatnimi, a pole APC jest ujemne.
Fragment tego rozwazania przedstawilam w ujeciu S. Kulczyckiego ( [K], str.32-33).

Dla uzyskania pelnego obrazu sytuacji nalezy przesledzi¢ jeszcze przypadek,

gdy punkt P pokryje sie z ktorymkolwiek sposrod punktéw A i B.

Nie wykonujac rysunku tatwo wywnioskowaé, ze wzor ABC = APC + PBC jest

prawdziwy, poniewaz ze wzgledu na orientacj¢ pole A APC przyjmuje wartosé

dodatnig, natomiast wielkos¢ PBC jest rowna zero, bo punkty B, C, P sg

wspotliniowe.
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1.2 Wazny wzér

W tym podrozdziale bede stawiala pytanie o wielko$é pola trojkata ABC w
przedstawionych ponizej sytuacjach.

Rozwazmy trojkat ABC. Laczac wierzcholki tego trojkata z punktem P ¢ AB,
BC, CA powstaja trojkaty ABP, BCP, CAP (rys. 6).

C

Rys. 6

Pojmujac pole w sensie zwyklym z rysunku 8 wynika, ze:
|ABC| =|4BP| + |BCP| + |CAP|
Jesli natomiast uwzglednimy definicje pola zorientowanego, a zatem wezmiemy pod

uwage orientacje tych trojkatow (jak wynika z rysunku wszystkie wskazane tréjkaty

maja obieg dodatni) mozemy zapisaé wzdr:

ABC = ABP+ BCP + CAP
W mysl rozwazanego w poprzednim podrozdziale wzoru, powyzszy wzor powinien
by¢ rowniez uniwersalny dla kazdego polozenia punktu P, co postaram sie uzasadnié.
W dalszej czgsci tego podrozdziatu bede analizowata kolejne mozliwe przypadki.
1) Punkt P lezy na jednym z bokéw trojkata, Pe AC (rys.7)
C

Rys. 7




Myslac o polu w sensie zwyklym zapisujemy: |4BC|=|4BP|+|BCP|,natomiast majac

na wzgledzie orientacje tych trojkatéw mozemy zapisaé: ABC = ABP+ BCP +CAP,
poniewaz trojkaty ABC, ABP, BCP sg zorientowane dodatnio, a CAP =0 ze wzgledu
na to, ze punkty A,P,C sa wspolliniowe.

Chciatabym réwniez podkresli¢, ze podobny wynik pojawitby sig, gdyby punkt P lezal
na ktérymkolwiek z pozostatych bokéw A ABC, a prowadzone rozumowanie

przebiegatoby w analogiczny sposob.

2) Punkt P lezy na przedtuzeniu jednego z bokow trojkata (rys.8).

P«
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Rys. 8

Analizujac rysunek i majac na uwadze pojecie pola w sensie zwyklym mozemy
zapisac: |ABC|=|4BP|—|CAP|. |

Uwzgledniajac orientacje tych trojkatow dochodzimy rdéwniez do wniosku, ze

prawdziwy jest wzor ABC = ABP+ BCP + CAP, poniewaz trojkaty ABC, ABP sa

zorientowane dodatnio, A CAP jest zorientowany ujemnie, a wielko$¢ BCP jest rowna ‘
zero, bo punkty B, C, P sa wspotliniowe.

Oczywiscie nalezy rdwniez uwzglednié¢ sytuacje, w ktérych punkt P bedzie lezal na
przedluzeniu ktéregokolwiek z pozostaltych bokéw A ABC. Uzyskany wynik bedzie

podobny, a rozumowanie do tego prowadzace bedzie przebiegalo analogicznie.

£ |




3) Punkt P lezy na zewnatrz A ABC w obszarze ograniczonym jednym z bokdéw
trojkata oraz dwiema potprostymi przedtuzajacymi pozostate dwa boki,
(rys. 9). |

Rys. 9

Zapisujemy |4BC|=|4BP|+|BCP|-|CAP

, natomiast, jesli wezmiemy pod uwage

orientacj¢ poszczegdlnych trojkatéw ( trdjkaty ABC, ABP oraz BCP zorientowane

dodatnio, a A CAP ujemnie) otrzymujemy zndéw ABC = ABP + BCP + CAP .
Do tego samego wniosku dojdziemy w momencie gdy punkt P bedzie lezat w
ktérymkolwiek z dwoch pozostatych obszaréw tego samego typu, a uzasadnienie
bedzie przebiegato w podobny sposob.
4) Punkt P lezy na zewnatrz trojkata ABC w obszarze ograniczonym przez dwie
polproste wychodzace z jednego wierzchotka, bedace przedluzeniem
sasiednich bokdéw tréj};\aja (rys. 10).

\‘
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W tym przypadku pole A ABC buduja nastepujace pola trojkatow:
|ABC| =|BCP|—|CAP|-|4BP|.

Jesli jednak znowu uwzglednimy pojecie pola zorientowanego prawdziwy bedzie wzor

ABC = ABP + BCP + CAP , poniewaz trojkaty ABC i BCP sa zorientowane dodatnio,
natomiast trojkaty CAP oraz ABP sa zorientowane ujemnie.

Roéwniez i w tym przypadku nalezy zwrdci¢ uwage na to, ze jesli punkt P umie$cimy
w dwodch innych mozliwych obszarach tego typu i przeprowadzimy analogiczne

rozumowanie, otrzymamy porownywalny wynik.,

5) Jako ostatni rozpatrzymy przypadek, gdzie punkt P bedzie pokrywal si¢ z
jednym z wierzchotkdw trojkata ABC, P =B (rys. 11).

C

>
Rys. 11

Rozpatrujac pole A ABC z rysunku 11 wnioskujemy, ze |4BC|=|CAP|.

A zatem czy prawdziwy jest wzdr ABC = ABP + BCP + CAP uwzgledniajacy orientacje
pol ?

Odpowiadajac na pytanie analizuj¢ orientacje wskazanych trojkatow.

Tréjkaty ABC, CAP sg zorientowane dodatnio, natomiast wielko$ci ABP i BCP sq
réwne zero, poniewaz punkty A, B, P jak i punkty C, B, P sg wspotliniowe.

Nalezy réwniez doda¢, ze jesli punkt P bedzie si¢ pokrywal z ktérymkolwiek innym

wierzchotkiem trojkata, to przeprowadzajac analogiczne rozumowanie wyciagniemy

identyczne wnioski.




| B

Wynik catego rozumowania mozna podsumowac stwierdzeniem, ze wzor

ABC = ABP + BCP + CAP

jest na tyle uniwersalny, ze mozna si¢ nim postugiwaé niezaleznie od tego, ktdry
przypadek zachodzi.

Rozwazania prowadzone byly w tym rozdziale przy zalozeniu, ze tréjkat ABC
jest zorientowany dodatnio. Nalezy jednak podkresli¢, ze calo$¢ rozumowania bedzie
dotyczy¢ roéwniez sytuacji, w ktorej wyjsciowy trojkat ABC bedzie zorientowany

ujemnie, a w takim przypadku argumentacja bedzie przebiega¢ analogicznie.

10
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ROZDZIAL 2

Wz6r na zorientowane pole w geometrii analitycznej

Celem tego rozdzialu jest znalezienie wzoru na zorientowane pole dowolnego
trdjkata w geometrii analityczne;j.

Rozpatruje najpierw trojkat OAB, ktérego jednym z wierzcholkow jest
poczatek ukladu wspdtrzednych. Jego wierzchotki w biegunowym ukladzie
wspdtrzednych maja odpowiednio wspohrzedne  A(r,0,), B(r,a,) (rys.12).

Zaktadamy, ze punkty A i B potozone sa jak na rysunku.

vt

B<r2,a2>

A <r1,oc1)

‘ Rys. 12

Poszukiwania rozpoczng od przypomnienia wzoru na pole trojkata majac dane
dtugosci dwoch bokow i rozwartos¢ kata zawartego miedzy nimi.

|
|
|
Niech boki trojkata maja dtugosci 7 i #', a rozwarto$¢ kata to y (rys. 13). |
|

Wysokos$¢ opuszezona na bok o dhugosci » ma dhugos¢ |r'siny|. Wobec tego pole

- .
trojkata wynosi il lsin y].
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Rys. 13

A zatem korzystajac z powyzszego wzoru pole trojkata OAB przedstawionego na
rysunku 12 mozemy zapisac: |OAB| :%rlr2 sin(a, —a,).
Stosujac wzor na sinus roznicy mamy:
|04B| :%rlr2 (sine, cosa, —sina, cosa, ),
wykonujac proste rachunki mozemy zapisaé
|OAB| = %(r2 sina, , cosa, — 1, sin a7, cosa, ).
Dokonujac zamiany uktadu na kartezjafski, gdzie punkty maja odpowiednio
wspotrzedne (x;, y;) i stosujac wzory przejscia , a mianowicie:
X, =r;cosa,, y, =r,sina,

otrzymujemy

1
’OAB, :E(xlyz - xzyl)'

Ten wzdr jest prawdziwy tylko dla opisanego potozenia punktéw A i B, a dokfadniej,
gdy a, >a,. Jesli natomiast miedzy katami bedzie zalezno§¢ taka, ze o, <o, wtedy
sin(a, —a,) bedzie liczba ujemna, a w zwiazku z tym wyrazenie wystepujace we
wzorze bedzie rowniez liczba ujemna, przeciwng do pola A OAB.

Warto réwniez zwréci¢ uwage, ze a, >a, gdy obieg tréjkata OAB jest dodatni,

natomiast o, <a,, gdy obieg A OAB jest ujemny.
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A zatem reasumujac mozemy zapisac zorientowane pole A jednolitym wzorem:
— ]
OAB = 5(x1y2 _xzyl) (%),

ktory dla A OAB zorientowanego dodatnio przyjmuje warto$¢ dodatnia, natomiast dla
A OAB zorientowanego ujemnie jest liczba ujemna.

Do dalszych rozwazan konieczne jest przypomnienie pojecia wyznacznika pary
wektorow. Wprowadzenie tego pojecia pozwoli przeformutowac wzor () w terminach

wyznacznika.

Definicja 2.1 Niech u= [ a1 ay], 7 = [bi, by] beda wektorami na ptaszczyznie
zadanymi za pomoca wspdlrzednych. Wyznacznikiem pary wektorow nazywamy
liczbe:

dlev)=|" Tl =arbi-asb,

1 2

Interpretujac powyzszy wzdér mozna zauwazyc, ze

OAB=—(x,y, ~x,7,) = -{04,08)

A zatem nasuwa si¢ wniosek:

Fakt 2.2 Gady u iy sq wektorami na plaszczyznie zadanym za pomocq ‘
wspotrzednych, a A OAB jest takim tréjkqtem, ze OA=u, OB=v to wyznacznik d (;,;) |
réwna sie podwojonemu polu tréjkqta OAB bqd? liczbie przeciwnej do podwojonego
pola A OAB. Pierwszy przypadek zachodzi, gdy obieg trdjkqta OAB jest dodatni, drugi

za$ gdy obieg trojkqta OAB jest ujemny. Mozemy, zatem zapisaé OAB:%d(;, ;)

(porownaj [St], str.194-195).

d Skoro jest juz jasne jak policzy¢ zorientowane pole A, ktérego jeden z ‘

wierzcholkow pokrywa si¢ z poczatkiem uktadu wspotrzednych, sprébuje znalezé

13
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przepis na zorientowane pole trdjkata PQR dowolnie umiejscowionego w ukladzie

wspolrzednych (rys. 14).

Rys. 14

Trojkaty OAB i PQR sg przystajacymi trojkatami zbudowanymi na wektorach uiv
(patrz rys. 14). ‘

Poniewaz wyznacznik d(z_z:;) nie zalezy od tego, w ktorym punkcie na plaszczyznie

zaczepione sg wektory uiv stad wynika, ze d(&,@): d(P—Q,ﬁé)

Jasnym jest réwniez fakt, ze obiegi przystajacych trojkatow OAB i PQR majq takie
| same znaki, wiec O4AB = POR .

Stad mozemy wywnioskowac¢, ze

POR=—d (PO,PR) %

Wzér ten jest jednoznaczny z odpowiedzig na pytanie o sposdb na obliczanie pola

‘ dowolnego trojkata w uktadzie wspétrzednych.

14

—




ROZDZIAL 3

Proste zastosowania

Przedmiotem rozwazan w tym rozdziale bedq proste zastosowania wynikajace z
wprowadzenia definicji pola zorientowanego. Zaprezentuje kilka przyktadéw zadan,

ktore zilustrujg przydatnos¢ tego pojecia, nadadzg praktyczny sens tej definicji.

Zadanie 3.1 Dane sq punkty A(-2,-3), B(3,2) oraz:  a) C(2,0), D(5,0)
b) C(0,0), D(5,0)
Czy punkty C i D lezq po tej samej stronie prostej AB ? Zadanie rozstrzygnij bez
rysowania punktow w uktadzie wspotrzednych (zadanie zaczerpniete z [St], str. 197).
Zanim przejde do rozwigzania tego zadania sprobuje przedstawi¢ analogiczna
sytuacje na rysunku, a spostrzezenia i wyciagniete wnioski utatwia rozwiazanie tego

zadania.

A Rys. 15




Rys. 18

Na rysunkach 15, 16 ,17 punkty C i D leza po tej samej stronie prostej AB, natomiast
na rysunku 18 punkty C i D leza po stronach przeciwnych prostej AB. Na podstawie
rysunku 15 mozna wywnioskowaé, ze A ABC jak i A ABD maja obiegi dodatnie.
Rysunek 16 przedstawia trojkaty ABC i ABD, ktérych obiegi sg ujemne. Na rysunku
17 utworzone trojkaty maja obiegi dodatnie. Natomiast tatwo zauwazy¢, ze A ABC na
rysunku 18 ma obieg dodatni, a A ABD ma obieg ujemny.

Dokonane obserwacje prowadza do nastepujacego spostrzezenia:

Spostrzezenie 3.2 Jesli obiegi A ABC i A ABD bedq jednakowe, to punkty C, D
bedq lezaly po tej samej stronie prostej AB. Jezeli natomiast obiegi A ABC i A ABD
bedq przeciwne to punkty C i D bedq lezaly po przeciwnych stronach prostej AB.

16
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Opierajac si¢ na tym spostrzezeniu mozna poda¢ rozwiazanie zadania 3.1 bez

postugiwania si¢ rysunkiem.

Rozwiqzanie
Korzystajac ze wzoru badamy obieg A ABC oraz obieg A ABD.
a) Wykonujac proste rachunki mamy:
AB=[5,5] i AC=[4,3] czyli d(Zl?,ZE’): -5 z tego wynika, z2 A ABC ma obieg
ujemny; oraz AD = [7,3], a zatem d(ﬁ, E): -20
Obieg A ABD jest ujemny.
Odpowiedz: Poniewaz A ABC i A ABD maja obiegi jednakowego znaku to punkty C i
D leza po tej samej stronie prostej AB.
b) Nietrudno obliczy¢:
AB=[5,5]1 4C=[2,3] oraz AD=[7,3] czyli d(ZE,ZE): 5, d(TB, 213): ~20
P atwo wywnioskowaé: A ABC ma obieg dodatni, natomiast A ABD ma obieg ujemny,
a zatem punkty C i D leza po przeciwnych stronach prostej AB.

Zadanie 3.3 Dane sq punkty a) A(-3,-2), B(-1,-5), C(4,2), E(1,3)
' b) A(2,2), B(5,-1), C(4,3), E(1,-2)
Punkty ABC tworzq tréjkqt. Czy punkt E lezy wewnaqtrz tréjkqta ABC ? Rozstrzygnij

bez zaznaczania punktow A, B, C, E w uktadzie wspotrzednych.

Tak jak w przypadku zadania 3.1 rozpoczne rozwigzanie od analizy podobnej sytuacji

na rysunku, poniewaz obserwacje utatwia rozwiazanie zasadniczego zadania.

C |
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Dany jest A ABC. Laczac wierzcholki trdjkata z punktem E otrzymujemy

A ABE, A BCE, A CAE (zaktadamy, ze E ¢ AB, BC, AC). Podane w takiej
kolejnosci wierzcholki wyznaczaja obieg trdjkata. Na rysunku 19 wskazane trojkaty
maja obiegi dodatnie, natomiast analizujac rysunek 20 mozna zaobserwowaé, ze A
ABE oraz A BCE maja obiegi dodatnie, a A CAE ma obieg ujemny.

Na podstawie tych obserwacji mozna sformutowa¢ wniosek:

Fakt 3.4 Jesli istnieje zgodnosé co do znaku, obiegéw trdjkqtéw ABE, BCE i
CAE to punkt E lezy wewnqtrz A ABC. Jezeli obiegi trojkqtow ABC, BCE, CAE nie

majq jednakowych znakéw, to mozna wnioskowaé, ze punkt E lezy poza A ABC.

Korzystajac z tego faktu mozna rozwiazaé¢ zadanie nie wykonujac rysunku w uktadzie

wspolrzednych.

Rozwiqzanie

Wykonujac proste rachunki badamy znak obiegu poszczeg6lnych trojkatow:
a) Mamy: AB = [2,7], 4E = [4,5] stad d(fTB, E): -18
BC =[5,-3], BE=[2,-2], a zatem d(B_CZB?E): —4
CA=[-7,-4], CE=[-3,-1] czyli d(@,@):—w
Podsumowujac przedstawione rachunki mozna udzieli¢ odpowiedzi na postawione w
zadaniu pytanie, a mianowicie: poniewaz obiegi zadanych trojkatéw s wszystkie

ujemne (ten sam znak obiegu dla wszystkich trzech tréjkatéw) to punkt E lezy

b) Mamy: 4B =[3,-3], 4E =[-14] stad d(Zé, E): -15
BC =[-14], BE =[-4,-1], a zatem d(ﬁaﬁ):ﬂ
CA=[-2,-1], CE =[-3,- 5] czyli d(C_A:C—E)ﬂ

Odpowiedz: Na podstawie poczynionych rachunkéw wnioskujemy, ze skoro znaki

obiegi trojkatow ABE, BCE, CAE nie sg jednakowe, to punkt E znajduje sie poza
trojkatem ABC.

wewnatrz trojkata ABC.
|
|
\
|
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Przedstawione przyklady prostych zadan pokazuja jakie zastosowanie moze

mie¢ pojecie pola zorientowanego.
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ROZDZIAL 4

Zastosowanie do wprowadzenia pojecia pola dla
wielokatow |

Rozwazania zawarte w niniejszym rozdziale poswigcam problematyce
dotyczacej pojecia pola wielokatow. Catos$é rozdziatu przedstawie w ujeciu podanym
przez A.B.Iloropenosa w ksiazce ,,Jl'eomerpus” [P].

W szkole podstawowej, sredniej stykamy si¢ z réznymi wzorami okreslajacymi
pola figur. Bazg naszych wiadomosci stanowia zapewne wzory na pole trojkata,
prostokata, kota. Majac podstawowe wiadomosci jesteSmy w stanie poradzié¢ sobie
nawet w sytuacji, kiedy istnieje konieczno$¢ wyznaczenia pola dowolnego wielokata.
Wtedy zwykle kierujemy sie zasada podzialu pola danego wielokata na trojkaty, tak
jak to dawniej czynili jeometrzy. Niejednokrotnie bazujemy réwniez na algorytmach
postepowania okreslonych przez geodetow.

Chcac jednak uscisli¢ rozwazania dotyczace pojecia pola wprowadze przepis na
wyznaczanie pdl tak zwanych figur prostych. Rozpoczne od przyblizenia pojecia
figury proste;.

Definicja 4.1 Figura prosta F jest sumg nie zachodzacych trojkatéw, ktore
dziela figur¢ F w taki sposob, ze dwa trojkaty tego podzialu nie majg punktow

wspdlnych, albo maja wspdlny wierzcholek, albo wspdlny caty bok.

Po krétkim wyjasnieniu mozna uczyni¢ drugi krok, okre$lajac przepis na wyznaczanie

pol figur prostych w nastepujacy sposob:
1. Pole trojkata jest roéwne %ah, gdzie a to bok trojkata, natomiast h jest

wysokoscia opuszczona na ten bok.
2. Pole figury prostej F bedacej suma nie zachodzacych na siebie trojkatow
A1, Az, - Ak WyHOSi P(F) = P(A]) + P(A2) + o T P(Ak)
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Zasadniczy problem wynikajacy z takiego okreslenia brzmi: czy stosujac rozne
podzialy figury na tréjkaty i sumujac ich pola, na pewno otrzymamy zawsze taka sama
liczbe.

Problem ten dotyczy réwniez trojkatow i sprowadza si¢ do pytania: czy dzielac trojkat

na pewng ilos¢ mniejszych tréjkatéw i sumujac ich pola okreslone wzorem %ah,

zawsze otrzymamy liczbe réwna polu catego trdjkata obliczonego wedlug wzoru
lah?
2

Z tak postawionego problemu wynika kolejne zapytanie: czy wielkosc %ah dla

trojkata na pewno nie zalezy od wyboru boku na podstawe a, oraz odpowiedniej
wysokos$ci?

W pierwszej kolejnosci uzasadnie fakt, iz pole trojkata nie zalezy od wyboru
boku i odpowiedniej wysokosci.
Dany jest trojkat ABC, oznaczam |BB,|, |CC,| - wysoko$ci poprowadzone z
wierzchotkow B, C (rys 21).

A \ B

B

1

Rys. 21

Trojkaty AC,C i AB;B sa podobne ( cecha kk) poniewaz:
1. ZA jest dla obu trojkatow katem wspdlnym;
2. trojkaty sq prostokatne, czyli jeden z katow w kazdym trjkacie jest prosty.




T—— 0

|AC| |cc,|
48] " |BB|

Stad = |4C|BB,|=|4B|CC,|

9

A zatem %1Ac|[BBl| = %|AB||CC1

czyli dwa sposoby obliczania pola trojkata prowadza do tego samego wyniku.

Skoro pole trojkata nie zalezy od wyboru boku i odpowiedniej dla boku
wysokosci mozemy poruszy¢ kolejny problem dotyczacy trdjkata, a mianowicie, ze
przy rozbiciu trdjkata na mniejsze trojkaty, pole bedzie réwne sumie pol tréjkatéw
tego rozbicia niezaleznie od sposobu rozbicia.

Wiasno$¢ t¢ uzasadnig przedstawiajac dwa rdzne rodzaje rozbicia trojkata ABC.

Rozbicie tréjkata ABC przez odcinki podzialu wychodzace z jednego
wierzcholka.

Rozpatruj¢ rozbicie przedstawione na rysunku 22, ktore polega na tym, ze z

jednego wierzchotka prowadzimy do przeciwleglego boku kilka odcinkéw podziatu.

C

Rys. 22

Trojkat ABC zostat rozbity na trojkaty CAD;, CD;D,, CD,Ds, . .. Wszystkie trojkaty

majg wspolna wysoko$¢ h, poprowadzong z ich wspdlnego wierzchotka C.
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Wysokos¢ h jest rowniez wysokosciag A ABC, a zatem suma pol trojkatow danego

rozbicia ma postac:
[4DJn_|DD,Jn DD n(4D,|+|D,D,|+|D,D;| +K )
2 2 2 2 '

Poniewaz jednak |AD,| +|D,D,| +|D,D,| +K =|4B|

MW AD,|+|D,D D,|+K ) HhAB
stad mozemy dalej wyliczaé Q 1R 22|+|D2 i|+ ): ‘2 1,

a jest to pole A ABC.

Dowolne rozbicie tréjkata ABC.

Dany jest trojkat ABC, ktorego wierzchotki oznaczone sg w taki sposob, ze
obieg A ABC jest dodatni.
Rozpatruje nastepnie rozbicie A ABC, ktore polega na tym, ze trojkat ABC jest
podzielony na tréjkaty P; Q; R; w sposob dowolny. Jednocze$nie wierzchotki trojkatow
rozbicia oznaczamy symbolami P;,Q;,R; rowniez w taki sposob, ze obiegi powstalych

trojkatow P; O; R; sa wszystkie dodatnie.

G

Rys. 23

Rozwazmy sume pol trojkatow P; O; R;. Uwzgledniajac orientacje tych trojkatow pole

kazdego z nich jest rowne zorientowanemu polu P,QR, . }
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Korzystajac ze wzoru uzasadnionego wczesniej w rozdziale 1 wiemy, ze

> PO.R, =Y (OPQ, + OQ,R, + OR,P,) (**).

Kazdy sktadnik powyzszej sumy zapisuje w postaci ogélnej jako OXY .
Bede rozwazata dwie mozliwosci polozenia odcinkéw XY, a mianowicie:
1. odcinek XY zawiera si¢ w brzegu trojkata ABC,
2. odcinek XY przechodzi przez wnetrze trojkata 4BC.

C C
Y
X
@ X
Y
A B A B

Rys. 24 Rys. 25

Jezeli odcinek XY lezy wewnatrz trojkata ABC (patrz rys.24) to pole trojkata OXY liczy
si¢ dwukrotnie, dlatego, ze XY jest bokiem dwoch trojkatow rozbicia, 7; i 7),. Trojkaty
te polozone sg po roznych stronach odcinka XY, a zatem dodatni kierunek obiegu
jednego z tych trdjkatow bedzie prowadzit od X do Y, za$ drugiego od Y do X.

W takim razie w sumie po prawej stronie réwnosci (* *) pojawia sie sktadniki OXY i
oYX . Oczywiscie w tej sumie znajduja sie rowniez sktadniki drugiego typu, czyli
takie trdjkaty T, ze odcinek XY zawiera si¢ w brzegu trojkata ABC (rys. 25).
Przygladnijmy sie¢ teraz dokladniej sktadnikom typu OXY i OYX . Poniewaz takie
tréjkaty maja obiegi o przeciwnych znakach, to odcinek XY bedzie traktowany raz jako
wielkos¢ ,,+”, drugi raz jako wielkos¢ ,,-”, stad ulegnie wykasowaniu. Czyli méwiac o

sumie zorientowanych pol tych tréjkatéw wnioskujemy, ze OXY + OYX =0.

24
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Jesli sktadniki tego typu pogrupujemy w analogiczny sposéb, to ostateczna suma
wszystkich tych sktadnikéw bedzie réwna zero.

A zatem w sumie okre$lonej wzorem (**) pozostaja do rozwazenia tylko te sktadniki
OXY , dla ktérych bok XY zawiera sie w brzegu tréjkata ABC.

Przygladnijmy si¢ doktadniej tym trdjkatom podziatu, ktére maja bok XY zawarty w
boku 4B trojkata ABC. Obieg trojkata T jest zgodny z obiegiem A ABC. Na rysunku

26 widoczna jest zgodnos¢ obiegdw na wspoélnej czesci brzegu obu trojkatow.

C

2" n n+1

Rys. 26

Punkty M;, M, ...sa kolejnymi wierzchotkami trojkatow podziatu lezacymi na boku

AB (rys. 26). W sumie (**) wystepuja skladniki OMM,, OM,M,K M
Korzystajac z wnioskéw przeprowadzonego w tym rozdziale rozumowania (patrz
str.22-23) moge stwierdzi¢, ze suma wszystkich sktadnikdéw w jest rébwna
OAB.

Jesli przeanalizujemy w ten sam sposob sume wszystkich tych sktadnikéw 0XY , dla
ktorych odcinki XY bedg zawarte w boku BC, a nastepnie zawarte w boku CA, to tatwo
wywnioskujemy, ze wszystkie te sktadniki w sumie dadzq OBC, oraz OCA.

Zbierajac wszystkie informacje dotyczace trojkata ABC mozemy zapisaé, ze

> PO,R, =04B+ OBC + OCA .
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Natomiast suma po prawej stronie zgodnie ze wzorem uzasadnionym w pierwszym

rozdziale (str.10) jest rowna ABC, czyli jest rdwna polu trojkata ABC.

Po tych rozwazaniach moge przejs¢ do zasadniczego problemu, postawionego
na poczatku niniejszego rozdziatu, a dokladniej przeanalizuj¢ czy dzielac figure F na
tréjkaty nie zachodzace na siebie i sumujac ich pola otrzymamy zawsze ta sama liczbe.
Dana figura F przedstawiona na rysunku 21 rozbita jest w jednym przypadku na
trojkaty A, A}, A;K , w drugim przypadku na trojkaty A],A7,A K (rys. 27).

Rys. 27

Uzasadnig, ze sumy pdl trojkatéw pierwszego i drugiego rozbicia sg jednakowe.
Trojkaty pierwszego i drugiego rozbicia rozbijaja figure F na wielokaty wypukle:
trojkaty, czworokaty, pieciokaty, szeSciokaty. Kazdy taki wielokat mozna przedstawic¢
jako cze$¢ wspodlna jednego trojkata pierwszego rozbicia oraz jednego trojkata
drugiego rozbicia.

Rozbijamy wielokaty na trojkaty A7AY),AK, przy czym robimy to tak, aby dwa

trojkaty tego rozbicia nie miaty punktow wspélnych, albo mialy wspolny wierzchotek,
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albo wspolny bok. Wedtug dowodu kazdy trdjkat A, pierwszego rozbicia figury F
réwny jest sumie pol trdjkatow A, ktore go buduja. Takze kazdy trojkat A} drugiego
rozbicia przedstawia sie w postaci sumy trojkatow A}". Dlatego sumy pol trojkatow
pierwszego i drugiego rozbicia figury F rowne sg sumie pdl trojkatow A)". W takim
razie sumy pol trojkatow pierwszego i drugiego rozbicia sa rowne, to znaczy, ze pole

figury F nie zalezy od sposobu rozbicia jej na trdjkaty.
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ROZDZIAL. 5

Zastosowanie zorientowanego pola do
wyprowadzenia wzoru na pole dowolnego wielokata
w geometrii analitycznej

W niniejszym rozdziale rozwaze mozliwos¢ zastosowania pojecia pola

zorientowanego do okreslenia wzoru na pole dowolnego wielokata zadanego w
ukladzie wspotrzednych.
Pierwszym etapem moich rozwazan w tym rozdziale bedzie proba okreslenia pojgcia
zorientowanego pola dla dowolnego wielokata z wyrdznionym kierunkiem obiegu, w
sposob analogiczny do trojkata. Nastepnie nogolni¢ wzor analityczny na zorientowane
pole trojkata na przypadek dowolnego wielokata.

Przeanalizujmy czworokat A4;4,434, Na rysunku pokazane sa przykiadowe
polozenia czworokata wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych. (rys. 28)

A A

Y Y
H A2

Rys. 28 a Rys. 28b

Czworokaty A;A,A3A, przedstawione na rysunku 28 a i b majg obiegi dodatnie, co
tatwo zaobserwowal wzorujac sie na zasadzie dotyczacej okreslania kierunku obiegu \
dla dowolnego trojkata.
Na podstawie rysunku 28 b mozna zapisaé pole czworokata jako nastgpujaca sume
|4, 4, 4, 4,| =104, 4,] + |04, 4| +]04, 4,] - 04,4,

28
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Biorac pod uwage orientacje poszczegOlnych trojkatow (trojkaty OA1Az, OAzAs,

OA;A,4 zorientowane dodatnio, A OA4A, zorientowany ujemnie) mozemy zapisac:

A A, A A, = OA A, + O4, A, + OA, 4, +OA, 4,
I ostatecznie, aby policzyé warto$¢ 4,4,4,4, wystarczy wykorzysta¢ wyprowadzony
w rozdziale 2 wzor na pole trojkata zorientowanego.
Warto réwniez zwrécié uwage na to, ze wzor ten nie ulegnie zmianie, jeshi
rozpatrywany czworokat bgdzie miat obieg ujemny.

Sytuacja w tym przykladzie jest uproszczona, jesli chodzi o obliczenie pola tego
wielokata z dwoéch powodéw. Po pierwsze bardzo tatwo okresli¢ obieg tego wielokqta,
jednoczesnie réwniez nie trudno policzy¢ jego pole, korzystajac z odpowiedniego
WZOru.

Zatem mozna si¢ zastanawiaé, co bedzie w przypadku bardziej skomplikowanego
wielokata?

Wraz z tym zapytaniem nasuwaja si¢ dwa podstawowe problemy, ktére postaram si¢
rozwigzaé w tym rozdziale. Pierwszy z nich dotyczy okreslenia pojecia obiegu
wielokata, natomiast drugi jest zapisany wprost w tytule tego rozdziatu.

Jak okresli¢ kierunek obiegu wielokata pokazanego na rysunku 297
Aby odpowiedzieé na to pytanie trzeba powrdcic do tréjkata (rys. 30)

Rys. 29

29
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Rys. 30

Patrzac na rysunek mozna zaobserwowac, ze jeshi trojkat ma obieg dodatni to obszar
bedacy wnetrzem trojkata lezy po lewe;j stronie prostej wyznaczajacej kierunek obiegu
tego trojkata na jednym z jego bokow. Natomiast, jesli obieg trojkata jest ujemny to
obszar ten lezy po prawej stronie prostej wyznaczajacej kierunek obiegu trojkata na
jednym z jego bokow.

Ten wniosek mozna przelozyé na dowolny wielokat, chcac okresli¢ kierunek jego
obiegu. A zatem je$li wnetrze wielokata znajduje sie po prawej stronie wybranego
odcinka, bedacego bokiem tego wiclokata to obieg tego wielokata jest ujémny.
Poréwnywalnie postepujemy w przypadku okre$lania obiegu dodatniego wielokata.
Korzystajac z tego faktu mozemy stwierdzi¢, ze wielokat z rysunku 29 jest
zorientowany dodatnio.

Przeanalizujmy wielokat A;4>. . . A1z rysunku 33.

y 4

A Ao

Rys. 31
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Wielokat A4,4,...4,, zorientowany dodatnio dziele na trojkaty w sposob dowolny.
Korzystajac z faktu uzasadnionego w rozdziale 4 moge¢ podzieli¢ ten wielokat na
trojkaty nie zachodzace na siebie i sumujac ich pola otrzymam zawsze ta sama liczbe.

A zatem w my$l powyzszego stwierdzenia mozna zapisac:

A4, .. A, =A 4,4, +A4,4,4, + A A A + AgA g Ay + A A Ay + ... (%)

Kazdy z¢ skladnikow tej sumy mozemy zapisa¢ jako sume zorientowanych pél

trojkatow:

A 4,4, =044, +O4, 4, +O4 A

4y, 4,4, =04, 4, +O04,4, +04, 4, i
Pozostale skiadniki zapisujemy w analogiczny sposéb. Grupujemy otrzymane |
skladniki sumy podstawowej na dwa rodzaje skladnikéw, to znaczy skladniki typu

OA 4, , O4,4;, O4,4, , ..., oraz typu O4, A, , OA, 4, , OA, A, , OA A4, ,.... Skladniki |
pierwszego typu to skladniki postaci OXY , ktorych bok XY jest jednoczesénie bokiem [
wielokata A4, 4,... A, , natomiast sktadniki drugiego typu to takie skladniki, ktérych i
bok jest edcinkiem podzialu wielokata (np. dla @ bok 4,4, jest odcinkiem
podziahu).

Przyjrzyjmy si¢ doktadniej skladnikom drugiego typu. Nietrudno zauwazy¢, ze

skladniki te wystepuja parami postaci OXY i OFX, np.: OA4,4,,1 OA4, 4, . Obiegi OXY

1 OYX tréjkata OXY sa przeciwne, wobec tego wielkosci OXY 1 OYX, sa tez do

siebie przeciwne, a zatem ich suma wynosi zero. W takim razie 04,4, + 04, 4, =0.

W rezultacie suma wszystkich sktadnikéw tego typu daje warto$¢ zero.

A zatem po prawej stronie wzoru (+#x) pozostang tylko skiadniki pierwszego typu,

czyli Ady . hy) =044, +OM A +...+OA A +O4 4 .

To oznacza, ze zorientowane pole wielokata 4,4, ... 4, liczymy sumujac zorientowane

|
pola trojkatow O4, 4,,04,4;,...04,, 4,04, 4, . 3
Nalezy réwniez zwr6ci¢ uwage na fakt, ze ten wzor pozostanie bez zmian, jesli obieg ‘

J wielokata 4,4, ... 4, bedzie ujermny.

31




¥

Analogiczne rozumowanie przeprowadza si¢ dla dowolnego wielokata 4,4, ...4,, a

rezultat sprowadza si¢ do nastgpujacego wniosku, ktory mozna zapisa¢ w postaci

WZOru:

A ... A =OAA, + O A, +...+ OA,_ A, +OA A4 .

Stosujac uzyskane wczesniej analityczne wzory na wielkos¢ OA4,4,,, mozemy

poda¢ wzér na zorientowane pole 4,...4, wielokata w geometrii-analitycznej.
Oznaczajac wspotrzedne punktéw 4; jako (x,,y:) zapisujemy wzor:
A .. A, = Z(xlym - ylxi+1)'

Poniewaz pole w sensie zwyklym jest warto$cia bezwzgledna z pola zorientowanego,

czyli |4, ...4,|= lA1 ...Anl , a zatem dostajemy

|A1 vordy :jZ(xiyiH +yixi+lx :l(x1y2 -y1x2)+(x2y3 —y2x3)+"'+(xn}ﬁ _ynxi)-
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ROZDZIAL 6

Wielokaty gwiazdziste

Podstawowy problem ostatniego rozdzialu mojej pracy sprowadza sie do
nastepujacego pytania:, jaka jest interpretacja geometryczna zorientowanego pola
wielokatow z samoprzecigciami, zwanych inaczej wielokatami gwiazdzistymi?

W poprzednim rozdziale znalazlam odpowiedZ na pytanie o zorientowane pole

dowolnego normalnego wielokata (bez samoprzecigt). OdpowiedzZ mozna

sformulowa¢ w postaci nastepujacego wzoru 4,... 4, =% 04,4, Przez analogie,

i=1

zorientowanym polem wielokata gwiazdzistego A; ...A, bedziemy nazywaé wielko$é
> 4,4,, . Pole to oznaczaé bedziemy tym samym symbolem 4, ... 4 .
li=1

W tym rozdziale bede si¢ zastanawiaé, co oznacza ta wielkosé dla wielokatow
gwiazdzistych. To zapytanie pociaga za soba kolejne, o to czy dana wielkos¢ bedzie
zalezala od wyboru punktu O. Odpowiedz bedzie wynikala bezposrednio =z
uzasadnienia postawionej w tym rozdziale hipotezy.
Zanim przejde do zasadniczego problemu sprobuje wyjasni¢ pojecie wielokatow
gwiazdzistych.

Definicja 6.1 Wielokqty gwiazdziste, sq to wielokqty z samoprzecieciami

(lamana zamknieta z dopuszczeniem samoprzeciel).

Jako pierwszy przyklad wielokata gwiazdzistego rozpatruje czworokatA, 4,4, A, —
»kokardka”(rys. 32).
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Rys. 32

Obieramy punkt O i rozwazymy powstate trojkaty (poréwnaj rys. 32).
Pole tego czworokata w mysl definicji zapisujemy jako:

A .. A, =OA A, +Od, A, + OA A, + OA4, A, .

Z rysunku latwo zauwaryé, ze OA 4, , OA, A4, , sa zorientowane ujemnie, natontast

04,4, , OA,A, zorientowane dodatnio. Pewne czgsci tych trojkatow nakladaja si¢ na

siebie, co jest widoczne na rysunku 32, to oznacza, ze ich pola liczone raz ze znakiem

| plus, raz ze znakiem minus (w zaleznosci od orientacji trojkata) a ostatecznie te czgsci
| kasuja si¢. W zwiazku z tym pozostaja dwa trojkaty S4,43 SA4A), ktore stanowia pole
czworokata A;A,434, Pole trojkata SA,4; pojmowane w sensie zwyklym bedzie
liczba ujemna, natomiast trojkata SA,4, bedzie liczba dodatnia.
Warto rowniez zauwazy¢, ze obiegi tych trojkatow sa zgodne z obiegiem czworokata
to znaczy obieg czworokata A;A4,434, ograniczony do trojkata SA»A; jest ujemny,
natomiast ograniczony do trojkata SA,A4; jest dodatni.

Rozwazmy kolejny wielokat gwiazdzisty 4, ... 4, - ,, cukierek” (rys. 33).
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szesciokata dochodzimy do poréwnywalnego wniosku jak w przypadku czworokata
,Jkokardka”.

O
Rys. 33
Interpretujac  geometrycznie wielko$é 4.4, =044, +O4 4, +...+ 04,4, dla

Na podstawie rysunku obserwujemy, ze trojkaty OA A4,, OA,4, sa zorientowane
ujemnie, natomiast pozostale trojkaty sa zorientowane dodatnio. Mozna zauwazyc, ze i
pola niektorych trojkatow beda wyrazone raz liczba ujemna drugi raz jako liczba “
dodatnia. W zwiazku z tym widoczna na rysunku czg$¢ oznakowana kolorem “
L, jasnoszarym skasuje sig. Pozostanie czg$¢ wyrézmiona kolorem biatym (czworokat |‘
S1A45S,A5 ) oraz dwie czeéci wyrdznione kolorem ciemnoszarym (A S>4344, 1A SAsA; ’
). Latwo zauwazy¢, ze jesli zsumujemy wszystkie pozostale czgsci otrzymamy pole !
szeéciokata. Pola trojkatéow pojmowane w sensie zwykltym SyA3;A, SiAsA; beda i
wnosity w pole sze$ciokata wktad dodatni, natomiast pole czworokata 54554 wkiad
ujemny. Latwo zauwazy¢, ze jednoczesnie obiegi tych figur sa zgodne z kierunkiem
obiegu szesciokata, bo S»A434y4, SiAeA; sa zorientowane dodatnio, a czworokat S;4,5,45

zorientowany ujemnie.
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W spos6b analogiczny bedziemy rozpatrywaé pola kolejnych wielokatow
gwiazdzistych (rys. 34 a, b, c).

Az
S; SZ
Ay <¢ < < g
+ +
A, A,
| Rys. 34 a

Rys. 34 b
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| Rys.34 ¢

Badajac tylko orientacje poszczegélnych —elementow budujacych jeden =z

‘ przedstawionych na rysunku wielokatow, mozemy stwierdzi¢, jaka liczba bedzie
§ wyrazone kazde z okreslonych pol. I tak na przykladzie pigciokata z rys. 34 a mozemy
J stwierdzié, ze obieg wielokata A, ...4,ograniczony tylko do trojkata S,4,S,jest
ujemny, czyli pole tego trojkata wnosi w zorientowane pole A_l_—A; wklad ujemny,
(co na rysunku zaznaczone jest znakiem -). Obieg pigciokata ograniczony do dwdch
trojkatow S,4,4,, oraz S,A4,4, jest dodatni, a zatem pola tych trojkatow wnosza w
Zl——A; wklad dodatni ( na rysunku ozmaczone symbolem +). Przeprowadzenie
szczegOltowej analizy dotyczacej zorientowanych pol pozostatych wielokatow
gwiazdzistych pozostawiam czytelnikowi (34 b, c).
Przygladnijmy si¢ teraz innemu wielokatowi gwiazdzistemu, ktory jest famana
zamknieta utworzona z wszystkich przekatnych pigciokata foremnego (1ys.35).
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Rys. 36.111

Rys. 36.IV
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Rys. 36.V
'&?
Rys. 36.VI

A?
|
1
-1 \
|
A, i

DAA, + O A + OAA, + DAL, 0472,




Na kolejnych rysunkach 36.1, 36.1I, 36.111, 36.1V, 36.V interpretowane sa kolejne
skladniki omawianej sumy. Znaki plus, badz minus symbolizuja orientacje
poszczegdlnych trojkatéw, czyli jednoczeénie mowia, jaka liczba bedzie wyrazone
zorientowane pole.Rowniez tak jak w przypadku trojkata M dla jasnosci rysunku,
minus zostat zapisany w kazdym mniejszym elemencie tego trojkata.
Rysunek 36.VI jest rysunkiem, na ktorym zebrane sa wszystkie informacje. Liczby,
ktére pojawily si¢ na tym rysunku sa zsumowanymi wkiadami wyrazajacymi warto$¢
pola poszczegolnych elementéw wchodzacych w  skiad trojkatow  kolejno
analizowanych na rysunkach 36.1, 36.11, 36111, 36.1V, 36.V.

Wynik interpretacji geometrycznej jest nastgpujacy: pola trojkatow oraz pole
pieciokata zawartego miedzy nimi Wwnosza W zorientowane pole pigciokata
gwiazdzistego wklad ujemny, a dodatkowo pole matego pieciokata wnosi wktad

podwojnie ujemny.

Doéé trudng rzecza byloby przeprowadzanie analizy wielkosci 4,...4, jako
Zn:OA,.A,.+1 dla dowolnych wielokatow gwiazdzistych. Ulatwieniem w przypadku
i=1

interpretacji geometrycznych dla bardziej skomplikowanych wielokatow bedzie
dokonywanie rozdzialu na wielokaty zorientowane bez samoprzecigt. Sposob

rozdziahu oméwie na przykladzie pigciokata gwiazdzistego (rys.38).

W/
/\

Rys. 37 a Rys.37b

Rys. 37




Rys. 38

Rozdziatu dokonujemy w punktach samoprzeciec, tam gdzie kierunek orientacji figury
zostaje zaburzony. Takie miejsce pokazuje rys 37 a.

Rozciecia dokonujemy w taki sposob, aby po rozdziale powstaly wielokaty
zorientowane bez samoprzecigé. Wynik tej operacji pokazuje rysunek 37 b.

W wyniku rozdziatu z pigciokata gwiazdzistego z rysunku 38 powstana wielokaty bez
samoprzecigé, a dokladniej dziesieciokat w postaci gwiazdy zorientowany ujemnie,
oraz pieciokat polozony wewnatrz 1ego wielokata gwiazdzistego, réWniez
zorientowany ujemnie. Podobnie mozna dokona¢ rozdzialu na zorientowane wielokaty

bez samoprzecigé dowolnego wielokata gwiazdzistego.

W takim razie zovienwtowane pole A4, ... As mozemy réwnic dobrze przedstawié jako

sume zorientowanych pol tych dwdch wielokgtéw otrzymanych z podziatu.

Gdyby$my dokonali podobne; operacji rozdziatu dla wielokata gwiazdzistego z
rysunku 32 w efekcie otrzymalibyémy dwa trojkaty, z czego jeden zorientowany
dodatnio, drugi ujemnie.
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Réwniez w tym przypadku okazuje sie, ze zorienlowane pole calego wielokqla
gwiazdzistego jest rowne sumie p6l dwéch  zorientowanych wielokqtow  bez

samoprzecieé, powstatych w wyniku operacji rozdziatu.
Na podstawie tych spostrzezen mozna postawié nastgpujaca hipotezg.

OGOLNA HIPOTEZA

Zorientowane pole dowolnego wielokqla gwiazdzistego jest rowne sumie
zorientowanych pol wielokqtéw bez samoprzecigé, ktore otrzymujeny W wyniku
operacji  rozdzialu wielokqta gwiazdzistego na wielokqty zorientowane bez

samoprzecigC.

UZASADNIENIE
Rozwazmy dowolny zorientowany wielokat gwiazdzisty 4, ...4,. Zorientowane

pole tego wielokata w mys$l definicji mozemy zapisaé jako Y OA A, . Przygladnijmy

sie pojedynczym skladnikom 04,4, powWyZszej sumy.

4

Bok A4,4,, trojkata 04,4, przecina by¢ moze niektore z pozostatych bokow
wielokata gwiazdzistego. Punkty przecigcia oznaczamy przez S, S, ...,S,. Odwolujac
sie do przykladowego rysunku 39, na boku A;4, tréjkata m mamy punkty
przecigeia S;, 82, S5, Sy

A zatem OA, A,,, mozemy zapisa¢ jako sumg:

OA A, =OAS, +0S,S, +..+ 08, 4., (*). ‘

—_—

Dla wskazanego trojkata z rysunku 39 mamy 04,4, =0A4,S, +0S,8, +...+ 08,4, . |

Jesli kazdy sktadnik O4, 4, rozbijemy na sume postaci (* },-dostaniemy SUBG zZlozong

z duzej iloéci skladnikow postaci OXY . Kazdy XY jest bokiem jednego z wielokatow

bez samoprzecie, uzyskanych przez opisang wczesniej operacjg Tozdzialu naszego
wielokata gwiazdzistego. Przykladowy odcinkiem XY jest pokazany na rysunku 40.

(jest on bokiem wielokata wyroznionego kolorem).
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Sktadniki postaci OXY mozemy pogrupowaé w innej kolejnosci w zaleznosci od tego,
czy odcinki XY sa kolejnymi bokami wielokata, ale takiego, ktory powstal w wyniku
operacji rozdzialu. Wedhug tej zasady grupujemy skladniki OXY do momentu
wyczerpania wszystkich sktadnikow.

Przygladnijmy -si¢ jednej takiej grupie sktadnikow. Dokonujac zmiany oznaczefi w
celu ujednolicenia zapisu, oznaczamy kolejne sktadniki jako 5@@, 5@@ , ... Jesli
zsumujemy zgrupowane skladniki to w my$] definicji mozemy zapisa¢

2.00.0.,=9...0,

Ta wielkos¢ przedstawia zorientowane pole wielokata podziatu Q,...0,. Dokonujac

analogicznej obserwacji nastgpnych grup sktadnikéw dojdziemy do takiego samego
wniosku. A zatem kolejne grupy sktadnikow utworza nastepne wielokaty podziatu.
Podsumowujac rozwazania dochodzimy do wniosku, ze zorientowane pole
analizowanego  wielokata gwiazdzistego ~mozna przedstawi¢, jako  sume
zorientowanych p6l wielokatow podziatu, co potwierdza nasza hipoteze

Nalezy réwniez zwrociC uwage, ze 10 rozumowanie rozstrzyga takze problem
zasygnalizowany na poczatku tego rozdzialu. Uzasadniajac postawiona hipoteze
uzasadniliémy fakt, ze wielko$¢ wyrazajaca zorientowane pole wielokata

gwiazdzistego nie zalezy od wyboru punktu O.
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