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Objetosé bryl, ktérych funkcja pola przekroju jest wielomianem co najwyzej trzeciego stopnia.

WSTEP

Gléwnym celem niniejszej pracy jest pokazanie jednego ze sposoboéw obliczania
objetoéci pewnej obszernej klasy bryl. Sposoéb ten nie jest powszechnie znany,

wykorzystuje on pola przekroju bryly, ktorej objetosci szukamy. Niech P,, P, P,

beda polami przekroju bryly plaszczyzna roéwnolegla do podstawy na odpowiednich

wysokosciach. P, to ,,pole gérme” — pole przekroju na wysokosci H réwnej wysokosci
. : 1
bryly, ,,pole srodkowe” — P,. to pole przekroju na wysokosci EH a P, —,pole dolne”

to pole przekroju na wysokosci rownej 0. W wielu przypadkach P, i P, beda po prostu

polami podstawy gornej i dolnej, ale pojecia te maja szerszy sens — mogg by¢ stosowane
w przypadkach bryl nie majacych $cian bedacych podstawami, jak sfera czy ostrostup.
W niektorych sytuacjach, dla pewnych brylt i okreslonych wezesniej przekrojow,

. 1 . .
wielkos¢ gH (Pg +4P, + Pd) moze wyznaczaé ich objeto$¢. Znaczacym faktem, przy
zastosowaniu tego wyrazenia jest to, ze bryla musi spetnia¢ okreslone warunki, migdzy
innymi wielkos$¢ %_H (Pg +4P, +Pd) wyznacza objetos¢ wtedy, gdy pole przekroju

rozpatrywanej bryly jest funkcja bedaca wielomianem co najwyzej trzeciego stopnia.
Dlatego aby nie wprowadza¢ w blad czytelnika przez wszystkie strony pracy wyrazenie

réwne %H (Pg +4P, + Pd) bedzie okreslane symbolem Q.

Przy wyzej wymienianych warunkach koniecznych na to, aby wielko$¢
O w sposéb prawdziwy wyznaczala objetos¢, uzytam pojecia ,,funkcji pola przekroju”.
Z jej zdefiniowaniem i przykladami spotkamy si¢ w rozdziale IIl. A we wcze$niejszych

czeSciach pracy czytelnik znajdzie przyklady podstawowych bryl, dla ktorych
wyrazenie Q = %H (Pg +4P, + Pd) prawidtowo wyznacza ich objetosci.

Jednak istota tej pracy jest dowod, ktory pokazuje, ze wyliczajac wielkosci
0 =%H (Pg +4P, + P, ), dla okre$lonej klasy bryt, wyliczmy ich objetosci (rozdziat

IV i V). Celem jest uzasadnienie wzoru metodami elementarnymi, bez odwotywania si¢

do rachunku catkowego. Brak zaangazowania do pokazanego dowodu ,narze¢dzi”
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analizy sprawia, ze dowdd ten staje si¢ dostepny nawet dla uczniow gimnazjum. Z kolei
wykorzystanie w dowodzie elementarnych uzasadnien z geometrii, mi¢dzy innymi
przypomnienie i zastosowanie zasady Cavallieriego, moze by¢ przykladem takiego
rodzaju dowodu, jakim mogliby si¢ postluzy¢ matematycy w XVI wieku, przed
odkryciem rachunku rézniczkowego i catkowego.

W dodatku zamieszczonym na koncu pracy, dla poréwnania wczesniejszego

elementarnego dowodu, znajdziemy obliczenia calkowe, ktore takze wykaza, ze dla

okreslonej klasy bryl, wielko$¢ O = %H (Pg +4P, + P, ) wyznacza objetose.
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ROZDZIAL 1

Obliczanie objetosci bryl przy uzyciu wzoru QO = %H (Pg +4P, + P, )

Jednym ze sposobdéw obliczania objgtosci bryt — sposobu nie tak powszechnie
. . 1 .
znanego, jest zastosowanie wzoru ( = gH (Pg +4P, +Pd). Wzér ten wykorzystuje

pola przekroju bryty, ktorej objetosci szukamy. Nasza bryle umieszczamy pomigdzy
dwiema poziomymi, rownoleglymi do siebie plaszczyznami IT, i II, polozonymi
w odleglos$ci H od siebie. Ponadto obie ptaszczyzny maja przynajmniej jeden punkt
wspllny z rozpatrywana bryla. H jest to takze jednoczesnie wysoko$¢ bryly.
P,, P,, P, to pola przekroju bryly plaszczyzna réwnolegla do podstawy na

odpowiednich wysoko$ciach. P, to ,,pole gérne” — pole przekroju na wysokosci i = H,

P, — ,,pole srodkowe” to pole przekroju na wysokosci 7 = %H a P, —,,pole dolne” to

pole przekroju na wysokosci # = 0.

Zastrzec jednak nalezy, ze 6w wzér nie jest uniwersalnie prawdziwy, jest
prawdziwy tylko dla niektoérych bryt, ktérych cechy charakterystyczne poznamy
w dalszych czg¢sciach pracy.

Sprobujmy przyjrzeé si¢ wybranym, dobrze znanym nam brylom. Sprawdzmy
czy w ich przypadku zastosowanie wzoru wyliczajacego wielkos¢ O daje wynik bedacy
objetoscig rozpatrywanych bryt. |

Badajac poszczegolne bryly bedziemy kolejno szuka¢ odpowiednich przekrojow

P,, P,, P, nasigpniec wyznaczymy wartos¢ O i porownamy ja z objgtoscia

rozpatrywanej bryly.
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a)

b)

Walec o promieniu r i wysokosci H.
Dla rozpatrywanego walca pola P,, P, i P, sa sobie rowne i wynosza .

Obliczmy Q:
1 1 2 > 2\ 1 2 2
=—H\P, +4P, + P, )=—H\mr" +4m* +m" |=—H -60" =H -7r” .
6 g St d 6 6

Wyznaczona wielko$¢ Q jest rOwna znanej powszechnie objgtosci walca.

Kula o promieniu r.

W przypadku kuli P, =P, =0 a P,

sr

1 :
=m’. Q =gH(Pg +4P, +Pd), gdzie

H =2r, tak wige Q=%-2r(0+4-7zr2 +0):%m3,

Obliczona wielko$¢ Q jest rzeczywiscie rowna objetosci kuli.

Graniastostup prosty trojkqtny.

rys. 1

Jeden z prostokatow bedacy $ciang boczng graniastostupa ma dlugosci bokéw
réwne a, b. Wysoko$¢ Sciany bedacej trojkatem wynosi H (rys. 1).
Dla naszego graniastostupa pola P,, P

> Ty wynosza odpowiednio: P, =0,
1 ..
Pb:,,=5ab iP,=ab.

Obliczmy wielkos¢ Q.

0=Lm(p +4P§,.+Pd)=lH[O+4-lab+ab L m3a=Lapm .
6 ** 6 2 6 2
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Rozwazany graniastostup mial podstawe bedaca trojkatem o wysokosci
H i podstawie a, a S$ciany bedace prostokatami mialy wysokos¢ b, wigc

obliczona wielko$¢ QO jest rowna objetosci tego graniastostupa.

d) CzworoScian o wysokosci H i podstawie bedqcej dowolnym trojkqtem

o podstawie a i wysokosci h.

Pola przekrojow na odpowiednich wysokosciach wynosza: P, =0,

h= %ah (przekrdj $rodkowy jest trojkatem podobnym do

p=tl,l
22" 2

ST

podstawy w skali %) oraz P, = %ah .

Majac wyznaczone P, , P, oraz P, obliczamy Q.

0="Lr(p +4Ps,,.+Pd)=lH(0+4-1ah+lah]=1Hah.
6 " F 6 g 2 6

Sprawdzmy czy obliczona wielkos¢ Q jest taka sama jak objgtos¢ liczona
. S 1 ; ;
W sposob ,tradycyjny”, jako iloczyn e pola podstawy i wysokosci.

Pole podstawy — P, =%ah, wtedy Vzé- %ah -H :%Hah.

Tym samym pokazaliSmy, ze obliczona wczesniej warto$¢ ( jest réwna

objetosci czworoscianu.
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ROZDZIAL 11

Suma i réznica bryl.

Rozwazmy teraz bryly bedace suma, badZz réznica innych bryl — bryt
wyjsciowych, dla ktorych wzér Q= %H (Pg +4P, +Pd) wyznacza nam W Sposob
prawidlowy ich objeto$¢. Zobaczmy czy woéwczas dla takich bryt wielko$¢

0= %H (Pg +4P, + Pd) dalej poprawnie wyznacza, nam ich objgtos¢.

1. Suma bryl

PRZYKEAD 1.1

Rozwazmy bryle B (rys. 3), bedaca sumg dwoch bryl — réwnolegloscianu
o bokach podstawy dtugosci ¢ i b oraz wysokosci H, oraz rozwazanego wczeSniej

graniastostupa prostego trojkatnego (o wlasnosciach jak w rozdziale I —rys. 1).

Zacznijmy od wyznaczenia wielkosci Q dla bryly B. Widzimy, Ze przekroje

B na odpowiedniej wysokosci sq zawsze prostokatami, wiemy takze, ze jeden z bokow

prostokata, dla kazdego z przekrojéw ma dtugos¢ b. I tak P, =c-b, P, = (%a + c) -b
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a P,=(a+c)-b, wigc
1 1 1 1
QZEH chb+4 Eab+cb +ab+cb =gH(6cb+3ab)=ch+5Hab.

Niech O, i O, oznaczajg wielkosci O odpowiednich bryl sktadowych —

rownolegloscianu i graniastostupa. Z obliczen we wczesniejszym rozdziale znamy

wielkosci Q, , ktéra wynosi %abH . Odpowiednie pola przekroju dla rownolegloscianu

sa sobie roéwne: P, =P, =P, =cb, tym samym otrzymujemy wielkos¢
1 1

0, =gH(cb+4cb+cb)=gH-6cb =cbH .

Wida¢, wige ze O =0, + 0, . Ponadto Q, i O, prawidlowo wyznaczaja objetosé

réwnolegloscianu i graniastoshupa, tym samym QO =0, +Q, =V, +V, =V.

PRZYKEAD 1.2

Rozwazmy bryle bedaca sumag dwoch bryl (rys. 4): prostopadiosciana
i ostrostupa, o tych samych podstawach bedacych kwadratem o boku a i takich samych
wysokosciach H.

/ a Iys. 4

Przekr6j P dla takiej bryly jest suma przekroju prostopadlosciana P, i przekroju

ostrostupa P,. Tym samym P, = P, + P,

2g72 S

P,=P, + P,

1$r 28r >

P,=P,+ P, gdzie

b

1g°

1

Lsr >

P, to pola przekrojow prostopadiosciana, a P,,, P, P, to pola

10
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2
przekrojow ostrostupa. Tak wige: P, = a’+0=a’>, P,=a’+ (%a) =—aqa’,

sr

2 2 2 . I .
P,=a” +a" =2a" . Z wyznaczonymi wartosciami P,, P,

sr?

P, obliczamy wielkos¢ Q-
0="H(p, +4p, +P)=LHla? 4420 1202 |= 1 822 =22 m.
6 vE 6 4 6 3

Sprawdzmy: objetoé¢ prostopadtoéciana jest réwna a’H, objeto$é ostroshupa

wynosi 3 a’H , nasza bryla jest suma prostopadlo$ciana i ostrostupa, czyli jej objetosé
4 , . . e . . . .
V= 3 mr"H, co zgadza si¢ z naszymi wczesniejszymi obliczeniami wyznaczajacymi
wielkos¢ Q.
2. Roznica bryl
PRZYKEAD 2.1

Niech nasza rozpatrywang bryla bedzie walec z wycigtym stozkiem (rys. 5).

Aby obliczy¢ wielkos¢ O musimy weczesniej wyznaczy¢ pola P,, P, P,.

Poszczegoblne pola beda réznica pola przekroju walca i pola przekroju stozka, i tak:
o . (1LY 3 , : :
P=m®—m"=0, Po=m’"-n|—r| =—m" ortazP; =m" -0=m".
2 4
Wyznaczone wartosci pola przekroju pozwalaja nam teraz obliczy¢ wielkosé¢ O

Q=%H(Pg +4P, +R,)=%H(O+4%m’2 +7z7'2j=%H-47zr2 =—§~mﬂ2H.

11
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[stotnie objetos¢ walca z wycietym stozkiem jest rtéwna 7r> H —é '’ H, czyli
& w’H .
3

Przedstawione przyktady bryt bedacych suma, badZz rdéznicg innych bryl
pokazuja, ze jesli wzor Q :%H (Pg +4P, +Pd) poprawnie oddawat objetos¢ bryt

wyjSciowych (sktadowych sumy badz ro6znicy), to zastosowanie w takich przypadkach

wzoru Q = %H (Pg +4P, + Pd) prawidtlowo wyznacza nam ich obj¢tosci.

Spréobujmy teraz uogdlnié¢ zauwazone wlasnosci.

Niech dane beda dwie bryly B, i B,. Niech ich pola przekroju na okreslonych
wysokosciach wynosza odpowiednio dla bryty pierwszej: P, P, ., P, a dla bryly

1g”

drugiej: P

2g7 Py Loas
" Znajdzmy wielko$¢ Q bryly B bedacej sumg naszych danych dwoch bryt. Dla

szukanej bryly okreslamy odpowiednio przez P,, P, P, pola przekroju na

. 1
wysokosciach: H, %H , 0. Wéwcezas Q = EH (Pg +4P, + P, )

Jesli B=B, UB,, to odpowiednie przekroje B sa suma odpowiednich

przekrojow B, i B,, czyli P, =P, + P,,, P, =P

2g° §r 1sr + P2.s"r oraz Pd = Pld + PZd .

Z tak wyznaczonymi polami przekroju wr6émy do naszego wzoru:

+P23’r)+Pld +P2d):

1$r

1 1 1 1 1 1
=EHEg +—6—HP2g +gH-4P, +gH-4P2§,, +6HPM +EHPM =

1
fe EH(PIg + P, +4(P

1$r
1sr

1 .
= gH(Plg +4P, + P, )+ éH(P2g +4P,, + P, )=0, +0,, gdzie O, to

wielkos¢ Q dlabryly B, a Q, to wielko$¢ Q dlabryty B,.

2




Objetos¢ bryl, ktorych funkcja pola przekroju jest wielomianem co najwyzej trzeciego stopnia.

Tym samym widzimy, ze jesli wielkos¢ Q poprawnie oddaje objetos¢é dla dwéch bryl,

to Q jest takze objetosciq bryly bedqgcej ich sumaq.

=  Sprébujmy teraz znalezé wielkos¢ Q bryly B bedacej roznicg dwoch bryl
B, 1 B,. Nasze rozumowanie bedzie podobne jak przy szukaniu objetosci sumy
bryl. Tym razem B=DB \B,, a odpowiednie przekroje B sa rdznicg

odpowiednich przekrojow B, i B,, i tak P, =P, — P

2g°

‘Pjr = 1)1\') - P 28r

aP=h,-P,.

Wyznaczone pola przekrojow pozwalaja nam wyliczy¢ wielko$¢ QO :
1 1
Q :gH(Pg +4Ps’r +Pd): EH(})lg —P2g +4(})1s'r _P2§1')+f)1d _P2d):

:lHRg—lHP Aaap, Luap, +lup, Llup -
6 6 6 6 6 6

2g 1$r

1
= EH(Plg +4P

1sr

+[)1d)_%H(P2g +4P2.s'-r+P2d):Q1 _Qz-

Z wyniku przeprowadzonych obliczen widzimy, ze jezeli wielkos¢ Q poprawnie oddaje

objetosc dla dwoch bryt, to Q jest takze objetoSciq bryly bedacej ich réznicq.

13
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ROZDZIAL. 111

Okreslenie funkcji pola przekroju.

1. Zdefiniowanie funkcji pola przekroju.

Dana jest bryta B umieszczona pomigdzy dwiema poziomymi, rOwnoleglymi do
siebie plaszczyznami II, i II,, potozonymi w odlegtosci H od siebie. H to
jednoczesnie wysokos$¢ bryly, a wspomniane plaszczyzny maja przynajmniej jeden
punkt wspdlny z rozpatrywana bryta. Dana jest takze plaszczyzna IT, réownolegta do

podstawy bryly B i plaszczyzn IT, i II,, na wysokosci A Funkcja pola przekroju

bedziemy nazywaé takie przyporzadkowanie S: [0 ; H] — R, dla ktérego S(%) to pole
figury bedacej czegscia wspdlng I1, oraz B.

2. Przyklady bryl z funkcja pola przekroju stopnia co najwyzej drugiego.

W rozdziatach I i Il poznalismy przypadki bryt, dla ktérych zastosowanie wzoru
()= %H (Pg +4P, + Pd) w sposob prawidtowy wyznaczato ich objetosci. ZastrzegliSmy

wowczas jednak, ze 6w wzor nie jest uniwersalny, jest prawdziwy tylko dla niektorych
bryl, majacych pewna wspdlng ceche charakterystyczna. Specyfika tych bryt, dajaca
mozliwo$¢ wyliczania ich objetosci z uzyciem wielkosci O, zwigzana jest wlasnie z ich
funkcja pola przekroju.

Przyjrzyjmy si¢ teraz dokladniej funkcji pola przekroju wybranych bryt

zwracajac uwage na ich wielomianowg postac.
a) Stala funkcja pola przekroju.

= Rozpatrujemy szescian o boku a i wysokosci H, ktory przecinamy plaszczyzng

IT, na wysokosci /4 (rys. 6).

14
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hi L

a rys. 6

Dla naszego sze$cianu funkcja pola przekroju S(h) = a’.

= Wezmy walec, ktorego promien podstawy jest réwny » a wysoko$¢ jest roGwna

H (rys.7). Podobnie walec przecinamy plaszczyzna IT, na wysokosci /.

N a

hI /\\\ y/ v rys. 7

Dla walca ot‘rzymamy réwniez stal funkcje pola przekroju S(h)= 2.
b) Funkcja pola przekroju stopnia jeden.

= Rozwazmy graniastostup prosty trojkatny. Jeden z prostokatéw bedacy $ciang
boczng graniastostupa ma dilugosci bokéw rowne a i b. Wysokos¢ Sciany
bedacej trojkatem wynosi H (rys. 8). Graniastostup przecinamy ptaszczyzna
IT, na wysokosci A.

15
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Figura powstala w wyniku przekroju graniastostupa plaszczyzng TI1, to

prostokat o bokach a' i b. Tak, wigc funkcja pola przekroju bedzie réwna:
S(hy=a'b.

Korzystajac z tw. Talesa uktadamy odpowiednig proporcje, ktéra pozwoli nam
wyznaczy¢ a' poprzez dane a, i, H.

H_H-h _a(H-h)

'

a a

=q

Majac wyznaczone a' obliczamy S(/):

il T P YO Py
H H H

S(h) =

I otrzymana funkcja przekroju jest funkcja pierwszego stopnia zmiennej .

= Rozpatrzmy teraz bryle powstala wskutek obrotu paraboli postaci y = x*, wokét
osi OY (rys. 9). Paraboloid¢ przecinamy plaszczyzna IT, na wysokosci

h i szukamy pola przekroju figury bedacej czescia wspolng ptaszezyzny i bryly.

Wynikiem przekroju jest kolo o promieniu r. Punkt A lezy na paraboli, wiec
spelnia jej réwnanie. Ponadto widzimy, ze punkt A ma wspotrzedne (v, %), tym
samym nasze r jest rowne Jh.

Dla powstalego przekroju funkcja pola przekroju ma postaé:

Sh)=m? = ﬂ(«/ﬁ )2 = 7h , jest wigc funkcja liniows wzgledem argumentu /.

16
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Uwaga: dla ulatwienia rachunkéw majacych miejsce w nastepnym rozdziale,
odwrécimy niektore z naszych bryt ,,do géry nogami”, w celu uzyskania funkcji
pola przekroju w postaci czysto wielomianowej danego stopnia, to znaczy dla
funkcji pola przekroju stopnia jeden interesuje nas postaé zwierajaca tylko

1 wylacznie czynnik liniowy.

b’) Obracamy rozwazany wczesniej prostopadtoscian (rys. 10)

rys. 10

Woéwezas z tw. Talesa kil = ﬁ' =>a'= a—; i tym samym nasza funkcja pola
a a

przekroju ma postaé czysto linowa: S(h)=a'b = %hb = %I[lh .

¢) Funkcja pola przekroju stopnia dwa.

= Rozpatrzmy tym razem ostroshup o wysokosci H i podstawie bedacej kwadratem
o boku diugosci a (rys. 11). Podobnie jak wczesniej ostrostup przecinamy

plaszczyzng I1, na wysokosci 4 i szukamy pola powstalej figury.

rys. 11
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Objetos¢ bryl, ktorych funkcja pola przekroju jest wielomianem co najwyzej trzeciego stopnia.

Powstata figura jest kwadratem o boku a'. Jej funkcja pola przekroju bedzie,
wigc rowna S(%) = (a')’ .
Uktadajac odpowiednia proporcje wyznaczymy a', a nastgpnie z wyznaczonym

a' wracamy do obliczenia funkcji pola przekroju ostrostupa.

a = H—h , tym samym a'= a(L—h_) , 1 mozemy obliczy¢ juz S(h):
a a' H
_ 2 2 2 2 2 2
S(h) = (')’ = (a(H h)) _a (H 2Hh+h ):hz az_h2a ey
H H? H H

Otrzymana funkcja pola przekroju jest wielomianem drugiego stopnia wzgledem
argumentu &, za$ wyrazenia, w ktorych wystepuja dane a 1 H sa

wspotczynnikami tego wielomianu.

= Wezmy stozek o promieniu podstawy rownym 7 i wysokosci réwnej H (rys. 12),

ktory przecinamy plaszczyzng IT, na wysokosci .

H

g
) V
rys. 12

W tym przypadku obliczenie pola przekroju sprowadza si¢ do obliczenia pola

kola o promieniu r', powstalego w wyniku przecigcia plaszczyzny I1, ze

stozkiem, zatem S(h) = mr'>.

Mozemy zauwazy¢, ze Ecl = H=h ,czyli r'= M
r r' H
Tym samym:
2(r7 _ 1)? 2 2 2
S(hy=nt (th) L (PN I L L
H H H H

a otrzymana funkcja jest funkcja drugiego stopnia.

L.



r

Objetosé bryl, ktorych funkcja pola przekroju jest wielomianem co najwyzej trzeciego stopnia. ‘

¢’) Chcac uzyskac czysto kwadratowa funkcje pola przekroju obracamy rozwazane
wezesniej bryty .

= Odwrdcony ostrostup (rys. 13)

rys. 13

Ogoélny wzor przekroju nie ulega zmianie — S(h) = (a')2 , ale zmienia si¢ wartos¢

. . .. H h ,_ah .
a', mianowicie teraz —=—, tym samym a'= T Majac wyznaczone
a a

2 2
a' obliczamy juz S(h): S(h) = (a')’ = (a—l—];) = h? —:?2—.

Otrzymana funkcja pola przekroju ma tylko czynnik drugiego stopnia rézny od

zera.

= Odwrocony stozek (rys. 14)

A
H
g
\ 4 rys. 14
.. . . L H h '
W tym przypadku zmianie ulega proporcja wyznaczajgca nam r': — = —, czyli
ror

rzhz_ , ‘
" ;

= % Tym samym S(h) =" =7
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Objetos¢ bryl, ktorych funkcja pola przekroju jest wielomianem co najwyzej trzeciego stopnia.

ROZDZIAL IV

14 7 o 1 °
Dowod poprawnosci wzoru Q = EH (Pg +4P, + Pd) jako wzoru na

objetos¢, dla bryl z funkcjg pola przekroju drugiego stopnia.

Wezmy dowolna, bryle B o wysokosci H i danej funkcji pola przekroju drugiego
stopnia takiej, ze S,(h)=a,h’ +ah+a,. Rozpatrzmy najpierw przypadek, gdy
wspotezynniki a,, a,, a, sa dodatnie.

Chcemy sprawdzié, czy dla bryt z tak okreslong funkcja pola przekroju wielkos¢

0O w prawidtowy sposéb wyznacza nam objetosc.

Zacznijmy od utworzenia pewnej nowej bryly B'. Chcemy, aby nasza nowa
bryta miata identyczng funkcj¢ pola przekroju jak dana bryla B. Ponadto niech
B' bedzie sumg trzech innych bryt, odpowiednio z funkcjami pola przekroju, ktére sa
wielomianami czysto stopnia 2, 1 i 0. Naszymi skladowymi brylami beda bryly
(rys. 15):

B, —stozek o odpowiednim promieniu podstawy 7 i wysokosci H,

= B, — graniastostup prosty trojkatny o wysokosci H oraz odpowiednio dobranym
x (jak na rysunku),

« B, — prostopadtoscian o wysokosci H i podstawie bedacej kwadratem o boku

odpowiednio dobranej dtugosci y.

rys. 15
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Objetos¢ bryl, ktorych funkcja pola przekroju jest wielomianem co najwyzej trzeciego stopnia.

Z rozdzialu III znamy funkcje pola przekroju bryt sktadowych — przypomnijmy

2

) r’ X
je: SB,(h)=?ﬂh2, SBz(h):Ehb Sy (W)=y*.

Zatozylismy, ze dla nowej bryty B' ma zachodzi¢ warunek: S,(h)=S,(h),

2 2
czyli a,h’ +ah+a,= %ﬂhz +%h +y*. Przyréwnujac odpowiednie wspotczynniki

przy h otrzymujemy:

7"2

a=—n [, aH g | %
H F R
2 4 il

a=" =ix*=aH =ix=.\aH .
H

ao:y2 Y =+% V=A%

| L

Wyznaczajac parametry r, x, y znalezliSmy bryte B'.

Skoro bryly Bi B' maja identyczne funkcje pola przekroju, tzn. ze przekroje dla
1

h=0 h= EH’ h = H maja jednakowe pola, a co za tym idzie wielkosci Q dla kazdej
z bryl sa sobie rowne O, = Q,,..

W rozdziale 1 sprawdziliémy, ze dla sktadowych bryt B,, B,, B, wielko$¢
Q prawidlowo wyznacza nam obj¢tosé.

Z kolei w rozdziale Il sprawdzili$my, ze jesli wzor Q:éH (Pg +4P, +Pd)

wyznacza objetos¢ dla bryt bedacych sktadowymi sumy, to takze wyznacza objetosé dla
sumy.

Sprébujmy teraz uporzadkowac i wypunktowaé opisane wyzej fakty.
1) B — dana bryla z funkcja pola przekroju stopnia 2, B'=B, UB,U B,,
Sp(h) =Sy (h).
2) Op=0p.
3) Op =0y +0s +0s.

4) QB, :VB,a QB2 :ngs QB3 =V, -

3
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Objetose bryl, ktorych funkcja pola przekroju jest wielomianem co najwyzej trzeciego stopnia.

Naszym celem jest pokazanie, ze dla danej bryly B wielkos¢ O wyznacza jej
objetosé, tzn. O, =V, . Dazac do niego sprobujmy teraz wykorzysta¢ wypunktowane

wilasnosci:

() Oy =0p =0y +Qy, +Qy =V +Vy +Vy,
z oczywistych wlasnos$ci objgtosei otrzymujemy:
() VB, +VB,2 +V33 =V.
Ostatnim naszym krokiem jest pokazanie, ze V, =V,. Przypomnijmy sobie

w tym celu zasad¢ Cavalieriego.

r ° o ° *
Co moéwi zasada Cavalieriego?

Wyobrazmy sobie tali¢ kart, ktéra w zwyklym potozeniu tworzy
prostopadtoscian (rys. 16), ktérego objetos¢ liczymy w znany sposdb — mnozac pole
podstawy przez wysoko$¢. Przesunmy karty talii tak, ze tworza teraz mato regularny
stos (rys. 16). Wedlug zasady Cavaleriego objetos¢ tych dwoch stosow talii kart jest

taka sama.

rys. 16

Zasada Cavalieriego:

|
|
Jezeli mamy dwie bryly lezqce miedzy dwiema réwnoleglymi |
plaszczyznami, jezeli ponadto przekroje tych bryl dowolnq plaszczyzng |
rownoleglq do wspomnianych majq takie same pola, to bryly ta majq ‘

takie same objetosci.

* JERZY MIODUSZEWSKI, Ciqglos¢: szkice z historii matematyki, WSiP, Warszawa 1996
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Objetos¢ bryl, ktorych funkcja pola przekroju jest wielomianem co najwyzej trzeciego stopnia.

Zasada Cavalieriego nie okresla objetosci liczbowo, lecz jedynie porownuje
dwie bryly co do objetosci. Od bryly, ktorej objetos¢ uwazamy za znana, poprzez

poréwnanie przechodzimy do bryty, ktérej objetosci szukamy.

Wr6émy teraz do naszych rozwazanych bryt Bi B'.

Brylty B i B' umieszczamy mig¢dzy plaszczyznami p i ¢, ktére sa do siebie
réwnolegle, ponadto spelniony jest warunek: odleglos¢ miedzy p i g jest réwna
wysokosci H brylt Bi B'.

Przecinamy bryly ptaszczyzna rownolegla do p i odlegla od niej o 4. Interesuja
nas powstate przekroje tych bryl, a w szczegdlnosci ich pola. Okazuje sig, ze pola tych
przekrojow wyznaczajga nam znane juz dla poszczegdlnych bryt, funkcje pola przekroju.
Co wigcej, wiemy ze funkcje pola przekroju dla Bi B' sa sobie réwne, tym samym pola
przekrojow bryl B i B', dowolng plaszczyzng rownolegla do plaszczyzny p, sa sobie
réwne. Co za tym idzie, w mysl zasady Cavalieriego objetosci bryt Bi B' sa takze sobie

rowne.

Wro6émy po raz ostatni do postawionego na poczatku pytania i celu: czy
Oy =V, ? Z réwnosei (*) 1 (**) otrzymujemy:

Op=0p =0y +0Qy +0y =V, +V, +V, =V, azzasady Cavalieriego V, =V,

czyli Qp =V; m

Rozwazana przez nas wczes$niej bryla B miata kwadratowa funkcja pola
przekroju, w ktorej wszystkie wspdtczynniki sg dodatnie. Zajmijmy si¢ tym razem taka
bryta B, ktérej funkcja pola przekroju jest dalej wielomianem drugiego stopnia, ale
jeden ze wspotczynnikoéw jest ujemy, np. niech S, (h) = a,h” +a,h+a,, dla dodatnich
wspolczynnikéw a,, a, i ujemnego wspdtczynnika a .

Nasz cel pozostaje bez zmian, tzn. chcemy sprawdzié czy @ prawidlowo

wyznacza objetos¢ rozpatrywanej bryly.
Tym razem budujemy dwie bryly pomocnicze: B,' i B,', ktérych sktadowymi

sa rozwazane wczesniej bryly B,, B,, B, (rys. 15). B,' jest suma naszej wyjsciowej
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Objetos¢ bryt, ktorych funkcja pola przekroju jest wielomianem co najwyzej trzeciego stopnia.

bryly B oraz bryty B, o stalej funkcji pola przekroju rownej tym razem — a,,a B,' jest
sumg bryl B, i B, o funkcjach pola przekroju wynoszacych odpowiednio a,/ i a,h’.
Zakladamy dodatkowo, ze brylty B,' i B,' maja réwne sobie funkcje pola przekroju,

2 2
X

mianowicie Sp () =Sy .(h), czyli a,h’ +a,h+ a,+y* = %nhz +Eh.

Przyrownujac odpowiednie wspotczynniki przy 4 i pamietajac oczywiscie, ze a, jest

ujemny, wyznaczamy parametry r, x, y dla bryt B,, B, i B, , znajdujac tym samym

bryty B,'i B,':
(r:H el
T
x=.aH .

Y =44,

Sprobujmy teraz zauwazy¢ pewne wlasnosci bryt B,' i B,'.
1) B/'=BUB, oraz B,'= B, UB,.

2) Skoro S,.(h)=S8 s, (), to w szczegblnosci przekroje dla s réwnego
0, %Hi H sg sobie rowne, tym samym Op =0y

3) Pola przekrojow bryt B,' i B,' na wszystkich poziomach % sg sobie rowne,
a wiec w my$l zasady Cavalieriego Ve =Vy.

4) 7 rozdziatu 1 wiemy, ze dla bryl skladowych: B, B, i B, wielkos¢
O prawidlowo wyznacza ich objeto$¢: Q5= V> 05,= Vi, Qp =V, .

5) Z addytywnosci wyrazenia Q (rozdziat IT) mamy Oy, =0y +0; -

6) Z wymienionych wyzej wlasnosci (3) i (4) wnioskujemy, ze
sy =y +0p, =V, +Vy =V, ..

7)  Z(2),(6)i(3) otrzymujemy: QB,' =0y = Vi, = VBI..

Poprzez zauwazone wyzej fakty sprobujmy dojs¢é do interesujacych nas

wielkosci O, 1 V), oraz do zalezno$ci zachodzacych miedzy nimi.

24




Objetos¢ bryt, ktorych funkcja pola przekroju jest wielomianem co najwyzej trzeciego stopnia.

7 rozdziatu II wiemy, ze skoro wielko$¢ O jest rowna objetosci dla bryt
B,' i B,, to takze wyznacza objetos¢ dla ich roznicy. Réznica bryt B,' i B, to B, czyli

Op = QBI‘ _Q83 = VB; _VB3 =V, m
Tym samym pokazaliémy, ze dla dowolnej bryly B z kwadratowa funkcja pola
przekroju, w ktérej wyraz wolny jest ujemy, zas pozostale wspolczynniki sa dodatnie,

wielkos¢ Q prawidlowo wyznacza objgtosc.

W pozostatych przypadkach kombinacji znakéw wspolczynnikow mniejszych
od zera, dla bryt z kwadratowa funkcja pola przekroju, rozumowanie prowadzace do
wniosku Q =V jest analogiczne do powyzszego. Budujemy dwie brytly pomocnicze ze
sktadowymi: wyjsciows bryta, ktora rozpatrujemy oraz trzema brytami, odpowiednio
z funkcjami pola przekroju, ktore sa wielomianami czysto stopnia 2, 1 i 0. Nastepnie
zauwazamy odpowiednie wilasnosci i wyciggamy z nich wnioski prowadzace nas,

w sposob analogiczny jak w rozumowaniu powyzej, do faktu, iz 9 =V.
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Objetos¢ bryl, ktorych funkcja pola przekroju jest wielomianem co najwyzej trzeciego stopnia.

ROZDZIAYL. V

Funkcja pola przekroju trzeciego stopnia.

1. Przyklady bryl z funkcjg pola przekroju stopnia trzeciego.

W rozdziale III zdefiniowali$my funkcje¢ pola przekroju i znalezliSmy przyktady
bryl, dla ktorych funkcja ta jest wielomianem stopnia niewigkszego niz dwa.
Sprébujmy teraz znalezé takie bryly, dla ktérych argument s wystepuje

w potedze trzeciej w wielomianie okreslajacym pole przekroju rozpatrywanej bryly.

PRZYKEAD 1.1

2

Na plaszczyznie OXZ w przestrzeni wezmy wykres funkcji f(x) = xg 1 obréémy
go wokotl pionowej osi OZ. Powstalg bryle przecinamy plaszczyzna I1, na wysokosci
h. Szukamy pola przekroju figury bedacej czescia wspdlng plaszczyzny i bryly.

Powstala w przekroju figura to kolo o promieniu r. Warto$¢ promienia
obliczymy uzywajac wzoru funkcji, mianowicie r = x, dla takiego x, ze f(x)=h, czyli

2 3
h=x%, tym samym r=x=~h?. Pamigtajac, ze pole przekroju to pole kola,

3 2
otrzymujemy S(h) = > = ﬁ[lﬂ] =7,

Widzimy, ze funkcja pola przekroju powyzszej bryly jest wielomianem stopnia

trzeciego wzgledem argumentu 4.
PRZYKFEAD 1.2

W tym przykladzie tworzymy bryle ograniczong w nast¢pujacy sposob:

{(x,y,z): Z 2> \/m,z >

plaszczyzna réwnolegla do plaszczyzny OXY na wysokosci rownej H. Sprobujmy teraz

y[,zS H }, gdzie ostania z nierownosci ogranicza nasza bryle

znalez¢ przekrdj bryly plaszczyzng rownolegla do jej ,,gornej podstawy” na wysokosci
h (rys. 17).
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rys. 17

Szukajac pola przekroju, szukamy pola powstatego prostokata takiego, ze |

{(x, Vs z): z=hlx| <k, y| < h} Tym samym widzimy, ze prostokat ma boki o dtugosci

X|

2hi 2h°. Sprawdzmy teraz, ile przy wyznaczonych diugosciach bokéw powstalego
przekroju, wynosi jego pole — S(h). S(h)=2h-2h* =4k’ i jest wielomianem trzeciego

stopnia zmiennej .

2. Zmiana parametru wysokosci przekroju.

Badajac w poprzednim punkcie pola przekrojow, rozpatrywalismy bryly
umieszczone pomigdzy dwiema poziomymi, réwnolegtymi do siebie ptaszczyznami
IT, i IT, polozonymi w odlegtosci H od siebie (obie plaszczyzny majg przynajmniej
jeden punkt wspdlny z rozpatrywana bryta). Wowczas szukaliSmy przekrojow na
wysokosci £ takiej, ze h € [0, H], gdzie plaszczyzna I1, znajdowala si¢ na wysokosci
réwnej 0, a plaszczyzna IT, na wysokosci rownej H. Teraz umiesémy bryle tak miedzy

tymi  dwiema plaszczyznami, ze II_  odpowiada  wysokosci  rownej

H :
= a IT, wysokosci £2{— Wartos¢ wysokosci bryly nie ulega zmianie, a dla tak

= ) H
zmienionego parametru /%' wysokosci przekroju bryly, mamy %' € [—%,-—2—} tzn.

h=h =5 czyli h= h‘+—}2£. Sprobujmy zobaczy¢, co dzieje si¢ teraz z wielomianem

okreslajacym funkcje pola przekroju.
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PRZYKEAD 2.1

Wezmy bryle z funkcjg pola przekroju trzeciego stopnia taka, ze S(k) = ah’ dla

h e [0, H]|. Teraz zmieniamy parametr wysokosci na A' € {—g EJ Dla nowo

wyznaczonej wysokosci przekroju sprawdzmy jego pole: i tak S'(h')= S(h) dla

3
heh 2 wige /()= 50 = s[mgj _ a(h’+ g} _

H* H?

=ah'3+a-3-h'2%+a.3.h'._+ | daH

3aH* , H’
+ h'+

h*
4 8’

= ah”

czyli nowa
funkcja ~ pola  przekroju nie  zmienia  swojego  stopnia i wynosi
S'y (W) = bk’ +b,h” +bh'+b,, dla  odpowiednio dobranych  wsp6lczynnikéw
by, b,, b, b,.

PRZYKEAD 2.1

Tym razem wezmy bryle, dla ktorej S(h) = a,h’ +a,h’ +ah+a, i h € [0, H.

Podobnie jak wczesniej szukamy wielomianu okreslajacego pole przekroju dla

h e {—E,ﬁ}
2 2

3 2
S' (1) = S(h) = S(h'+ %j = a3[h'+ gj + az(h'+ %j +a, (h’+ gj +a, =

2 3 2
= g, wan g H +a, wraond  H- +a1h’+a1£+a0 =
2 4 8 2 4 2

H? H’ a,H> aH
=a3h'3+(3a;H+a2jh'2+(3a3T+a2H+alj+[a38 +a24 +a‘2 +a0j.

Dla 7' € {—g—,g} i odpowiednio dobranych wspdtczynnikéw b, b,, b,, b,

S, (W) = by +b, "> +b, '+b, .
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Objetos¢ bryl, ktérych funkcja pola przekroju jest wielomianem co najwyzej trzeciego stopnia.

Whnioskiem z rozpatrywanych przykladéw jest fakt, iz zmiana parametru
wysokosci przekroju nie zmienia stopnia wielomianu odpowiedzialnego za funkcje pola

przekroju dla bryt, ktérych funkcja ta jest wielomianem trzeciego stopnia.

1
3. Dowéd poprawnosci wzoru Q = —6—H (Pg +4P, + Pd) jako wzoru

wyznaczajgcego objetos$¢ bryl z funkcjq pola przekroju trzeciego stopnia.

Naszym celem jest pokazanie, ze dla bryt z funkcjg pola przekroju trzeciego
stopnia Q jest wielkoscig wyznaczajacq jej objetosé.

Rozpatrujemy dowolng bryle B z funkcjg pola przekroju trzeciego stopnia taka,
ze Sy(h)=ah’ +a,h* +ah+a,, oraz h e [0, H].

Wiemy juz, ze dla bryl z funkcja pola przekroju trzeciego stopnia zmiana
parametru wysokosci nie zmienia stopnia wielomianu bedacego tg ze wlasnie funkcja.

Zmiefmy go w naszej bryle. Niech #' e {—g,%} a dla tak wyznaczonej wysokosci

i funkcja pola przekroju zmienia si¢ na S'y (h')=b,h"’ +b, ' +bh'+b,

(dla odpowiednio wyznaczonych wspotezynnikéw b, , b,, b, b,).

Zacznijmy od przypadku, w ktorym wspélczynnik przy b, jest dodatni oraz
wyrazenie b,h”+bh'+b, jest wicksze od zera dla kazdego 4'. Zanim przejdziemy do

dalszych krokéw dowodu, upewnijmy sig czy dla bryt z funkcjg pola przekroju drugiego
. 4 5B H H| . . . , :
stopnia, rozpatrywanie jej dla #' e Ly jest dalej badaniem wielomianu

drugiego stopnia.

WeZmy bryle z kwadratowa funkcja pola przekroju: S(h) = a,h* +ah+a, .

Zmienmy ,,ustawienie” wysoko$é tak, ze teraz h'=h—§, czyli h:h'+§. Wtedy:

2
S', (W) =S, (h) = SB(h'Jrgj =a, (h+gj # al(h'+—2}5) ta, =
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2 2
=a,| h” +2h'—I_£+ H= +a,h'+a, =1 +a, = a,h” +(a2H +aq, )h'+ a, " +4q, Ecl +a, |=
2 4 2 4 2
= b,h'"” +b,h'+b,, dla odpowiednio dobranych wspotczynnikow b,, b, b,. Widzimy, ze
takze w tym przypadku stopien funkcji pola przekroju nie ulega zmianie — funkcja jest

dalej wielomianem drugiego stopnia.

Skoro juz wiemy, ze zmiana parametru wysokosci przekroju nie zmienia stopnia
sktadowej b,k +b,h'+b, w funkcji pola przekroju rozpatrywanej obecnie bryly B, to
przejdzmy do dalszej czesci dowodu.

Kolejnym krokiem jest utworzenie nowej bryly, ktéra bedzie miata takgq sama
funkcje pola przekroju, jak bryta B. Ponadto chcemy, aby nowa bryla byta suma bryt
o funkcjach pola przekroju, ktore sg wielomianami czysto stopnia 3, 2, 1 i 0.
Zalozylismy, ze kwadratowa cze¢$¢ funkcji pola przekroju naszej bryly jest dodatnia
niezaleznie od 4, ale dodanie do tworzonej bryly czynnika odpowiedzialnego za
elementy trzeciego stopnia wymaga chwilowego zastanowienia. Dla 4 > 0 wielkos¢
S(h) jest dodatnia, ale dla 2 < 0 przekrdj S(h) jest wielkoscia ujemng. Co wigc w takim
przypadku musimy zrobic¢?

Tworzymy dwie bryly: B,' i B,'. B,' (rys. 18) jest sumg naszej wyjSciowe]
bryly B oraz bryly B;. B, to bryla z funkcja pola przekroju czysto trzeciego stopnia,

ktora zawiera si¢ pomiedzy takimi plaszczyznami I1 1 IT1,, ze I1_ znajduje si¢ na

wysokosci h' = ——]21 a IT, na wysokosci #'=0. Bryle B, dobieramy ponadto w taki

sposéb, ze jej funkcja pola przekroju, dla /#' € [—%,0} , jest rtowna S’y (h') = ~bh".

B,' (rys. 19) jest sumg bryt C i B;. C to bryla, z kwadratowa funkcja pola przekroju,
\ : 2 \ . . , , H H

ktora wynosi b,h'"+b,h'+b, i jest dodatnia dla kazdego 4' e {—?,7} B, to bryla

z funkcja pola przekroju trzeciego stopnia, przystajaca do bryly B, — odwrdcona ,,do

gory nogami” wzgledem B, ale zawarta pomigdzy takimi ptaszczyznami IT; i IT,, ze

1, znajduje si¢ jak wczesniej na wysokosci #'= 0 a II, na wysokosci A'= ek
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Dla takiej bryly B, jej funkcja pola przekroju to S" s (W)= bh"”. Zakladamy takze, ze

bryly B,' i B,' maja réwne sobie funkcje pola przekroju: S s (M) =8, .(h').

H/2 —
—

00—

H/2 ——

-H2 ——

rys. 18 rys. 19

Wypunktujmy teraz znane nam wiasnosci bryt B' i B,', pamigtajac o naszym

celu, ktéry chcemy udowodnié¢, mianowicie, ze O =V;.

1)
2)

3)

4)

3)

B\'= BU B, oraz B,'=C U B,.

Jezeli §',. (h') = S'y (h') dlakazdego A, to Qs =0,

Skoro pola -przekroj(')w bryl B' i B,' na wszystkich poziomach % sq sobie
rowne, to w mysl zasady Cavalieriego Vg, = V. Tym samym
Ve + Vs =V +Vy . Jednak bryly B, i B, sg do siebie przystajace,
wystepujg tylko jako sktadowe réznych bryl, ale ich objetos¢ jest taka sama,
wige Vy =V,..

Z rozdzialu I wiemy, ze Op =0p + Op a0y =0+ Oy, -

By 1 B, sa brylami przystajacymi i symetrycznymi wzgledem siebie.

1 1 HY 1. H bH
=—H\P, +4P, + P, )]=—H| by| — | +4-0+0|==Hb,—=3"_
O =7 (p, +42, +P,) 6 3(2) ] 6 ° 8 48

0,. =%H(Pg +4P, + P, )=

3

N =

8 48

3 3 4
H —b{—g) +4~0+0)=%Hb3i=b3H

wiec Oy, = s .
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6) Z wymienionych wyzej wlasnosci (2), (4) i (5) wnioskujemy, ze Q. = O,

czyli Oy + 0y = 0. + 0, , skad ostatecznie wynika, ze O, = Q...
7) W rozdziale IV udowodnilisémy, ze dla bryt z kwadratows funkcja pola
przekroju Q =V . U nas bryla C ma funkcj¢ pola przekroju drugiego stopnia,

wiec Q. =V.

Teraz wyznaczone wyzej wihasnosci pozwalaja nam doj$¢ do konca naszego

dowodu, mianowicie z wlasnosci (6), (7) i (3) otrzymujemy: Q, =0, =V, =V, -

Rozpatrywanie bryty z funkcjq pola przekroju trzeciego stopnia i wielkosci Q
jako objetosci tej bryty, wymaga niestety przeanalizowania kilku przypadkow.

Rozwazmy tym razem sytuacje, w ktorej wspdtczynnik b, funkcji pola przekroju
naszej bryly B, jest wigkszy od zera, ale wyrazenie b,h”+bh'+b, nie jest dodatnie dla
kazdego 4' € [—E,ﬁ}

2 2
W takim przypadku zaczynamy od znalezienia tak duzego o, by wielkos¢
12 ' ) . 4 . H H "
b,h'"+bh'+b, + ¢ bylta dodatnia dla kazdego %' z przedziatu “5 g | Nastepnie dla

tak dobranego o budujemy bryle C z funkcjg pola przekroju réwnag wiasnie
b,h” +b,h'+b, + ¢ .

Dalej rozumowanie przebiega analogicznie do przedstawionego wczesniej, tzn.
budujemy bryty B,' i B,', dlaktérych S';. (h')=S",.(h'). B," jest suma bryly C i bryly
B, (o wilasciwosciach jak we wezesniejszym rozumowaniu). Z kolei pamigtajac o ,,triku”
dodania o w funkcji pola przekroju bryly C, tworzymy taka bryl¢ B,', ktéra bedzie sumg
bryly B, bryly B, ze stalg funkcjg pola przekroju réwng a i bryty B, (o wlasciwosciach
jak wezesniej). Podobnie wypunktujmy whasnosci B,' i B,', i tak otrzymujemy:

1) B'=BUB,UB, oraz B,'=CU B,.

2) 0y =0,.,b0 S, .(h)=S,.(1") dlakazdego h.
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3) Z zasady Cavalieriego — skoro S,.(h')=S, (4') dla kazdego h, to

Vg =Vy., czyli Vy+Vy +V, =V.+V, . Ponadto wiemy, ze V. =V,

3 >

czyli Vy, +V, =V,.
4) Oy =05+0y +0,, O =0c+0ya Oy =0y to z (2) otrzymamy
O +0, =0
Z kolei z (4), z faktu prawdziwosci Q. =V, (C jest bryla z kwadratowa funkcja pola
przekroju) i 3): O, +0, =Q.=V.=V,+V,, a B, to bryla ze stalg funkcjaq pola

przekroju, dla ktorej z rozdziatu I wiemy, takze, ze Q, =V, ,czyli O, =V, m

Zatrzymajmy sie po raz ostatni dtuzej przy jeszcze jednym z przypadkow bryly
z funkcja pola przekroju trzeciego stopnia. Mianowicie, teraz zwr6¢my szczegdlng

uwage na przypadek, gdy wspétczynnik b, jest mniejszy od zera. W takiej sytuacji do

wyjsciowej bryty B dodajemy teraz bryle B, zawarta miedzy plaszczyznami I, na
L. . . H .
wysokosci A'= 01 IT, na wysokosci A'= EE tworzac tym samym bryle B,'. Z kolei

bryla B,' bedzie zawierata bryte C z kwadratowa funkcja pola przekroju, oraz sktadowa
z funkcja pola przekroju trzeciego stopnia — bryle B, ale umieszczong migdzy

plaszczyzng T1, na wysokosci #'= 0 a plaszczyzng I1_ na wysokosci 4'= —%.

Zwracajac jeszcze uwage na warto$é wyrazenia b,h"’+bh'+b, badanej bryly,
w zaleznosci od potrzeby szukamy tak duzego o, aby wielkos¢ b,h'”* +b,h'+b, +« byla
dodatnia dla kazdego 4'. Reszta dowodu wymaga zauwazenie odpowiednich wlasnosci
i wyciagnigcia z nich wnioskow prowadzacych do faktu Q =V, w sposob analogiczny

jak w rozumowaniach powyzej.

Na koniec w zarysie ogblnym przedstawmy jeszcze schemat dowodu wielkosci
O jako wielko$ci wyznaczajacej objetosc:
= dana jest bryta B z funkcjg pola przekroju trzeciego stopnia dla 4 € [0, H],

L L : , H H
" zmieniamy parametr wysokosci przekrojuna /' € ~ a2

= zwracamy uwage na znaki wspotczynnikow wielomianu funkcji pola przekroju,
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= tworzymy bryly B,' i B,', takie ze S,.(h')=S;.(h'), z odpowiednio
dobranymi skltadowymi z funkcja pola przekroju trzeciego stopnia (na
odpowiednich wysokosciach), oraz w zaleznosci od potrzeby ze skladowg
B, z odpowiednio duzym, statym przekrojem o,

* zauwazamy wlasnosci Q i V, wyciaggamy z nich wnioski i przeprowadzamy

rozumowanie prowadzacych do Q, =V, .

WNIOSEK:

Jezeli bryla ma funkcje¢ pola przekroju bedaca wielomianem stopnia
niewigkszego niz trzy, to objeto$é tej bryly mozna wyrazi¢ wzorem

Q= %H(Pg +4P, +P,).
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DODATEK

Calkowy dowéd wzoru Q = éH(Pg +4P, + Pd) jako objetosci.

Przedstawione w rozdziale IV i V elementarne dowody, w ktorych brak bylo
zaangazowania rachunku rézniczkowego i catkowego, doprowadzity nas do faktu, iz

Q =V . Teraz dla poréwnania, wykorzystamy catki, aby po raz ostatni pokazaé, ze dla
okreslonej klasy brylt, wielkos¢ O = %H (Pg +4P, + Pd) wyznacza objetosé.
Na poczatek odwotajmy si¢ do wiadomosci z analizy matematycznej, taczacych

objetos¢ z ,,narzedziem”, jakim jest catka.

ITWIERDZENIE:

Niech B bedzie bryla w przestrzeni tréjwymiarowej. Dla ustalonego
h niech S(h) bedzie polem przekroju ptaszczyzny {(x, y, z): z = h}
z bryla B. Zalézmy, ze funkcja R 3> & — S(h) jest funkcjg kawatkami
ciagla, ograniczong i przyjmujaca warto$¢ zero poza skoficzonym

przedzialem [Hy, H;]. Wtedy obj¢tos¢ bryly B definiujemy jako

v, = HfS(h)dh :

Hy

Bryla B z polem przekroju S(h) = a,i° + a,h’* + a,h + a,, przyjmujacym wartosci rézne

od zera na przedziale [0, H] i dowolnymi wspotczynnikami a,, a,, a,, a,.

SprawdZzmy objetos¢ liczong przez catkowanie:

H H h4 h3 2
Vy = [Stan= [(ah’ +a,h* +ah+ay)dh =["34 & "23 5 “1: +a0hJ
0 0

a,H' a,H> aH’
= + +

+a,H .
4 3
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Wyliczmy Q dla rozwazanej bryty:

Oy = %H(Pg +4P, +P, )= %H(S(H) + 4S(§j + S(O)j =

3 2
=%H{(a3H3 +a,H’ +a1H+a0)+4[a3H?+a2% +a1—121+a0j+a0J=
H' a,H® aH
20w 200 +3aH 60, | =BT BT AT oH
6 \2 4 3 2

Tym samym widzimy, ze O, =V, m

Dotychczas bryly rozwazane, na weczesniejszych stronach tej pracy, byly ‘
brytami, dla ktorych funkcja pola przekroju nie byta wigksza niz trzeciego stopnia.

Wezmy teraz bryle z funkcjg pola przekroju czwartego stopnia. Wykorzystujac
catkowanie znajdzmy jej objetos¢é. Nastepnie wyznaczmy Q i sprawdzmy czy dalej

zwraca ona w sposob prawidtowy wyliczong wczesniej objetosc.

Bryta B z polem przekroju S(h) = a,h* +a,h’ +a,h’ +a,h+ a,, przyjmujacym
4 3 2 1 0

wartosci rézne od zera na przedziale [0, H] i wspdlczynnikiem a, réznym od zera.

H

H H 5 4 3 2
Vy = [Sthdh= [(a,h* +a,h* +a,h” + ah+ay)dh =[“45h + “f + “2: Ll +aohj
0 0

0
=a4H5 +a3H4 +a2H3 +a1H2
5 4 3 2

0, = %H(Pg +4P, +P,)= %H[S(H) + 4s(%j + S(O)) =

+a,H .

4 3 H2 H
:—;—H((@‘H“+a3H3+a2H2+a1H+a0)+4[a4£1{6—a3£8—+a2—4— +a1—2—+a0 +a, |=

:lH(écL‘H4 +§a3H3 +2a,H’? +3a1H+6a0) =
6 \4 2
:5a4H5 +a3H4 +a2H3 +a1H2

24 4 3 2

+a,H .
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Tym razem, przeciwnie do wszystkich wczesniejszych sytuacji, wzor
(0] :%H(Pg +4P, +Pd) nie wyznacza nam objg¢tosci: O, #V,. Podobnie bedzie dla

bryl z funkcja pola przekroju pozostatych stopni — warto$¢ Q na ogol nie bedzie rowna

ich objetosci.
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