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1. WSTEP

Niniejsza praca poswigcona jest zagadnieniu rownowaznosci przez rozklad dla
wielokatow (rozumowania s rozszerzone rowniez o figury wielokatne) 1 wieloscianow.
Zawiera definicje i twierdzenia wraz z dowodami zwigzane z pojeciem réwnowaznosci
przez rozktad zaréwno dla obiektow na plaszczyznie jak i w przestrzeni trojwymiarowe;.

Rozdziat 2 dotyczy rownowaznosci przez rozklad dla figur wielokatnych na
plaszczyznie.

Wszystkie twierdzenia i dowody w nim zawarte sa sformutowane bez odwotywania si¢ do
pojecia pola. Na podstawie tych rozwazan zostanie wyprowadzona w rozdziale 3
alternatywna i raczej nie spotykana w literaturze definicja pola. Definicja ta postuguje si¢
pojeciem rownowaznosci przez rozktad i dotyczy oczywiscie tylko figur wielokatnych.
Inne spojrzenie na problem roéwnowaznosci przez rozklad figur wielokatnych
prezentujemy w rozdziale 4, opierajac si¢ tu na znajomosci pola definiowanego w sposob
dowolny. Znajomo$¢ pola pozwala na przeksztalcenie rownowaznie przez rozklad
dowolnej figury wielokatnej na kwadrat, co prowadzi do wprowadzenia warunku
koniecznego i dostatecznego aby dwie figury wielokatne mogly by¢ sobie rownowazne
przez rozktad. Warunkiem tym jest wtasnie réwnos$¢ pol.

Ostatni rozdziat pracy poswiecony jest wieloScianom.

Rozwazan dotyczacych figur ptaskich nie mozemy w analogiczny sposob

rozszerzy¢ na wieloSciany.
Dla figur wielokatnych warunkiem koniecznym i dostatecznym réwnowaznos$ci przez
rozklad jest rownos¢ pol, podczas gdy dla wieloScianow rownos¢ objetosci jest tylko
jednym z warunkéw koniecznych (lecz nie dostatecznym), aby dwa wielosciany mogty by¢
rownowazne przez rozktad. Rownos¢ objetosci jest jedynie w niektorych przypadkach
warunkiem wystarczajacym dla rownowaznos$ci przez rozklad, np. dla graniastostupow,
(takze pochylych), czego dowod prezentujemy w podrozdziale 5.2.5.

W roku 1901 M.Dehn sformutowal dodatkowy warunek réwnowaznos$ci
wieloscianow, ktorego szczegolny przypadek wraz z dowodem zostanie w niniejszej pracy

przedstawiony (pkt 5.3).



Wiekszo$¢ zamieszczonych dowodow zostata przeprowadzona przeze mnie dla
potrzeb tej pracy. Twierdzenia zawarte w podrozdziale 5.3 jak i sposob rozumowania
wykorzystywany w dowodach zostaly zaczerpnigte z pozycji A.Ehrenfeucht pt. ,,Ciekawy

czworoscian”’.
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2. ROWNOWAZNOSC WIELOKATOW PRZEZ ROZKLAD.

Rozdziat ten po$wiecony jest rownowaznosci przez rozklad dla wielokatow (lub
figur wielokatnych). Podane sq w nim twierdzenia (,,przepisy”’) méwiace o tym, ktore
wielokaty sg rOwnowazne przez rozktad. Przy dowodach twierdzen korzysta¢ bedziemy
tylko z definicji rownowazno$ci i z wilasnosci okreslajacych relacje réwnowaznosci.
W zadnym z rozumowan nie bedzie wykorzystywane pojecie pola. Zakladamy w tym
rozdziale, Ze pojecie pola jest nam obce i na razie zupetnie niepotrzebne. Dowody w tej
czesci mozna porowna¢ do zabawy dziecka polegajacej na rozcinaniu jakiego$ obrazka,
a nastepnie poprzez przestawianie elementow ukfadanki na tworzeniu z dokfadnie
wszystkich kawatkoéw innego obrazka. Nalezy tu tylko zastrzec, ze poszczego6lne elementy
nie beda na siebie zachodzily. Ponadto, zarowno ,obrazki” jak i elementy, na ktore je

rozcinamy beda wielokatami.

2.1 Podstawowe wlasnosci figur réwnowaznych przez rozklad

Definicja 2.1:
Dwa wielokqty nazywanty rownowaznymi przez rozklad wtedy i tylko wtedy, gdy

mozna je podzieli¢ na jednakowq liczbe wielokqtéw odpowiednio do siebie przystajgcych. !

Zdanie: ,,Wielokat W, jest rtownowazny przez rozktad wielokatowi W, zapisujemy:

Wi~ Wa.

Na ponizszym rysunku sa pokazane figury rownowazne: prostokat i czworokat oraz ten

sam czworokat 1 trojkat.
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Wielokat W; (prostokat) zostat pociety raz siecig 4 odcinkow (rysl), z ktorych powstat
wielokat W, (czworokat), nastepnie ten sam wielokat W, zostat pocigty siecia 3 odcinkow,
z ktorych powstat wielokat W3 (trojkat). Wystarczy wige W pociaé jednoczesnie siecia 3
14 odcinkéw aby z W mozna byto ztozy¢é Wi.

Rysunek 2 jest ilustracjq twierdzenia:
Twierdzenie 2.2:
Jesli dwa wielokaty sq rownowazne przez rozktad trzeciemu wielokatowi, to te dwa

. . ’ . 2
wielokaty sa sobie rownowazne.

Na podstawie twierdzenia 2.2 mozna wywnioskowac, ze:
a) dla dowolnych wielokatéw Wi, W,, W3 mamy:
W1~W2/\W2~W3:>W1NW3 (1)

czyli relacja rownowaznosci wielokatow przez rozklad jest przechodnia;



b) dla dowolnych wielokatow Wi, W, mamy
Wi~ W, = Wy~ Wi )
czyli relacja rdwnowaznosci wielokatow przez rozklad jest symetryczna;
c) dla dowolnego wielokata W,
W, ~W,; 3)

czyli relacja rownowaznosci wielokatow przez rozklad jest zwrotna.

Kazda relacja, ktora jest przechodnia, symetryczna i zwrotna jest relacja
rownowazno$ci. Wynika wigc z tego, ze nazwa ,relacja rownowaznosci wielokatow przez

rozktad” jest uzasadniona.

Z samego okreslenia relacji rownowaznosci wielokatow przez rozklad wynikaja

nastepujace wlasnosci tej relacji:

a) jezeli dwa wielokaty W; i W, sa przystajace to sa rownowazne sobie przez
rozktad,
Wi=W, > W~ W, 4
b) sumy wielokatéw odpowiednio sobie rownowaznych przez rozklad sg
rownowazne przez rozklad, czyli:
jezeli Wi, Wa, W3 1 W, sq wielokatami i Wy ~ Wy 1 W3 ~ W,y
to
Wi+ W3~ W; + W,y (5)

gdzie symbol + oznacza roztaczng sume figur.

2.2 Rownowaznos$¢ przez rozklad kilku typéw figur.

2.2.1 Réwnowaznos¢ dla réwnoleglobokdw.

Twierdzenie 2.3:
Dwa rownolegloboki o rownych podstawach i wysokosciach sq rownowazne przez

rozklad.



Dowod:

Dla utatwienia umieszcze oba rownolegloboki na jednej podstawie.

Przypadek 1 (boki CD i EF czeSciowo na siebie zachodza).

Z rysunku widad, D E C F

ze czworokat ABCE jest

czescia  wspolng  obu

rownolegtobokow, a A

trojkaty AADE 1 ABCF sa rys3

przystajace, poniewaz
|AD|=|BC| i |AE|=|BF| (sa to boki odpowiednich rownoleglobokéw) oraz ZADE=/BCF
(sa to katy wspolprzylegle).
Wiegc na mocy definicji 2.1 trojkaty sa rownowazne przez rozktad:

ABCD = ABCE + ADE

ABFE = ABCE + BFC

czyli
ABCD = ABCE + ADE ~ ABCE + BFC = ABFE = ABCD ~ ABFE
#
Przypadek 2 (boki CD i EF nie zachodza na siebie).
D C E E

Rl R3

k.

rysd

Dzielimy oba rownolegloboki prosta rownoodlegta od obu podstaw na

odpowiednio przystajace rownolegloboki R;=R; i R3=Ry i ukladamy je jak na rysunku 5.
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Powtarzamy ta czynno$¢ tak dlugo, az nowo powstate ,gorne” boki pokryja si¢
przynajmniej w jednym punkcie. Dzigki temu przypadek ten sprowadzil si¢ do

poprzedniego.

Na mocy twierdzenia 2.3 mozna sformutowac nastepujacy wniosek:

Whiosek 2.4:
Dla kazdego rownolegloboku ABCD istnieje rownowazny przez rozklad prostokqt

ABEF ktorego bokami sq jeden z bokow rownoleglobokur i wysokos¢ opuszczona na fen

bok.

7

1ys 6
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2.2.2 Rownowazno$¢ dla rownolegtobokow i trojkatow.

Twierdzenie 2.5:
Kazdy tréjkqt jest rownowazny przez rozklad rownoleglobokowi o takiej samej

podstawie, a wysokosci dwa razy mniejszej.

Dowod:
W trojkacie ABC przez srodek wysokosci F prowadzimy prosta réwnolegla do podstawy
AB a nastepnie odcinek BH réwnoleglty do AC. Trojkaty EGC i BGH sg przystajace
poniewaz:
|CF|=[FD| z zalozenia, wigc na mocy twierdzenia Talesa |CE|=|AE]| i |CG|=|GB|. Poniewaz
HB jest rownolegly do AE i odcinki te s zawarte miedzy prostymi rownoleglymi to
|AE[=[HB|, to |CE|=[HB|, kat Z/CGE = ZBGH, czyli:

ABC = ABGE+EGC ~ ABGE+BHG = ABHE = ABC ~ ABHE

C
E F G H
A
D
1ys7
B F
W taki sam sposob mozna dowiesé, ze:
Twierdzenie 2.6: (rysunek 8)
Kazdy tréjkqt jest rownowazny przez G
rozklad  rownoleglobokowi o takiej  samej
wysokosci i podstawie dwa razy mniejszej.
A - c
rys 8
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Whniosek 2.7:

Trojkaqt jest rownowazny przez rozklad prostokqtowi o takiej samej podstawie

i wysokosci dwa razy mniejszej.

Whniosek 2.8:

Dwa tréjkaty o réwnych podstawach i wysokosciach sq rownowazne przez rozklad.

2.2.3 Rownowazno$¢ dla rownoleglobokdw 1 trapezow.

Twierdzenie 2.9:

Trapez jest rownowazny przez rozklad rownoleglobokowi, ktory ma wysokosc

trapezu a podstawq jest linia srodkowa trapezu.

D C

AR A
/ VAN

rys 9

AHBF jest przystajacy do ACFG.

Dowod:

Przez srodki bokow trapezu ABCD
prowadzimy prosta EF a nastgpnie
przez punkt F prosta HG réwnolegta
do AD. Aby trapez byl réwnowazny
przez rozktad rownolegtobokowi

AHGD  wystarczy pokazaé, ze

Ze sposobu przeprowadzenia prostej EF wynika, ze |AE|=|[ED|=|HF|=FG|, |CF|=|FB]

i ZHFB = ZCFG. Wiec ACFG i AHFB maja dwa rowne boki i rowny kat miedzy nimi, co

wystarczy aby te trojkaty byly przystajace, czyli:

ABCD = AHFCD+HBF ~ AHFCD+FGC = AHGD = ABCD ~ AHGD

12



2.3 Zasadnicze twierdzenie o wielokgtach rownowaznych przez rozklad.

Sformutujmy teraz twierdzenie pomocnicze do zasadniczego twierdzenia

o wielokatach réwnowaznych przez rozlktad.

Twierdzenie 2.10:
Dla kazdego rownolegloboku mozna zbudowac prostokqt rownowazny przez

rozklad taki, ze jeden z jego bokow jest rowny jednostce dlugosci.

Dowaod:

Na mocy wniosku 2.4 dowod sprowadza si¢ do pokazania, ze dla kazdego prostokata
ABED mozna zbudowac rownowazny przez rozklad prostokat o jednym boku réwnym
jednostce dlugosci.

Na przedtuzeniu boku DE odktadamy bok |EF|=1. Znajdujemy punkt H przecigcia prostych
CE i AD. Budujemy prostokat pomocniczy AHMC i MFEK ograniczony prostymi BE, CF,

C M
G
B B K
Il
A D H N
rysl0

DE i HM. Prostokat ADEB jest rownowazny réwnolegtobokowi NGEH (réwna podstawa
i wysokos¢ tw 2.3). Rownolegtobok NGEH jest rownowazny HIFE. Jak rowniez
rownolegtobok IFEH jest rownowazny rownolegtobokowi MFEK (réwna podstawa
1 wysokos¢), czyli:

ADEB ~ HNGE ~ HIFE ~ KMFE — ADEB ~ KMFE



To samo twierdzenie mozna udowodni¢ w jeszcze inny sposob:

Dowod 2:

rysll

Rysujemy proste m i n odlegte od siebie o 1. Na prostej m obieramy punkt B, a na prostej
n punkt A odlegly od B o bok rownolegtoboku (takie punkty A sg dwa, my wybieramy
tylko jeden). Prosta & jest rownolegta do AB i odlegta o wysokos¢ réwnolegloboku. Punkty
C i D nalezg do k i sa odpowiednio odlegte od A i B o dlugos¢ drugiego boku.
Rownolegltobok ABDC (wyjsciowy rownoleglobok) jest rownowazny rownolegtobokowi
ograniczonemu prostymi AB, m, 1 i k (rowna podstawa AB i wysoko$¢). OtrzymalisSmy w
ten sposob rownoleglobok, ktorego wysokos¢ jest rowna jednostce dlugos$ci.
Rownoleglobok taki, jak juz pokazali$my wczesniej (wniosek 2.4) jest rOwnowazny przez
rozktad prostokatowi o rownej podstawie 1 wysokosci.

Aby zastosowac te metode musimy zatozy¢, ze przynajmniej jeden z bokow |AB[>1
lub |AC|>1 gdyz w przeciwnym wypadku niemozliwy bylby krok, w ktorym obierali$my
punkt A. Sytuacja taka, w ktorej |AB|<1 i |AC|<] nie jest jednak sytuacjq tragiczna.
Rozcinamy rownolegtobok ABDC na dwa przystajace rownolegloboki i przestawiamy je
(tak jak w dowodzie twierdzenia 2.3 rysunki 4 i 5). Rozcinanie to powtarzamy tak dlugo,
az nowo powstala podstawa bedzie niemniejsza niz 1.

i

Mozna juz teraz przytoczy¢ zasadnicze twierdzenie o wielokatach rownowaznych
przez rozklad.

Twierdzenie 2.11:
Dla kazdego wielokqta mozna zbudowaé prostokqt rownowazny mu przez rozklad

taki, ze jeden z jego bokow jest jednostkg dlugosci.

14



Dowaod:

Dzielimy wielokat W odcinkami na trojkaty: W =T+ Ty +...+ T,

Na mocy twierdzenia 2.5 kazdy z T; jest odpowiednio réwnowazny przez rozkiad
réwnolegtobokowi R; gdzie i=1,2,...,n, a z twierdzenia 2.10 kazdy z R; jest rownowazny

prostokatowi P; o jednym boku réwnym jednostce dlugosci.

T1NR1NP1:>T1~P1 W b

Ty~Ry~Py, =T ~Py ‘
TIl NR{I NPn - Tn '\’Pu ' A

W =T;+T+.. +T, ~Ri+Ry+.. +R, ~ P +Py+. . AP, =P = W ~P

Pl PZ P3 Pn

rysl3

Na koniec zwré¢my jeszcze uwage, ze zaden z omawianych przypadkow nie
wymagal zmiany orientacji jakiegokolwiek z wielokatow powstatych z rozcigcia figury
wyjsciowej. Dowodzi to istnienia nie tylko rownowazno$ci przez rozklad ale nawet

zorientowanej (1) rownowaznosci przez rozktad.



3. OKRESLENIE POJECIA POLA.

W rozdziale tym uogolnimy poprzednie rozwazania na figury wielokatne, jak
rowniez za pomocg tylko i wylacznie cytowanych wczesniej twierdzen sprobujemy
wprowadzi¢ pojecie pola. Postaramy sie rowniez wyprowadzi¢ podstawowe wlasnosci
pola. Pokazemy, ze zdefiniowane przez nas pole figury wielokatnej jest okreslone

W sposob jednoznaczny.
3.1 Réwnowaznos¢ przez rozklad dla figur wielokatnych.
Definicja 3.1:

Figurq wielokqtng nazywamy kazdq figure, ktorq mozina striangulowad, izn.

przedstawic jako sume trojkqtow o parami rozlqcznych wnetrzach.

Przyktadem takiej figury moze by¢ kazdy
wielokat, ale nie tylko. Figura przedstawiona na
rysunku 14, nie bedaca wielokatem tez jest figura
wielokatna.

rys 14

Twierdzenie 3.2:
Dla kazdej figury wielokqtnej istnieje rownowazny przez rozklad prostokqt

o jednym boku rownym jednostce dlugosci.

Dowad:

Twierdzenie to jest uogdlnieniem twierdzenia 2.11 ale jak fatwo zauwazyé dowaod
jest doktadnie taki sam, poniewaz: dzielimy figure wielokatna na trojkaty (z definicji
figury wielokatnej wiemy, ze jest to mozliwe), kazdy trojkat przeksztalcamy réwnowaznie
na prostokaty, prostokaty na prostokaty o jednym boku réwnym jednostce dlugosci, a te

taczymy ze sobg tworzac jeden prostokat.

16



PokazaliSmy w ten sposob, ze poprzedni rozdziat dotyczy nie tylko wielokatow.
Wszystkie rozwazania w nim przeprowadzane sa prawdziwe rowniez w odniesieniu do

figur wielokatnych.

3.2 Okreslenie pojecia pola.

Na podstawie twierdzenia 3.2 wiemy, ze nie tylko kazdy wielokat, ale takze kazda
figure wielokatng mozna przedstawic¢ jako prostokat o jednym boku réwnym jednostce

dlugosci, a drugim réwnym jakiej$ nie zerowej liczbie x.

Definicja 3.3:
Polem figury wielokqtnej nazywamy liczbe x bedqcq dlugosciq drugiego boku

rownowaznego przez rozklad prostokqta o jednym boku rownym jednostce diugosci.

A%

X

x — pole figury W
rys 15

Pytanie, ktoére nasuwa sie¢ w tym momencie jest nastepujace: czy w ten sposob
okreslone pole jest na pewno okreslone jednoznacznie, tzn. czy istniejg dwa roézne rozklady
wielokata W (figury wielokatnej) na prostokaty, jeden o bokach 1 ix, a drugi o bokach 1
iy, gdzie x i y sa 16zne? Gdyby tak mogto sie zdarzyc to oznaczatoby to, ze jedna figura
moze mie¢ dwa lub wigcej roznych pol.

W celu pokazania, ze zdefiniowane w nasz sposob pole jest jednoznaczne postuzymy sie

postulatem de Zolta. Tres¢ tego postulatu jest nastepujaca: 5
Wielokqt nigdy nie moze okazac sie¢ réwnowaziny przez A

rozklad swojej czesci (rys 16).”

W — wielokat ABCDEF
G — wielokat ACDF rys 16
~“(W~G)

17



Postulat ten nazwany od nazwiska jego tworcy przyjmiemy w tej pracy jako pewnik

i nie bedziemy go dowodzic.

Zatozmy, ze dany jest wielokat W i dwa jego rozne rozklady na prostokaty

o jednych bokach réwnych 1.

W, W,

rys 17

Wiemy, ze relacja rownowaznosci jest przechodnia, czyli:

W
1 ~ ~ 1 =
X ¥y
= 1 ~ 1
X ¥
rys 18
Rozpatrzmy dwa przypadki:
) X
f_’k_ﬁ f_/%
1) x>y 7 . 2) y>x
~ YT ~ x B =3 <
X Y
rys 19

W pierwszym przypadku, w ktorym x > y widzimy, ze prostokat o bokach 1 i y jest
zawarty w drugim (wiekszym) prostokacie (w drugim przypadku jest odwrotnie). Na mocy
postulatu de Zolta wiemy, ze te dwa prostokaty nie mogg by¢ rownowazne, poniewaz
jeden jest czeScig drugiego. Wynika stad, ze nasze zatozenie o rozkladach figury
wielokatnej na prostokaty o jednych bokach rownych, a drugich nie bylo btedne.

Mozna teraz odpowiedzie¢ na postawione wczesniej pytanie, a mianowicie:

tak okreslone pole jest okreslone jednoznacznie.

18



3.3 Podstawowe wlasnoSci pola figur wielokgtnych.

W tym podrozdziale wyprowadzimy znane wiasnosci pola. Pokazemy w ten

sposob, ze nasza definicja pola figur wielokatnych jest zgodna z oczekiwaniami 1 intuicja.

1) Jesli figury F; i F, nie zachodza na siebie, to pole ich sumy réwne jest sumie ich pol,
tzn.

P(F; U Fp) =P(F) + P(F2) (6)

rys 20

Dowad:
Na mocy twierdzenia 2.11 wiemy, ze figury F; i F, sa odpowiednio rownowazne

prostokgtom o jednym boku rownym jednostce dtugosci, wtedy: F; ~ P11 F, ~P;

X y
-~ ks ~—A ~
1 Py P, P(F1) =x, P(F2) =y
x+y
rys 21

P(F1 ) Fz) =x+y :P(Fl) + P(Fz)

2) Figury wielokatne przystajace maja rowne pola.

Figura F; rozklada sie na trojkaty Ti,Ta,..., Tk, a Fy na trojkaty T17,T2,..., Ty, gdzie Ti 1 Ty
tworza trojkaty przystajace. Z rozktadu F; budujemy prostokat Py o jednym boku rownym
jednostce dlugosci. Z rozktadu F, w identyczny sposob jak dla F; budujemy P,. Powstate

w ten sposob prostokaty maja boki odpowiednio rowne: Py — 1 ix, a P, — 11y. Oznacza to,
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ze P(Fy) = x, a P(F,) =y, ale prostokaty P; i P, s przystajace poniewaz skladaja sie
z parami przystajacych trojkatow utozonych w identyczny sposob, a co za tym idzie maja
boki réwnej dlugoscei, czyli:

Fi=F, = P(F;) =x = y =P(F;) = P(F;) = P(F,)

3) Pole prostokata o bokach a i b wynosi a-b.
W celu sprawdzenia, ze tak jest postuzymy si¢ twierdzeniem Talesa. Wykorzystamy

réwniez do tego rysunek 22, ktory jest analogiczny do rysunku 10.

A b D H
a a
B E K
1 1
C b F X M
Iys 22

Na podstawie wspomnianego twierdzenia wynika, ze:

é_b+x
1 1+a

obl+ra)=b+xobrab=b+x < ab=x

Pokazalismy w ten sposob, ze pole prostokqta jest rowne iloczynowi dlugosci jego bokow.
#

Korzystajac z tego, ze znamy pole prostokata i z wniosku 2.4 potrafimy wyprowadzi¢ wzor
na pole rownolegtobokow, ktore jest rowne iloczynowi dtugosci jednego boku 1 wysokosci
na ten bok opuszczonej. Wykorzystujac twierdzenie 2.5 wiemy rowniez, ze pole trojkata

jest rowne iloczynowi podstawy i polowy wysokosci opuszczonej na t¢ podstawe.
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4. ROWNOWAZNOSC PRZEZ ROZKEAD DLA
WIELOKATOW Z WYKORZYSTANIEM POJECIA POLA.

W rozdziale tym wprowadzimy alternatywne twierdzenie o wielokatach
rownowaznych przez rozklad. Rozdziat ten bedzie opieral si¢ na innych zatozeniach niz
rozdziat 2. Zaktadamy w nim, Ze pojecie pola figury zdefiniowane w inny sposob niz
w rozdziale 3 (np. jako miara Jordana, czy w sposob spotykany w szkole, przez
wypelnianie figury kwadratami jednostkowymi) jest nam doskonale znane. Zaktadamy
réwniez podstawowe wlasnosci pola jak np. to, ze pole sumy dwoch roztgecznych figur jest
rowne sumie ich pol, czy to, ze figury przystajace majg rowne pole. Pokazemy w nim, ze

kazda figure wielokatng mozna rownowaznie przez rozktad przedstawié¢ jako kwadrat.

Twierdzenie 4.1:
Dla kazdego wielokqta (figury wielokqtnej) istnieje rownowazny przez rozklad
kwadrat.

Udowodnijmy najpierw dwa twierdzenia pomocnicze:
Twierdzenie 4.2:

Dla kazdego prostokqta istnieje rownowazny przez rozklad kwadrat.
Dowaod:

Rozpatrzmy dwa przypadki:

Przypadek 1 |AD|<|AB| i 2|AD> /| AB || AD |

Obieram punkt E w taki sposob aby |AE|=\/W , przez punkt B prowadzimy prosta
rownoleglta do DE. Trojkat AGEB przesuwamy na ADHF (trojkaty te sa przystajace
poniewaz boki |FD|=|GE|, |DH|=|EB| i sgq to odpowiednio przyprostokatne trojkatow
prostokatnych) a nastepnie przesuwamy AHBC tak aby odcinek BH poryl si¢ z odcinkiem
FG. Odcinki te pokryja sie¢ poniewaz |FH|=|GB| (sa to odpowiednie boki trojkatow

przystajacych), a odcinek HG jest ich czescia wspolng, a co za tym idzie sg rownej
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A B A E

rys 23

dtugosci. Mogloby si¢ pojawi¢ pytanie czy nowo powstata figura AECF jest na pewno
kwadratem. Wiemy, ze prostokat ABCD i figura AECF skladaja si¢ z odpowiednio
przystajacych wielokatow (o ktorych wiemy, ze maja odpowiednio rowne pola), zadne

dwa wielokaty nie zachodza na siebie, a wiec ich pola sg rowne. Z zalozenia wiemy, ze
|AE]=\/m . Pole prostokata ABCD=|AB||AD|, wigc jezeli jeden z bokow nowego
czworokata jest roéwny Jm to drugi bok musi by¢ rowny tyle samo. Wynika
z tego, ze figura ta moze by¢ tylko kwadrat, moglby by¢ tez romb, ale ZDAE jest katem

prostym, a w rombie jezeli jeden kat jest réwny 90° to juz wszystkie sa rowne 90°.

Przypadek 2 |AD|<|AB| i 2|AD|<4/| AB || AD |

F C
D E=E C
- EX B
D E
A FoT B
A F
rys 24

Jezeli jest tak to odcinkiem EF prostopadtym do AB dzielimy prostokat na dwa przystajace
prostokaty AFED i BCE’F’ i ustawiamy je jak na rysunku 24. Jezeli w nowo powstalym
prostokacie |[F’A|<|AF| i 2[F’A>,/|AF || AF'| to przypadek ten sprowadzil si¢ do
poprzedniego, jezeli nie to czynnos¢ tg powtarzamy az do skutku. Mogloby si¢ zdarzy¢
rowniez tak, ze w prostokacie AFCF’ |[F’A[>|AF| ale wtedy 2|AF[>|AD| bo 2|AF|=|AB|
a boki AB i AD sq bokami prostokata ,,przed podziatem”. Jezeli wigc prostokat AFCE’,
w ktorym [F’A|>|AF| obrécimy o kat 90° (w dowolna strone) to przypadek ten sprowadzi
sie¢ rowniez do przypadku 1.
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Nalezy jeszcze pokazaé, prawdziwos$¢ ponizszego twierdzenia.
Twierdzenie 4.3:

Dla kazdych dwoch kwadratow istnieje kwadrat rownowazny im przez rozklad.
Dowadd 1.

Ustawmy kwadraty K; i K, jak na rysunku 25. Wyznaczmy punkt H tak aby
|AH=|BE|. Nastepnie rozcinamy K; + K, odcinkami DH i HF. Pokazemy teraz, ze
powstaly czworokat HFH’D jest kwadratem:

0

D &

K,
G F
I[ K,
A E
H=H" B

rys 25

/HDC + ZADH’ = 90° (kat K;), AADH’ = AH’EF (oba trojkaty sa prostokatne i maja
odpowiednio rowne przyprostokatne), ZAH'D = ZEFH’ i ZAH’D + ZADH’ = 90° =
ZAH’D + ZEH’F = 90°, ZEFH’ + ZIFG = 90° (kat K»). Korzystajac z tego, ze suma
katow w czworokacie wynosi 360° i wiedzac, ze trzy kat daja w sumie 3%90°=270°, to
wiemy tez, ze czwarty kat musi by¢é rowny 90°. Na razie pokazaliSmy, ze czworokat
HFH’D jest prostokatem. Dwa sgsiadujace boki DH” i H’F tego prostokata sa na pewno
rowne poniewaz s to przeciwprostokatne przystajacych trojkatow AADH’ i AH’EF.

Wynika wigc stad, ze prostokat ten musi by¢ kwadratem.

Udowodnijmy twierdzenie 4.3 w jeszcze inny sposob.

Dowod 2:

Ustawmy K; i K, w jak na rysunku 26. Ze sposobu ustawienia Z/GBC = 90°. Korzystajac
teraz z twierdzenia Pitagorasa mowiacego : ,,Jezeli tréjkqt jest prostokqtmy to suma pol
kwadratow zbudowanych na przyprostokqtiych jest rowna polu kwadratu zbudowanego na

przeciwprostokqtnej” pokazalisSmy, ze jezeli:



P(K,), P(K;) i P(K3) sa odpowiednio polami kwadratow K, K, 1 K3 1
P(I(l) + P(I(z) = P(K3) <K+ Ky ~Kj

I
D C
Ks
K,
A B G
I{z
E F
1ys 26

Mozemy juz teraz udowodni¢ twierdzenie 4.1.
Dowod:

Podobnie jak w dowodzie twierdzenia 2.11 dzielimy wielokat W na trdjkaty T. Na
mocy twierdzenia 2.5 wiemy, ze kazdy z T; ~ R; gdzie R; jest odpowiednio rownowaznym
przez rozktad roéwnolegtobokiem. Z wniosku 2.4 wiemy, ze kazdy z R; ~ P; gdzie P; jest
rownowaznym przez rozktad prostokatem. Korzystajac z twierdzen 4.2 1 4.3 wiemy, ze
z kazdego prostokata moge zbudowaé réwnowazny przez rozklad kwadrat, a kazde dwa
kwadraty zastapi¢ jednym rownowaznym. Powtarzajac ta czynno$¢, zastepujemy sume

tych kwadratow jednym rownowaznym przez rozktad.
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4.1 Warunek konieczny rownowaznos$ci przez rozklad dla figur
wielokatnych.

Zacytujemy i udowodnimy twierdzenie, ktore jest warunkiem koniecznym

i dostatecznym do tego aby figury wielokatne byly rownowazne przez rozklad.

Twierdzenie 4.4: (F.Bolyai i P.Gerwien)
Figury wielokqtne F; i F, sq rownowazne przez rozklad wtedy i tylko wtedy gdy
majq rowne pola:

F]NFZ @P(F]) :ng)

Dowdd:

Udowodnijmy najpierw implikacje w jedng strong (=), tzn:
Fi~F, = PF) = P(Fz)

Poniewaz Fy ~ F,, to istniejg wielokaty A; + A + ... + Ay 1 By + By + ... + By, takie ze
F1 = A1 + A2 S Am i F2 = B1 e B2 . +Bm, oraz Ai = Bi.
Wiemy réwniez, ze jezeli:

A; = Bi f— P(Ai) = P(Bi)
P(F1) =P(A1) + P(A2) + .. + P(An) i P(F;) =P(Bi) +P(By)+.. + P(Bn).
Wiec:
Fi~F,oA +A+ . +AL~Bi+By+ ... +By>

= P(A;) + P(Ag) + ... +P(Ay) = P(B1) +P(By) + ... + P(By) =
= P(Fy) = P(Fy)
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W druga strong dowod jest nastepujacy (<):
P(F)) =P(F;) = Fi ~F,
Przy dowodzie wykorzystamy fakt, ze jezeli dwa kwadraty maja rowne pola to sa
przystajace.
Niech P(F)) = P(K;) i P(F,) = P(Ky), gdzie K; i K; sa kwadratami odpowiednio
rownowaznymi: F; ~ K i F, ~ K,. Kwadraty takie istnieja, co wynika z twierdzenia 4.1.
Wowczas mamy:
P(F1)=P(F2) = P(K) =PK) =K ~Ky = Fi ~Ki~Ks ~F, = F1 ~F;
&
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5. ROWNOWAZNOSC WIELOSCIANOW PRZEZ
ROZKEAD.

W poprzednich rozdziatach zajmowalismy sie rownowaznoscig przez rozklad dla
figur wielokatnych. W tym rozdziale sprobujemy nasze poprzednie rozwazania rozszerzy¢
na wielo$ciany. Pokazemy, ze w odniesieniu do wieloScianow sprawa nie jest tak
oczywista jak dla figur wielokatnych. Tam dla rownowaznosci wystarczyta rowno$¢ pol,
tutaj rownos$¢ objetosci to za mato, aby rownowaznos¢ przez rozklad miata zawsze
miejsce. Sprawa nie jest jednak calkiem tragiczna, gdyz istnieja pewne grupy
wieloscianow, dla ktorych rownos¢ objetosci jest wystarczajacym warunkiem dla
rownowaznosci. Jest tak np. dla wszystkich graniastostupéw w tym takze pochytych. Dla
reszty wielo$cianow przedstawimy dodatkowe warunki, poza rownoscig objetosci
(rbwnos¢ objetosci jest warunkiem koniecznym), dzigki ktorym bedziemy w stanie
stwierdzi¢, czy rownowaznos¢ przez rozkiad jest mozliwa. Warunki takie sformulowane
zostang w twierdzeniu Dehna. Dowdd pewnego szczegdlnego przypadku tego twierdzenia

bedzie przedstawiony w pozniejszej czesci tego rozdziatu.

5.1 Podstawowe wlasno$ci wieloScianéw rownowaznych przez rozklad.

Definicja 5.1:
Dwa wielosciany nazywany réwnowaznymi przez rozklad wtedy i tylko wtedy, gdy
mozna je podzielic na jednakowq liczbe wieloscianow —odpowiednio do  siebie

przystajqeyeh.”

Warunek 5.2:
Aby dwa wieloSciany byly przystajqce, musza mie¢ wszystkie Sciany i wszystkie kqty
brylowe odpowiednio przystajqce i Sciany muszq nastepowac po sobie w tym samym

porzqdiu.’



Zdanie: ,Wieloscian W; jest rownowazny przez rozkiad wieloscianowi W;”
zapisujemy:
W, ~W,
Podobnie jak dla wielokatow (rozdzial 2.1) sprawdzamy, ze relacja spelniajaca
ponizsze warunki jest rownowaznoscia, tzn. ze:
Dla dowolnych wieloscianow W;, W3 1 W3 mamy:
Wi~ Wi Wy~ W3 = W ~Ws (7
czyli relacja ta jest przechodnia,
Wi~ W, = Wo~ W, ®)
czyli relacja ta jest symetryczna;
Wi~W, ©)
czyli relacja ta jest zwrotna.
Podobnie mozna uog6lnié¢ wiasnosci (4) i (5), a mianowicie:
a) jezeli wielosciany Wi i W, sa do siebie przystajace to sa rownowazne przez rozkiad
Wi =W; = Wi~ W, (10)
b) sumy wieloscianéw roziacznych odpowiednio sobie rownowaznych przez rozklad sa
rownowazne przez rozklad, czyli:
jezeli Wy, Wy, W3 i W, sg wieloScianami i
Wi~ W31 W;~W,
to
Wi+ Wy~ W3+ W,y (11)

Prawdziwe sa rowniez wlasno$ci dotyczace objetosci wieloScianow:

a) Jesli wielosciany Wy i W, sg rozlacznymi wieloscianami to objetos¢ ich sumy jest
rowna sumie ich objetosct;
V(W1 U Wy) = V(W) + V(W2) (12)
b) Jesli wielosciany Wy i W, sq przystajace to maja rowng objetose;

Wi =W, => V(Wl) = V(Wz) (13)
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5.2 Réwnowaznos$¢ przez rozklad dla graniastostupow.

W podrozdziale tym pokazemy, ze rownowazno$¢ przez rozktad w odniesieniu do
graniastostupow jest dokladnym uogoélnieniem réwnowaznosci dla wielokatow. Pokazemy
rowniez, ze rownosc objetosci jest warunkiem koniecznym i dostatecznym do tego, aby

dwa graniastostupy mogly by¢ rownowazne przez rozktad.

5.2.1 Réwnowaznos$¢ przez rozklad dla rownolegtoscianow o przystajacych

podstawach 1 rownych wysokosciach.

Twierdzenie 5.3:
Dwa rownoleglosciany o przystajqcych podstawach i rownych wysokosciach sq

rownowazne przez rozklad .

Dowod:

Dla utatwienia umieszczamy oba rownolegtosciany na jednej podstawie.

Rozpatrzymy trzy przypadki:

Przypadek 1.
Gorne podstawy zachodza na siebie jak na rysunku 27,

rys 27

ABCD EFGH = ABCD IFGM + AD EIMH = G,
ABCD IKILM = ABCD IFGM + BC FKLG = G,
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Z rysunku widaé, ze wieloscian ABCD IFGM jest cze$cig wspdlna obu
rownolegloscianow. Dla rownowaznosci G; 1 G, wystarczy pokazaé przystawanie
wieloscianow AD EIMH i BC FKLG. Pokazemy teraz, ze AD EIMH przystaje do BC
FKLG poniewaz:

EIMH + IFGM = EFGH = IKLM = IFGM + FKLG = EIMH = FKLG
AIE =BKFiDMH=CLG (dowod tw. 2.3)
ADHE =BCGF i ADMI =BCLK (z wlasnosci budowy rownolegloscianow).

Czyli odpowiednie Sciany sa przystajace i nastgpuja w takiej samej kolejnosci, a to
wystarczy aby graniastostupy AD EIMH i BC FKLG byly przystajace.

Wigc na mocy definicji rownowaznosci przez rozktad wynika, ze:

ABCD EFGH = ABCD IFGH + AD EIMH = ABCD IFGH + BC FKLG=ABCD IKLM =

= ABCD EFGH ~ ABCD IKLM

Przypadek 2.
Gorne podstawy nie zachodza na siebie, ale sg potozone migdzy prostymi rownoleglymi

(rysunek28).

rys 28

Przy dowodzie tego przypadku wykorzystamy dowdd twierdzenia 2.3 (przypadek
2), postepujac w sposob analogiczny, z tym tylko, ze nie dzielimy prosta, ale plaszczyzng
rownolegla i rownoodlegla od podstaw. Dziatanie to powtarzamy az gorne podstawy
pokryja sie, co sprowadzi ten przypadek do poprzedniego, czyli:
ABCD EFGH ~ ABCD IKLM.



Przypadek 3.
Gorne podstawy nie zachodza na siebie i nie sg potozone migdzy prostymi réwnoleglymi

(rysunek 29°).

W tym przypadku aby pokaza¢ réwnowaznos¢ rownolegloscianow ABCD EFGH
1 ABCD IKLM wprowadzimy roéwnolegtoscian pomocniczy ABCD OPRS.

Na mocy prawdziwosci przypadku 2 wida¢, ze:

rys 29

ABCD EFGH ~ ABCD OPRS,

ABCD OPRS ~ ABCD IKLM
wigc na mocy wilasnosci (7)

ABCD EFGH ~ ABCD IKLM
Whiosek 5.4:

Kazdy rownolegloscian jest rownowazny przez rozklad graniastostupowi prostemi

o przystajqcej podstawie i rownej wysokosci.
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5.2.2 Réwnowaznos$¢ przez rozklad dla graniastostupow o przystajacych

podstawach i rownych wysokos$ciach.

Twierdzenie 5.5:
Dla kazdego graniastostupa istnieje rownowazny przez rozklad graniastostup

prosty o przystajqcej podstawie i rownej wysokosci.

Udowodnijmy najpierw twierdzenie pomocnicze.
Twierdzenie 5.6:
Graniastostup trojkqiny jest orientowalnie rownowazny przez rozklad, izn. jest

rownowazny przez rozklad graniastostupowi, ktory jest jego odbiciem [ustrzanym.

Dowaod:
Wiadomo, ze w kazdym graniastostupie (takze pochytym), wszystkie krawedzie
faczace podstawy sq rownolegte (poniewaz $cianami bocznymi sa prostokaty lub

rownolegloboki). Istnieje wiec ptaszczyzna, do ktorej te krawedzie sa prostopadle.

Al

rys 30

Wyznaczamy punkty DEF powstale z przecigcia graniastostupa z taka wlasnie
plaszczyzng. Powstale w ten sposob wielosciany po przestawieniu (rysunek 30) utworza

nam rownowazny przez rozklad graniastostup prosty.



Warto tu jeszcze zauwazy¢, ze niezaleznie do tego jak wybierzemy punkty DEF (warunek
jest tylko taki, aby lezaly na krawedziach laczacych podstawy), to rozcinajac ten
graniastostup plaszczyzna przechodzacq przez te punkty, a nastepnie odpowiednio
przestawiajac powstale wielosciany otrzymamy graniastostup (najprawdopodobniej
pochyly) rownowazny przez rozktad graniastostupowi wyjsciowemu. Moze sie bowiem
okaza¢, ze na nie uda nam si¢ znalez¢ ptaszczyzny, ktora bedzie jednoczesnie przecinata
pod katem prostym wszystkie krawedzie $cian bocznych. Mozemy wowczas prostowaé

graniastostup ,,na raty”.

rys 31

Wybieramy sobie jedng ze $cian graniastostupa np. ABB’A’ i przeksztalcamy ten
graniastostup tak, aby ta $ciana stala si¢ prostokatem. Za kazdym razem rozcinamy
graniastostup plaszczyzng przechodzaca przez punkty DE (w tym przypadku pokrywaja sie
one odpowiednio z punktami B i A’), i punkt F, ktéry lezy w dowolnym miejscu na
krawedzi CC’, a nastgpnie przestawiamy powstale wieloSciany uzyskujac réwnowazny
graniastostup. Czynno$¢ ta powtarzamy az do skutku. Nastepnie wybieramy ktoras

z dwoch pozostatych plaszczyzn i postepujemy z nig w analogiczny sposob, z tym tylko, ze

rys 32

punkty DE musza juz leze¢ na odcinku rownolegltym do AB.

Pokazalismy w ten sposob, ze kazdy graniastostup o podstawie trdjkata mozna
rownowaznie przez rozklad wyprostowaé. Nastepnie postgpujemy =z naszym
wyprostowanym graniastosfupem w analogiczny sposob, z ta roznica, ze robimy to

w drugg strong. Otrzymamy w ten sposob graniastostup, ktory jest odbiciem lustrzanym

(8]
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wyjsciowego graniastostupa i dodatkowo jest tak samo zorientowany jak graniastostup

WY]SClowy.

Mozemy teraz juz udowodni¢ twierdzenie 5.5.
Dowad:
Na poczatek pokazemy to dla graniastostupow o podstawie trojkatnej. Rozcinamy

graniastostup ABC A’B’C’ jak na rysunku 33.
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rys 33

Nastepnie graniastostup ADE A’D’E’ , zamieniamy” na graniastostup, ktory jest do niego
przystajacy, lecz jest inaczej zorientowany (jest jego odbiciem lustrzanym). Przestawiamy
ten nowy graniastostup CDE C’D’E’ tak aby powstal réwnolegloscian. Nie trudno
zauwazy¢, ze wyjsciowy graniastostup i powstaly rownolegloscian sa rownowazne przez

rozkiad, poniewaz sktadaja sie z wieloScianow odpowiednio do siebie przystajacych

(pomimo, ze nie wszystkie © }
sq tak samo zorientowane). :

Dalej na mocy wniosku 5.4 :
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rys 34

otrzymany  graniastoshup

rozcinamy tak jak na rysunku 34. Cigcie to jest analogiczne do cigcia w pierwszym kroku.



Otrzymali$my w ten sposob graniastostup trojkatny prosty IHI ’'H’T’ rownowazny przez
rozktad graniastostupowi ABCA’B’C’,

Warto zwroci¢ uwagg na to, ze wszystkie dotychczasowe dowody nie wymagaty
zmiany orientacji zadnego z ,kawalkow” wieloscianu (bylo tak réwniez dla figur
ptaskich).

Zastanobwmy sie, czy gdyby wzmocni¢ warunki, ktore musza by¢ spetnione aby
dwa wielosciany mogtly by¢ przystajace o to, aby dalo sie je w przestrzeni tréjwymiarowe;
,»halozyé na siebie”, to czy rowniez wtedy istnialby podziat graniastostupa tréjkatnego na
rownowazny mu rownolegloscian? Korzystajac z twierdzenia 5.6 odpowiedz jest
natychmiastowa. Sposob rozumowania jest taki jak wyzej, z ta rdznica, ze graniastoshup

ADEA’D’E’ zamieniamy tak jak przy dowodzie twierdzenia 5.6.

Uogolnimy to teraz na graniastostup o dowolnej podstawie.

Dzielimy podstawy graniastoslupa na parami przystajace trojkaty, a nastgpnie
rozcinamy graniastostup plaszczyznami przechodzacymi przez boki odpowiednich
trojkatow (rysunek 35).

A1A2A; B1BsB3 + AjA3A4 B1B3By +... + AjAn Ay BiBuiBa = Gy
analogicznie
A1A2A;3 C1CoC5 + AjA3A4 C1C5Cy +... + AJA1 Ay CiChaiCh = Gy

rys 35
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Na mocy twierdzenia 5.5 mamy:
A1A2A3 BiB;B3 ~ A1A2A3 C1C,Cs
A1A3A4 B1B3By ~ AjA3A, CiC3Cy

A1AnaAn BiByaBa ~ AjAna An GGGy
czyli na mocy wlasnosci (11)
G1=A1A2A;3 B1B,B3 + AjA3A4 BiB3By +...+ AjA, 1A, B1ByBy ~
~A1AA;3 Ci1CoCs + AjA3AL CiC3Cy +.. + A1ALIA, GGG =Gy =
= G1~ G
#

Oznacza to, ze kazdy graniastoshup mozna rownowaznie przez rozklad ,,wyprostowac”.

5.2.3 Réwnowaznos¢ przez rozklad dla graniastostupow o réwnowaznych

przez rozktad podstawach 1 réwnych wysokosciach.

Twierdzenie 5.7:
Kazde dwa graniastostupy o rownowaznych przez rozklad podstawach i rownych

wysokosciach sq rownowazne przez rozklad.

Dowod:

Opierajac si¢ na twierdzeniu 5.5 czyli wiedzac, ze kazdy graniastostup mozna

wyprostowa¢ ograniczymy si¢

do graniastostupéw prostych. . i

Na mocy definicji 2.1 wiemy, ze

jezeli wielokaty sg réownowazne A

przez rozktad (w tym przypadku

(o R

podstawy) to mozna je podzieli¢ F

na jednakowa, liczbe o - # # N

odpowiednio przystajacych : H

wielokatow.
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Rozcinajac nastepnie nasze graniastostupy G; i G, plaszczyznami prostopadlymi do
podstaw i przechodzacymi przez linie podziatu, otrzymujemy graniastoshupy, ktére sg
odpowiednio do siebie przystajace na mocy warunku 5.2, a wigc:
AEF A’E’F’ ~HIK H'T’K’
ABDE A’B’D’E’ ~ GHKM G’H’K’M’

BCD B’C’D’ ~MKL M’K’L’.
Wigce na mocy definicji 5.1 wiemy, ze:

ACDF A’C’D’F’ ~ GIKLM G TK’L’M’

5.2.4 Rownowazno$¢ przez rozklad dla graniastostupow trojkatnych 1

prostopadto$cianow

Twierdzenie 5.8:
Dla kazdego graniastoslupa tréjkqtnego istnieje réwnowazny pizez rozklad

prostopad{oscian o réwnym polu podstawy i réownej wysokosci.

Dowdd:

Dowod jest analogiczny jak w twierdzeniu 5.7.

C’
G G,

D’ E F’ r L’ K T

1 1 1 I 1 |

I [ | 1 1 |

1 ] 1 1

A I L1 \B’ G~ : H /i

] I I 1 i |

1 1 1 1 1 1

i o i i i

| PEy | 1 1 I

1 VAl AN 1 ] 1 1

| SN 1 1 I

" g ~ ! | :
/L’______l___\{\ g R T — K )1

//, F \\ I/ /”/ II

e < o 1

e \ ,: - ]

A G H
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ABFD A’B’F’D’ = GHKL GH’K’L’
DECD’E’C’=GLIGL’J
EFCE’F’C’ =HIK H'TK’
G,=ABFD A’B’F’'D’ + DEC D’E’C’ + EFCE’F’C” ~
~GHKL GH'K’L’+GLIGL’ )’ + HIKHTK’ =G, = G ~ G

5.2.5 Zasadnicze twierdzenie o graniastostupach rownowaznych przez

rozklad.

Twierdzenie 5.9:
Dwa graniastostupy sq rownowazne przez rozklad wtedy i tylko wtedy gdy majq

rowne objetosci.

Przed przystapieniem do dowodu zasadniczego twierdzenia udowodnimy sobie

twierdzenia, ktore beda twierdzeniami pomocniczymi przy dowodzie twierdzenia 5.9.

Twierdzenie 5.10:
Dla  kazdego  prostopadloscianu  istnieje  rownowazny — przez  rozklad

prostopadloscian, taki ktorego dwa doki sq rowne jednostce dlugosci.

Dowad:

W dowodzie tego twierdzenia wykorzystamy dowod 1 analogicznego twierdzenia
na plaszczyznie, czyli twierdzenia 2.10. Prostopadtosciany P 1 P, maja rowna wysokosc ¢
i rownowazne przez rozklad podstawy (twierdzenie 2.10) wigc na mocy twierdzenia 5.5
prostopadlosciany P; i P, sq rownowazne przez rozklad. Prostopadloscian P, zostal tak
dobrany aby jeden z bokéw byt rowny jednostce dlugosci. W zupelnie analogiczny sposob

uzasadniamy rownowaznosc przez rozklad prostopadloscianow P; 1 P3.
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Na mocy wlasnosci (7) mamy:

P1~P2iP2~P3:>P1~P3.

Drugie twierdzenie, jest uogoélnieniem powyzszego twierdzenia, a mianowicie:

Twierdzenie 5.11:

Dla kazdego graniastostupa istnieje rownowazny przez rozklad prostopadloscian,

taki ktorego dwa boki sq rowne jednostce dlugosci.

Dowaod:
Dzielimy podstawe na trojkaty, a nastepnie
plaszczyznami  prostopadtymi do podstawy rozcinamy

graniastostup na graniastostupy trojkatne. Kazdy graniastostup
Ti przeksztalcamy réwnowaznie na prostopadtoscian Rj, a ten
na prostopadloscian o dwoéch bokach réwnych jednostce
dlugosci P; (twierdzenia 5.8 1 5.10), czyli:

G=T; +Ty+..+ T, gdzie T; — graniastoshupy trojkatne.

Ti ~ R gdzie R; - prostopadtosécian (twierdzenie 5.8)

R; ~ P; gdzie P; - prostopadtoscian o dwoch bokach rownych 1.
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i
Mozemy juz teraz przystapi¢ do udowodnienia zasadniczego twierdzenia

o graniastostupach rownowaznych przez rozktad.

Dowaod:
Rozbijmy dowdd tego twierdzenia na dwie czesci:

1) Jezeli G; i G, sq rownowazne przez rozklad, fo majq réwne objetosci.

Dowod:

Graniastostup G; rozklada si¢ na K;, Ki,.., K, a Gy na M;, M,,. . .M,
graniastostupow, ale G; 1 G, sa z zalozenia ré6wnowazne przez rozklad wigc na mocy
definicji 5.1 K; musi by¢ przystajace do M;. Z wihasnosci (13) wiemy, ze V(K;) = V(M;),
a z wlasnosci (12) wiadomo, ze:

V(G1) = V(K;) + V(Ky) +..+ V(K,) = VM) + V(M) +...+ VIML)=V(G2) = V(G1)=V(G2)
#

2) Jezeli G; i G, majq rowne objetosci, to sq rownowazne przez rozklad.

Dowaod:

Oznaczmy przez v objetos¢ graniastostupa wyjsciowego. Niech Gi~P; 1 Gy~P;
gdzie P; i P, maja po dwa boki rowne jednostce dlugosci. Poniewaz G jest rownowazne Py
to maja rowne objetosci, wynika stad, ze P; ma wymiary 1 x 1 x v, ale G; i G, maja
z zalozenia rOéwne objetosci, wigc P, ma takie same wymiary jak P;. Jezeli dwa
prostopadtosciany majg rownych dlugosci krawedzie, to s przystajace, a co za tym idzie

sa rownowazne przez rozktad.
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5.3 Warunek konieczny rownowaznosci wieloScianow.

Wiemy, ze wszystkie dowody wzoru na objetos¢ czworo$cianu opieraja si¢ na
teorii granic. Nie potrafimy przez rozklad przeksztalci¢ dowolnego czworoscianu na
rownowazny mu prostopadtoscian po to zeby obliczy¢ jego objetos¢ elementarnymi
metodami. Na pytanie kiedy dwa wielo$ciany sa rownowazne przez rozktad odpowiedziatl
M.Dehn. Postaramy sie omowi¢ warunek Dehna (w pewnym szczeg6lnym przypadku),
jaki musi by¢é spelniony, aby dwa wielo$ciany mogty by¢ réwnowazne przez rozkiad.

Dla uproszczenia zapisu w dalszej czeSci tego rozdziatu wielo$ciany, ktére powstaty

z podziatu wielo$cianu wyjsciowego bedziemy nazywac brylkami.

Narzuémy nastepujace ograniczenie, ktore jest o tyle istotne, ze dzigki niemu
udowodnimy twierdzenie troche stabsze od twierdzenia Dehna. Pelnego twierdzenia Dehna
nie bedziemy dowodzic.
Zakladamy, ze w kazdym z rownowaznych przez rozkitad wieloscianow W, 1 W,
krawedzie brylek, z ktorych wielosciany wyjsciowe sa zbudowane tworza pewna sie¢
(rysunek 41). Sie¢ ta jest o tyle specyficzna, ze kazde dwie brylki, ktore maja wspolny
punkt wewnetrzny jakiej$ krawedzi to maja wspolng catg krawedz. Rysunek 42 pokazuje
sytuacje, w ktorej ten warunek nie jest spelniony, poniewaz np. dla wieloscianow ABDO
i B’C’D’S krawedzie DO i SD’ tylko cze$ciowo zachodzg na siebie, co jest niezgodne
z zalozeniem.

Przy tak przyjetym ograniczeniu mozemy udowodni¢ pierwsze twierdzenie

pomocnicze Dehna.

H )
e Nag
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Twierdzenie 5.12:

Jezeli wielosciany W, i W sq rownowazne przez rozklad. Krawedzie wieloscianow,
z ktdrych sq zbudowane wielosciany W, i W, tworzq sie¢ w kazdym z tych wieloscianow,
an, e, ..., Qy sq miarami kqtow dwusciennych wieloscianu W;
Bi, Ba, ..., Pe sq miarami kqtow dwusciennych wielosciami W,
to istniejq liczby naturalne ny, 1, ..., iy, 11, I, ..., I, s 1 p takie, ze spelniona jest FOWRnoOSC:

Nia; +map + ... + 0y +8 1= [1,31 + lgﬂg + .o T+ lk,Bk +p-r (14)

Dowaod:

Rozpatrzmy jeden z wielo$cianow. Z zatozenia wiemy, ze brylki, z ktorych jest on
zbudowany, schodza si¢ wzdluz calych krawedzi. Mamy wigc do rozpatrzenia trzy
przypadki.

Przypadek 1.

Wspdlna krawedz brylek lezy we wnetrzu wieloscian.
Jak latwo zauwazyé na rysunku 41 brytki schodzace si¢ wzdluz odcinka DO, tworza
w sumie kat petny. Suma miary katow dwusciennych schodzacych wzdtuz tej krawedzi
wynosi 2. Wiec suma miar katow dwusciennych w catym wielo$cianie schodzacych sig
wzdluz odcinkow lezacych we wnetrzu wieloscianu wynosi catkowita wielokrotno$¢ kata

27.

Przypadek 2.

Wspdlna krawedz brylek lezy na scianie wieloscian.
Na rysunku 41 widaé, ze katy dwuscienne brylek schodzacych si¢ wzdluz krawedzi HH’,
a lezacej na $cianie wielo$cianu tworza w sumie kat polpetny, suma ich miar wynosi wigc
7. Wiec suma miary wszystkich katow dwusciennych schodzacych si¢ wzdluz krawedzi

lezacych na $cianach wieloscianow wynosi catkowita wielokrotnos¢ kata 7.

Przypadek 3.

Wspdlna krawed? brylek lezy na krawedzi wieloscianu.
Na rysunku 41 widzimy rowniez brylki, ktorych wspolna krawedz lezy na krawedzi
wielo$cianu. Rozpatrzmy krawedz AA’ i przyjmijmy, ze kat dwuscienny przy tej krawedzi

wynosi a;. Katy dwuscienne brytek AHDA’H’D’ i ADCA’D’C’ tworza w sumie kat .
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Zauwazmy jeszcze, ze np. wzdtuz krawedzi AB schodzi si¢ wiecej niz jedna ,,warstwa”
brylek (na tym rysunku sa dwie). Wiec jezeli kat dwuscienny przy tej krawedzi wynosi oz
to suma wszystkich katow dwusciennych przylegajacych do tej krawedzi 2- o, a ogolniej
11>0. Jezeli powtdrzymy to rozumowanie wzgledem kazdej krawedzi, to otrzymamy, ze
suma miar wszystkich katow dwusciennych, przylegajacych do krawedzi wieloscianu
WYnost:

moy + moap + .+, , gdzie iy, no, ...,n, 0znaczajg liczby naturalne.

Zatem suma miar wszystkich katéw dwusciennych wszystkich brytek, z ktérych
zbudowany jest wieloscian wynosi:
moy t mop t ..t o, ST
To samo rozumowanie mozemy powtorzy¢é wzgledem drugiego wieloscianu
1 otrzymamy, ze suma miar wszystkich katow dwusciennych w tym wieloscianie wynosi:

LB+ LB+ ...+ 1LBm + pr, gdzie [, b, ...,1,, 0znaczaja liczby naturalne.

Poniewaz te dwa wieloSciany sa rownowazne przez rozklad to na mocy definicji sg
zbudowane z tych samych brytek, wiec:

moy + mop + ..ty +st=0p1+ LB+ ..+ LPm T+ pr.

Udowodnimy jeszcze drugie twierdzenie pomocnicze do twierdzenia Dehna.
Twierdzenie 5.13:
Jezeli a oznacza miare kqta dwusciennego w czworoscianie foremnym i n jest

dowolnq liczbq naturalng, to cos na jest ulamkiem nieskracalnym postaci A - 37,

Dowad:

Przy dowodzie wykorzystamy twierdzenie, ktore jest rownowazne zasadzie
indukcji matematycznej:
Jezeli jakie$ twierdzenie, w ktorych jest mowa o liczbach naturalnych, jest prawdziwe dla
liczb 112, 1 jezeli z tego, ze twierdzenie jest prawdziwe dla dowolnych liczb naturalnych
n 1 n+1, wynika, ze jest ono prawdziwe dla liczby n+2, to twierdzenie jest prawdziwe dla

kazdej liczby naturalne;.



Sprawdzmy, ze twierdzenie to jest prawdziwe dlan=11dlan = 2.

a) Obliczamy cos o . AE i DE s3 wysokosciami $cian

czworoscianu ABCD. OE = %AE> ale AE = DE wigc
J

1
—DE
OE = lDE. Wiynika stad, ze cos oo = o8 =3 = 1 ,
3 DE DE 3
: A D
czyli cos o = 3 gdzie A= 1.
b) Obliczamy cos 2a.
cos 2a=2 cos’a—1=2- % - 1= %—lz—g, czyli cos 2a=3é,2, gdzie A =-7.

Zastosujmy teraz wzor:

X+y X—
cosx+cosy = 2008—2)‘008—)}

cos(n+2)a+cosna =2cos(n+1)acosa
stad
cos(n+2)a =2cos(n+1)acosa —cosna

Zaktadamy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla liczb naturalnych nin + 1, tzn. ze:

B .
cosna=— 1 cos(n+)a=—
311 3nf1

gdzie B i C oznaczaja liczby naturalne niepodzielne przez 3.

Mamy wigc:
C 1 B
cos(m+2)a=2-— ———
( ) 3n+1 3 31.1
czyli
cos(n+2)a = 2(;;29]3

Poniewaz C jest niepodzielne przez 3, wiec 2C jest niepodzielne przez 3, ale 9B jest
podzielne przez 3. Wobec tego roznica A = 2C — 9B nie jest podzielna przez 3.

Stad:

cos(rn+2)ax = 7
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Twierdzenie Dehna:

Czworoscian foremny i prostopadloscian nie sq rownowazne przez rozklad.

Przed przystapieniem do dowodu warto przypomnieé, ze nasze ograniczenia o podziale
wieloscianu w specyficzng sie¢ jest dalej aktualne. W przypadku ogdlnym czworoscian

foremny tez nie jest rtownowazny przez rozktad prostopadloscianowi.

Dowod:
W dowodzie wykazemy, ze warunek (14) nie jest spetniony.

Czworoscian foremny na 6 rownych katow dwusciennych: o = oz = ... = g = Q,
a prostopadtoscian ma 12 réwnych katow dwusciennych 31 =B, =... = P12 =1t2—.
W tym przypadku warunek 14 przybiera postac:

no+ sw = I-g + pr, gdzie n, /, s i p oznaczajq liczby naturalne

na = (I+2p —2s) g

Wprowadzmy oznaczenie pomocnicze: q =7+ 2p — 2s, gdzie q jest liczba, catkowita.

Otrzymalismy wigc:
no = q x
5"

Czworoscian foremny i prostopadtoscian bytby rownowazny wtedy gdyby jakas catkowita
wielokrotnos¢ kata dwusciennego czworoscianu byta jednoczesnie wielokrotnoscig kata
prostego. Na mocy drugiego twierdzenia pomocniczego wiemy, ze dla kazdego

k catkowitego prawdziwe sg rOwnosci:

cos(4k)g:1, cos(4k+l)-§:0, cos(4k+2)-§:—1, Cos(4k+3)-§:0

Roéwnosé na = q g jest spetniona wtedy i tylko wtedy gdy:
cos no. = 0, cos no. = 1 lub cos now = —1.
Wiemy rowniez , ze dla kazdego » naturalnego cos(na)= 3> gdzie A jest liczba

niepodzielng przez 3. Zatem cos no nie moze byc¢ liczbg catkowita. Poniewaz warunek(14)
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nie jest spelniony, wiec czworo$cian nie moze by¢ réwnowazny przez rozkiad

prostopadlo$cianowi.

5.3.1 Specjalny czworoscian Hill’a.

Pokazali$my wczesniej, ze istnieja czworosciany, ktore nie sg rOwnowazne przez

rozktad prostopadtoscianowi. Nie jest tak jednak
zawsze, gdyz sa cale rodziny czworo$cianow
rébwnowaznych prostopadtoscianowi. Omoéwimy
teraz jeden z takich czworoscianow. Bedzie nim

tzw. specjalny czworoscian Hill’a.

Oznaczmy przez oy, O, .. , Og miary katow
dwusciennych, a przez ny, m, ..., ns i ¢ pewne liczby naturalne. Pokazemy, ze czworoscian

ten spelnia warunek (14), ktory w tym przypadku przybiera postac:

(L
mol T Moy + ... T Nells = ¢ 2

7 zalozenia jest to czworo$cian trojprostokatny, w ktorym katy o przy krawedzi DB, o,

przy krawedzi AB i as przy krawedzi BC sa proste, krawedzie AB i BC s rowne

i wynosza V2 , a krawedz DB jest rowna 1 i punkt E dzieli krawedz AC na dwie rowne

czesci. Dlugo$é pozostatych krawedzi obliczamy z twierdzenia Pitagorasa, czyli:
AD?>=AB?+BD?*=2+1=3= AD= 43,
CD*=BC?+BD*=2+1=3= AD =43,

AC?=AB*+BC*=2+2=4= AC=2,
Wysokosé trojkata ABC jest rowna: BE = ¥ AC = 1. Wynika stad, Ze trojkat BDE jest

rownoramiennym trojkatem prostokatnym, w ktorym kat ZBED = oy = %

Przecinamy czworo$cian plaszczyzng ABF prostopadiq do krawedzi DC. Powstaly w ten

sposob trojkat ABF jest prostokatny poniewaz krawedz AB jest prostopadta do Sciany
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BCD. Przez os oznaczmy ZAFB. Przy pomocy twierdzenia Talesa obliczamy dtugosci
odcinkow BF 1 AF:

BF BD BF 1 J2

ot e NI, . - P
BC DC 42 3 V3
AF DE AF 2 22
AC DC 2 3 3

. T
; czyli o5 = 5

Musimy jeszcze dobraé liczby my, n, ..., e tak aby wyrazenie nio + 1m0, + ... + ngots byto

catkowitg wielokrotnoscia kata g, czyli:

T T T T T T T
n—+,—+n, —tn, —+tu,—+tn,—=12-—
3 2

m\6n, +6n, +6mn, +3n, +4n, +4n
( 1 2 312 4 5 6):671: /":‘TC

6n, +6n, +6n, +3n, +4n; +4n; =72

Nie trudno zauwazy¢, ze rozwigzanie tego rownania nie jest jednoznaczne. Spetniaja je np.

liczby: m =ne=1,m=2,m=3,m= 4ins=>5.

PokazalisSmy w ten sposob, ze warunek (14) jest spelniony. Oznacza to, ze ten
czworoscian ma szanse na to aby by¢ rownowaznym przez rozktad prostopadto$cianowi.
Nalezy jeszcze dodac, ze obie figury tzn. czworoscian i rownowazny mu prostopadfoscian
musza mieé rowna objeto$¢. Niestety oba te warunki sq warunkami koniecznymi, lecz nie
s warunkami dostatecznymi. Nasuwa si¢ od razu pytanie czy specjalny czworoscian Hill’a
jest faktycznie rownowazny przez rozklad prostopadtoscianowi. W celu odpowiedzi na to
pytanie pokazemy jak dokona¢ podziatu, czyli jak porozcina¢ czworoscian aby moc
z niego zlozyé prostopadioscian. Czworoscian i prostopadloscian maja przystajace
podstawy, a wysoko$¢ prostopadtoscianu jest trzy razy mniejsza od wysokosci

czworoscianu.
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Rozcinamy oba wielosciany tak jak na rysunku 45.

Czworoscian ABCD rozcigto plaszczyzng rownoleglta do postawy, w taki sposob aby
3|BB’|=BD], a prostopadtoscian ptaszczyzng ACE w taki sposob aby 3|A’E|=|AB|. W obu
wieloscianach wystepuje wieloscian ABC A’B’C’, wiec aby wielosciany wyjsciowe byly
roOwnowazne, to musza by¢ rownowazne wielosciany EB’GD 1 AA’EGCC’.

Przecinamy czworoscian EB’GD ptaszczyzng MKL w taki sposob, ze 2|B’K|=B’D|.

1ys 46

OtrzymaliSmy czworoscian MKLD, ktéry dzielimy na dwa symetryczne do siebie
czworosciany MKSD - @ i KLSD - %. Pozostaly ostrostup $ciety dzielimy przekrojem
HILM, gdzie H jest srodkiem krawedzi EB’, 1 zas srodkiem B’G. Otrzymujemy wieloScian
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EHMIJGL= i graniastostup trojkatny, ktory nastepnie dzielimy na sotrostup czworokatny
MHJLK=M i czworoscian HB’JK=4.
Zajmijmy sie teraz wieloScianem AA’ECC’G. Na rysunku 47 pokazany jest podziat tego

wieloscianu.

Wieloscian ten sktada si¢ z dokladnie takich samych bryltek, co czworoscian EB’GD,

a wiec na mocy definicji wielosciany te sg rownowazne przez rozklad.

5.3.2 Przyklady rodzin czworo$cianow rownowaznych przez rozktad

prostopadto$cianowi.

W podanych ponizej tabelkach przedstawiamy dwa przyktady rodzin czworo$cianow
rownowaznych przez rozklad prostopadtoscianowi.
a) Czworoscian Hill’a pierwszego typu.

Dwie roéwne przeciwlegte krawedzie tego czworoscianu, przy ktorych katy

dwuscienne sa proste, przyjmujemy za jednostke. Jeden z katow dwusciennych o mozna
obra¢ dowolnie pod warunkiem, ze jest ostry i wigkszy od %, wtedy pozostale krawedzie

i katy dwuscienne czworoscianu s3 wyznaczone. Podajemy je w nastepujacej tabeli:

AB AC AD BC BD CD
Diugoé¢ krawedzi czworoscianu sino. | /3 cos 1 1 sin o sin o
Miara kata dwusciennego przy tej 9t - T
. o == == = T-20 o
krawedzi 2 2 2
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b) Czworoscian Sydlera pierwszego typu.
Jest to czworoscian trojprostokatny. Jedna z krawedzi przylegltych do katow

prostych przyjmujemy za parametr i oznaczamy jq przez a, drugg za jednostke. Pozostale

dhugosci krawedzi i miary katow odczytujemy z tabeli:

AB AC | AD | BC BD CD

Dlugos¢ krawedzi czworoscianu a a’ 1| A3 |45 a |45 -a

Miara kata dwusciennego przy

21

3 5 5

o3

&
3

N

tej krawedzi
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