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Réwnowaznoéé translacyjna figur wielokatnych.

WSTEP

Praca dotyczy pojecia rOwnowaznosci translacyjnej dla figur na plaszczyznie.
Rownowazno$é translacyjna laczy sie¢ ze zwykla rownowaznoscia przez rozklad.
Zapewne wigkszo§¢ z nas spotkala si¢ juz kiedy$ z tym pojeciem, jednak dla
przypomnienia przytocze tutaj definicje, ktora nastgpnie popre przyktadem

DEFINICJA 0.1
Dwa wielokaty nazywamy rownowaznymi przez rozklad wtedy i tylko wtedy, jesli

mozna je podzieli€ na mniejsze parami niezachodzace na siebie figury

F,=W,OoW,u...0W, oraz FE,=V,uV,u...0¥, w taki sposob, ze V, jest

przystajacado W, dlai=1, 2, ..., k

Przykiad 0.2

/o I |

Na podstawie rysunkéw mozemy powiedziec, ze prostokat jest rownowazny
przez rozklad trojkatowi i rownolegtobokowi. Oczywiscie od razu widzimy, ze aby
dwie figury byly rownowazne przez rozkiad musza mieé¢ rowne pola.

Zgodnie z twierdzeniem Bolyai-Herwina rownosé pol dla wielokatow wystarcza,
aby byly one réwnowazne przez rozkiad.

Aby moc powiedzie¢ jak jest z rownowaznoscia translacyjna dla figur

wielokatnych musze przytoczy¢ najpierw definicje.




Réwnowaznosé translacyjna figur wielokatnych.

DEFINICJA 0.3

Figury wielokatne F, i F, sa rownowazne translacyjnie przez rozklad, jesh
mozna je podzieli¢ na mniejsze parami niezachodzace na siebie figury
F,=W,OW,u...oW,oraz F, =V, UV, ..UV, w taki sposob, ze V, jest obrazem

W, przez pewna translaciedla i=1, 2, ..., k

Celem pracy bedzie udowodnienie twierdzenia mowiacego nam, kiedy dwie figury
wielokatne s rOwnowazne translacyjnie.

Jednak, aby moc udowodni¢ to twierdzenie trzeba si¢ zastanowiC czy wystarczy nam
tutaj tylko rownos¢ pol jak przy zwyklej rownowaznosci czy nie? Jakie jeszcze musza

by¢ spetnione warunki, aby dwie figury mogty by¢ rownowazne translacyjnie?

Jak sie okazuje sama rowno$¢ pol nie jest wystarczajacym warunkiem translacyjnej
r6wnowaznodci. Dla translacyjnej rownowaznoSci przez rozklad potrzebna nam jest

jeszcze rownos¢ pewnych wielkosci L, (F ) , ktore bede definiowac w rozdziale II.

TWIERDZENIE 0.4
Jesli figury wielokatne F; i F, maja rowne pola i dla kazdej dowolnej obramowanej
prostej p zachodzi r6wnogé LF(FI)sz (Fz) to figury F, i F,sa translacyjnie

rownowazne przez rozklad.

Dwa pierwsze rozdzialy pracy wprowadzaja nam nowe pojecia, wiasnosci
i definicje, z ktorych bede korzystac przy dowodzie Twierdzenia 0.4.

W rozdziale I na poczatku zostaje wprowadzona definicja figury wielokatnej. Sa
podane przyklady, ktore majag nam pomoc W zrozumieniu pojecia rownowaznosci
translacyjnej. Podane rowniez zostaja liczne wiasnosci figur wielokatnych, ktore sa
réwnowazne translacyjnie przez rozklad.

W rozdziale II poznajemy wielkos¢ L, (F), kiora zlicza nam dlugosci
wszystkich bokow danej figury wielokatnej F  rownolegtych do prostej p
(z odpowiednimi znakami). Na przykladach poznajemy wlasnosci wielkosci L, (F )

Dalej zostaja podane twierdzenia pomocnicze, ktore wykorzystuja poznang W tym

rozdziale wielko$c¢.
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Réwnowaznosé translacyjna figur wielokatnych.

Czeicia wlasciwa pracy jest rozdziat III, w ktorym zostaje udowodnione

twierdzenie o translacyjnej rownowaznosci dwoch figur wielokatnych.
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ROZDZIAL I.  Przyklady figur translacyjnie réwnowaznych.

W rozdziale I na poczatku zostaje wprowadzona definicja figury wielokatnej oraz
definicja figur rownowaznych translacyjnie. Nastepnie podane sa przyklady, ktore maja
nam pomoc W zrozumieniu pojecia rownowazno$ci translacyjnej. Podane zostaja

réwniez whasnosci figur rtownowaznych translacyjnie przez rozklad.

DEFINICJA 1.1
Figura wielokatna (wielokatem) nazywamy figure, ktora mozna przedstawic jako sume

skonczonej liczby trojkatow parami o roztacznych wnetrzach.

DEFINICJA 1.2

Figury wielokatne F, i F, sa réwnowazne translacyjnie przez rozklad, jesli
mozna je podzielic na mniejsze parami niezachodzace na siebie figury

F,=W,uW,u...0W, oraz F,=V, UV, ...V, w taki sposob, ze ¥, jest- obrazem

W, przez pewna translacjg dla i=1, 2, ..., k

Przyktady figur translacyjnie réownowainych przez rogklad 1.3

a) Pieciokat i trapez

b) Osmiokat i prostokat




Réwnowaznosé translacyjna figur wielokatnych.

¢) Dziewigciokat i trapez

1l vV
V il Vv IV piy v V1

WEASNOSC 1.4

Réwnoleglobok o podstawie dhugosci a i wysoko$ci /2 jest rownowazny translacyjnie

przez rozktad prostokatowi o wymiarach bokow a ih.

DOWOD WEASNOSCI:
Bedziemy rozpatrywaé dwa przypadki, kiedy:

1) wysokos¢ jest opuszczona na podstawe

2) wysoko$é jest opuszczona na przedtuzenie podstawy
ad 1)

Mamy dany dowolny rownolegtobok o wysokosci 7 i podstawie a.

i i
“ a ¥

Poprowadzmy teraz wysokos¢, ktora bedzie opuszczona na podstawe a. Mozemy
przeciaé teraz nasz rownoleglobok wzdiuz tej wysokosci i przesunaé powstaly w ten
sposob trojkat rownolegle do podstawy tak, aby powstat prostokat.

h




Réwnowaznosé translacyjna figur wielokatnych.

ad 2)
Mamy dany dowolny réwnoleglobok o wysokosci & i podstawie a. Wiemy, ze

wysoko§¢ jest opuszczona na przedluzenie podstawy (co jest przedstawione na

rysunku).
7 V'Y

gt
Tutaj nie mozemy postapi¢ jak poprzednio. Sprobujmy tak przeksztatcic nasz
rownoleglobok (przez translacyjna rownowaznosc), zeby nie byl tak bardzo pochyly.

Bedziemy go dzieli¢ wzdluz jednej z przekatnych i uzyskane czefci taczy¢ sposob

4

przedstawiony na rysunku.

I

Jednak widzimy, ze jezeli opuscimy wysoko$§¢ w nowym réwnolegtoboku to duzo si¢
nie zmieni. W dalszym ciagu wysoko$¢ bedzie opuszczona na przediuzenie podstawy,
a nie bezpo$rednio na nig. Ten krok musimy wigc powtarzac, az do momentu, gdy
wysoko$é bedzie opuszczona na podstawe, a nie na jej przediuzenie (tak jak to widac¢ na

rysunku ponizej).
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Na tym przykladzie mozemy zaobserwowac, ze miara kata « za kazdym razem si¢
powieksza, za§ miara kata £ maleje. Dzielac za kazdym razem rownoleglobok wzdtuz
przekatnej dzielimy kat f. Te¢ czeSc, ktora z niego ,,odcigliémy” dotaczamy do kata o .
Za kazdym razem sprawdzamy, czy wysoko$é rownolegloboku bedzie juz opuszczona
na jego podstawe i bedziemy wykonywaé te operacje dotad az sie tak stanie (co nam si¢
sprowadza do pierwszego przypadku).

Zastanbwmy sie teraz czy zawsze tak si¢ stanie, ze nasza wysoko$¢ bedzie w koncu
opuszczona na podstawe, a nie na jej przediuzenie.

Mamy dany dowolny réwnoleglobok o podstawie a i wysokosci A, ktéra jest
opuszczona na przedluzenie podstawy tego rownolegloboku. ~Narysujmy obie
wysokosci. Odleglos¢ pomigdzy nimi rowna sie dlugosci podstawy czyli a.
Poprowadzmy jeszcze prosta, w ktore] zawiera si¢ nasza podstawa. Bedziemy na niej
odklada¢é dlugo$é a. Beda to kolejno podstawy naszych nowych, mniej pochylych

réwnoleglobokéw (sytuacje mamy przedstawiona na rysunku ponizej).

Skoro odleglos¢ miedzy wysokosciami wynosi a mozemy by¢ pewni, ze bedzie ona
opuszczona na podstawg w ktorym$ z naszych przeksztalconych rownolegtobokow
(poniewaz dlugo$¢ podstawy po przeksztatceniu réwnolegtoboku sie nie zmieni).
Wykonujac taki rysunek mozemy dokladnie okredlié, za ktérym razem wysoko$¢

w réwnolegtoboku bedzie opuszczona juz na podstawe, a nie na jej przedluzenie.

WEASNOSC 1.5

Relacja rownowaznosci translacyjnej przez rozklad jest przechodnia.

10




Réwnowaznosé translacyjna figur wielokatnych.

DOWOD:

Oznaczmy sobie relacje réwnowaznosci translacyjnej przez rozkltad dwoch figur
wielokatnych F, i F, jako ~.

Przechodnio$é relacji ~ oznacza, ze jezeli F) jest rownowazna translacyjnie F, i F,
jest rtownowazna translacyjnie F; to F, jest rtownowazna translacyjnie F;.

Niech zatem F,, F, i F; beda figurami wielokatnymi takimi, ze F,~F, i F,~F;.
Z translacyjnej rownowaznosci figur F, i F, wiemy, ze mozna je podzieli¢ na mniejsze
parami niezachodzace na siebie figury wielokatne F, =W, UW,L...0W, oraz
F, =V, UV, u...uV, w taki sposob, ze V; jest obrazem W, przez pewna translacje dla
i=1, 2 K.

Podobnie figury F, i F, mozna podzieli¢ na mniejsze parami niezachodzace na siebie
figury wielokatne F, =V, UV, U...UV, oraz F; =0, V0, V...00, W taki sposob, ze
Q, jest obrazem V, przez pewna translacje dla i=1, 2, ..., n (bo F, jest rtbwnowazne
translacyjnie I} ).

Figury F,, F, i F, zostaly podzielone na mniejsze parami niezachodzace na siebie
figury wielokatne. Przy czym podziat figury F, moze by¢ (ale nie musi) za kazdym
razem inny. Figur¢ F;, dzieliliémy dwa razy najpierw na k, a potem na 7 roznych czesci

F, =V, 0V, U...uV, =V, UV, u... V.

Podzielmy figure F, w jeszcze inny sposob, tak aby podzial byt jeszcze drobniejszy niz
oba poprzednie. Figure F,=V, UV, U...uV,  przesufmy translacyjnie na

F, =V, UV, U...uV, w sposob przedstawiony na rysunku.

11




Rownowaznosé translacyjna figur wielokatnych.

Poszczegolne figury V, zostaly podzielone na mniejsze czgsci podobnie jak czesci V.
Po takim podziale nasza figura wielokatna F, sklada si¢ z m niezachodzacych na siebie
figur wielokatnych takich, ze F, =V, UV, L...UV,, gdzie m>k i m=n.

Czesci W, w figurze F, dzielimy tak samo, jak podzielone zostaly odpowiadajace im

przez translacje czesci V, figury F, (w sposob przedstawiony na rysunku ponizej).

Wi V

i

Nasza figura F, ‘zostala podzielona na m niezachodzacych na siebie figur
(F, =W, OW, U...0W,).

Podobnie czesci O, w figurze F, dzielimy tak samo jak podzielone zostaly
odpowiadajace im przez translacje czeci V, figury F,. Dla figury F, zachodzi

1

réwnos¢ F, =Q, v 0, U...u Q..

Skoro Q' jest obrazem V,' przez pewna translacje i ¥, jest obrazem W, przez pewna
translacje to O, jest obrazem W, przez pewna translacj¢ (jest ona zlozeniem dwoch
poprzednich translacji) dla i=1, 2,..., m, czyli W, jest rownowazne translacyjnie

przez rozklad Q, .

Relacja rownowaznosci translacyjnej przez rozklad jest wiec przechodnia.

12




Réwnowaznoéé translacyjna figur wielokatnych.

WLASNOSC 1.6

Niech R, i R, beda rownolegtobokami o réwnych i réwnoleglych podstawach oraz
jednakowych wysokosciach. Wowczas R, jest translacyjnie rtownowazny przez rozktad
R,.

DOWOD WEASNOSCI:

Wezmy dwa dowolne rownolegloboki R, 1 R, o réwnych i rownoleglych podstawach
dlugosci a oraz jednakowych wysokosciach dlugosci A.

Na mocy Wlasnoéci 1.4 wiemy, ze R, jest rownowazny translacyjnie przez rozktad
prostokatowi o bokach dhigosci a i h. Podobnie na mocy Wiasnoéci 1.4 wiemy, ze R,
jest rownowazny translacyjnie przez rozklad prostokatowi o bokach diugosci a ih
Wiemy, ze R, jest rownowazny translacyjnie P i R, jest rownowazny translacyjnie P.
Oczywiste jest rowniez, ze relacja réownowaznosci translacyjnej jest symetryczna.
Korzystajac z przechodniosci relacji otrzymujemy, ze R, jest rownowazny translacyjnie

R

,, czyli dwa dowolne réwnolegloboki o réwnych i rownoleglych podstawach oraz

jednakowych wysokosciach sa translacyjnie rOwnowazne przez rozklad.

WLASNOSC 1.7
Niech dany bedzie kierunek k oraz dane sa prostokaty P, i P,, ktore maja, jedna, pare

bokéw rownoleglych do k. Pola obu prostokatow sa rowne. Wowezas prostokaty P, i P,

sg translacyjnie rownowazne przez rozklad.

DOWOD WEASNOSCI:
Wezmy sobie dwa dowolne prostokaty o réwnych polach i o rownolegtych bokach.
Przesunmy jeden z prostokatow tak, aby oba miaty wspOlny jeden kat prosty.

E G
E D
A B C
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Réwnowaznosé translacyjna figur wielokatnych.

Poprowadzmy odcinki | BE|, |CF | i odcinek | DG |.

¥ \ F,
\, \\ \ \\ R
\ \'« \‘\ \ r
\\\ \\\. k
5 N\ A %

Q
Q

Mamy 3 przypadki:

1) punkt K lezy powyzej odcinka | CF |

2) punkt K lezy ponizej odcinka | CF' |

3) punkt K lezy na odcinku | CF'|
Dowod przeprowadze opierajac si¢ na przypadku 1, gdy punkt K lezy powyzej odcinka
| CF |. Pozostale przypadki dowodzi si¢ w analogiczny sposob.

Proste, ktore poprowadzili$my podzielily prostokaty na 3 inne figury:
o Prostokat ABGF sklada si¢ z trojkatow ABE i FGH oraz z rownolegltoboku
BHFE.
e Prostokat ACDE sktada si¢ z trojkatow ABE i CDI oraz z réwnolegtoboku BCIE.
Aby udowodni¢, ze prostokaty sa translacyjnie rownowazne przez rozktad starczy

pokazaé, ze poszczegolne figury, z ktorych sklada si¢ prostokat BHFE mozna przesunaé

translacyjnie o dany wektor tak, ze natoza si¢ na figury, ktore tworza prostokat BCIE.
Trojkat ABE jest wspélny dla obu prostokatow.

Sprawdze teraz, ze poprowadzone odcinki sa do siebie rownolegle. |

14




Réwnowaznosé translacyjna figur wielokatnych.

Wiemy, ze P, = P,, wiec

|C||4E|=|4B|-|F|  /+(4C|-|4B)

E| _ |4F|

3 jac

Z powyzszej réwnoéci wynika, ze |BE||||CF|czyli #ABE=+ACF
Korzystajac z rownosci pol sprawdze, ze odcinki IBE| i |DG| sa rownolegle.
cljarl={as {4 /- aEias

|AC|-|AE| - |AE|-|4B|=|4B|-|4F|-|AE| | 4B|

|4E|-(4C)|-|4B))=|4B|- (4F|-|4E])

|4E|-|BC|=|4B|-[EF| /+(BC|{4B))

4E] _[EF]
|4B| - |BC|

Wiemy, ze zachodza nastepujace rownosci |EF |=|GK]| i |BC|=|DK |. Zatem

%:}%%almmpq
Sprawdze teraz, ze ACEK = ALDF .
Wiemy, ze |CF||||DG| oraz |GH||||CD|. Skoro odeinki |GH| i ICD| znajduja sie
pomiedzy odcinkami rownolegtymi i same s do siebie rownolegle, to maja taka sama,

dlugos¢ |GH|=|CD| i katy +DCI=+GHF. Z cechy kat bok kat trojkat ACDH jest

przystajacy do AHGF (z dokladnoscia do translacji).
Udowodnie teraz, ze /BCIE=[BHFE.

Sa to rownolegtoboki, ktore sa potozone pomigdzy dwoma rownolegtymi odcinkami.
E




Réwnowazno$¢ translacyjna figur wielokatnych.

Oba réwnolegloboki maja taka sama podstawe |BE| i wysoko§¢ opuszczona na ta

podstawe ma taka sama dlugo$¢ (poniewaz sa to odcinki prostopadle do podstawy

i leza pomiedzy prostymi rownoleglymi).

BKe,

Na mocy Wiasnosci 1.4 réwnoleglobok BCIE bedzie translacyjnie rownowazny przez
rozklad prostokatowi o wymiarach |BE|x|IJ|. Podobnie réwnolegtobok BHFE bedzie
translacyjnie rownowazny przez rozklad prostokatowi o wymiarach |BE|x|HL)|.
Prostokaty o wymiarach |BE|x|IJ| i |BE|x|HL| sa translacyjnie rownowazne przez
rozklad. Zachodzi réwno$¢ odcinkéw |HL|=|LJ| poniewaz sa to odcinki prostopadie do
odcinka |BE| oraz leza pomiedzy réwnoleglymi odcinkami |BE| i |CF|. Oba prostokaty
beda przesunigte o wektor rownolegly do prostej zawierajacej odcinek |BE| Wiec te

prostokaty beda rownowazne translacyjnie przez rozklad.

Wiemy, ze oba rownolegtoboki BCIE i BHFE sa rownowazne translacyjnie przez
rozklad prostokatom o wymiarach odpowiednio |BE|x|lJ| i |BE|x|HL|. Na mocy

przechodniosci relacji rownowaznosci translacyjnej, rownolegtoboki BCIE i BHFE sa

rownowazne translacyjnie przez rozktad.

16




Réwnowaznos$¢ translacyjna figur wielokatnych.

ROZDZIAL II. Wielkosé L, (F).

W rozdziale I poznajemy wielko$¢ L, (F), ktora zlicza dlugosci wszystkich bokéw

danej figury wielokatnej F réwnoleglych do prostej p. W dalszej czesci rozdziatu
poznajemy przyktady, ktore wykorzystuja wielko$¢ L, (F ) .

DEFINICJA 2.1
Obramowana prosta p bedziemy nazywaé taka prosta, ktora ma zaznaczona strong

(obramowanie).

Kazdy bok danej figury F' lezy na jakiej$ prostej p, ktorej mozemy nada¢ obramowanie,
zgodnie z tym, z kiorej strony figura przylega do tego boku (patrz rysunek).

DEFINICJA 2.2
Bokom réwnoleglym do obramowanej prostej p przyporzadkujemy znaki:
1) + gdy bok bedzie mial obramowanie zgodne z obramowaniem prostej p

2) - gdy bok bedzie mial obramowanie przeciwne do obramowania prostej p.

DEFINICJA 2.3
Wielkoscia L, (F ) nazywamy wielko$¢, ktora zlicza dlugosci wszystkich bokow figury

F, réwnolegtych do prostej p ze znakami okreslonymi jak powyzej.

17




Réwnowaznoéé translacyjna figur wielokatnych.

WEASNOSCI WILEKOSCI Ly(F):
1) jezeli zaden bok figury nie ma kierunku prostej p to L, (F ) =0
2) jezeli figura ma dokladnie dwa boki réwnolegle do p i sa one odpowiednio
diugosci 4, i 1,, to nasza wielkos¢ L, (F) wyraza si¢ wzorem:
- L,(F)=1+1, jezeli oba boki maja obramowanie zgodne

z obramowaniem prostej p,

- L,FE)= 1,—1, jezeli pierwszy z bokéw ma obramowanie zgodne

z obramowaniem prostej p, a drugi jest obramowany przeciwne

- L@F)=-1-1, jezeli oba boki maja obramowanie przeciwne do

obramowania prostej p.

Przykiad
Rozwazmy figure F taka, ze AF||GH ||CD, AB|| EF oraz DE||BC||GI . Dane mamy

obramowane proste p, przy czym: p,llHI,szAB,p3HAF,p4HDE. Dla danej

figury wielokatnej policzmy warto$¢ L, (F).

F E
H
I D
C
. / LY AN

N % \\ \‘\ \\\ pd \
A P,/ l N " <
~p, P: /s N N

| N\

L,(F)=HI|

L, (F)=A4B|-|EF|
L, (F)= AF|+|GH|~|CD]
L,(F)=DE|-|BC|+|GI|

L,(F)=0

18




Rownowazno$¢ translacyjna figur wielokatnych.

L,(F)=0 dla obramowanych prostych p o kierunkach réznych od kierunkéw prostych

DPiseees D5

W rozdziale pierwszym w przykladzie 1.3 zapoznaliSmy si¢ z kilkoma przyktadami
figur rownowaznych translacyjnie przez rozklad. Wiemy, ze wszystkie figury, ktore tam
przedstawiliémy maja réwne pola. Policzmy teraz dla kazdej figury z przykiadu 1.3
wartos¢ L, (F ) dla kazdego kierunku prostej p.

Przyliad 2.4
a) Pieciokat i trapez

B e e
p.| P e

E B G \\E
i B
D C H ;
L,(F,)=—-|CD| L,,,(Fz)=IFGI—lHII=lFG|—2-|FGI=—IFG\=—|CDI
L,(F, )= DE|-|BC|=0 L,(F,)=0
L, (F)=AE| L, (F,)=|FI = AE]|
L,(F,)=4B| L, (F,)=|GH |- AB|

Ponadto Ly(F;)=Ly(F2)=0 dla wszystkich obramowanych prostych p o innych
kierunkach.

b) Os$miokat i prostokat

q P Xl L G e

£O

VI A LS IS
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Rownowazno$¢ translacyjna figur wielokatnych.

L, (F,)= 4B|-| EF|=0 L,(F,)=1J|~|KLI=0
L, (F,)=IGH|-|CD|=0 L, (F,)=|IL|~|JK|=0
L,(F,)=IBC|-| FG|=0 L,(F,)=0
L,(F,)=—|AH|+|DE|=0 L,(F,)=0

Ponadto Ly(F1)=L,(F,)=0 dla wszystkich obramowanych prostych p o innych
kierunkach.

¢) Dziewigciokat i trapez

E P e e il

AR
X ,,
K % b
E \ N
2 N b
L g\ P
L, (F,)=FG|-|HI|+|DE= DE| L, (F,)=|LM|-|JKHDE|+|JK|-|JK|=DE]|
L, (F,)4AE|-|FI|+|GH|-|CD|=0 L,(F;,)=0
L, (F,)=—|A4B| L,(F,)=-|JM|=-|AB|
L,(F,)=BC| L, (F,)=KL|<BC|
Ponadto L,(F;)=L,(F;)=0 dla wszystkich obramowanych prostych p o innych

kierunkach.

Jak wida¢ w kazdym przykladzie obie figury maja takie same wartosci Ly(F) dla
wszystkich obramowanych prostych p. Obserwacje t¢ mozna uogolni¢ do nastepujacego

twierdzenia.

TWIERDZENIE 2.5

Figury translacyjnie réwnowazne przez rozklad maja jednakowe wielkosci Lp(F ) dla

wszystkich obramowanych prostych p.

DOWOD TWIERDZENIA:
Na podstawie Definicji 1.2, wiemy ze figury wielokatne F, i F, sa rOwnowazne

translacyjnie przez rozktad, jesli mozna je podzieli¢ na mniejsze parami niezachodzace
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Rownowaznos¢ translacyjna figur wielokatnych.

na siebie figury F, =W, UW, U...0W, oraz F,=V, UV, U...0V, w taki sposob, ze
V, jest obrazem W, przez pewna translacje dla i=1, 2, ..., k

Stwierdzenie: V, jest obrazem W, przez pewng translacj¢ oznacza, ze s to te same

figury (przesunigte o pewien wektor). Znaczy to, Ze maja jednakowe warto$ci

L(W,)=L,(V,) da i=12, ...k dla dowolnej obramowanej prostej p. Wystarczy

teraz pokazaé, ze jesli figure F' rozkladamy na parami niezachodzace na siebie figury

wielokatne W,, W,, ..., W, to dla kazdego obramowanego p zachodzi réwnos¢
L(F ):sz( W,), co bedzie udowodnione w dalszej czgéci pracy (dowod Lematu
i=1

2.6).

WNIOSEK:
Jesli dla dwoch figur wielokatnych F, i F, oraz dla pewnej obramowanej prostej p

wielkosci L, (F)i L, (F,) sa rézne to figury F, i F, nie s translacyjnie rtownowazne

przez rozklad.

Przyldad
Mamy dany kwadrat i trojkat prostokatny o rownych polach, przy czym 2- | AB|=H FG|.

Policzmy L, (F).

A 5 . N
| <o rre s SIS L
\\\\\
|1: E N \\\\\\\\\\\\g
B \

D C GJ . pz 5
L,(F,)4A4B|-|CDIF0 L, (F,)=|EG |- 4B
LPz(FI):lADl_chlzo Lpz(Fz):lFGizz'lAB‘
L,(F)=0 L, (F,)= EF|

Od razu mozemy zauwazyé, ze L, (F,)#L,(F;), L,(F)#L,(F,),
L,( K, )¢Lp3( F,). Figury nie sa wigc rownowazne translacyjnie. Oczywiscie, aby

wykazaé, ze figury nie sa rownowazne translacyjnie przez rozklad starczy pokazac, ze

L,(F,)#L,(F,) dlajednej dowolnej obramowanej prostej p.
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Réwnowaznosé translacyjna figur wielokatnych.

Kolejny lemat bedzie dotyczyl wiasnosci wspomnianej w dowodzie Twierdzenia 2.5

i brakujacej do uczynienia tego dowodu kompletnym.

LEMAT 2.6
Jedli figure F rozkladamy na parami niezachodzace figury W,, W,, ..., W, to dla kazdej

obramowanej prostej p zachodzi rowno$¢ L, (F' )= ZL (W)

i=l

Tustracja tresci lematu na przykladzie
Wezmy dowolng figure wielokatna F.

Podzielmy ja dowolnie na dwie niezalezne figury wielokatne W, i .

P 2
1 \\\\\\\\““ \_‘__..:i‘ \\\
C N %Q‘\\
N 3
A Wo § /{§“ &
1 D Pe* BN B
F li AN AIRANLGN G g
Policzymy teraz wielko§¢ L, dla figur W, i W, .oraz dla figury F.
L,(W,)=0 L,,(W,)= BC| L,(F)=BC|
L,(W,)=0 L,(W,)=-|DE| L,(F)=-|DE|
L,(W,)=0 L, (W,)=-|CD| L, (F)=-|CD|
L, (W)= A4B| L, (W,)=0 L, (F)=AB|
L, (W)= AF| L,(W,)=0 L, (F)=A4F
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Réwnowaznoéé translacyjna figur wielokatnych.

L, (W,)==|BE| L, (W,)=BE| L, (F)=0
L, (W,)=-|EF| L, (W,)=0 L,(F)=-|EF|

Nastepnie wyliczmy teraz wielkos¢ L, (dla kazdej obramowanej prostej p) dla figury I

korzystajac ze wzoru L,(F)=2L,(W,).
i=1

L,(F)= ZL (W,)=L,(W,)+L, (W, )+L, (W, )+L, (W,)+L, (W,)+L,, (W,)+

+L, (W)+L (W,)+L, (W, )+L, (Wy)+L, (W, )+L,, (W,)+L, (W, )+L, (W,)=
=0+|BC | +0— | DE | +| AB|+0+| AF | +0— |BE|+\BE\—|EF|+0—|BC|—{DE|+|AB|+
+|AF |- | EF |

Jak widzimy dhugo$¢ boku |BE| nam sie zredukowala. Jak bedziemy liczy¢ sume
poszczegolnych wielkosci L; dla obydwoch figur, to najpierw musimy doda¢, a potem
odja¢ dtugos¢ boku |BE]|, co daje w sumie zero. Wynika to z faktu, ze obramowania

boku BE sa w obydwoch figurach do siebie przeciwne (bok BE jest wspOlny dla figury
W, iW,).

DOWOD LEMATU 2.6
Podzielmy figure F' na dowolne niezachodzace na siebie figury wielokatne W, gdzie

i=1,2, ..., k. Policzmy teraz wkiad w ZLP (W,) od krawedzi zewnetrznych
i wewnetrznych figury F.

Wkiad w ZLP (W,) pochodzacy od zewnetrznych krawedzi figury F (bedacych tez
zewnetrznymi krawedziami w odpowiednich figurach ;) jest rowny wielkosci L, (F ).
Starczy wiec pokazac, ze dla dowolnej obramowanej prostej p wkiad do wielkosci
ZLP (W,) pochodzacy od wewnetrznych krawedzi figury F¥ (czyli tych krawedzi figur
W,, ktore leza wewnatrz F 1 sa tym samym krawedziami podziatu /' na czesci W)
wynosi zero.

Wezmy sobie jeden z odcinkow lABl podziatu figury F, ktory jest rownolegly do
prostej p. Pojawia si¢ on jako bok w kilku figurach W,, ktore beda do niego przylega¢ z

obu stron. Ze strony, ktora jest zgodna z obramowaniem prostej p odcinek zostal

s

podzielony na s mniejszych odcinkéw o rownych lub roznych dlugosciach 1, I,, ..., | \
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Réwnowaznoéé translacyjna figur wielokainych.

Z drugiej strony odcinek |AB| jest podzielony na 7 mniejszych odcinkéw o réwnych lub
réznych dlugoéciach 1, I, ..., .

Policzmy teraz, jaki jest witad do wielkosci ZLP (W,) pochodzacy od odcinka |AB|
Wynosi on [, +1, vt =1, =L, —...~I,. Wiemy jednak, ze dugosc odcinka |4B|
mozemy zapisa¢ na dwa rézne sposoby: |AB|=1, +1, +...+1, = +1,+...+1,. Zatem
11+12+...+1S—z;—1;—...—1;=11+12+...+ls—(l;+l;+...+l;)=|AB|—|AB|=o. Dla
innych odcinkéw rownolegtych do prostej p ich wkiad do wielkosci ZLP (W,) mozemy
policzy¢ w analogiczny sposob. Za kazdym razem wktad z wewnetrznych odcinkow
bedzie wynosit zero. Podobnie bedzie rowniez dla kazdego kierunku prostej p.

Ostatecznie wiec wklad pochodzacy od wewnetrznych krawedzi figury F nic nam nie

wriesie nowego do naszej sumy. Dla kazdej obramowanej prostej p zachodzi wigc

rownosé L,(F)=>L,(W;).
i=1
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Réwnowazno$é translacyjna figur wielokatnych.

ROZDZIAL III. Dowéd twierdzenia o translacyjnej réwnowaznosci figur
wielokatnych.

Na poczatku rozdziatu III zostanie podane twierdzenie o figurach réwnowaznych
translacyjnie przez rozklad. Dalsza cze$¢ rozdzialu jest dowodem podanego

twierdzenia.

TWIERDZENIE 3.1
Jedli figury F, i F, maja rowne pola L,(F,)=L,(F,)i to figury F, i F,sa translacyjnie

rownowazne przez rozklad. (l

DOWOD:
Mamy dane figury F, i F,, ktore maja rowne pola i jednakowe wielkosci L,(F ) dla

kazdego p.

A) Wybieramy sobie dowolna prosta p, © dowolnym kierunku. Z kazdego w
wierzchotka figury F, prowadzimy prosta réwnolegla do naszej prostej p,. W ten

sposob nastepuje podziat figury F; na trojkaty 1 trapezy.

F1=)

s

K

A
Wszystkie trapezy, jakie otrzymaliSmy maja, podstawy rownolegle do prostej p,. ‘

W dalszej czesci dowodu prosta p, bedzie prosta, ktora wybraliSmy tutaj. ‘

B) Figura F, jest teraz sumg niezachodzacych na siebie trojkatow i trapezow. Kazdy

trojkat jaki otrzymaliémy powyzej dzielimy wzdluz innej prostej p i laczymy
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Réwnowaznoéé translacyjna figur wielokatnych.

w trapezy. Teraz w podziale figury F, beda wystgpowaly same trapezy. Mozna to

zrobi¢ w sposOb przedstawiony na rysunku.
B

Al
Odcinki |4B| i |CD| sa rownolegle do prostej p,. Powstate trapezy beda wiec mialy

podstawy rownolegle do prostej p,.

C) Wybieramy prosta p,, ktora jest prostopadia do naszej prostej p,. Kazdy trapez
rozcinamy wzdhiz prostej rownoleglej do prostej p,, tak aby powstaly same trapezy

prostokatne.

EERERLEETTRATIRRRTEURRIRREARANY

q____—

|

| e

Problem jaki moze si¢ pojawi¢ przy takim podziale, to jak rozciaé bardzo pochyly
trapez. Gdy podzielimy go wzdhuz prostej rownolegtej do prostej p, powstanie nam

trojkat i czworokat rozny od trapezu.
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Réwnowaznoéé translacyjna figur wielokatnych.

Aby pozbyé si¢ tego problemu dzielimy nasz trapez wzdtuz prostej rownoleglej do

prostej p,, tak zeby nie byl juz tak bardzo pochyly (co jest przedstawione na rysunku

ponizej)

Dalej postepujemy jak z innymi trapezami.

Teraz kroki A) — C) wykonujemy dla figury F; .

Po wykonaniu operacji A) — C) figury F, i F, zostaly podzielone na trapezy

prostokatne i prostokaty.

C ©

Nasze trapezy beda, mialy nastgpujace wlasnosci:

o Podstawy sa rownolegle do prostej p,

e Przynajmniej jedna z krawedzi bocznych ma kierunek p, (gdy dwie to bedzie to

prostokat)

e Druga krawedZ boczna moze mieé¢ kierunek r rozny od p, i p, (lub p, gdy

bedzie prostokat)

Kierunkiem charakterystycznym bedziemy nazywaé kierunek 7 tej krawedzi bocznej,

ktéra nie jest ani prostopadia ani rownolegla do prostej p,.
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Réwnowazno$é translacyjna figur wielokatnych.

D) Dla figury F; ustalamy kierunek charakterystyczny prostej r i wybieramy sposrod

wszystkich trapezow te, ktore maja dany kierunek charakterystyczny 7.

|
A

i

Jesli wszystkie trapezy maja jednakowe obramowania na bokach o kierunku 7 to

przechodzimy do nastgpnego kroku E).

Jesli nie, to dopasowujemy dowolne dwa trapezy z przeciwnymi obramowaniami na
bokach o kierunku 7. Powstanie nam figura, ktora albo jest prostokatem albo skiada sie
z prostokata i trapezu. Prostokaty przesuwamy translacyjnie na bok. Jezeli figura sklada
si¢ z prostokata i trapezu to dzielimy nasza figure wzdtuz prostej rownoleglej do prostej
D, tak aby pozostat na trapez i prostokat. Z prostokatem postepujemy jak poprzednio

— przesuwamy translacyjnie na bok, a do pozostalego trapezu dobieramy trapez

z przeciwnym kierunkiem charakterystycznym (tak jak to wida¢ na rysunku

e

przedstawionym ponizej).

i
P
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Réwnowazno$¢ translacyjna figur wielokatnych.

Za kazdym razem jak wykonamy t¢ operacj¢ pozostanie nam O jeden trapez mniej
(o kierunku charakterystycznym 7). Trapezoéw jest skonczona liczba, wigc operacje
wykonamy w skoficzonej liczbie krokow. Czynno$¢ wykonujemy dopoki bedziemy
mieé trapezy o przeciwnie obramowanym kierunku charakterystycznym.

Czynnosci, ktore tutaj wykonujemy (rozcinanie, dobieranie w pary, przesuwanie wzdluz
jakiego$ wektora) sa dopuszczane w ramach rownowaznosci translacyjnej przez
rozklad.

Po wykonaniu calej operacji pozostang nam prostokaty o bokach rownoleglych do
prostych p, i p, oraz trapezy o kierunku charakterystycznym r obramowane tylko
w jedna, strone. Uzyskana w ten sposob figura jest translacyjnie rOwnowazna przez
rozklad z wyjsciowa, figura F; .

Postepujemy tak dla kazdego kierunku charakterystycznego prostej 7.

Takie same czynno$ci wykonujemy dla figury F, .

E) Teraz zajmiemy sie poréwnaniem figur F; i Fs.
Sposérod wszystkich trapezow, ktore sktadaja, si¢ na figury £ i F, wybieramy te, ktore
maja jednakowy kierunek charakterystyczny 7. Pozostale trapezy przesuwamy

translacyjnie na bok. Przyjmijmy na razie, ze figura F, sklada si¢ z k trapezow
T, T, ..., I, za$ figura F; skdada si¢ z m trapezow T;, T, ..., T o tym samym

kierunku charakterystycznym 7.

k
Na mocy Lematu 2.6 wiemy, ze dla figury F, zachodzi rownos¢ L, (F; ):ZL,.( T).

i=1

Skiadniki sumy postaci L, (V) dla pozostatych figur V' podziatu F, sa zerowe. Podobnie
dla figury F, zachodzi rownosé L, (F,)= ZL,( T, ) oraz sktadniki sumy postaci L, (V)
i=1

dla pozostatych figur V podzialu F, sa zerowe.
7 zatozenia naszego Twierdzenia 3.1 wiemy, ze dla kazdej dowolnej obramowanej

prostej p zachodzi rownos¢ L, (F, )=L,(F;). Jezeli ta rownos¢ zachodzi dla kazdej

prostej p, to bedzie takze zachodzi¢ dla prostej o kierunku 7 i dla podziatow obu figur.

k 1
Zachodzi wiec rownosé > L.(T,)=D L.( T, ).
i=1

i=1
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Réwnowaznoéé translacyjna figur wielokatnych.

Na tej podstawie i tego, ze wszystkie T, Ty, ..., T, oraz T, T, ..1T, sa
obramowane w jedna stron¢ mozemy wyciagnaé wniosek, ze sumy dlugosci krawedzi
charakterystycznych dla figur wielokatnych F; i F, sa jednakowe.

Bierzemy teraz po jednym trapezie o kierunku charakterystycznym r z figur F; 1 F
i przyrownujemy je do siebie. Moga zdarzyé sie nastgpujace sytuacje.

1) Przyréwnane trapezy moga catkowicie si¢ pokry¢

Ay

Wiedy przesuwamy je wzdluz pewnego wektora na bok i porownujemy kolejne dwa

trapezy.
2) Po poréwnaniu trapezow pozostanie nam jeszcze prostokat

— >

Prostokat przesuwamy translacyjnie na bok do innych prostokatow, a dobrane trapezy
do weczesniej sparowanych juz trapezow.

3) Po poréwnaniu trapezow pozostanie nam trapez o kierunku charakterystycznym
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Dobrane trapezy przesuwamy translacyjnie na bok do pozostatych sparowanych ze soba

trapezow. Do pozostatego trapezu dobieramy trapez z drugiej figury o kierunku

charakterystycznym r.
4) Po porownaniu trapezOw pozostanie nam trapez o kierunku charakterystycznym 7

A @hbh

Dla poszczegolnych czesci postepujemy jak w sytuacjach 2) i 3)

5) Po porownaniu trapezOw z jednego trapezu pozostanie nam prostokat, a z drugiego

trapez o kierunku charakterystycznym 7.

\

—>

Dobrane trapezy przesuwamy translacyjnie na bok do pozostatych sparowanych
trapezow. Prostokat przesuwamy translacyjnie do innych prostokatow. Pozostaje nam

jeszcze trapez, do ktbrego dobieramy inny trapez O kierunku charakterystycznym 7

(z drugiej figury).
Czynnoé¢ wykonujemy dopoki wszystkie trapezy O kierunku charakterystycznym 7 dla

figur wielokatnych £, i F, beda dobrane w pary (to znaczy, ze kazdemu trapezowi
z figury F, dobierzemy odpowiadajacy mu przez translacje trapez z figury F,). Wiemy
takze, ze sumy krawedzi charakterystycznych dla figur wielokatnych F, i F, sa
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jednakowe. Dlatego po sparowaniu wszystkich trapezéw o kierunku charakterystycznym
7 nie pozostanie nam juz zadna figura lub pozostana nam tylko prostokaty.

Za kazdym razem jak wykonamy te operacje bedziemy mie¢ co najmniej o jeden trapez
mniej do poréwnania (o kierunku charakterystycznym 7). Trapezow jest skonczona
liczba, wiec operacj¢ wykonamy W skonczonej liczbie krokow.

Postepujemy tak dla kazdego kierunku charakterystycznego 7. Za kazdym razem
pozostana nam tylko prostokaty i sparowane trapezy.

Teraz nasze figury F, i F, sktadaja, sie z prostokatow, ktore maja boki
o kierunkach rownoleglych do p, i p, oraz dobranych w pary trapezow.

Figury F, i F, maja rowne pola. Wszystkie trapezy 0O kierunku charakterystycznym 7
z figur F, i F, rowniez maja, rowne pola, poniewaz dobraliémy je w przystajace do
siebie pary. Na tej podstawie mozemy powiedzie¢, ze suma pol wszystkich prostokatow,

z ktorych skiadaja si¢ figury F, i F, bedzie rowna.

Po wykonaniu kroku E) mamy dobrane w pary trapezy z figur F, i F, oraz prostokaty,
ktore maja boki o kierunkach rownoleglych do p, 1 P;- Dobrane w pary trapezy sa
rownowazne translacyjnie przez rozktad. Musimy, wiec jeszcze udowodni¢, ze
prostokaty, z ktorych jeszcze skladaja sie figury F; 1 F,, sa rownowazne translacyjnie

przez rozklad. Dlatego w kroku F) zajmujemy si¢ juz tylko tymi prostokatami.

F) WLASNOSC
Niech dany bedzie kierunek k oraz dane sq figury F, i F,, z ktorych kazda jest
rozkaczna suma, prostokatow o jednej parze bokow rownolegtych do k. Zatozmy, ze pola

figur F, i F, sa rowne. Woweczas figury te sa translacyjnie rownowazne przez rozklad.

DOWOD
Dana mamy figure F}, ktora jest suma rozkacznych prostokatow P, P By

o jednej parze bokow rownolegtych do danej prostej k.

Dowolny prostokat P, dla i=1, 2, ..., n o wymiarach a %A, bedzie rownowazny

translacyjnie przez rozklad prostokatowi, ktory ma podstawe rowna, [ i wysoko$¢ rowna

a, - h; oraz jego podstawa jest réwnolegta do prostej & (na mocy Wiasnosci 1.7).
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Przeksztalémy w ten sposob kazdy z prostokatow P, P, ..., F,. Bedziemy miec teraz
same prostokaty, ktore maja réwnolegte podstawy dtugosci /.
Poprzesuwajmy teraz te prostokaty rownolegle do bokow, tak aby ustawi¢ jedne na

drugich. Otrzymamy jeden prostokat o podstawie rownej i wysokosci Zai -h; .
i=1

W analogiczny sposob postepujemy z figura F,, ktora jest sumg roztacznych
prostokatow AW - P, o jednej parze bokow rownolegtych do danej prostej k. Po

przeksztatceniach otrzymamy rowniez jeden prostokat o podstawie rownej 1 1 wysokosci
>a;-h.

i=1

Wiemy, ze pola figur F, i F, sa réwne zatem otrzymamy rowno$¢ pol prostokatow
P i P z dokladnoscia do translacji Wiemy, ze podstawy tych prostokatow sa

rownolegle do prostej k. Nasze figury F, i F, sa wigc rownowazne translacyjnie przez

rozktad. Konczy nam to dowod Twierdzenia 3.1.
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