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Wstep

Celem pracy jest pokazanie sposobu obliczenia pola figur plaskich ograniczonych
pewnymi krzywymi: cykloida, spirala Archimedesa i ewolwenta w sposob elementarny,
nie korzystajac z rachunku catkowego.

Juz od najdawniejszych czaséw uczeni poszukiwali skutecznych metod obliczania
pol figur plaskich. W tym celu starali si¢ oni swoje empiryczne obserwacje przenosi¢ na
aparat narzedzi matematycznych. Prébowali oni w rézny sposoéb obliczy¢ pole figur
miedzy innymi dzielili je na nieskonczenie wiele malenkich tréjkacikow lub poréwnywali
ich pola z polami figur, ktérych pole znali.

Pascal obliczyl pole ograniczone cykloida opierajac si¢ na poréwnywaniu pol
pewnych figur. Jego rozwiazanie przedstawi¢ dla cykloidy zwyczajnej a nastgpnie
wprowadzajac analogiczna metode oblicze pole figury ograniczonej cykloida skréconag i
wydtuzona. !

Natomiast Archimedes obliczyt pole figury ograniczonej krzywa zwang spirala
Archimedesa. Pole ograniczone spirala Archimedes obliczyt dzielac je na nieskonczenie
wiele matych séktoréw, ktére wpisywat lub opisywat na wycinkach kola. W analogiczny
sposob oblicze pole figury ograniczonej ewolwenta.

Obliczenia postaram sie przeprowadzi¢ uzywajac bardzo prostej i elementarne;
wiedzy z matematyki i geometrii aczkolwiek dla cykloidy pokaze réwniez rozwigzanie
wykorzystujace réwnania parametryczne cykloidy, ktorej pole mam obliczy¢.

Otrzymane pola pod krzywymi poréwnam z polami jakie otrzymam uzywajac
rachunku catkowego.
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Rozdzial 1.
Pole figury ograniczonej cykloida.

W rozdziale pierwszym przedstawi¢ sposéb w jaki Pascal obliczyl pole figury
ograniczonej cykloida zwyczajna nie uzywajac rachunku calkowego, a nastgpnie
wykorzystujac analogiczny sposob oblicz¢ pole figury ograniczonej cykloida skrécong i
wydtuzona.

W tym celu najpierw w paragrafie 1.1 przedstawi¢ krzywa zwana cykloida, jej
rodzaje oraz rOwnanie parametryczne. W paragrafie 1.2 opisz¢ zasad¢ Cavalieriego.
Sposéb w jaki Pascal obliczyt pole figury ograniczonej cykloida zwyczajna przedstawie w
paragrafie 1.3, natomiast moje obliczenia pola figury ograniczonej cykloida skrécong w
paragrafie 1.4 a cykloidg wydhlizona w paragrafie 1.5. W paragrafie 1.6 oblicz¢ pola
wspomnianych wyzej figur wykorzystujac rachunek catkowy.

1.1 Cykloida

Definicja tej figury podana przez Galileusza wyglada nastgpujaco: cykloida jest to
krzywa plaska zakres$lona przez punkt M zwigzany sztywno z kolem k, gdy toczy si¢
ono bez poslizgu po prostej p. Kolo k jest to kolo o srodku w punkcie O i promieniu r.
Prosta p, po ktorej toczy sie koto k nazywamy kierownica cykloidy. Figura zakreslona w
czasie, gdy koto obrdci si¢ o kat 27 (pelny obrét ) nazywa si¢ galezia cykloidy'.

W zaleznosci od potozenia punktu M wzgledem toczacego si¢ kota k rozrézniamy
cykloidy:

- cykloida zwyczajna ( rys. 1 ) jest to linia jakg zakresla punkt M lezacy na brzegu
toczacego sie kola o promieniu r, czyli odleglosé r; punktu M od srodka kota k jest

réwna promieniowi tego kola (r =1, ).

''W. Zawadowski, Cykloida, Skrypt, Warszawa 1994,

I ——
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Rys. 1

- cykloida skrécona ( rys. 2 ) jest to linia jaka zakresla punkt M lezacy wewnatrz
toczacego sie kota o promieniu 1, czyli odleglos¢ r; punktu M od $rodka kota jest mniejsza
od promienia tego kota ( r > r; ). Odleglos¢ r; od srodka kota toczacego wyznacza nam
mniejsze kolo k; wspotsrodkowe z tymze kolem ( na rys. 2 jest to kolo narysowane

przerywana linia ), na brzegu ktérego znajduje si¢ punkt M.

Rys. 2
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- cykloida wydluzona ( rys. 3 ) jest to linia jaka zakresla punkt M lezacy na zewnatrz
toczacego sie kota o promieniu r, czyli odleglos¢ r; punktu M od srodka kola k jest
wicksza od promienia tego kola ( r < r; ).. Odleglo$¢ 1, od $rodka kola toczacego
wyznacza nam wieksze kolo k; wspolérodkowe z tymze kotem ( na rys.1.3 jest to koto
narysowane przerywang linia ) na brzegu ktérego znajduje si¢ punkt M.

Rys. 3

Wyprowadze teraz réwnanie cykloidy zwyczajnej. Niech koto k o $rodku w ‘
punkcie O i promieniu r z wyr6znionym punktem M na jego brzegu toczy si¢ bez ‘
poslizgu po linii prostej p (rys 4). Punkt M zakre$la krzywa zwana cykloida, ktore; |
rownanie znajde. W tym celu cykloide umieszczam w ukladzie wspéirzednych tak, aby
linia prosta p ( kierownica cykloidy ) pokrywata si¢ z osia OX oraz poczatkowe potozenie
kola, ktére sie po niej toczy miato réwnanie x* +(y —r)*> <r, a obserwowany punkt M
lezat pierwotnie w poczatku ukiadu wspoéirzednych .

Po pewnej chwili w wyniku toczenia si¢ kota wyrézniony punkt cykloidy z
poczatkowego polozenia P przeszedt w polozenie M, kreslac tuk PM, za$ promien PO
odchylit sie od wyjsciowego pionowego potozenia o kat t rowny katowi PyO1M; ( miarg

kata rozpatrujemy w radianach) do polozenia O;P;.

-
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Rys. 4

Poniewaz kolo toczy sie bez poslizgu mamy réwnosé }PP]| = IRM 1‘, gdzie
|P1M 1| = rt. Stad wspdtrzedne x, y dowolnego punktu M; cykloidy spelniaja zwiazki:

x =|PB|=|PP|-|BP|=rt—rsint .
y =|M,B|=|0,B|~|CO||=r~rcost
Tak wiec wspohrzedne kartezjanskie dowolnego punktu cykloidy daja si¢ wyrazi¢ w
zaleznosci od stalego promienia r>0 kola toczacego si¢ oraz zmiennego kata ¢ e <0,27r>
Zwanego parametremz.
Wzory (1.1) mozna uogolni¢ do wzoréw opisujacych cykloide skrdcong i
wydtuzona:
x=rt—rsint 12)
Yy =r—rcost
gdzie r jest promieniem kola toczacego si¢, ar; jest odlegloscia punktu M od srodka

kotla toczacego sig.

2 W. Krysicki, H. Pisarewska, T. Swiatkowski, Z geometriq za pan brat, Warszawa1992, s.151.
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1.2 Zasada Cavalieriego

Zasada ta opiera si¢ na zalozeniu, ze figur¢ plaska mozna podzieli¢ na
nieskonczona ilo$¢ rownolegtych odcinkéw ( mozna tez podzieli¢ na nieskonczenie wiele
matych prostokatéw- wida¢ tu podobienstwo do catkowania), tak ze pokryja idealnie cala
figure.

Zasada ta mowi nam, ze gdy dwie figury plaskie, ktére maja t¢ sama wysokos¢ i na
kazdej wysoko$ci (poziomie) dlugosci poziomych odcinkéw zawartych w tych figurach
( czyli przekrojoéw tych figur poziomymi prostymi poprowadzonymi na tej wysokosci ) sa
rowne to figury te maja rowne pola ( rys. 5 ).

Zasada Cavalieriego nie okresla pola liczbowo, lecz jedynie poréwnuje dwie figury
co do powierzchni pola. Stosowanie zasady jest jednak ograniczone: od figury, ktorej pole

powierzchni uwazamy za znane, przechodzimy do nastgpnej, a od tej znowu dalej, co

wymaga przy uzyskiwaniu wynikow duzej inwencji.
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1.3 Pole figury ograniczonej galezig cykloidy.

1.3.1 Cykloida zwyczajna

Pascal obliczyt pole figury ograniczonej galezia cykloidy zwyczajnej i1 jej
kierownica wykorzystujac wspomniang wczesniej zasad¢ Cavalieriego. Najpierw jednak
zauwazmy, e pole to mozemy rozpatrywac tylko dla jednej polowki galezi, poniewaz
obie potéwki galezi cykloidy sa wzajemnie przystajace, a nastgpnie pomnozy¢ przez dwa.

Figure ograniczong potowa galezi cykloidy i jej kierownica nazwijmy figura W (rys.6).

FIGURR W

Rys. 6
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Figura W skiada sie z trojkata PBC oraz figury N, gdzie figura N jest to figura ,
ktora powstata poprzez odciecie od figury W trdjkata PBC (rys. 7).

Rys. 7

Pole figury ‘W jest sumg pol: trojkata PBC oraz pola figury N
P, =Py + Py (1.3)

Pole trojkata PBC obliczymy w prosty sposob, poniewaz potrafimy wyznaczy¢
dhugosci jego bokéw. Bok |[PB| jest rowny 7ir i jest to dlugos$¢ polowy obwodu kota, a bok
IBC| wynosi 2r i jest to wysokos¢ kota o promieniu r, czyli dlugo$¢ srednicy kola k. Zatem
pole trojkata wynosi:

P =%[PB{-|BC‘=%W-2r=m2 (1.4)

Natomiast aby obliczy¢ pole figury N zastosujemy pewien trik. Ot6z narysujemy
na tym samym wykresie co cykloida krzywa g, ktora zakresli punkt U, znajdujacy si¢ na |
brzegu kola k (jest to kolo wyznaczajace cykloidg), lecz toczacym si¢ po prostej | ‘
réwnoleglej do kierownicy cykloidy poprowadzonej w odlegtosci 2r, z tej strony po ktorej
znajduje sie toczacy okrag. Polozenie poczatkowe (punkt P) i koncowe (punkt C) kota k i
punktu U jest takie samo jak polozenie kota k i punktu M wyznaczajacego cykloide
zwyczajng ( rys.8).

A
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Rys. 8

Zauwazmy, ze otrzymaliSmy figure w ksztalcie wrzeciona, nazwijmy jg figurg 2N,
ktéra odcinek PC dzieli na dwie przystajace figury o réwnych polach. Rownos¢ pdl
wynika z faktu, ze krzywa g i polowa galezi cykloidy zwyczajnej sa punktowo
symetryczne wzgledem punktu T, ktdry jest punktem przecigcia odcinka PC i prostej, ktorg
wyznacza ruch srodka kota (rys.8 ).

Jezeli znajdziemy pole figury 2N to pole figury N bedzie réwne polowie jej pola.
Pole figury N obliczymy wykorzystujac wspomniang zasad¢ Cavalieriego. Pokazemy, ze
pole figury 2N jest réwne polu kota k na brzegu ktérego znajduje si¢ punkt M (tzn.: kofa,
ktore wyznacza cykloide ).

Figura 2N ma wysoko$¢ rowna wysokosci cykloidy czyli réwna 2r, czyli rowna
$rednicy kota k. Pokaze, ze dla tego samego parametru t odcinki zwarte w kole k i figurze
2W sa poziome réwnej dlugosci. W tym celu obieramy punkt H na galezi cykloidy na
wysokosci h. Narysujmy odpowiednio przetoczony okrag wyznaczajacy ten punkt.
Oznaczmy przez t kat o jaki obrocit si¢ ten okrag. Okrag ten przecina krzywa g w punkcie
F. Zauwazmy, ze okrag ten mozna potraktowac tak jakby przetoczyt si¢ o kat t po prostej |,
i ze punkt F jest punktem wyznaczonym przez tak przetoczony okrag. Polozenie punktow

przedstawia rysunek 9.




Obliczanie pol pewnych figur metodq Pascala i Archimedesa. 12

prosto l

pros’ta/ P

P Rys. 9

Zauwazmy, ze punkt F jest punktem symetrycznym do punktu H wzgledem proste;j
zawierajacej odcinek OP. Poniewaz symetria osiowa zachowuje odleglosci punktéw to

HH’=FF’, czyli punkt F lezy na tej samej wysokosci co punkt H ( rys.10 ).

Rys. 10 |
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Zatem poziomym odcinkiem na poziomie h jest odcinek HF. Z rysunku 9 wynika,
ze odcinek HF na taka sama dlugosé co cieciwa kola k poprowadzoma poziomo na
wysokosci h.

Wobec powyzszego otrzymujemy, Ze na réwnych poziomach h ( dla tego samego 1)
odcinki zawarte w figurze 2N i kole k sa poziome i maja taka samg dlugos¢. Na mocy
zasady Cavalieriego pole figury 2N i pole kota sa rowne czyli pole figury 2N wynosi i (
pole kota o promieniu r wynosi i’ ).

Dla naszych obliczen potrzebne jest pole figury N, a jest ono réwne polowie pola
figury 2N:

1 '’
Py =5P2N = (1.5)

natomiast pole figury W wynosi :

2 2

PWZPAABC+PN=7”'2+W_=3W (1.6)
2 2
Pole figury ograniczonej galezig cykloidy wynosi :
2
P=2P, =23”2’" =3 (1.7)

Teraz przedstawie drugi sposob obliczenia pola figury ograniczonej galezia

cykloidy zwyczajnej, w ktérym wykorzystam rownania parametryczne cykloidy. Poczatek

rozwazan jest taki sam, tzn.: rozpatruje tylko jedna polowe galezi cykloidy, a nastg¢pnie

dziele ja na dwie figury czyli na trojkat PBC i figure W. Stosuje rowniez ten sam sposob
z rysowaniem krzywej g, gdzie otrzymuj¢ wrzeciono ( figure 2N) o polu réwnym
podwojonemu polu figury N. Pole figury 2N oblicz¢ w ten sam sposéb co w poprzednim ‘
rozwazaniu, czyli na mocy zasady Cavalieriego poréwnam pola figury 2N i kola k
wyznaczajacego cykloide zwyczajna. Roznica polega na sposobie pokazania réwnosci
dhugoéci odcinké6w na tym samym poziomie h. Poziom h wyznacza wartos¢ y w ‘
réwnaniach parametrycznych tych krzywych. Przedstawmy najpierw réwnania krzywych:
-cykloide zwyczajng opisuje funkcja zadana parametrycznie:
x=tr—rsint

(1.8)

y =r—rcost
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-krzywa g, ktora wykreslit punkt U na kole toczacym si¢ po prostej 1 jest opisana

parametrycznie:
x=rt+rsint
(1.9
Yy =r-—rcost
-okrag kota k jest opisany:
x=rsint
(1.10)

y=r—rcost

Z rownan (1.8) , (1.9) i (1.10) zwraca uwage zbiezno$¢ wspéirzednej y. Stad
wynikanie, ze kazdej wysokosci h w trzech rownaniach odpowiada pewne ( jedno i to
samo w trzech réwnaniach) t. Zatem mozemy dhlugos¢ odpowiednich odcinkéw
poziomego przekroju na poziomie ( wysokosci ) h obliczy¢ pordwnujac wspotrzedne x dla
tego t.

Oznaczmy punkty : H jest to punkt przecigcia prostej h i galezi cykloidy
zwyczajnej, F to punkt przeciecia prostej h i krzywej g oraz punkty G i J sa to punkty
przecigcia prostej h i kota k, gdzie prosta h jest to prosta pozioma odlegla od prostej 1 o

h=r—rcost (rys. 11).

f:ersta b

prosta P

1

Rys. 11

Na mocy powyzszego otrzymujemy, ze kazdym poziomie h zadanym
parametrycznie wzgledem t dlugos¢ odcinka HF (z rdznicy ich wspotrzednych x) wynosi:
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|HF} =rt+rsint—(rt—rsint)=rt+rsint—rt+rsint =2rsint (1.1D)

Natomiast dtugos¢ odcinka GJ na tym samym poziomie h to:

|GJ|=rsint+rsint =2rsint (1.12)

A zatem na roéwnych poziomach ( dla tégo samego t) mamy taka sama dhugosc
odcinkéw HF 1 GJ.

Na mocy zasady Cavalieriego pole figury 2N i pole kola k sa rowne czyli pole

figury 2N wynosi nir’ .
W dalszych obliczeniach otrzymujemy analogiczne wyniki.

Podsumowujac otrzymalismy, ze pole pod galezia cykloidy wynosi  3mr?

réwnanie (1.7), czyli jest ono rowne sumie trzech p6l kola toczacego sig.

1.3.2 Cykloida skrécona

Sugerujac sie metoda Pascala w obliczeniu pola figury ograniczonej cykloida
zwyczajng oblicze pole figury ograniczonej cykloida skrécong i jej kierownica (czyli

prosta p). Tutaj rowniez przedstawimy dwa sposoby poréwnania dlugosci odpowiednich

FIGURA W

p':fo%a, P
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odcinkoéw: elementarny i analityczny.

Pole to mozemy rozpatrywaé tylko dla jednej poléwki galezi poniewaz obie
potéwki gatezi cykloidy skrdconej sa wzajemnie przystajace, a nastgpnie pomnozy¢ przez
dwa. Figura ograniczong polowa galezi cykloidy skrdoconej i jej kierownica ( prosta p)
nazwijmy figurg W (rys. 12).

Pole figury W mozemy rozpatrywa¢ jako sume pol: prostokata PBCD oraz pole
figury S , gdzie figura S powstata poprzez odcigcie od figury W prostokata PBCD (rys.
13).

PROSTOKAT PRCD

Rys. 13

Pole prostokata PBCD obliczymy wykorzystujac znajomos¢ dtugosci bokow. Bok
IPB| wynosi 7r i jest rowny potowie diugosci obwodu kota k toczacego sig, natomiast
dtugos¢ boku [BC| réwna sie (r-1)) i jest to réznica dlugosci promienia kota toczacego si¢ i
odleglosci punktu M (wyznaczajacego cykloid¢ skrocona) od $rodka O kota k wewnatrz,
ktérego znajduje si¢ M. Zatem pole prostokata wynosi:

Prscp =|PB|BC| = mr(r — 1) = mr* — o, (1.13)
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Figura S jest to figura skladajaca si¢ z figury X ( jest to figura powstala poprzez
odcigcie od trojkata DCE figury V) oraz figury N ( jest to figura , ktéra powstala poprzez
odciecie od figury S trojkata DCE). Figura V jest to figura zawarta pomigdzy odcinkiem
DZ a odcinkiem galezi cykloidy skréconej zawartym pomi¢dzy punktami D i Z ( rys. 14).

E
N
2 6V e
—— TRJJKRT DCE
.
D C
P B
Rys. 14

Pole figury S rozpatrzymy jako roéznice sumy poél: trdjkata DCE i figury N oraz
pola figury V.

Pi=Py+ P, —P, (1.14)

Pole trojkata DCE obliczymy w prosty sposob, poniewaz potrafimy wyznaczy¢
diugosci jego bokow. Bok |DC] jest rowny 7ir i jest to dtlugos$é polowy obwodu kola k, a
bok |CE| wynosi 2r; i jest to podwojona odleglo$¢ punktu M od srodka kola k. Zatem pole
tréjkata wynosi:
Pycs =%|DC[-|CE| =%7zr-2r1 = rr, (1.15)

Natomiast aby obliczy¢ réznice pol figur N i V zastosujemy pewien trik. Otoz
narysujemy na tym samym rysunku co cykloida skrécona, krzywa g ktora zakresli punkt

U, znajdujacy sie wewnatrz kota k w odleglosci r; od jego srodka O, lecz toczacym si¢ po

prostej 1 rownoleglej do kierownicy cykloidy poprowadzonej w odleglosci 2r, z tej strony
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po ktorej znajduje sie toczacy okrag. Polozenie poczatkowe (punkt P) i koncowe (punkt E)
kota k i punktu U jest takie samo jak potozenie kota k i punktu M wyznaczajacego
cykloide skrocona ( rys. 15).

p'rOStQ, L E

S

Rys. 15

Zauwazmy, ze otrzymaliSmy figure w ksztalcie wrzeciona, nazwijmy ja figura Z (rys. 16).

Figura Z jest réwna roznicy dwoch figur N i dwoch figur V.

Z=2N-=-2V (1.16)
gdzie N iV sa jak na rysunku 16.
Z (1.16) otrzymujemy:

P, —P, =% (1.17)
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=
ElGURA V

19

Rys. 16

Jezeli z;najd_;iemy pole figury Z to réznica pdl figur N i V bedzie rowne polowie
jej pola. Pole figury Z obliczymy wykorzystujac wspomniang zasade Cavalieriego.
Pokazemy, ze pole figury Z jest rowne polu kota k;( jest to koto wspétérodkowe z kotem k,
i jego promient jest rowny odleglosci punktu wyznaczajacego cykloide skrécong M od
srodka kota toczacego si¢ ).

Wysoko$é figury Z jest rowna wysokosci cykloidy skroconej i wynosi 21, czyli jest
réwna Srednicy kota k; Pokaze, ze dla tego samego parametru t odcinki zwarte w kole k;
i figurze Z sa poziome i rownej dhugosci. W tym celu obieramy punkt H na galezi cykloidy
na wysokosci h. Narysuyjmy odpowiednio przetoczony okrag wyznaczajacy ten punkt.
Oznaczmy przez t kat o jaki obrdcit si¢ ten okrag. Okrag ten przecina krzywa g w punkcie
F. Zauwazmy, ze okrag ten mozna potraktowac tak jakby przetoczyl si¢ o kat t po prostej |,
i ze punkt F jest punktem wyznaczonym przez tak przetoczony okrag. Polozenie punktow

przedstawia rysunek 17.
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Rys. 17

Zauwazmy, ze punkt F jest punktem symetrycznym do punktu H wzgledem prostej
zawierajacej odcinek OP. Poniewaz symetria osiowa zachowuje odleglosci punktéw to

HH’=FF’, czyli punkt F lezy na tej samej wysokosci co punkt H ( rys.18).

si

e enf SRS
e
TP

Rys.18




-
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Zatem poziomym odcinkiem na poziomie h jest odcinek HF. Z rysunku 17 wynika,
ze odcinek HF na taka samg dlugos$¢ co cigciwa kola k; poprowadzona poziomo na
wysokosci h. \
Wobec powyzszego otrzymujemy, ze na rdwnych poziomach h ( dla tego samego t) |
odcinki zawarte w figurze Z i kole k; sa poziome i maja taka samg dtugosé. Na mocy

zasady Cavalieriego pole figury Z i pole kota k; sa réwne czyli pole figury Z wynosi 2.

Dla naszych obliczen potrzebna jest roéznica pdl figur N i V, a jest ona réwna

potowie pola figury Z (1.17), czyli

P, w'’
p_p=-z_-21 1.18
B =E =" (1.18)
natomiast pole figury S wynosi :
7Z7"12

PS=PADCE+PN_PV:7VrI+T (1.19)

Ostatecznie pole figury W to
2

Py, = Poyep + Py = — 77, +mr1+—ﬂ%=mz+% (1.20)

Pole figury ograniczonej galezia cykloidy skréconej wynosi : ]
r 2
P=2P, = 2w’ +71):27272 + (1.21) |

Teraz przedstawie drugi sposéb w ktéorym wykorzystam rownania parametryczne
cykloidy skroconej. Poczatek rozwazan jest taki sam, tzn.: rozpatruj¢ tylko jedna polowe
galezi cykloidy skroconej, a nastgpnie dzielg ja na dwie figury: trojkat PBC i figure S.
Stosuje rowniez ten sam sposob z rysowaniem krzywej g, gdzie otrzymuj¢ wrzeciono (
figure Z) o polu réwnym podwojonej réznicy pdl figur N i V. Pole figury Z oblicze w ten
sam sposdb co w poprzednim rozwazaniu, czyli na mocy zasady Cavalieriego porownam
pola figury Z i kota k;. R6znica polega na sposobie pokazania réwnosci dlugosci odcinkow
na tym samym poziomie h. Poziom h wyznacza nam wartos¢ y w réwnaniach
parametrycznych tych krzywych. Przedstawmy najpierw te roéwnania:

-cykloide zwyczajna opisuje funkcja zadana parametrycznie (r <r;):

x = ir—¥smi

1.22
y=r—rcost (122)

| \




Obliczanie pol pewnych figur metodq Pascala i Archimedesa. 22

-krzywa g, ktora wykreslit punkt U na kole toczacym si¢ po prostej | jest opisana

parametrycznie:
x=rt+rsint (123)
Yy =r—rcost

-okrag kota k; jest opisany:
% =g (1.24)

Yy =r—rcost

Z rownan (1.22), (1.23) i (1.24) zwraca uwage zbiezno$¢ wspohzednej y. Stad
wynikanie, ze kazdej wysokosci h w trzech réwnaniach odpowiada pewne ( jedno i to
samo w trzech rownaniach) t. Zatem mozemy dlugosé odpowiednich odcinkow
poziomego przekroju na poziomie ( wysokosci ) h obliczy¢ poréwnujac wspéirzedne x dla
tego t. Oznaczmy punkty : H jest to punkt przeciecia prostej h i galezi cykloidy
zwyczajnej, F to punkt przeciecia prostej h i krzywej g oraz punkty G i J sa to punkty
przecigcia prostej h i kota k, gdzie prosta h jest to prosta pozioma odlegla od prostej 1 o

h=r—rcost (rys.19).

prasta. P

Rys. 19

Na mocy powyzszego otrzymujemy, ze kazdym poziomie h zadanym
parametrycznie wzgledem t dlugos$¢ odcinka HF (z réznicy ich wspotrzednych x) wynosi:
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|HF|=rt+rsint—(rt —rsint) =rt +rsint —rt +rsint =27 sin¢ (1.25)

Natomiast dtugos¢ odcinka GJ na tym samym poziomie h to:

|GJ| =7 sint+rsint=2rsint (1.26)

A zatem na rownych poziomach ( dla tégo samego t) mamy taka sama dlugosé
odcinkow HF i GJ.

Na mocy zasady Cavalieriego pole figury Z i pole kota k; sa réwne czyli pole

figury Z wynosi 7r;> .
W dalszych obliczeniach otrzymujemy analogiczne wyniki.

Podsumowujac otrzymaliSmy, Zze pole pod galezia cykloidy skroconej wynosi
2 + 717‘12. Pole to jest rowne sumie dwoch pol kota toczacego si¢ i jednego pola kota,
ktérego promien jest réwny odleglosci punktu M (jest to punkt, ktéry wyznacza cykloide
skrocona) od srodka kota toczacego sie ( kota k).

1.3.2 Cykloida wydtuzona

Sugerujac sie metoda Pascala w obliczeniu pola figury ograniczonej cykloida
zwyczajng oblicze pole figury ograniczonej cykloida wydluzona i prosta p. Prosta p jest to
prosta rownolegta do kierownicy cykloidy wydtuzonej lezacej w odleglosci réwnej rdznicy

promienia kota toczacego sie ( koto k) i odlegltosci punktu M od $rodka kota k. Figure te

nazwijmy figura W. Tutaj rowniez przedstawimy dwa sposoby pordéwnania dlugosci
odpowiednich odcinkéw: elementarny 1 analityczny.

Pole to mozemy rozpatrywaé tylko dla jednej poléwki galgzi poniewaz obie
potéwki gatezi cykloidy wydluzonej sa wzajemnie przystajace, a nastepnie pomnozy¢
przez dwa (rys. 20).

|
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TIGURR W

Rys. 20

Pole figury W jest suma: trojkata PBC oraz figury N, gdzie figura N jest to figura,
ktéra powstata poprzez odcigcie od figury W trdjkata PBC (rys. 21).

TRATRT PBC

Rys. 21
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Pole figury W jest zatem rowne:

By = Pippr + 5 (1.27)

Pole tréjkata PBC obliczymy w prosty sposob, poniewaz potrafimy wyznaczy¢
dhugosci jego bokéw. Bok [PB| jest rowny nr i jest to dlugos$é potowy obwodu kola, a
dhugo$é boku |BC| wynosi 2r; i jest to wysoko$¢ kota k; (jest to kolo o promieniu r;
wspolsrodkowe z kotem k toczacym sig¢). Zatem pole tréjkata wynosi:

B = %|PB\ /|BC| = %m -2n =, (1.28)

Natomiast aby obliczy¢ pole figury N narysujemy na tym samym wykresie co
cykloida wydhizona, krzywa g ktora zakresli punkt U, znajdujacy si¢ na zewnatrz kola k
w odleglosci r; od jego $rodka O, lecz toczacym si¢ po prostej 1 réwnoleglej do kierownicy
cykloidy poprowadzonej w odleglosci 2r, z tej strony po ktérej znajduje sig toczacy okrag.
Polozenie poczatkowe (punkt P) i koficowe (punkt C) kota k i punktu U jest takie samo
jak polozenie kota k i punktu M wyznaczajacego cykloide wydtuzong ( rys.22).

pro sta L

P‘ro sta p
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Zauwazmy, ze otrzymaliémy figure w ksztalcie owalu, nazwijmy ja figura 2N,
ktora odcinek PC dzieli na dwie przystajace figury o réwnych polach. Rownosé pdl
wynika z faktu, ze krzywa g i polowa galezi cykloidy wydhizonej sa punktowo
symetryczne wzgledem punktu T, ktéry jest punktem przecigcia odcinka PC i prostej, ktora
wyznacza ruch srodka kota (rys.23 ).

'P-ros'ta L

T

FIGURA N

Pros‘ta p

Rys. 23

Jezeli znajdziemy pole figury 2N to pole figury N bedzie réwne polowie jej pola.
Pole figury 2N obliczymy wykorzystujac wspomniang zasadg Cavalieriego. Pokazemy, ze
pole figury 2N jest réwne polu kota k; na brzegu ktérego znajduje si¢ punkt M.

Figura 2N ma wysokos$é réwna wysokosci cykloidy czyli rowna 2ri, czyli réwna
$rednicy kota k. Pokaze, ze dla tego samego parametru t odcinki zwarte w kole k; 1 figurze
2N sg poziome i réwnej dlugosci. W tym celu obieramy punkt H na galezi cykloidy na
wysokosci h. Narysujmy odpowiednio przetoczony okrag wyznaczajacy ten punkt.
Oznaczmy przez t kat o jaki obrocit si¢ ten okrag. Okrag ten przecina krzywa g w punkcie
F. Zauwazmy, ze okrag ten mozna potraktowaé tak jakby przetoczyt si¢ o kat t po prostej I,
i ze punkt F jest punktem wyznaczonym przez tak przetoczony okrag. Polozenie punktow

przedstawia rysunek 24.
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P‘(og’ca L

]b'rO%CO./ p

T P F

Rys. 24

Zauwazmy, ze punkt F jest punktem symetrycznym do punktu H wzgledem prostej
zawierajacej odcinek OP. Poniewaz symetria osiowa zachowuje odleglosci punktow to
HH’=FF’, czyli punkt F lezy na tej samej wysokosci co punkt H ( rys.24 ).

Z rysunku 24 wynika, ze odcinek HF na taka sama dlugos$¢ co cigciwa kola k

poprowadzona poziomo na wysokosci h.

Wobec powyzszego otrzymujemy, ze na rownych poziomach h ( dla tego samego t)
odcinki zawarte w figurze 2N i kole k; sg poziome i maja taka sama dilugos¢. Na mocy
zasady Cavalieriego pole figury 2N i pole kota sg rowne czyli pole figury 2N wynosi i’

Dla naszych obliczen potrzebne jest pole figury N, a jest ono réwne polowie pola

figury 2N:
poLlp _m (1.29)
N 2 2N 2 . 7
natomiast pole figury W wynosi :
2
Py =Py + Py =1, +i”5‘— (1.30)

Pole figury ograniczonej galgzia cykloidy wynosi :

»

. @@




Obliczanie pél pewnych figur metodq Pascala i Archimedesa. 28

2

P=2PW=2[7zrrl+ﬂ71J=2ﬂrrl+7m2 (1.31)

Teraz przedstawi¢ drugi sposéb w ktérym wykorzystam réwnania
parametryczne cykloidy wydtuzonej. Poczatek rozwazan jest taki sam, tzn.: rozpatruje
tylko jedna polowe galezi cykloidy, a nastepnie dziele ja na dwie figury: trojkat PBC i
figure W. Stosuje rowniez ten sam sposob z rysowaniem krzywej g, gdzie otrzymuje owal
( figure 2N) o polu réwnym podwojonemu polu figury N. Pole figury 2N oblicze w ten
sam spos6b co w poprzednim rozwazaniu, czyli na mocy zasady Cavalieriego poréwnam
pola figury 2N i kola k;. Roznica polega na sposobie pokazania réwnosci dlugosci
odcinkéw na tym samym poziomie h. Poziom h wyznacza nam warto$¢ y w réwnaniach
parametrycznych tych krzywych. Przedstawmy najpierw te rdwnania:

-cykloide zwyczajng opisuje funkcja zadana parametrycznie ( r <r1i):
X=Ilr—rsmft (1.32)

Yy =r—rcost

-krzywa g, ktéra wykreslit punkt U na kole toczacym si¢ po prostej 1 jest opisana

parametrycznie:
x=ri+rsint (1.33)
y=r—rcost

-okrag kota k; jest opisany:
*=rsmf (1.34)

Yy =r—r,cost

Z réwnan (1.32) , (1.33) i (1.34) zwraca uwage zbiezno$¢ wspotrzednej y. Stad
wynikanie, ze kazdej wysokosci h w trzech réwnaniach odpowiada pewne ( jedno i to
samo w trzech réwnaniach) t. Zatem mozemy dhugos¢ odpowiednich odcinkéw
poziomego przekroju na poziomie ( wysokosci ) h obliczy¢ poréwnujac wspokrzedne x dla
tego t. Oznaczmy punkty : H jest to punkt przecigcia prostej h i galezi cykloidy
zwyczajnej, F to punkt przecigcia prostej h i krzywej g oraz punkty G i J sa to punkty
przecigcia prostej h i kola k;, gdzie prosta h jest to prosta pozioma odlegla od prostej 1 o

h=r—rcost (rys.25)

| '
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brosto P

Rys. 25

Na mocy powyzszego otrzymujemy, ze kazdym poziomie h zadanym
parametrycznie wzgledem t dlugosé odcinka HF (z roznicy ich wspoirzednych x) wynosi:

|HF| = rt+rsint—(rt = sing) = rt +r,Sint—rt +rsint = 2 sine (1.35)

Natomiast dhugos¢ odcinka GJ na tym samym poziomie h to:

GJ|=r,sint +7sint =27, sin (1.36)

A zatem na réwnych poziomach ( dla tego samego t) mamy taka sama dlugosé

odcinkéw HF i GJ.

Na mocy zasady Cavalieriego pole figury Z i pole kola k; sa réwne czyli pole
figury Z wynosi nr,% .
W‘dalszych obliczeniach otrzymujemy analogiczne wyniki.

Podsumowujac otrzymalismy, ze pole pod galezig cykloidy wydhuzonej wynosi
2mrr, + 7z7'12 czyli jest ono réwne sumie pola prostokata o bokach 27r i r; oraz poia kota k;

jest to kolo wspotsrodkowe z kolem toczacym si¢ o promieniu r; réwnym odleglosci

punktu M od $rodka kola toczacego sie.




Obliczanie pél pewnych figur metodq Pascala i Archimedesa.

1.4 Obliczenie pol figur ograniczonych cykloida zwyczajna, skrécona,

wydhuzong przy pomocy rachunku catkowego.

1.4.1 Cykloida zwyczajna

Przypomne rownanie cykloidy zwyczajnej :
X=rt—rsint

y=r—rcost

z wzorow (1.37) otrzymuje:

Y =r—rcost
dx = (r —rcost)dt
oraz pole policzymy dla jednego obrotu kota, czyli ¢ e (0,27z>

podstawiajac (1.38) do wzoru na pole

b
[
otrzymujemy:
2r 2r
J.(r —rcost)r —rcost)dt = r’ I(l —2cost +cos’ t)dt =
0 0

- r2[27i + 277[) =3

co odpowiada wynikowi przy obliczeniu metoda Pascala (1.7).

1.4.2 Cykloida skrocona

Przypomne rownanie cykloidy skroconej (r > 1y ):
x=rt—rsint
Yy =r—rcost

z wzordw (1.40) otrzymuje:

(1.37)

(1.38)

(1.39)

(t—Zsint+sinL+£ lZ”
2 20

(1.40)
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Y =r—rcost
dx = (r—r,cost)dt
oraz pole policzymy dla jednego obrotu kola, czyli ¢ e <0,2n'>

podstawiajac (1.41) do wzoru na pole otrzymujemy:

2z 21

. .1
j(r — 1, cost)r —r, cost)dr = I(lrz —2rr, cost + % cos? t)dt = (17‘2 —2rrsint +7, sm5+r12-
0

0
27
=27ZT2+7‘127=27H‘2+7Z7‘12

co odpowiada wynikowi przy obliczeniu metoda Pascala (1.21).

1.4.3 Cykloida wydtuzona

Przypomne réwnanie cykloidy wydtuzonej (r <r; ):
Xx=rt—rnsint

Y =r—rcost

aby skorzysta¢ z rachunku catkowego ,,przesufimy o OX ” do prostej p ( prosta p jest to
prosta rownolegta do kierownicy cykloidy wydluzonej lezaca ponizej kierownicy w

odleglosci roéwnej ré%nicy odlegtosci punktu M od srodka kota k ( kola toczacego sie) i

promienia tego kota czyli r; —r, wiec
X=rt—rsint
y=r—i~lcosz‘+(r1 —r)=r —rcost
z wzorow (1.43) otrzymuje:
Y =r —rcost
dx = (r —r, cost)dt
oraz pole policzymy dla jednego obrotu kota, czyli ¢ e ( 0,27r>

podstawiajac (1.44) do wzoru na pole otrzymujemy:
2z 2z
I(rl — 1 €08 z‘)(r —K cost)dt = J‘(rr1 = 7‘12 COSt —rr cost + r'l2 cos’ I)dt =
0 0
: . .t I 2 27
=t —r sint—rrsint + 1’ sm§+r12— " =27, +7zr127:27z-rrr1 + 7

co odpowiada wynikowi przy obliczeniu metoda Pascala (1.31).

(1.41)

(1.42)

(1.43)

(1.44)
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Rozdzial 11

Pole pod spirala Archimedesa i ewolwenta

W rozdziale tym przedstawie sposob w jaki Archimedes obliczyt pole figury
ograniczone] spirala Archimedesa a nastgpnie w analogiczny sposéb obliczg pole figury
ograniczonej ewolwenta.

W tym celu w paragrafie 2.1 przedstawie krzywa zwana spirala Archimedesa natomiast
w paragrafie 2.2 krzywa zwana ewolwenta. W 2.3 pokaze, w jaki sposob Archimedes
obliczyt pole figury ograniczonej spirala Archimedesa, a w 2.4 w podobny sposob obliczg
pole figury ograniczonej ewolwenta. Obliczenia te beda opieraly si¢ na elementarne;
wiedzy z geometrii i matematyki. W celu poréwnania wynikéw te same pola obliczg przy

pomocy rachunku catkowego w paragrafie 2.4.

2.1 Spirala Archimedesa

Spirala Archimedesa jest to krzywa zakre$lona przez ustalony punkt M poruszajacy si¢
ruchem jednostajnym (ze stala predkoscia v) po polprostej OS, poczawszy od punktu O
zwanego biegunem, gdy jednoczesnie o§ OS obraca si¢ ze stala predkoscia katowa o
dookota punktu O°.

Niech 0§ Os (rys. 26) w wyniku obrotu o kat t znajdzie si¢ w potozeniu OS;, a
wybrany punkt kreslacy spirale z poczatkowego potozenia O przejdzie w polozenie M.

3 W. Krynicki, H. Pisarewska, T. Swiatkowski, Z geomelriq za pan brat, Warszawa 1992, str.175
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Oznaczmy odleglo$¢ OM=r. Ruch punktu M jest zlozeniem dwéch ruchéw: jednostajnego-
postepowego prostoliniowego i obrotowego stad r jest wielkoscia proporcjonalng do kata t,

czyli
r=at (2.1)

gdzie a = — %0 i jest to wspdtczynnik proporcjonalnosci.
@

7o 5

Rys. 26

Zauwazmy, ze punkty spirali oddalaja si¢ od bieguna O wraz ze wzrostem argumentu t.

2.2 Ewolwenta

Ewolwenta jest to krzywa plaska, ktora zakresla punkt A znajdujacy si¢ na koncu
nici rozwijajacej sie z okregu stalego kota k o promieniu r i srodku w punkcie 0* (rys. 27
). Zatem dla kata t punkt A jest to punkt znajdujacy si¢ na stycznej w punkcie B, gdzie
dhigo$é odcinka [BA| jest rowna diugosci tuku, ktory wyznacza kat t na obwodzie kola k.
|BA| = rt (2.2)

*1. N. Bronosztejn, K. A. Siemiendiajew, Matematyka, poradnik encyklopedyczny, Warszawa 1995,str. 135
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Rys. 27

2.3 Pole figury ograniczonej spirala Archimedesa

W' paragrafie tym przedstawi¢ sposob w jaki Archimedes obliczyt pole figury
ograniczonej spiralag Archimedesa. W tym celu najpierw opisze figure ograniczona spirala, |
nastgpnie podzielg ja na mniejsze figury, nazwijmy je wycinkami spirali. Pole oblicze ‘J
poprzez szacowanie pol wycinkéw spirali od gory i od dotu polami wycinkéw kot, gdy r |
wycinki te sq wpisane lub opisane na wycinkach spirali. |

Poprzez figur¢ ograniczong spirala Archimedesa rozumiemy figure zawarta pomiedzy ‘
fragmentem spirali OM i odcinkiem OM zawartym w prostej OS, gdy ta obréci sie wokoét ‘
punktu O o kat t ( rys. 28 ). Figure tak opisang ne;zwijmy figura W.

Rys. 28
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Archimedes obliczyl pole figury W dzielac ja na wycinki. Podziatu dokonywal
dzielac kat t na n réwnych czgsci. Wycinki spirali oznaczmy C; gdzie i=1...n (rys. 29).

/0 Rys. 29

Pole figury W bedzie réwne sumie pél wycinkow C,
By = Z £, (2.3)
i=1

gdzie F jest to pole i-tego wycinka spirali.

ML rd

Rys. 30
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My

O
Rys. 31

Pole wycinkéw C; oszacujemy z géry i z dolu poprzez pola wycinkéw kola.
Wycinek C; jest opisany na wycinku kota K (rys. 30) oraz wpisany w wycinek kofa J;
(rys. 31). Pomiedzy polami wycinkéw zachodza zaleznosci:

Py <P, <P (2.4)

Nier6wno$é (2.4) jest prawdziwa jesli odpowiednie wycinki sa w sobie zawarte,
czyli wystarczy pokazaé nierd6wnos¢:
|OM .| >|OE,| > |OM || (2.5)

gdzie polozenie punlét(’)w pokazuje rys. 32.

NLH

Me

Rys. 32
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Dla pokazania nierdwnosci (2.4) oblicze dlugosci odpowiednich odcinkow. Korzystajac z

(2.1) mamy, Ze:
lOMH_l‘ = (l +1)f
. | (2.6)
lOM,.I —at
n
natomiast aby obliczy¢ dlugosé odcinka \OE,[ oznaczmy kat M ,OF, przez o, 0 <a < L3
n
stad:
lOE,.I:alH_a =a(l+l)t_a (2.7)

n n
z (2.7) otrzymujemy:
zt+a: 1t a lt:|0Mil

IOE,lza a—+a—>a—
.n n .n n . (2.8)
|0E,,|:aﬁl_’)qf:ﬁ=a%_a%<aﬁinll=|om

z (2.8) wynika nieréwno$¢ (2.5), czyli odpowiednie wycinki spirali i kota zawierajg si¢ W
sobie oraz prawdziwa jest nieréwnos¢ (2.4).
Oszacujmy pole wycinka C; zgodnie z (2.4). Najpierw oszacujmy Z dotu:

P> P 2.9)

gdzie P, jest polem wycinka kota o promieniu IOM ,.‘ = aE i kacie M ,OM,,; rownym —t—
' n n

Zatem:
. .
P, =l£("_’f] (2.10)
T 2n\n
7 (2.9)1(2.10) wynika, ze
1t (ait\’
B > ——(——j (2.11)
T 2n\n

Zatem pole figury W oszacowane z dotu Wynosi:

n n -\ 2 n 2.3 2,3
=P, >ZLL(EZ£J =Za t3i2 =2 t3 (12 +2°+3° +...+n2)=
i=1 ' i=1 2n\n i=1 2n 2n
2.12)
_at n(n+1)2n+1) 5121‘3(2n3 +3n’ 41)
2n’ 6 - 12n°
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Teraz oszacujmy z gory:

P <P,

gdzie P, jest polem wycinka kofa o promieniu ‘OM ,.l =

" 4
rownym — . Zatem:
n

(2.13)

Qil)—t i kacie M,OM,,,

n

: 2
By = %%(EQ—ZL)IJ (2.14)
z (2.13) i (2.14) wynika, ze
. 2
P, <%%(a—(’-:—1)5) (2.15)
Zatem pole figury W oszacowane z gbry wynosi:
4 n 1t (ai+1))  &dt v
P,=YP <) —|——| = i+1) =
-n <SR
2,3
A (422432 442 4 +n> + (1) )= (2.16)
2n’
& (n+)n+2)2n+3) _a't’ (2n® +7n* + 6n)
2n’ 6 12n°
Zbadajmy do eczego daza oszacowania pola B, (gdy n—>,a wiec:
z dotu (2.12)
a2t3(2n3+3n2+ﬁ) 5 m*+3n*+n 1 55
1 . =a’lim————— =749t 2.17
lim=7;,7 lim=; @1n
z gory (2.16)
a2 2n + T 6n) _ oo 200 +T 46 1 o
1 =a't' | =—a’t 2.18
lim 12n° lim=;,3 6 18

n—o

Otrzymali§my, ze przy podziale kata t na nieskonczenie wiele matych katow pole

. . B S
figury W z niedomiarem (2.17) i z nadmiarem (2.18) daza do tej samej wartosci gaztj.

Stad otrzymujemy, ze pole figury W wynosi:

P, = ga2t3

(2.19)
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2.4 Pole figury ograniczonej ewolwenta

W paragrafie tym oblicze pole figury ograniczonej ewolwenta w analogiczny sposob
w jaki Archimedes obliczyl pole figury ograniczone; spirala Archimedesa. W tym celu
najpierw opisze figur¢ ograniczona ewolwenta (definicja tej krzywej w paragrafie 2.2),
nastepnie podziele ja na mniejsze figury. Pole oblicze poprzez szacowanie pol tych figur.

Poprzez figure ograniczong ewolwenta rozumiemy figure zawarta pomigdzy
fragmentem ewolwenty SA, odcinkiem AB oraz hukiem SB kota k ( przypomnijmy jest to
kolo o érodku w punkcie O i promieniu r) ( rys. 33). Figure tak opisana nazwijmy figura

FIGURR W

Rys. 33

Figure W dzielimy na mniejsze figury. Podzialu dokonujemy dzielac kat t na n
rownych czesei ( A;=s). Figury te oznaczmy N; gdzie #=1...n (rys. 34), gdzie N, jest figurg

ograniczong fragmentem ewolwenty 4,4,,,, odcinkami 4B, i 4,8, oraz lukiem kota

BB,
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figura przypominajaca wycinek ograniczona fragmentem ewolwenty AjAi+ oraz

wycinka kota k B;OBj+1.

F’lC’IURA u/i A\'.M

Rys. 35

Pole figury W bedzie rowne sumie pol figur N;

B,=). P,
i=1
gdzie Py jest to pole i-tego wycinka ewolwenty.

Natomiast pole figur N; obliczymy jako sume pél figur C; i U;

Natomiast kazda, z figur N; podzielmy na dwie figury C;iU; (rys. 35). i jest to

odcinkami A;P; i AiP;, gdzie P; jest punktem przecigcia si¢ stycznej AiB; z odcinkiem
Air1Bis1. Figura Uj jest to figura powstala poprzez odcigcie od czworokata OB;P;Bi+

(2.20)
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P, =P, +PB, 2.21)
Pole figury U; wyliczymy jako roznicg pol czworokata OB;PiBi+1 1 wycinka kola k
BiOBi+1

t rt '
Py, = Pogps,, ~ Paos, =1 o m @222)

Natomiast pole figury- wycinka C; oszacujemy z gory i z dolu poprzez wycinki
kota. Wycinek C; jest opisany na wycinku kota K; (rys. 36) oraz wpisany w wycinek kota J;

(rys. 37).

Rys. 37

Pomiedzy polami wycinkéw zachodza zaleznosci:

B, =P, <P, (2.23)

Nierowno$é (2.4) jest prawdziwa jesli odpowiednie wycinki sa w sobie zawarte,

czyli wystarczy pokaza¢ nier6wnosc:
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|PA4,.| <|PE|<|PA] (2.24)

gdzie potozenie punktéw pokazuje rys. 38.

Rys. 38

Dla pokazania nierownosci (2.4) skorzystam z postulatu Archimedesa (ktory byt
przyjmowany przez r_;iego za pewnik, bez uzasadnienia).
Postulat Archimedesa
Jesli punkty A, B potaczone sg dwoma liniami AXB i AYB ( rys. 39 ), dla ktérych
spelnione sa nastgpujace zalozenia:
1° figura ABXA zawarta pomiedzy odcinkiem AB oraz linia AXB, oraz figura ABYA
zawarta pomiedzy odcinkiem AB oraz linia AYB sa obie wypukle;
2° figura ABXA jest istotnie zawarta w figurze ABYA;
to dtugos¢ linii AXB jest mniejsza niz dhugos¢ linii AYB.

(0 -~

A ~ Rys. 39
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Postulat ten zostat sformutowany i szeroko wykorzystywany przez Archimedesa. Wigce;
informacji na ten temat mozna znalez¢ w ksiazce Dijksterhuisa Archimedes .

Korzystajac z powyzszego postulatu pokaze, ze wycinek Ci jest opisany na
wycinku kola K; (rys. 36) oraz wpisany w wycinek kofa J; ( rys.37 ). W tym celu wezmy
dowolny punkt E lezacy na fragmencie ewolwenty AiAin, ktoremu odpowiada punkt na

kole Q;( rys. 38).

Pokazemy, ze prawdziwa jest rOWnosc :

|4.2| > |E,P|>|4,.,P| (2.25)
Najpierw pokaze nieréwnosc:

|4.P|>|E.P| (2.26)
W tym celu wprowadze dodatkowy punkt R; , jest to punkt przecigci odcinkéw AP 1 EiQ;
(rys. 54 ).Z definicji ewolwenty mamy:

tuk|B.O,| +|4,B|=|R.0| +|ER,| (2.27)

Zauwazmy, ze z postulatu Archimedesa wynika nier6wnosc:

#uk|B,O|+|B 4| <|R, 4| +|R Q] (2.28)
obie te linie oparte sa na tym samym odcinku A;Q; oraz odpowiednie figury sa wypukle i
zawieraja si¢ w sobie:,. Z (2.27) i (2.28) wynika, ze

IRE,|< R4, (2.29)
Z nieréwnosci trojkata P;RE; wynika :

|PE|<|R.P|+|RE, (2.30)
podstawiajac (2.29) do (2.30) mamy:

|PE,|<|PR|+|RE|<|PR,|+|4R|=|PA| (2.31)

7 (2.31) otrzymali$my:

|PE,|<|PA4,| - (2.32)
Natomiast nieréwnosé
|E,P|>|4..P| (2.33)

Na podstawie postulatu Archimedesa otrzymujemy
wi{B, .0, +|E0) <|F.P|+|PB.| @34)
z wilasnosci ewolwenty wiemy, ze

h‘lein] + lEiQil . lAi+lBi+1‘ (2-35)
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podstawiajac (2.34) do (2.33) mamy
|4, B,a| <|E,P|+|PB,..| (2.36)
natomiast

|Ai+1Bi+ll = ‘Ai+1f)i| +

PB.| | 237)
podstawiajac (2.36) do (2.35) otrzymujemy

|41 P| +|P.B,,| < |E,P|+|PB..| (2.38)
odejmujac stronami |RB,+1) od nier6wnosci (2.37) dostaniemy

|4,..B| <|E.P)| (2.39)

Podsumowujac otrzymali$my, ze nieréwno$¢ (2.25) jest prawdziwa, a zatem
wycinek C; jest opisany na wycinku kota K; oraz wpisany w wycinek kota Ji.

Oszacujmy pole figury W zgodnie z (2.21). Najpierw oszacujmy z dofu:

Pe, > Py, (2.40)

Iy i kacie 4,04, r6wnym
n

gdzie Py jest polem wycinka kofa o promieniu |P,.A,.+]

L , gdzie w jest to dtugo$¢ odcinka lP,.Bm\ = |Q,.P,.| =F tgat—. Zatem:
n n

1¢(rit t Y P it o mt
P =—|——-rtge—| = - tg—+—1tg" — 2.41
. 2n(n., 2n) 2n’ 2n’ g2n 2n e 2n 241)
z (2.39) i (2.40) wynika, ze
3.2_2 2.2 2
FIPL RN R T Y (2.42)

2n’ on* “2n 2n 2n

Zatem pole figury W oszacowane z dotu wynosi:

2 L 8 t it i tirt .t
P,=SP =>S(P, +P)>> (Ftg———+————5tg—+
g Zl % Z( v He) Z‘( & 2n 2m  2n’ Sonm

v o, 5. # Pt. rtla  aa oo 5
+—tg"—)=n(r"tg—)—n(—)+ 1" +2° 43 +...+n" )-

2n & Zn) ( g2n) (Zn) 2n3( )
i (1+2+3+...+n)t L+ntr—2t 2 Ly L—F—ZEJF e

2n? g2n 2n g 2n g2n 2

3.2(~,3 2,2 2.2 2 2
+tr (Zn ;%n +n)_tr (n;kn >tg—t—+£r—tgzi

12n 4n 2n 2 2n

Teraz oszacujmy z gory:
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I, <P (2.44)

gdzie P, jest polem wycinka kola o promieniu |HA1| =%+w i kacie 4,04,,, rownym

|
L , gdzie w jest to dlugos¢ odcinka ]P,.B,.H| = lQ,.P,.[ =7 tg{—. Zatem:
n n |
i
|
|
\
|

1¢(rit AR & 2 = R L
P, ==t Eirtg ] = L g L Tt L 2.45
% 2n(n g2n) 2n’ 2n’ g2n 2n S 2n ( )
7 (2.43) i (2.44) wynika, 7e
3.2_2 2.2 2 |
P, <£21n—:+t2—;;—tgL+tr—tg2L (2.46) ;

2n  2n 2n ‘

Zatem pole figury W oszacowane z dotu wynosi:

& z z t it it it 3
P,=YP, =Y (P, +P.)> ) (rtg——-—+ +——tg—+
4 ; % ;( b C") ,g‘( g2n 2n 2’ 2n? an
o, t 2, 1 S N ol PR 2
+—tg"—)=n(rtg—)—n(—)+ 1" +2°4+3" +...+n" )+
2n 5 2n) ( an) (Zn) 2n3< ) -
+t2r2 (1+2+3+...+n)t —t—+n£r—2—t 2 Ly L—IzﬁL .
2n? g2n n . 2n g2n 2
3.2 3 2 2_2 2 2
+tr(2n fn +n)+tr(n-zl-n )tgL+£r—tg2—t—
12nm7, 4n 2n 2 2n

Zbadajmy do czego daza oszacowania pola B, ( gdy n—> ), a wigc przy
szacowaniu z dolu (2.42)

2 3.2(7,3 2,2 |
lim(nr2 tgzi—r—£+t r (2n 3n +n) |
n

s 2 12n° 2.48)
2.4
tzr"!n+n2) i, 't ot £rt P
g —+—tg' —)=———+ =
4n 2n 2 2n 2 2 6 6
z gory (2.46) j

lim(n’”2t o r2t+t3r2(2n3 —-3n’ +n)+ |
M0, ™2 1217 ‘
(2.49)
tzrz!n +n ’ t o r’t 't £rt e
+ TR Il riire

t
2 _—
4n? 2n 2 2n) 2 2 6 6
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Otrzymaliémy, ze przy podziale kata t na nieskoniczenie wiele matych katéw pole

£rt

6

figury W z niedomiarem (2.47) i z nadmiarem (2.48) daza do tej samej wartosci

Stad otrzymujemy, ze pole figury W wynosi:

B, = (2.50)

2.5 Obliczenie pola figur ograniczonych spirala Archimedesa i ewolwenta
przy uzyciu rachunku catkowego

2.5.1 Spirala Archimedesa

Réwnanie spirali w zmiennych biegunowych to: |
r=aa (2.51)
podstawiajac (2.50) do wzoru na pole otrzymujemy:
1

‘1 2 11T 5, 2,3
!2(aa) a 23a 6a ( i)

co odpowiada Wynjkowi przy obliczeniu metoda Archimedesa (2.19).

2.5.2 Ewolwenta

Rownanie parametryczne ewolwenty to:

x=rcosa+rasina

2.53
y=rsina@—racosa 2:53)
Wzbr na pole (rys. 40) to :
nye :
J‘E(x(y_yo)_y(x_xo»ﬂia+P03A'PW (2.54)
0

gdzie x,,y, to wspolrzedne punktu O (Srodek kola), Py, jest to pole trojkata OBA,

natomiast P, jest to pole wycinka kota o kacie srodkowym t.
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A

oroe) ers. 40

Z (2.53) otrzymujemy:
x'=-rsina+rsina+racosa =racosa
, . . (2.55)
y'=rcosa+rcosa—rasnt=-rasmi
Pole wycinka W jest rowne :

P = %rza (2.56)

Natomiast pole trojkata OBA obliczymy wiedzac, ze jest to tréjkat prostokatny oraz znajac
dlugoéci jego bokéw. Bok OB. Jest rowny r i jest to promieni kota, bok AB réwna si¢
diugosci tuku OB ( z definicji ewolwenty) 1 Wynosi:

1 1
P =—rra=—ra 3 57
ons = > (2.57)

Podstawiajac (2.55), (2.56), (2.57) do wzoru (2.54) otrzymujemy:
t
Lo '
IE(J x (y_y())"'y (x—xo) l}ia_i—POBA By =
0

1’ . . ;
= — ﬂra cosa(rsina—ra cosa)—rasin alr cosa +rasn a)‘da +
20
1 2 1 2 | 2..,2 2 .3
+—ra—-—ra=—|r'a da=gr a

0

co odpowiada wynikowi przy obliczeniu metoda Archimedesa (2.50).
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