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1. Wstep

Celem tej pracy jest przedstawienie i praktyczne zastosowanie zasady, ktorg nazwano
nazwiskiem X VII wiecznego uczonego, mianowicie Zasada Cavalieriego.

Przez kilka rozdziatow wilasnie ta metodg bedziemy obliczali a doktadnie, pordéwnywali
pola figur plaskich i objetosci bryt przestrzennych.

W rozdziale I dowiemy si¢ jak narodzila si¢ Zasada Cavalieriego, z ktora praktycznie
kazdy z nas spotkat si¢ juz w szkole podstawowe;j.

Rozdziat II to szereg dowodow, ktére pokaza nam dla jakich par figur plaskich i przy
jakich zalozeniach zasada bedzie spetiona.

Figury mozemy poréwnywac co do pola, ale takze co do objetosci. Dlatego rozdziat III
przyblizy nam jak dziala zasada na brylach przestrzennych. Zobaczymy dla jakich par (i nie
tylko par), moze zachodzi¢ zasada i jakie zalozenia w tym przypadku musza byé spehione.
W powyzszych rozdzialach pojawia si¢ tez obliczenia catkowe. Przy pomocy catki
potwierdzimy czy rzeczywiscie przy zatozeniach jakie wezmiemy pod uwage objetosci bryt

(pola figur) beda rowne.

1.1. Objetos¢ kuli - dowéd Archimedesa

Metoda, ktora jest tematem pracy, poslugiwano si¢ juz w Starozytnosci. Przedstawimy
teraz sposob w jaki Archimedes obliczyt objetosé kuli postugujac sie wiasnie ta metoda.
Aby obliczy¢ objgtos¢ kuli umiesémy walec obok kuli, a dokladniej postawmy kule

i walec na jednej plaszczyznie.
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Zalozenie: promien kuli jest rdwny promieniowi podstawy walca oraz wysokos¢ walca
jest rowna $rednicy kuli czyli: 7 = 2r.

W walcu wycinamy dwa stozki o wspolnym wierzchotku w jego $rodku symetrii
i 0 wspdlnych z walcem podstawach. Przecinajac kule i walec z wycigtymi stozkami

plaszczyzng réwnolegla do tej, na ktorej stoja obie bryly, w odleglosci x od $rodka walca

otrzymujemy w przecigciu z kula kolo o promieniu: 7 = Vr? - %2 ,a wigc o polu réwnym
().

Natomiast w przecigciu z wycietym walcem - pierscien kolowy o promieniach 7 i x a wigc o
polu réwnym 7r(r2 - xz). Jak widzimy pola te sa wiec rOwne ﬂ'(r2 — x2) =7r® - x?

Dalej Archimedes argumentuje tak: nalewajqc do obu bryl wody (czyli bryly traktujemy
jak puste wewnqtrz naczynia) w kazdym momencie na kazdym poziomie dolewamy jej do
obu bryl tyle samo. Stad objetos¢ (= ilos¢ wody, jaka pomieszcza) jest rOwna. Zatem
objetos¢ kuli jest taka sama, jak objetosé walca z wycigtymi stozkami, a stad juz fatwo
obliczy¢:

VW_2VS=VK

7Z'r2h—2-§ﬂ'r2h=VK

7Z'r22r—2-%ﬂr2r=VK
3 2 3

2rr —gﬂr =V

4
VK=§7Z'F3

W oV f/\/
Argument uzyty w dowodzie)na objetos¢ kuli nosi nazwe Zasady Cavalieriego na cze$é

XVII - wiecznego uczonego, ktéry sformutowat ja w pelnej ogolnosci.

1.2. Jak ksztaltowala si¢ zasada Cavalieriego

Bonaventura Cavalieri i Evangelista Torricelli, uczniowie Galileusza podjgli probe
obliczania pol i objetosci metoda, ktorg pézniej nazwano nazwiskiem pierwszego z nich,
mianowicie zasada Cavalieriego.

Cavalieri byt autorem kilku prac miedzy innymi o trygonometrii, logarytmach, optyce
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geometrycznej itd. Glownym dzielem jego zycia byla jednak ,,Geometria, przedstawiona
pewnym nowym sposobem za pomoca niepodzielnych wielko$ci ciaglych”, i stanowiace
jego dalszy ciag ,,Szes¢ éwiczen geometrycznych”.

Poréwnywanie pol figur plaskich Cavalieri sprowadza do pordwnania ich ,, wszystkich
linii”, ktore wyobrazmy sobie jako przekroje prostymi rownoleglymi. Na to, aby sprawdzic,
czy dwie figury maja jednakowe pola, wystarczy sprawdzi¢ dtugosci linii obu figur.

Podobnie porownywane byly objetosci bryt. Jednak tutaj Cavalieri wprowadza przekroje
plaskie, wiec aby sprawdzi¢, czy objetosci obu bryl s rowne, wystarczy poréwna¢ ich pola
przekrojow.

Poczatkowa wersja ,zasady Cavalieriego” byla bardzo niestaranna. Cavalieri
w pierwszej redakcji napisal, ze:

,» figury (bryly) majq réwne pola (objetosci), gdy majq rowne przekroje”

I tu mozna jednak zobaczy¢, jak wielkie mialo znaczenie, ze w owych czasach
pracowano zespolowo: przyjaciel Cavalieriego - Evangelista Torricelli publicznie wykpit go,
twierdzac, iz udowodnil on, ze dwa dowolne trojkaty prostokatne majg takie samo pole

(rys.2).

Rys.2

Istotnie, kazdemu przekrojowi pionowemu trojkata ADH odpowiada dokladnie jeden
roéwny mu pionowy przekroj troéjkata DGH.

Paradoks, jak wskazywal p6zniej sam Cavalieri thimaczy si¢ tym, ze odleglosci migdzy

liniami KB i IC nie sq réwne odleglosciom miedzy liniami MF i EL. Zreszta jasnych,
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ogo6lnych wskazowek co do tego jak nalezy wybieraé , linie” Cavalieri nie podat.
Zatem, aby dwa tr6jkaty prostokatne HDA i HDG (rys.2) mialy jednakowe pola musiatby

by¢ speliony warunek, ze |DG] = |DA , wtedy odleglosci migdzy odcinkami KB i IC oraz

MF i EL bylyby rowne.
A zatem podsumowujac powyzsze rozwazania, zasade Cavalieriego dla figur plaskich
mozemy sformulowa¢ nastgpujaco:
Jezeli figury plaskie zawarte miedzy dwiema prostymi réwnoleglymi majq te
wlasnos¢, ze ich odcinki powstale z poszatkowania figury prostymi réwnoleglymi do
poprzednich sq réwne, to figury te bedq mialy réwne pola.
Twierdzenie Cavalieriego stosuje si¢ nie tylko dla figur plaskich, ale takze do dowolnych
bryl.
Jezeli wezmiemy bryly, kiére bedq zawarte miedzy dwiema réwnoleglymi
plaszczyznami i jesli bedq mialy te wlasnosé, ze ich przekroje dowolnq plaszczyzng
réwnoleglq do poprzednich bedq réwne, to bryly te bedq mialy réwne objetosci.
Powracajac jeszcze do Archimedesa i jego rozwazan (rozdz.1.1) zauwazmy, ze pole
przekroju kuli i na tej samej wysokosci pole przekroju walca z wycietymi stozkami byly
réwne, a wigc objetoscei tych bryt byly jednakowe.
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2. Przyklady praktycznego zastosowania zasady

Cavalieriego dla figur plaskich.

2.1. Dowolny tréojkat i trojkat prostokatny.

Wezmy pod uwage dowolny trojkat i trojkat prostokatny i umiesémy je miedzy dwiema
prostymi a i b do siebie rownoleglymi, jak pokazuje rysunek

Rys.3

Przyjmijmy ponadto iz oba trdjkaty maja podstawy tej samej dlugosci:
Niech 4,B,=a,,4,B, =a,,C\M,=h,,C,4, =h,
Przetnijmy oba tréjkaty dowolna prosta réwnolegla do b odlegla od niej o m. Otrzymane
odcinki D,E,iD,E, oznaczmy odpowiednio jako /,i/, i obliczmy ich dhugosci.
Korzystajac z podobienstwa trojkatow A4, B,C, i D,E,C, (o czym zapewnia nas cecha ,kat,
kat™) otrzymujemy:

oM, o

AB, DE,
Wstawiajac przyjete oznaczenia, mamy:

hy h —m

a, [,
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_ al(hl _m)

[
1 I

Analogicznie, wykorzystujac podobienstwo trojkatow 4,B,C, 1 D,E,C, otrzymujemy:

C,4, C,D,
4,B, D,E,

h, h,—-m

a, L

Zatem

I = az(hz _m)
2
h,

Poniewaz obie figury zawarte sa mi¢dzy prostymi réwnoleglymi, wigc 4, = h,. Wobec
zalozenia, iz podstawy maja t¢ samg dhigo$¢, mamy g, =a,. Pokazaliimy wigc, ze
otrzymane w przekroju odcinki /, 1/, sa sobie rowne. Stad, w my$l zasady Cavalieriego,
pola tych trojkatéw sa rowne.

Przyjmujac, ze pole tréjkata prostokatnego jest znane i réwne polowie iloczynu
przyprostokatnych, mozemy stwierdzi¢, ze pole dowolnego trdjkata jest rowne polowie

iloczynu podstawy i wysokosci poprowadzonej do tej podstawy.

2.1. Deltoid i romb.

Jak wiemy, deltoid jest czworokatem, ktorego jedna przekatna jest jego osia symetrii
(a Scislej mowiqc, zawiera sie w osi symetrii tego czworokqta). Opierajac si¢ na zasadzie
Cavalieriego, pokazemy, Ze deltoid i romb o przekatnych jednakowej dlugosci, maja rowne
pola.
Umie$émy te czworokaty miedzy prostymi a i b do siebie réwnoleglymi, jak pokazuje
rysunek 4.
Nastepnie przetnijmy te czworokaty na dowolnej wysokosci m prosta rownolegla do prostej
a, otrzymujac odcinki /, = E  F| il, = E, F,
Korzystajac z podobiefistwa trojkatow A4, B, D, i 4, F, E, mamy:

AIOI — AIQI
DIBI EIE
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Rys.4
Przyjmujac oznaczenia: AC,=h iD,B =a,, oraz korzystajac z wiasnosci deltoidu

(przekatna B, D, dzieli przekatna A4,C, na polowy) otrzymujemy:

Joh_m
2h_

1 ll
stad
I = 2a,m
h
Analogicznie trojkaty 4,B,D, i A,E,F, sa podobne, wiec:
4,0, — 4,0,
D2B2 EZF‘Z

Przyjmujac oznaczenia: A4,C, = h, i D,B, = a,, otrzymujemy:
ot _m
a, L,
Stad

_ 2a,m
h,

Korzystajac z zalozenia, ze przekatne tych czworokatow sa réwne, tzn. h =h,ia, =a,,

L

pokazalismy ze odcinki /,il,sq réwne. W my$l wigc zasady Cavalieriego, pola tych

czworokatéw sg rowne.

Przyjmujac, ze pole rombu jest znane i rowne polowie iloczynu przekatnych, otrzymujemy
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pole deltoidu jako polowa iloczynu przekatnych.

2.3. Prostokat i réownoleglobok.

Podobnie jak wyzej, umie$¢émy prostokat i réwnoleglobok miedzy prostymi
réwnoleglymi a i b jak pokazuje rysunek

Rys. 5
oraz przyjmijmy, ze A, B, = 4,B,.
Przetnijmy te czworokaty na dowolnej wysokosci m, prostg réwnolegla do a, otrzymujac
odcinki /, =K\E|il, = K,E,.
Oczywiscie [, = A B,il, = A,B,.
Poniewaz A4 B, = 4,B,, wigc [, =1,.
Wobec tego, iz powyzsze czworokaty umiesciliSmy w ten sposob miedzy prostymi a i b,
mamy A = h,, ponadto a, = 4B, = 4,B, =a,, oraz wykazaliSmy, ze [, =/,, wigc w mysl
zasady Cavalieriego, pola tych czworokatow sa rowne.

Przyjmujac jako znane pole prostokata, otrzymaliSmy pole roéwnolegloboku jako iloczyn
dlugosci boku i wysokosci poprowadzonej do tego boku.

2.4. Deltoid i tréojkat rownoramienny.
Rozwazmy deltoid, ktorego jedna przekatna jest tej samej dlugosci co wysoko$é trojkata
réwnoramiennego, a druga przekatna jest rowna podstawie tego trdjkata.

Umieszczamy te figury miedzy prostymi rownoleglymi a i b jak pokazuje rysunek 6.
Mamy wige: DB, = a,,0,B, =a,,a, =a, oraz AC, =h,A,C,=h,ih =h,
Przecinamy te dwie figury prosta rownolegla do prostej a na dowolnej wysokosci m i
otrzymujemy odcinki /, = E\F,il, = E,F, .

Pokazemy, ze [, =1,.
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- -

Rys. 6
Korzystajac z podobienistwa trdjkatow A FE, i A B,D, oraz A,E,F,i A,0,B, otrzymujemy:

ElF; = DIBI 1 E2F‘2 - 0232
AIQ AIOI A2E2 OZAZ

Wobec przyjetych oznaczen, mamy:

h_a ;bL_ 4
m %h] m 12112
czyli
11=2a1m ; 12=2a2m
hy h,

Poniewaz i =h,ia, =a,, wicc [, =1,.

W mysl zatem zasady Cavalieriego, pola tych figur sa rowne.

2.5. Elipsa i dwa okregi.

Rozwazmy elips¢ o dlugosci osi 2ai2b oraz par¢ k6t o tym samym promieniu,
stycznych zewng¢trznie. Zalozmy ponadto: a =2rib =r gdzie r jest promieniem tych kot.
Umiesémy te figury migdzy prostymi rownoleglymi a i b jak na rysunku 7.

Jezeli osie symetrii tej elipsy pokrywaja si¢ z osiami ukladu wspotrzednych, to te elipse
mozna zapisa¢ rOwnaniem:
2

2
X
2

+—-=1

Q
%/

10
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Rys. 7
Przetnijmy te dwie figury prosta réwnolegla do a na dowolnej wysokosci m. Otrzymalismy
odcinki [, = 4 Ail,=CD + EF .
Poniewaz promienie tych kot sa réwne, wigc CD = EF =2z.

7 twierdzenia Pitagorasa

z:\/r2 ~(r-m) =2rm—m’

zatem

1, =4z=42rm—m’®
Niech 4 =(x,y), wtedy /, =2xix>0,y=b-m.
Poniewaz punkt 4 lezy na elipsie, wigc jego wspotrzgdne spehiajg rownanie tej elipsy.
Otrzymujemy wigc:

x> (b-m)
27+( bz)

Korzystajac z przyjetych warunkéw, ze a =2rib =r , mamy:

=1

2 :
czyli
x? =4r’ —4(r —m)
x* =8rm—4m’
x’ =4(2mr—m2)
x = 2~/2mr —m’*
Zatem

11
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Widzimy, ze /, =1,.
Stwierdzamy wigc, w mysl zasady Cavalieriego, ze pole elipsy jest rowne sumie pdl tak

dobranych koél. Obliczmy zatem pole P, elipsy o dlugosciach osi 2a1i2b

P =2nr* ale r=b=%a

wiec
P_=2rxrr
P =2z 1 ab
2
P =rab

Tak wigc w bardzo prosty sposob, korzystajac jedynie ze wzoru na pole kola, moglismy
obliczy¢ pole elipsy. Oczywiscie pewna trudno$¢ polega na dobraniu do jednej figury
drugiej tak, aby spelnione byly warunki Cavalieriego. Tym bardziej wiec mozna podziwiaé
geniusz uczonych, ktérzy do takich wzoréw dochodzili.

Poprawnos$¢ otrzymanego wzoru mozemy potwierdzié na przyklad wykorzystujac
rachunek calkowy.

WezZmy jak wyzej elips¢ o roOwnaniu

2 2
L i
b a
b2
2 2 2
RELARR

y:é /az_xz W y:_ﬁ /az_xz
a a
Wobec symetrii elipsy wzgledem osi x1i y zauwazmy, ze pole P elipsy jest 4 razy wigksze

od pola figury zakreskowanej £;.
Figura F, jest trapezem krzywoliniowym ograniczonym liniami:

x=0,y=0i y=éw/a2—x2
a

czyli jej pole jest catkg oznaczona.

12
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P, = '[é\/aZ—xzdx=é va® —x*dx
a al?

Rys. 7a

Obliczam catke nieoznaczona:

IVa —x’dx = I———dx aj.\/a —

‘[\/ a —x*
Wyznaczmy poszczegolne calki nieoznaczone:
1.

x=at

= adt

adt . . X
= gresint = are sin—

dt
‘[\/a — —IaJl—tzz'[Jl—tz a

d.
|

u=x ‘ i =1 ‘

=—xJa2—x2+I\/a2—x2dx
\/a —X IV— a ==X ’

_[ i dx |,
Wracamy do naszej calki

J.\/;T—?dx = azarcsing +xla —x* - J’\/a2 ~x"dx
Mamy wiec:

. X
2 [Wa? —x*dx = a*arcsin = + xv a* — x*
a

13
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2
IVaZ —x2dx =a’—arcsin£+lx\/a2 —x°
2 a 2
Zatem

- .
P b a—arcsini+%x\/a2—x2}

;_2 a o

M 2 2
PF=2 2 aresinl L=
'oal 2 a 2 2

7 ab

Poniewaz F, =4F, , wigc P, = ab

Jak wida¢ wzdr jest stuszny, jednak znalezienie go tym sposobem wymagalo dokladnej
znajomosci rachunku catkowego, sposobéw obliczania calek nieoznaczonych. Tutaj
wykorzystaliSmy twierdzenie o calkowaniu przez podstawianie oraz twierdzenie o
catkowaniu przez czg¢sci. Mozna wigc stwierdzié, ze metoda Cavalieriego jest o tyle lepsza

iz wymaga jedynie pewnej wiedzy elementarnej z matematyki.

14
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3. Przyklady praktycznego zastosowania zasady

Cavalieriego dla figur przestrzennych.

3.1. Stozek i ostrostup prawidlowy czworokatny.

Wezmy pod uwage stozek i ostrostup prawidlowy czworokatny i umiesémy je miedzy

plaszczyznami p i g do siebie rGwnoleglymi.

Rys. 8
Bedzie wtedy speliony warunek, ze A, =h,. Ponadto zalézmy, ze pola podstaw P, iP,
odpowiednio stozka i ostrostupa sg sobie rowne.,
Przetnijmy te dwie bryly plaszczyzng g odlegla od podstaw o m. Obliczmy pola powstatych
przekrojow P, i P,. Niech promien przekroju stozka wynosi x, , a bok przekroju ostrostupa
%

Korzystajac z podobienstwa tréjkatow C,0,E,iC,K,B, oraz C,O0,E,iC,K,B,

otrzymujemy:
hl—mzh_I ; hzy—m= h,
wr n
% = r(h, —m) i g, = alh, —m)
h, h,

Wiemy, ze h, = h,; znajdziemy zwiazek miedzy r i h wiedzac, ze P=zr’iP,=a’ sa

15
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rowne.
zrl=a’
a=rr
Mamy wigc:
_ rJ;(hl - m)
AESALLA & B
hy
stad
. 2(h —m)’
P =nx} g LT (i - m)
hl
natomiast
2
P=x =7”(2+’")2

Widzimy wiec, ze P, = P,.

Poniewaz h, =h,i P,=P, oraz pola przekrojow tych figur sa sobie réwne, wigc ich
objetosci, w mysl zasady Cavalieriego, sa sobie rowne.

Przyjmujac, Ze objetos¢ jednej z tych figur jest znana, mozna obliczy¢ objetos¢ drugiej.

Poniewaz jednak objeto$é tych bryt sa powszechnie znane, pomijamy te obliczenia.

3.2. Potkula i walec z wycigtym stozkiem.

Rozpatrzmy pétkule o promieniu R oraz walec o promieniu podstawy R i wysokosci

h=R.

Rys. 9

Umieszczajac te dwie figury miedzy plaszczyznami p i ¢ do siebie réwnoleglymi bedzie

16
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speliony warunek, ze h =h,=R oraz P, =P,, gdzie FiP, sa odpowiednio polami
podstaw poétkuli i walca. W walcu wycinamy stozek jak pokazuje rysunek 9.
Przetnijmy obie bryly, tzn. pétkule i walec z wycigtym stozkiem, plaszczyzna rownolegla do
plaszczyzny p na dowolnej wysokosci m. Otrzymujemy w przekroju odpowiednio koto o
promieniu 7 oraz pierscien o promieniach r,iR . Pokazemy, ze pola tych przekrojow sa
sobie réwne. Niech pole kola o promieniu 7 wynosi P, a pole pierScienia o promieniach
7,i R wynosi P,.
7 twierdzenia Pitagorasa obliczymy 7 :

W’=R-m’
wtedy

P=xr =7r(R2 —mz).

Korzystajac z podobienstwa trojkatoéw ADE i ACB obliczamy r, :

n_#

m R
wige

r,=m
zatem

P=nR -rxv =7r(R2 —mz)
Widzimy wiec, ze P, = P,.
W mysl zasady Cavalieriego, objetosci tych bryl sa rowne.
Obliczmy zatem objetosé pétkuli, zakladajac, ze znane sg objetosci walca i stozka.
Niech ¥, oznacza objgtosé potkuli, ¥, - objgtos¢ walca, ¥ - objetos¢ stozka.

Vp = Vw - I/s

v, =7Z’R2R—%7I'R2R =7 R’ —%ﬂ'R3 =AIIR3
Tak wigc w bardzo prosty sposob mozna obliczy¢ objetos¢ pétkuli, a co za tym idzie,
objetos¢ kuli.
3.3. Elipsoida i walec z wycigtymi stozkami.

Elipsoida jest bryla powstala w wyniku obrotu elipsy wokol jej symetrii. Rozpatrzmy

wiec elipse o dtugosciach osi 2a i 2b, czyli elips¢ o rOwnaniu:

17
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Rys. 10
Do tej elipsoidy dobierzmy walec z wycietymi stozkami tak, by spetione byly warunki
Cavalieriego. Oznacza to, ze obie bryly zawarte sa miedzy plaszczyznami p i ¢ do siebie
rownoleglymi oraz, ze wysoko$¢ 4 walca jest rwna 2b a promien R podstawy walca jest
rowny a. 7
Przetnijmy obie bryly plaszczyzna rownolegla do plaszczyzny p na dowolnej wysokosci m.
Wtedy przekrojem elipsoidy bedzie koto o promieniu x , a przekrojem drugiej bryly bedzie
pierscien o promieniach 7 i R. Umieszczajac elips¢ w ukladzie wspotrzednych otrzymujemy
w przecigciu z plaszczyzng punkt A = (x, m-b). Skoro punkt 4 lezy na elipsie, wigc jego
wspblrzedne spehiaja rownanie tej elipsy.
Mamy:

2 >
% + (mb;zb) =1

7 tego rOwnania obliczmy x

x> m* — 2mb + b*
—=1- 2
a b
X 2( 2 2)
e a —a\m"-2mb+b
b2

18
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2 2
xzza!Zmb m ’

b2
Majac x, mozemy obliczy¢ pole P, przekroju elipsoidy

2
P=nx'= nbczz (Zmb—mz)
*(26 -
szfrma gz m)

Korzystajac z podobienstwa odpowiednich trojkatoéw obliczamy 7:

r _ R
m—%h_ %h
_1
r_R(m /2h)

%ﬁ

rZR@m—m
h
Wiedzac, ze R=a i h=2b, otrzymujemy:
. a(2m - 2b)
2b
e a(m - b)
b

Majac obliczone », mozemy juz obliczyé pole P, przekroju drugiej bryly, czyli pole
pierscienia.
P,=xR’-zr> A R=a

};:n(az—ﬁxm:éz}

bZ

P

P =,,g_j(bz_(mz_zmb+bz))

a2

P :ﬁb—2(2mb—m2)

P

wma*(2b—m
e

Poniewaz pola przekrojow P, i P, sa réwne wigc w mysl zasady Cavalieriego, objetosci

tych bryl sa rowne. Obliczmy zatem objetos¢ V, elipsoidy powstalej z obrotu elipsy o
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dlugosciach osi 2a i 2b przyjmujac, ze objetosci V,, iV, walca i stozka sa znane.
V,=V,-2V,, oraz R=a, h=2b

V,=rxRh=na’2b=2ra’b

¥

Vo= YaR - Yoh=Yna 2= Yrah

v, =27ra2b—237zazb

Ve=%7ta2b

Jako, ze elipsoida jest mniej znang bryla, jej objeto$é nie jest tak znana jak na przyklad
objetos¢ walca, sprawdzmy wigc w oparciu o rachunek calkowy shiszno$é otrzymanego
WZOoru.

Rozpatrzmy elipse jak wyzej, o rOwnaniu:

2 2
.5,
a b

i obr6émy ja wokot osi OY.

Rys. 10a

2 2
x—2+y—2:1
a b

2_a2 (bz 2)
X —b—2 =)

20
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b

b 2 2 ?
T

SR L e A

Jak widaé, otrzymany wczesniej wzor na objetosé elipsoidy jest stuszny.

3.4. Hiperboloida i stozek $Scigty z wydrgzonym walcem.

Hiperboloida powstaje przez obrot hiperboli dokola jej ,,wewne¢trznej” osi symetrii.

Rozpatrzmy zatem hiperbole o dtugosciach osi 2a i 2b czyli hiperbolg o réwnaniu:

o= NI

Rys. 11

C . . . b . b _— .

Asymptotami tej hiperboli sg proste o réwnaniach y=—x i y=——x. Jej wierzchotki
a a

znajdujg si¢ w punktach (0, b) i (0,—-b). Wezmy pod uwage jedng galaz hiperboli o
wysokosci 4 lezaca powyzej osi odcietych i obroémy ja wokot osi y otrzymujac
hiperboloide. Do tej hiperboloidy dobieramy stozek $cigty z wydrazonym walcem tak, by
spetione byly warunki Cavalieriego.

Hiperboloida, stozek $ciety i walec maja takg sama wysoko$¢ /. Promien podstawy walca
jest rtowny promieniowi b jednej (mniejszej) podstawy stozka.

Obie bryly przecinamy plaszczyzna réwnolegla do plaszczyzny podstawy stozka na
dowolnej wysokosci m otrzymujac przekroje P, i P, odpowiednio hiperboloidy i stozka

$cigtego z wydrazonym walcem. P, jest polem kota o promieniu x a P, polem pierscienia o
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promieniach a i z.

Obliczamy kolejno x i z.

Otrzymany w przecieciu plaszczyzny z hiperbola punkt 4 ma wspohrzedne: x i m+b.

Mamy:
(m+b)*  x*
R
x> (m+b)
s
o+ 2m)
X =b—2 +2mb
Zatem
P, =r x*,czyli

P = ”b‘z’z (m?* +2mb).

Poniewaz trojkaty LNO i LZK sa podobne, oraz LN =z,NO=m+b,LZ=z-a

i ZK =m, mamy:

g _z—4a
m+b m

zm =mz —ma+ zb —ab

zb = ma + ab
o a(m+b)
b

Obliczamy pole P, przekroju stozka $cigtego z wycigtym walcem:
P,=rz’-rna’

b

P2 =7r(a2 <m2 +2mb+b2)—a2}

2
Pp=nZ—2(m2+2mb+b2—b2)

P, =r Z—z(mz ¥ 2mb).

Poniewaz pola przekrojéw P, i P, sa rtéwne, wigc w mysl zasady Cavalieriego, objetosei

rozpatrywanych bryt s réwne. Mozemy zatem znaleZé wzor na objetos¢ ¥, hiperboloidy o
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wysokosci A, zakladajac, ze objetosci stozka $cietego i walca sa znane.
Przypomnijmy, Ze objetos¢ stozka $cietego o promieniach podstawy 7 i R i wysokosci 4,
wyraza si¢ wzorem:

V= Yim h(R? +rR+1?).

U nas r = a, natomiast R znajdziemy wykorzystujac podobienstwo trojkatow:

R _a
h+b b
a
R=2(h+b).
2(n+5)

Zatem
az az
V= 137rh[b—2(h2 +2hb+b2)+7(h+b)+a2}

a2

b—z(h2+2hb+b2 +hb+b* +b)
V=%7zh£bl;(3b2 +3hb+h?).

Objetos¢ walca zgodnie z przyjetymi oznaczeniami wynosi:
V,=ma’h.
Obliczamy wigc objetosé ¥, hiperboloidy:

V=V -,
v, =%7th—§(31)2 +3hb+h?)-7a’h
v, = %ﬂhz—z(?)bz +3hb+h* —3b?)
v, =%ﬂh%z—(3hb+h2)

2
V,= Yo' Z—Z(3b +h)
W szczego6lnoscei, jesli hiperbola jest rtéwnoosiowa, tzn. a = b, to:
V, = Yyuh* @b+ h).

SprawdZzmy, w oparciu o rachunek catkowy, czy otrzymany wzor jest prawdziwy.
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2 2
X

Wezmy wiec hiperbole o réwnani %;—a—z =1 i obréémy ja wokot osi OY jak pokazuje

rysunek.

Rys. 11a

h+b
Wtedy objetosé ¥, hiperboloidy jest rtowna 7 Ixzdy
b

- h+b

V,=ma’ §b7y3—y]

b

I 3
V,=nd’ %—h—b—%+b}

y o P34 30 b -3k b
' 3b
2
v, =9 (52 1 30b)

" 3h?

24



Wydziat Matematyki i Informatyki

zh’a®
3b*

Widzimy, Ze istotnie, otrzymany wczesniej wzor na objetos¢ hiperboloidy jest stuszny.

v, = (h+3b).

3.5. Paraboloidy i walec.

Paraboloida powstaje w wyniku obrotu paraboli wokoét jej osi symetrii.
Rozpatrzmy dwie figury. Jedna, bedaca suma dwéch paraboloid do siebie przystajacych,

druga walcem.

Rys. 12

Wymiary tych figur musza by¢ tak dobrane, by spetnione byty warunki Cavalieriego. Wezmy
zatem jedng parabole o réwnaniu y = ax?, a druga o réwnaniu y =—ax’. Umiesémy te
paraboloidy miedzy plaszczyznami p i g do siebie réwnoleglymi, odleglymi od siebie o A.
Miedzy plaszczyznami p i q umieszczamy rOwniez walec o promieniu podstawy 7 i
wysokosci A, jak pokazuje rysunek 12.
Przetnijmy te figury (paraboloidy i walec) plaszczyzna réwnolegla do plaszczyzny p na
dowolnej wysokosci m otrzymujac przekroje P i P, .
P, jest sumg p6l dwéch kot o promieniach odpowiednio x,ix,, natomiast P, jest polem
kota o promieniu 7.

B=zr.
Do obliczenia pola P, potrzebne sa nam x,ix,. Poniewaz punkt 4 lezy na paraboli
y =ax’, wiec

m= ax;

czyli
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m
x} =—
a

Punkt B lezy na paraboli y = —ax” +h , wiec
m=—ax; +h

2_h—m
X, =

a
Obliczamy P, :
P=nxl+mx]

P = n‘(ﬂ+ h—m)

a a

B=z"
a

Znajdujmy ponadto zwigzek miedzy promieniem » podstawy walca (jak i paraboloidy) oraz
a i h. Poniewaz punkt C = (r,h) lezy na paraboli y = ax”, wiec

h=ar’

Wobec tego pole przekroju walca jest rowne

y =7zﬁ.
a

Widzimy wiec, ze P, = P,. Stad, w my$l zasady Cavalieriego, objetosci rozpatrywanych
bryl sa réwne.
Niech ¥, oznacza objgtos¢ jednej paraboloidy o wysokosci /4, powstalej w wyniku obrotu
paraboli y = ax® wokét osi y.
Na podstawie powyzszych rozwazan mamy:

w, =V,

2
,=nr h
. ., h )
Wiedzac, ze r* = —, otrzymujemy:
a

h
W, =z—h
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wh?
V =
P 2a

Shuszno$¢ otrzymanego wzoru tatwo mozna potwierdzi¢ w oparciu o rachunek catkowy.

Mianowicie obracamy zakreskowang figure wokot osi rz¢dnych.

Rys. 12a

Wtedy objetosé V, jest rowna;

V,=n ].xzabz
0

h
V,=x I[Zjdy
0 a

27 o
2
Vb=£h—
a 2
2
Vb=7zh
2a

3.6. Torus i walec.

Torus jest bryta powstalag w wyniku obrotu kota wokoét prostej zewngtrznej z tym kolem.
Modelem totusa jest detka samochodowa.
Wezmy kolo o promieniu  oraz prosta, odlegla od srodka tego kola o R (R > r). Obracajac
to kolo wokét prostej otrzymamy wiasnie torus. Nastgpnie rozpatrzmy walec o promieniu

podstawy r i wysokosci h=27z R .
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Wymienione figury umieszczamy migdzy dwiema réwnoleglymi plaszczyznami p i g
odlegtymi od siebie o 2r jak na rysunku 13.

Rys. 13

Przetnijmy torus i walec plaszczyzng réwnolegla do plaszczyzny p na dowolnej wysokosci
m. Przekrojem walca bedzie prostokat o wymiarach 2x i A, natomiast przekrojem torusa
bedzie pierscien o promieniach R+x i R—x.
Niech P, oznacza pole przekroju torusa, a P, pole przekroju walca, wiedy:

P=r(R+x)-z(R-x)

P, =7 |(R+x)~(R~x)]-[(R +x)+ (R - x)]

P =7 2x2R

P =47z Rx
Z twierdzenia Pitagorasa obliczymy x:

x* =r2—(r—m)

x> =2mr —m*

x =2mr —m*
Zatem

P, = 4z R\2mr — m*
Pole przekroju walca P, wynosi:

P, =2xh

P, =242mr —m® -2m R
P, = 47 R\ 2mr — m*

Widzimy wige, ze P, = P, .
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Wobec tego, iz spelione sa warunki Cavalieriego, objetosci obu bryt sg rowne. Obliczmy
wiec objetosé torusa powstatego w wyniku obrotu kola o promieniu r wokoél prostej
odleglej od $rodka tego kota o R, gdzie R >r.
Niech ¥, oznacza objgtos¢ torusa. Wiedy:

¥; =V,

V.,=nr’h, h=2zR

V,=2n"r’R.
Prawdziwo$é otrzymanego wzoru mozemy potwierdzi¢ w oparciu o rachunek catkowy.
Wezmy pod uwage kolo ograniczone okregiem o réwnaniu x? +(y—R)2 =r> albo tez
dwoma pétokregami o réwnaniach y = R —+/r> —x” i y=R++/r? —x* . Objetos¢ torusa
bedzie 16znica objetosci bryl powstalych w wyniku obrotu trapezow krzywoliniowych.

Rys. 13a

Jeden z trapezow jest ograniczony liniami:
y=R+\/r27, x=-r,x=riy=0
a drugi liniami:
y=R—\/r—2:2_, x=—r, x=riy=0

Zatem
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_[\/rz —x2dx =%x2arcsin£+%x\/r2 —x?.
r

Mozemy wiec obliczy¢ calke oznaczong:

F d 2
IVrZ—xzdx=[lx2arcsin£+lx\/r2—xz} =lr2arcsin1=lr2£=7”
] 2 2 2 2" 2 4
Zatem
2
v, =8z RZL
V,=2n>Rr.

Widzimy wiec, ze w oparciu o rachunek catkowy otrzymali$my taki sam wzor na objgtose

torusa.
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4. Podsumowanie.

W pracy tej pokazano w jaki sposéb mozna obliczy¢ pola niektérych, mniej znanych,
figur plaskich oraz w jaki sposob obliczy¢ objetosci niektdrych bryl.
Chodzi o umiejetne wykorzystanie matematyki elementarnej jak podobienstwo trojkatow,
twierdzenie Pitagorasa, ewentualnie twierdzenie Talesa. Takie metody dochodzenia do
wzoréw np. na pole elipsy, pole deltoidu, czy tez do wzoréw na objgtosci niektorych bryt
obrotowych, mozna stosowaé nawet w szkole podstawowej. Z tego tez wzgledu metoda
Cavalieriego powinna byé czesciej stosowana, a to oznacza, ze z tg metoda mozna
zapoznawaé uczniéw klas starszych szkoly podstawowej, a w szkole $redniej metoda ta

powinna by¢ znana dobrze.
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