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Wstep

Niniejsza praca dotyczy klasyfikacji ekwitranzytywnych parkietazy za pomocga wielokatoéw foremnych.
Klasyfikacji tej dokonali w XX wieku belgijscy naukowcy 1. Debroey i F. Landuyt w artykule
Equitransitive edge-to-edge tilings by regular convex polygons [1].

Celem niniejszej pracy jest prezentacja ewitranzytywnych parkietazy w sposéb zaproponowany przez
Debroeya i Landuyta, ale w sposob bardziej elementarny, przystgpny dla zdolnych uczniow szkot srednich.
W zwigzku z tym cze$¢ faktow prezentowanych W oryginale zostata pominigta, a pozostale zostaty
uzupetnione o szczegdlowe informacje, w taki sposob, by praca stanowila jak najbardziej samodzielna

pozycje.

Poniewaz praca jest odniesieniem do tresci prezentowanych w [1] zachowano podobny uktad. llustracje
zamieszczone w [ 1] stanowity inspiracj¢ do rysunkow zamieszczonych w niniejszej pracy. Zostaly jednak
wykonane bardziej szczegoétowo i w znacznie wigkszej ilosci, tak by utatwi¢ czytelnikowi zrozumienie
tekstu.

Pierwsza cze$¢ ponizszej pracy stanowi niejako wstep do drugiej czgsci. Zawiera podstawowe definicje
dotyczace parkietazy wielokatowych foremnych oraz fakty, spostrzezenie i twierdzenia, ktore beda
wykorzystywane w dalszej cze$ci pracy.

Cze$¢ druga, stanowigca wigkszo$¢ pracy, zostata podzielona na podrozdziaty w celu tatwiejszego
rozumienia. W kazdym podrozdziale zostaty sklasyfikowane odpowiednio 1-, 2-, 3- i 4-ekwitranzytyne
parkietaze, ktére sa ekwitranzytywne. Dodatkowo do kazdego z prezentowanych parkietazy podano
uzasadnienia, ze rzeczywiscie jest to parkietaz ekwitranzytywny.

Prace¢ konczy podsumowanie, w ktorym w jednym miejscu spisane zostaty wszystkie ekwitranzywtyne
prakietaze wielokagtowe foremne.



1. Parkietaze wielokatowe foremne

Na poczatku wprowadzimy kilka podstawowych poje¢ dotyczacych parkietazy ptaszczyzny.

Definicja 1.1. Parkietaz ptaszczyzny skiada sie z rodziny zbiorow — zwanych plytkami, ktore pokrywajq

calg plaszczyzne bez przerw i naktadania.

Parkietaz
W dalszej czgsci pracy bedziemy rozwazaé tylko foremne parkietaze wielokatowe.

Definicja 1.2. Parkietaz foremny wielokgtowy to parkietaz, ktorego wszystkie plytki sq wielokgtami
foremnym przylegajgcymi do siebie Scisle catymi krawedziami.
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Z powyzszej definicji wynika, ze kazde dwie ptytki sg albo rozlaczne, albo maja doktadnie jeden punkt
wspolny, ktory jest wierzchotkiem kazdego z dwoch wielokatéw lub maja cze$¢ wspdlng, ktora jest
krawedzig kazdego z dwoch wielokatow. Wida¢ od razu, ze wszystkie krawedzie foremnego parkietazu
wielokatowego maja te sama dtugos¢ oraz ze dwie dowolne n-katne ptytki 0 tym samym n sg przystajace.

Definicja 1.3. Wierzcholek x prakietazu jest typu ni.na. ... .nr jesli plytki wokot wierzchotka x wystepujg
w porzqdku cyklicznym ni-kqt, na-kqt, ..., nr-kqt.



Nie ma znaczenia od ktérego wielokata zaczniemy wypisywacé pozostate oraz w ktorg strone (zgodnie
z ruchem wskazdwek zegara czy przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara). W powyzszym przyktadzie
zaznaczono wierzchotek 3.4.6.4, ktéry mozemy oznaczaé roéwniez jako 4.6.4.3, 4.3.4.6 lub 6.4.3.4.
Najczgsciej jednak zaczynamy wypisywanie od n-kata z najmniejszym n zgodnie z ruchem wskazowek
zegara i taka zasade bedziemy stosowac w dalszej czgsdci pracy.

Uwaga 1.4. Dla uproszczenia zapisu typu wierzchotka bedziemy stosowac¢ indeksy gorne. Jesli na
przyktad wokot zadanego wierzchotka pod rzad wystepuje szes¢ trojkatnych ptytek, jego typ mozemy
zapisaé jako 3% zamiast 3.3.3.3.3.3 lub jesli wokot wierzchotka wystepuja kolejno trzy trojkaty i dwa
kwadraty to jego typ mozemy zapisa¢ jako 3°.4% zamiast 3.3.3.4.4. Ogodlnie;j: jesli wokot wierzchotka pod
rzad wystepuje m n-katnych ptytek to fragment jego typu zamiast n.n....n mozemy zapisa¢ jako n™.

Zastanbwmy si¢ teraz nad mozliwymi konfiguracjami wierzchotkowymi z wielokatéw foremnych.
Zacznijmy od kilku prostych obserwacji.

Spostrzezenie 1.5. Suma miar kqtow wewnetrznych wielokqtow wystepujgcych wokot jednego
wierzchotka wynosi 360°.

Spostrzezenie 1.6. Trdjkgt rownoboczny jest wielokqtem foremnym o najmniejszej mierze kqta
wewnetrznego.

Spostrzezenie 1.7. Nie istnieje wielokgt foremny o mierze kqta wewnetrznego wigkszej lub rownej 180°.
Wobec powyzszych uwag mozemy sformulowac nastepujacy wniosek.

Whniosek 1.8. Wokot wierzchotka wystepujq nie mniej niz 3 i nie wiecej niz 6 wielokgtow foremnych.

Nalezatoby teraz sprawdzi¢ wszystkie mozliwosci, gdy wokol wierzchotka wystepuja 3, 4, 5 lub 6
wielokatow foremnych. Wyznaczmy najpierw wzor na miar¢ kata wewngtrznego dowolnego n-kata
foremnego, by za jego pomocg sprawdzic¢ jakie wielokaty foremne moga wystepowac wokot wierzchotkow.

Kazdy n-kat mozemy podzieli¢ na n trojkatoéw o wspolnym wierzchotku wewnatrz n-kata (Rys. 1).
Suma miar katow w trojkacie jest rowna 180°, natomiast suma miar katow wokot wierzchotka W wynosi
360°, zatem suma miar katow wewnetrznych n-kata jest rowna: n - 180° — 360°. Aby zatem otrzymac¢ wzor
na miar¢ kata wewnetrznego n-kata foremnego otrzymang roznicg dzielimy przez n, co daje nastepujacy
wniosek:



Whniosek 1.9. Miara kqta wewnetrznego w wielokgcie foremnym wynosi 180%n-2)

N

Rys. 1

Wyznaczmy konfiguracje wierzchotkowe, w ktorych wystepuja 3 wielokaty ni, nz, n3 wokoét
wierzchotka. To znaczy, taki ukiad 3 wielokatow, ze suma ich katow wewnetrznych jest réwna 360°.
Wtedy prawdziwa jest rownosc:

180°(ny — 2) N 180°(n, — 2) N 180°(n; — 2)
ny ny ns

= 360°

Upraszczajac powyzsze roOwnanie otrzymujemy:

n—2 n,—2 ny,—2
1 n 2 n 3 _
nq n; ns

2

Dalej:

2 2 2
3—(—+—+—)=2

Z czego ostatecznie otrzymujemy rownos¢ postaci:

1+1+1_1
2

n;g Nz nNg

Poniewaz ni, nz, N3 oznaczaja ilo$¢ bokow wielokatow foremnych musze by¢ naturalne
1 nie mniejsze niz 3. Zatdozmy, bez straty ogdlnosci, ze N1 < Nz < n3. Wowczas z powyzszej rOwnosci wnika,
ze N1 jest nie wigksze niz 6 (W przeciwnym wypadku lewa strona réwnania bgdzie zawsze mniejsza niz
prawa). Nalezy teraz sprawdzi¢ wszystkie mozliwe kombinacje trzech wierzchotkéw, gdy ni jest 3-, 4-, 5-
lub 6-kagtem foremnym. Sprawdzenie wszystkich mozliwosci jest proste do wykonania, ale zajmuje sporo
czasu, dlatego jego szczegodly pominiemy. Podobne rozumowanie nalezy przeprowadzi¢ dla wierzchotka,
w ktorym wystepuja 4, 5 lub 6 wielokatow foremnych. Szczegdlowe rozumowanie prowadzace do
klasyfikacji wszystkich konfiguracji wierzchotkowych mozna znalez¢ w [2], [3] i [4].

Po przeprowadzeniu szczegdlowej analizy powyzszych przypadkéw otrzymujemy nastepujace
twierdzenie:



Twierdzenie 1.10. Istnieje 21 mozliwych konfiguracji wierzchotkowych z wielokqtow foremnych,
mianowicie: 3°, 3.6, 3342 32.4.3.4,32.4.12, 3.4.3.12, 32.62, 3.6.3.6, 3.42.6, 3.4.6.4, 3.7.42, 3.9.18, 3.8.24,
3.10.15, 3.122, 4%, 4.5.20, 4.6.12, 4.8%,5.5.10, 6°.

Prawdziwy jest ponizszy fakt, ktérego szkic dowodu przytaczamy po Wniosku 1.12:

Fakt 1.11. Tylko 15 sposrod 21 konfiguracji wierzchotkowych wymienionych w Twierdzeniu 1.10 moze
byé typami wierzchotkowymi parkietazy wielokgtowych, mianowicie: 3%, 3%6, 3%.42, 32.4.3.4, 32.4.12,
3.4.3.12, 3%.62,3.6.3.6, 3.4%.6, 3.4.6.4, 3.12%, 4*,4.6.12, 4.8%, 6% (Rys. 2).

3° 3*6 33.42
32.4.3.4 44 3.6.3.6
32.62 3.42.6 3.4.6.4



OOT

3.4.12.3 32.4.12 4.6.12
4.8 3.122 62
Rys. 2

Zauwazmy, ze z powyzszego faktu wynika nastepujacy wniosek:

Whiosek 1.12. Kazda plytka parkietazu wielokqtowego jest tréjkgtem rownobocznym, kwadratem,
szesciokqtem foremnym, osSmiokgtem foremnym lub dwunastokgtem foremnym.

Dlaczego tylko pigtnascie z dwudziestu jeden mozliwych konfiguracji wierzchotkowych wielokatami
foremnymi uzupehnia si¢ do parkietazu catej ptaszczyzny? Przyjrzyjmy sie 6 ,,zakazanym” konfiguracjom
wierzchotkowym, ktére nie moga pojawic si¢ w zadnym parkietazu (Rys. 3).



o0 0

5.5.10 3.10.15 4.5.20
3.8.24 3.9.18
3.7.42

Rys. 3. ,,Zakazane” konfiguracje wierzchotkowe.
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Rozwazmy potencjalny parkietaz zawierajacy wierzchotek X typu 5.5.10 (rys. 4).

</

Rys. 4

Wierzchotek y tez musi by¢ typu 5.5.10, poniewaz jedyna konfiguracja wierzchotkowa, ktéra zawiera
5- i 10-kat jest whasnie tego typu. Wtedy wierzchotki u i v tez sg typu 5.5.10, bo kazdy z nich ma juz po
dwa 5-katy. Wtedy w wierzchotku z powinien by¢ typu 5.10.10, ale z Twierdzenia 1.10 wiemy, ze taki
uktad liczb nie tworzy konfiguracji wierzchotkowe;j.

Podobnie mozna pokazaé, ze pozostatych ,,zakazanych” konfiguracji wierzchotkowych nie uda si¢
rozszerzy¢ do parkietazu catej ptaszczyzny wielokatami foremnymi.

Definicja 1.13. Phytka parkietazu jest typu wierzchotkowego (Ni.n2. ... .Ny, MMz ... .Mp, ...,
Q1.02. ... .Qu), jesli wierzchotki danej plytki w porzqdku cyklicznym sq nastepujgcych typow: ni.na. ... .Ny,
mi.maz. ... .Mp, ..., g1.02. ... .qu.

Definicja 1.14. Plytka parkietazu jest typu plytkowego (kafelkowego) (p1, P2, ..., pn), jesli w porzgdku
cyklicznym ma krawedz wspolng Kolejno z pi-kgtem, p2-kgtem, ..., pa-kgtem.

Definicja 1.15. Dwie plytki sq tego sameqo typu, jesli majg ten sam typ wierzchotkowy i ten sam typ
phtkowy.

Rozwazmy ponizszy przyklad:

VAVAN :
N/ VAVAVS
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Oba szare trojkaty maja ten sam typ ptytkowy (3, 3, 3), ale kazdy z nich ma inny typ wierzchotkowy:
trojkat a ma typ wierzcholtkowy (3*.6, 3%.6, 3*.6), natomiast trojkat b — (35, 3°, 35). Trojkaty a i b sa wiec
roznych typow.

Omoéwimy teraz, w zakresie potrzebnym w dalszej czesci pracy, parkietaze archimedesowe.

Definicja 1.16. Parkietaz archimedesowy to taki parkietaz wielokgtowy foremny, w ktorym wszystkie
wierzcholtki sq tego samego typu.

Sposréd 15 konfiguracji wierzchotkowych, ktére moga by¢ typami wierzchotkowymi parkietazy
wielokatowych, wymienionych w Fakcie 1.11 tylko dla 11 typow wierzchotkowych, wymienionych
w ponizszym twierdzeniu, istnieje parkietaz archimedesowy o wierzchotkach tego typu i parkietaz taki jest
dla kazdego z tych typoéw wierzchotkéw jedyny. Dla pozostatych typéw wierzchotkowych parkietaze

archimedesowe nie istniejg. Symbolem (ni.n2. ... .nf) oznacza¢ bedziemy parkietaz archimedesowy,
ktorego wierzcholki sg typu: ni.nz. ... .nr. W zwigzku z powyzszym, mozemy sformulowac nastepujace
twierdzenie:

Twierdzenie 1.17. Istnieje doktadnie 11 parkietazy archimedesowych: (3%), (3*.6), (3°.4%), (32.4.3.4),
(3.6.3.6), (3.4.6.4), (3.12%), (4%, (4.6.12), (4.8?), (6°).

Twierdzenia 1.17 nie bedziemy dowodzi¢. Jego dowdd mozna znalez¢é w [3]. Wszystkie parkietaze
archimedesowe przedstawione zostaly na rysunku 5.

(3% (4% (6%)

(34.6) (32.49)
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Rys. 5. Parkietaze archimedesowe.
W dalszej czg$ci pracy wykorzystamy tez nastgpujaca obserwacje:

Fakt 1.18. Jedynym parkietazem wielokqtowym foremnym, ktory zawiera 8-kgty foremne jest parkietaz
archimedesowy (4.82).

Aby udowodni¢ Fakt 1.18 rozwazmy dowolny parkietaz wielokatowy foremny, ktory zawiera ptytki
8-katne. Niech p bedzie ptytka 8-katng i niech X bedzie wierzchotkiem tej ptytki. Poniewaz jedyna
konfiguracja wierzchotkowa zawierajaca 8-kat 1 mozliwa do zrealizowania w parkietazu wielokgtowym to
konfiguracja 4.8.8 (druga konfiguracja zawierajaca 8-kat, czyli konfiguracja (3.8.2.4), nie moze wystapic¢
w zadnym parkietazu wielokagtowym), wierzchotek X musi mie¢ typy 4.8.8 (Rys. 6). Wtedy wierzchotek
y parkietazu jest jednocze$nie wierzchotkiem przynajmniej jednego kwadratu i jednego 8-kata foremnego.
Jedynym z 15 mozliwych typow wierzchotkow zawierajacym kwadraty i 8-katy foremne jest wierzchotek
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typu 4.8.8, wigc Y jest typu 4.8.8. Wierzchotek z parkietazu jest wierzchotkiem dwoch 8-katow foremnych,
musi by¢ wiec typu 4.8.8, itd. W ten sposdb, wychodzac od wierzchotka typu 4.8.8, otrzymujemy, ze
wszystkie wierzchotki tego parkietazu sg typu 4.8.8, a wigc jest to parkietaz archimedesowy typu (4.8.8).

Rys. 6

Definicja 1.19. Symetrig parkietazu T nazywamy kazde takie przeksztalcenie izometryczne calej
plaszczyzny, ktore przeprowadza plytki parkietazu T na plytki tego samego typu parkietazu T . Zbior
wszystkich symetrii parkietazu nazywamy grupq symetrii parkietazu.

Zgodnie z definicjg 1.19. symetria parkietazu T przeksztatca kazda ptytke na ptytke. W zwiazku z tym
krawedzie przeksztalca na krawedzie, za§ wierzchotki na wierzchotki. Ponadto ptytki n-katne przeksztatca
na ptytki n-katne, a zatem ptytki danego typu na ptytki tego samego typu. Podobnie wierzchotki danego
typu na wierzchotki tego samego typu.

Definicja 1.20. Maksymalny zbior pewnego typu elementow parkietazu (np. wierzchotkow, ptytek) taki,
Ze symetrie parkietazu przenoszq dowolny element tego zbioru na inny taki element nazywamy orbitq.

Zauwazamy, ze z powyzszej definicji wynikajga uwagi:

Uwaga 1.21. Kazdy element orbity jest w ten sam sposob potozony wzgledem reszty parkietazu.
Uwaga 1.22. Plytki parkietazu lezgce w jednej orbicie sq tego samego typu plytkowego.

Ponizej przytaczamy definicje opisujace wlasno$ci parkietazy, ktore s3 gldwnym tematem pracy:

Definicja 1.23. Parkietaz wielokgtowy foremny jest k-ekwitranzytywny, jesli jego grupa symetrii ma
k orbit ze wzgledu na plytki.

Definicja 1.24. Parkietaz wielokgtowy foremny jest ekwitranzytywny, jesli wszystkie przystajgce plytki
sq W tej samej orbicie.

Zauwazmy, ze z definicji 1.23 wynika, ze w parkietazu k-ekwitranzywtywnym wystepuje K rodzajow
plytek, natomiast z definicji 1.24, ze kazde dwie przystajace ptytki parkietazu sa w ten sam sposob potozone
wzgledem reszty parkietazu. Zatem nie kazdy parkietaz k-ekwitranzytywny jest ekwitranzytywny,
poniewaz moze zawiera¢ przystajace ptytki, ktore nie leza w jednej orbicie. Dla lepszego zrozumienia
powyzszych definicji rozwazmy kilka przyktadow.

14



Przyklad 1.25.

Rozwazmy poznane juz wcze$niej parkietaze archimedesowe jednoptytkowe 3%, 4% oraz 6°. Przyjrzyjmy
sie parkietazowi (4%). Aby przekonad sig, ze wszystkie ptytki tego parkietazu leza w jednej orbicie, nalezy
wskaza¢ symetrie, ktore przenosza dowolny element tego parkietazu na dowolny inny jego element.
Przyjrzyjmy si¢ rysunkowi 7.

Rys. 7. Parkietaz (4%).

W przypadku parkietazu archimedesowego (4*) kazda ptytke mozemy przeksztalcié¢ na inng za pomoca
translacji bedacej symetrig catego parkietazu. Oznacza to, ze wszystkie ptytki tego parkietaza leza w jedne;j
orbicie. Jest wigc to parkietaz 1-ekwitranzytywny. Ponadto jest on ekwitranzywtyny, poniewaz wszystkie
jego ptytki sa przystajace i leza w jednej orbicie. Podobnie bedzie z parkietazaem archimedesowym (6°)
(Rys. 8).

Rys. 8. Parkietaz (6°).

Widzimy, ze kazda ptytke parkietazu (6%) mozna przeksztatcié na dowolna inna ptytke tego parkietazu
za pomoca translacji bedacej symetria calego parkietazu. Oznacza to, ze ptytki parkietazu (6°) leza w jedne;
orbicie. Rowniez jest to parkietaz 1-ekwitranzytywny, ktdry jest ekwitranzywtyny.

Przyjrzyjmy sie teraz parkietazowi (3°). Sktada si¢ on z trojkatnych ptytek zaznaczonych na rysunku 9
dwoma kolorami.
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Rys. 9. Parkietaz (3°).

Zauwazmy, ze kazda szarg plytke na inng szarg mozna przeksztalci¢ za pomoca translacji bedacej
symetrig catego parkietazu, podobnie z niebieskimi ptytkami. Aby jednak przeksztalci¢ ptytke szara na
niebieskg potrzebujemy innych symetrii parkietazu. Zatdézmy, ze chcemy przeksztalci¢ szarg plytke
z numerem 1 na ptytke niebieska z numerem 2. W tym celu najpierw przeksztatcamy parkietaz symetrig
osiowa wzdhiz osi zawierajacej jeden z bokdéw pierwszego trojkata. Obrazem trojkata numer 1 wzgledem
tej symetrii jest trojkat w drugim kolorze, ktory teraz wystarczy przesunaé o wektor odpowiedniej dtugosci,
by otrzyma¢ trojkat z numerem 2. Zlozenie wyzej wymienionej symetrii osiowej oraz translacji jest przy
tym symetrig calego parkietazu. W ten sposob pokazalismy, ze kazda plytke parkietazu (3°%) mozna
przeksztatci¢ na dowolng inng ptytke tego parkietazu za pomocg pewnej symetrii catego parkietazu,
co oznacza, ze wszystkie ptytki leza w jednej orbicie. W zwiazku z tym parkietaz (3°) jest parkietazem
1-ekwitranzywtynym, ktory jest ekwitranzytywny.

Przyklad 1.26.

Kolejny przyktad przedstawia Rys. 10. Parkietaz ten sktada si¢ z ptytek kwadratowych i 8-katnych.
Zauwazmy, ze wszystkie kwadraty tego parkietazu lezg w jednej orbicie, poniewaz dowolny kwadrat
mozemy przeksztalci¢ na inny za pomocg translacji bedacej symetrig catego parkietazu. Podobnie kazdy
8-kat przez translacj¢ moze zosta¢ przeksztatcony na dowolny inny.
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Rys. 10. Parkietaz (4.8%).

W parkietazu (4.8%) wystepuja wiec dwie orbity (orbita kwadratow i orbita 8-katow), dlatego prakietaz
ten jest 2-ekwitranzytywny. Jest on takze ekwitranzytywny, poniewaz kazde przystajace plytki leza
w jednej orbicie.
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Przyklad 1.27.

Ostatni przyktad przedstawiony zostat na Rys. 11. Jest to parkietaz dwuptytkowy archimedesowy typu
(3%.6).
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Rys. 11. Parkietaz (3*.6).

Wszystkie ptytki 6-katne tego parkietazu naleza do jednej orbity, poniewaz dowolng 6-katng ptytke
tego prakietazu mozna przeksztalci¢ na inna 6-katng plytke za pomoca translacji bedacej symetrig catego
parkietazu. Przyjrzyjmy si¢ ptytkom trojkatnym zaznaczonym dwoma kolorami. Zaro6wno rézowe jak
i szare phytki sa tego samego typu wierzchotkowego (34.6)%, maja natomiast rozne typy ptytkowe. Ptytki
rézowe sgsiadujg tylko z trojkatami, sg wige typu ptytkowego (3, 3, 3), natomiast szare ptytki z trojkatami
i sze$ciokatami, ich typ to zatem (3, 3, 6). Nie da si¢ wigc za pomocg symetrii przeksztalci¢ r6zowych
ptytek na szare (i odwrotnie). Parkietaz (3*.6) ma zatem wigcej niz jedng orbite trojkatow. W zwigzku z
tym nie jest ekwitranzytywny.
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2. Ekwitranzytywne parkietaze foremne wielokatowe

W tym rozdziale wskazemy wszystkie ekwitranzytywne parkictaze foremne wielokgtowe. Zaczniemy
od kilku pomocniczych twierdzen, ktore nastgpnie bedziemy wykorzystywa¢ w pozostatej czesci tego
rozdziatu.

Fakt 2.1. Jesli parkietaz foremny wielokgtowy jest ekwitranzytywny, to jest k-ekwitranzywtywny dla
pewnego k < 4. Co wiecej kazda plytka takiego parkietazu jest 3-, 4-, 6- lub 12-kgtem foremnym, albo
parkietaz ten jest archimedesowym parkietazem (4.8%).

Dowéd: Kazda z ptytek parkietazu foremnego wielokatowego jest 3-, 4-, 6-, 8- lub 12-katem foremnym
(wniosek 1.12). W zwiazku z tym kazdy ekwitranzytywny parkietaz jest k-ekwitranzytywny z k < 5. Niech
T bedzie parkietazem ekwitranzytywnym, w ktorym wystepuja 8-katy. Wtedy, na podstawie faktu 1.18,
T jest archimedesowym parkietazem typu (4.8%), oraz na podstawie przyktadu 1.26 z rozdziatu 1 T jest
2-ekwitranzytywny. W zwiagzku z tym ptytki pozostatych parkietazy sa 3-, 4-, 6- lub 12-kagtami foremnymi,
wigc kazdy parkietaz ekwitranzytywny jest k-ekwitranzytywny z k < 4.

Uwaga 2.1. Jesli parkietaz jest 1- lub 2-ekwitranzytywny, to jest ekwitranzytywny.

Parkietaze 1-ekwitranzytywne foremne wielokatowe maja tylko jeden rodzaj ptytek i w zwigzku z tym
wszystkie sg jednakowo polozone wzgledem catego parkietazu. W parkietazu 2-ekwitranzytywnym
wszystkie ptytki nie moga by¢é jednakowe, bo wtedy parkietaz bylby jednym z parkietazy (3°), (4%) lub (6°),
a te parkietaze sg 1-ekwitranzytywne. Zatem parkietaz sktada si¢ z ptytek o dwoch ksztattach (wigcej nie
moze by¢ z powodu 2-ekwitranzytywnosci). W takim razie ptytki kazdego z dwoch ksztaltow tworza orbity,
co oznacza ekwitranzytywnos$¢ parkietaza 2-ekwitranzytywnego.

W ponizszych podrozdziatach sklasyfikujemy kolejno parkietaze ekwitranzytywne, ktore sa
k-ekwitranzytywne dlak =1, 2, 3, 4.

2.1. Parkietaze foremne wielokatowe 1-ekwitranzytywne

Fakt 2.1.1. Jedynymi l-ekwitranzytywnymi foremnymi wielokqtowymi parkietazami sq parkietaze
archimedesowe typu (3%), (4%) i (6%). Wszystkie one sq ekwitranzytywne.

Dowéd: Jesli parkietaz foremny wielokatowy jest 1-ekwitranzytywny, wszystkie jego plytki sa
przystajace. Jedynymi takimi parkietazami sg parkietaze archimedesowe typu (3°), (4*) i (6%). Pokazalismy,
ze sg one 1-ekwitranzywtyne w Przyktadzie 1.25 w rozdziale 1.

2.2. Parkietaze foremne wielokatowe 2-ekwitranzytywne

Twierdzenie  2.2.1.  Istnieje  dokfadnie 13  parkietazy  wielokgtowych  foremnych
2-ekwitranzytywnych, mianowicie parkietaze archimedesowe: (3%.4%), (3%.4.3.4), (3.6.3.6), (3.12%), (4.8?)
oraz parkietaze oznaczone na stronach 18-32 symbolami: (3% 32.6%), (3%.6; 32.6%), (3%.4%; 4%,
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(32.62; 3.6.3.6), (3°; 32.6% 6%), (3*.6; 32.6%; 6°), (32.6%; 3.6.3.6; 6°),(3%; 32.6%; (6%)?). Wszystkie te parkietaze
sq ekwitranzytywne.

Dowod: Niech T bedzie 2-ekwitranzytywnym parkietazem. Stagd od razu mamy, ze T ma dwa rodzaje
ptytek, jest ekwitranzytywny i dwa dowolne n-katy o tym samym n sa tego samego typu. Skoro T ma dwa
rodzaje ptytek to moga wystapi¢ jedynie nastepujace typy wierzchotkow: 38, 3.6, 3342, 32.4.3.4, 32,62,
3.6.3.6, 3.122, 4% 4.8%, 6°. W pozostatych typach wierzcholkowych wystepuja wiecej niz 3 rodzaje
wielokatow (Fakt 1.11).

Zalozmy, ze T jest archimedesowy, wtedy T moze by¢ jednym z dwuptytkowych archimedesowych
parkietazy: (3*.6), (3.4%), (3%.4.3.4), (3.6.3.6), (3.12%), (4.8%). W rozdziale pierwszym, w przyktadzie 1.27,
pokazali$émy, ze parkietaz (3%.6) nie jest 2-ekwitranzytywny, wiec nie jest rowniez ekwitranzytywny.

Przyjrzyjmy sie teraz parkietazowi (32.4%).

_'2<_

Rys. 12. Parkietaz (3°.4%).

W parkietazu (3°.4%) dowolng ptytke kwadratowa mozna przeksztalci¢ na kazda inna za pomoca
translacji, ktora jest symetrig catego parkietazu. Zatem wszystkie kwadratowe ptytki tego parkietazu naleza
do jednej orbity. Ptytki trojkatne s natomiast, podobnie jak w parkietazu archimedesowym (3°) (Przyktad
1.25), dwojakiego rodzaju. Na rysunku 12 zostaty zaznaczone dwoma kolorami. Kazda zielong ptytke na
kazda inng zielong ptytke mozna przeksztalci¢ przez translacje begdaca symetrig catego parkietazu.
Podobnie dla niebieskich ptytek. Trzeba jeszcze pokazaé w jaki sposob przeksztatca¢ ptytki zielone na
niebieskie. Ilustruje to rysunek 12, gdzie zielong ptytke z numerem 1 przeksztalcamy na niebieska ptytke
z numerem 2. Zaczynamy od przeksztatcenia plytki pierwszej na dowolng plytke drugiego koloru przez
symetri¢ zachowujaca caly parkietaz, np. symetri¢ osiowa wzdhuz osi zawierajacej 0§ symetrii kwadratu
(zaznaczonej na rysunku czerwona, przerywang linig). Nastepnie wystarczy przesungé obraz pierwszej
ptytki o odpowiedni wektor na ptytke z numerem 2. W ten sposob pokazaliSmy, ze wszystkie trojkatne
phytki parkietazu (32.4%) leza w jednej orbicie. Zatem dwuptytkowy parkietaz (3%.4%) ma dwie orbity (orbite
kwadratow 1 orbite trojkatow) i1 jest 2-ekwitranzytywny. Jest ponadto ekwitranzytywny, poniewaz
wszystkie przystajace ptytki naleza do jednej orbity.

Rozwazmy kolejny dwuptytkowy parkietaz archimedesowy: (32.4.3.4). W tym parkietazu mamy
2 rodzaje potozenia kwadratow i az 4 trojkatow. Przyjrzyjmy im si¢ doktadniej. Na ponizszym rysunku
dwoma kolorami zaznaczono grupy kwadratow, ktore dla ptytek w tym samym kolorze mozna
przeksztalca¢ na siebie translacjg zachowujacg caly parkietaz.
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Rys. 13. Parkietaz (32.4.3.4).

Pokazemy teraz, ze mozna przeksztatci¢ dowolny szary kwadrat na dowolny niebieski kwadrat.
Wybieramy szary kwadrat, ktory przeksztalcamy wzgledem symetrii osiowej wzdtuz osi symetrii catego
parkietazu (zostat oznaczony na Rys. 13 numerem 1). Otrzymujemy zakreskowany niebieski kwadrat, ktory
mozna przesung¢ na inny dowolny niebieski kwadrat (niebieski kwadrat oznaczony numerem 2). Zatem
wszystkie kwadratowe plytki tego parkietazu lezg w jednej orbicie.

Na Rys.14 czterema r6znymi kolorami zaznaczono rézne mozliwos$ci potozenie trojkatow w parkietazu
(32.4.3.4). Trojkaty tego samego koloru, mozemy przeksztalcaé na siebie za pomocg translacji, bedacych
symetriami catego parkietazu. Pokazemy teraz, ze za pomocg symetrii catego parkietazu mozna réwniez
przeksztatca¢ na siebie trojkatne ptytki réznych kolorow. W tym celu wybieramy po reprezentancie
trojkatnej ptytki z kazdego koloru i oznaczamy je numerami: 1, 2, 3, 4 (Rys. 14).

Rys. 14. Parkietaz (32.4.3.4).

Przeksztatcajac szary trojkat z numerem 1 przez obrét, bedacy symetrig calego parkietazu, wokot
srodka kwadratu oznaczonego czerwong kropka, o kat % przeciwnie do ruchu wskazowek zegara
otrzymujemy zakreskowany zielony trojkat. Obrazem szarego trojkgta w obrocie o kat 7 i tym samym
srodku bedzie natomiast zakreskowany niebieski trojkat. Jesliby obroci¢ go kat 37” wokol punktu
oznaczonego czerwong kropka, otrzymamy zakreskowany rézowy trojkat. Teraz zakreskowane trojkaty
wystarczy za pomocg translacji, ktore sg symetriami calego parkietazu, przeksztatci¢ na pozadane potozenia

trojkata w wybranym kolorze. Pokazali$my, ze wszystkie trojkatne plytki parkietazu (32.4.3.4) leza w
jednej orbicie.

Parkietaz (32.4.3.4) jest wiec 2-ekwitranzywtyny, poniewaz ma dwie orbity (orbite trojkatow i orbite
kwadratow). Jest rowniez ekwitranzytyny, bo wszystkie przystajace ptytki tego parkietazu leza w jednej
orbicie.
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W przypadku parkietaza (3.6.3.6) dla przeksztalcania szesciokatow rowniez wystarczg translacje, ktore
sg symetrig calego parkietazu (Rys. 15).
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Rys. 15. Parkietaz (3.6.3.6).

Trojkaty tego parkietazu moga by¢ potozone na dwa sposoby, zaznaczone na powyzszym rysunku
dwoma kolorami. Trojkaty w obrebie jednego koloru mozna przeksztatcac na siebie za pomoca translacji,
bedacych symetrig catego parkietazu. Jesli natomiast chcemy przeksztatci¢ trojkat jednego koloru (np.
trojkat z numerem 1) na trojkat drugiego koloru (np. trojkat z numerem 2) przeksztalcamy parkietaz
najpierw przez symetri¢ osiowa wzdtuz osi zaznaczonej na rysunku przerywang linig. Obrazem pierwszego
szarego trojkata jest wtedy zakreskowany niebieski trojkat, ktory wystarczy przeksztatcic teraz na niebieski
trojkat z numerem dwa przez translacje, bedaca symetrig calego parkietazu. W ten sposob pokazalismy, ze
ptytki trojkatne parkietazu (3.6.3.6) leza w jednej orbicie.

Parkietaz archimedesowy dwuplytkowy (3.6.3.6) ma dwie orbity — orbite trojkatéw 1 orbitg
szesSciokatow, jest zatem 2-ekwitranzytywny. Ponadto jest ekwitranzywtywny, poniewaz wszystkie
przystajace plytki tego parkietazu leza w jednej orbicie.

W parkietazu (3.12%) wszystkie 12-katne plytki mozna przeksztatcaé na siebie za pomocg translacji,
ktore sa symetrig caltego prakietazu (Rys. 16). Ptytki 12-katne tworza zatem orbite parkietazu (3.122).

Rys. 16. Parkietaz (3.122).

Pytki trojkatne parkietazu (3.12%) mogg wystepowaé w dwoch potozeniach, zaznaczonych na Rys. 16
dwoma kolorami. Plytki jednego koloru mozna przeksztatca¢ na siebie za pomocg translacji bedacych
symetriami catego parkietazu. Natomiast ptytki réznych kolorow mozemy przeksztatci¢c w nast¢pujacy
sposob, pokazany na rys. 16. Plytke jednego koloru (oznaczong numerem 1) przeksztatcamy przez symetri¢
osiowa, bedaca symetrig calego parkietazu na ptytke drugiego koloru, otrzymujac jako jej obraz
zakreskowang plytke w drugim kolorze. Teraz wystarczy zakreskowang ptytke przesunaé za pomoca
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translacji, bedacej symetrig calego parkietazu na dowolng inng ptytk¢ w drugim kolorze (np. plytke
oznaczong numerem 2). Wszystkie trojkatne ptytki parkietazu (3.122) naleza zatem do jednej orbity.

Parkietaz (3.12%) jest 2-ekwitranzywtyny, poniewaz posiada dwie orbity — orbite trojkatow i orbite 12-
katéw. Ponadto jest ekwitranzywtyny, poniewaz wszystkie przystajace ptytki leza w jednej orbicie.

Ostatni z dwuptytkowych archimedesowych parkietazy (4.8%) jest 2-ekwitranzywtyny
i ekwitranzytywny, co zostato pokazane w rozdziale 1, w przyktadzie 1.26.

Dla dalszej cze$ci dowodu Twierdzenia 2.2.1 mozemy zalozy¢, ze T nie jest archimedesowy
i w zwigzku z tym, dzi¢ki Faktowi 1.18, nie wystepujg w nim 8-katy.

Zatézmy, ze T ma 12-katy. Wtedy kazdy wierzchotek jest typu 3.12%2 lub 3% i oba wystepuja
(w przeciwnym wypadku otrzymalibyémy parkietaz archimedesowy). Zauwazmy, ze wierzchotek 3°
prowadzi do tréjkata o typie plytkowym (3, 3, n), zaé wierzchotek 3.122 do trojkata o typie ptytkowym
(m, 12, 12). Daje to sprzecznosc¢, bo kazdy trojkat powinien by¢ tego samego typu. Oznacza to, ze parkietaz
archimedesowy (3.122) jest jedynym 2-ekwitranzytywnym parkietazem zawierajacym phytki 12-katne.

Dla dalszej czgsci dowodu mozemy przyjac, ze T nie ma 12-katow.

Zatozmy teraz, ze T ma kwadraty. Wowczas kazdy wierzchotek parkietazu T jest typu 3242, 32.4.3.4,
4*lub 3°.

Przyjrzyjmy sie sytuacji, gdy wystepuje wierzchotek typu 32.4.3.4. Jeden z trojkatow tego wierzchotka
sgsiaduje z dwoma kwadratami, dwa pozostale z trojkatem i kwadratem. Poniewaz chcemy, zeby wszystkie
trojkaty miaty ten sam typ ptytkowy, muszg spetnia¢ jednocze$nie wiasnie te dwa warunki - mie¢ za
sgsiadow dwa kwadraty 1 mie¢ za sasiadow kwadrat 1 trojkat. Daje to typ ptytkowy (3, 4, 4) trojkatnych
ptytek. Wierzchotek typu 3°, prowadzi do plytek tréjkatnych typu (n, 3, 3) (bo kazdy trojkat tego
wierzchotka ma za sasiadow dwa trojkaty). Nie moze zatem wystapi¢ z wierzchotkiem typu 32.4.3.4, bo
trojkatne kafle mialyby roézne typy ptytkowe. Typ wierzchotkowy 33242 prowadzi natomiast do typu
plytkowego trojkatow (3, 3, 4) (jeden z trojkatow sgsiaduje z dwoma innymi, dwa pozostate z trojkatem
i kwadratem), wiec rowniez nie moze wystapi¢ w parkietazu T z wierzchotkiem 32.4.3.4. Zatem kazdy
wierzchotek parkietazu T jest typu 32.4.3.4 lub 4* i oba typy wystepuja (W przeciwnym wypadku
otrzymalibySmy parkietaz archimedesowy).

Rozwazmy teraz wierzchotek typu 32.4.3.4 (wierzchotek a na Rys. 17). Wtedy wierzchotek b kwadratu
o rowniez jest typu 32.4.3.4. Podobnie pozostale wierzchotki tego kwadratu. Zatem wychodzac od
wierzchotka 32.4.3.4, otrzymujemy kwadrat o typie wierzchotkowym (32.4.3.4)*. Analizujac w podobny
sposob wierzchotek typu 4* (Rys. 18), nietrudno sie przekonaé, ze wowczas kwadrat zawierajacy
wierzcholek o takim typie bedzie miat typ wierzchotkowy (4%)*. Sprzeczno$é, bo wszystkie kwadraty
powinny by¢ tego samego typu.
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Rys. 17 Rys. 18

Zatem T nie ma wierzchotkow typu 32.4.3.4. Tak wicc kazdy wierzchotek T jest typu 32, 3%.42 lub 4%,
Od razu widaé, ze wystepuje co najmniej jeden wierzchotek typu 342 (poniewaz parkietaz ma byc¢
dwuptytkowy). Rozwazmy teraz wierzchotek x tego typu (Rys. 19). Wtedy a: i b1 sg tego samego typu
33.42. Wiec ay i by tez sg tego typu, itd. Stad kazda plytka trojkatna jest typu ptytkowego (3, 3, 4) i typu
wierzchotkowego ((33.4%)%). T nie jest archimedesowy, dlatego typem wierzchotkowym kwadratu nie moze
by¢ ((32.4%)*%). Wiec musimy zatozy¢, ze y jest typu 4. Ale wtedy c1 i di sa typu 4%, itd. Wiec kazdy kwadrat
jest typu wierzchotkowego ((3%.4%)?, (4%)?).

a ar [ X (b7 (b1

Rys. 19

Nietrudno si¢ przekonaé, ze wtedy dalsza cze$¢ parkietazu T zdeterminowana jest jednoznacznie, 1 ze
parkietaz ten wyglada jak na rysunku ponizej (Rys. 20). Taki parkietaz bedziemy oznaczaé (3%.42; 4%),
poniewaz jego wierzchotki sg typu 3%.42 lub 4%,

Rys. 20. Parkietaz (33.4%; 4%).
Zastanowmy sie jednak, czy parkietaz (3%.42; 4%) jest ekwitranzytywny.

Na ponizszym rysunku zostaty przedstawione dwa rodzaje potozenie kwadratow, ktore w kazdej z grup
mozna przeksztatcac na siebie za pomoca translacji, bedacej symetrig catego parkietazu. Jeden ze sposobow
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przeksztatcenia plytki szarej (ptytka nr 1) na ptytke niebieska (ptytka nr 2) przedstawiono na ponizszym
rysunku (Rys. 21) (podobnie jak dla tréjkatnych ptytek w parkietazu (3.122)).

Rys. 21. Parkietaz (3°.4%; 4%).

W podobny sposéb mozna pokazaé, ze rowniez phytki trojkatne parkietazu (33.4%; 4%) leza w jednej
orbicie. Szare trojkatne plytki mozna przeksztalca¢ na inne szare trdjkatne ptytki za pomoca translacji,
podobnie plytki ré6zowe na ptytki r6zowe. Natomiast szare trojkatne plytki na trojkatne rézowe ptytki
mozna przeksztatca¢ na siebie jak pokazano na ponizszym rysunku (analogicznie jak we wczesniejszych
przyktadach).

Rys. 22. Parkietaz (3°.4%; 4%).

Parkietaz dwuptytkowy (3.42; 4*) ma zatem dwie orbity — orbite trojkatow i orbite kwadratow, jest
wigc 2-ekwitranzytywnym parkietazem foremnym wielokgtowym. Ponadto, poniewaz dowolne dwie
przystajace ptytki tego parkietazu naleza do jednej orbity, jest on ekwitranzytywny.

Dla pozostatej czgsci dowodu mozemy przyja¢, ze T ma tylko plytki trojkatne
i szesciokatne. Wobec tego kazdy wierzchotek T jest typu 3°, 34.6, 32.6, 3.6.3.6 lub 6°.

Przypusémy, ze wystepuje wierzchotek 34.6. Poniewaz dwa z trojkatow w wierzcholku 34.6 sgsiaduja
z szeSciokatem 1 trojkatem, a kolejne dwa z dwoma trojkatami, wszystkie trojkatne ptytki maja
jednoznacznie wyznaczony typ kafelkowy - (3, 3, 6), a kazdy a kazdy wierzcholtek parkietazu T jest typu
3%, 3%6, 32.62 lub 6° (pozostate odrzucamy, poniewaz prowadzityby do innych typéw kafelkowych
trojkata). Jesli wierzchotek x jest typu 3%.6, mamy konfiguracje jak na rysunku (Rys. 23).
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Rys. 23

Wobec powyzszego kazdy trojkat parkietazu T jest typu wierzchotkowego ((34.6)2, 32.62). Jezeli y jest
typu 32.62, to kazdy 6-kat jest typu wierzchotkowego (34.6, (32.6%)?, 3.6, (32.6%)?). Nietrudno sie przekonaé,
ze wtedy dalsza cz¢$¢ parkietazu T jest zdeterminowana jednoznacznie i wyglada jak na rysunku 24. Jest
to parkietaz o dwoch rodzajach wierzchotkow 34.6 i 32.6%. Bedziemy go oznaczaé (34.6; 32.62).

Rys. 24. Parkietaz (34.6; 32.62).

Od razu wida¢, ze wszystkie 6-katne ptytki parkietazu (3*.6; 32.6%) leza w jednej orbicie, i ze dowolna
sze$ciokatng ptytke mozna przeksztatci¢ na dowolng inng szesciokatng ptytke za pomoca translacji, bedace;j
symetrig catego parkietazu (Rys. 25).

Rys. 25. Parkietaz (3.6; 32.62).

Nieco trudniej jest pokazaé, ze trojkatne ptytki parkietazu (3%.6; 32.6%) naleza do jednej orbity. Mozemy
to zrobi¢ na przyktad w nastepujgcy sposob, przyjrzyjmy si¢ ponizszemu rysunkowi (Rys. 26).
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Rys. 26. Parkietaz (34.6; 32.62).

Szary trojkat z numerem 1 przeksztalcamy przez symetri¢ osiowa calego parkietazu wzgledem
czerwone]j prostej na zakreskowany rozowy trojkat, ktéry teraz przez translacj¢ mozemy przesuacé na
dowolny inny rézowy trojkat tego parkietazu. Przeksztalcajac teraz parkietaz przez symetri¢ osiowa
wzgledem zielonej prostej, jako obraz rozowej plytki z numerem 2, otrzymujemy zakreskowany niebieski
trojkat, ktory mozemy przeksztalci¢ na dowolny inny niebieski trojkat tego parkietazu przez translacje
bedaca symetrig catego parkietazu. Dowolny niebieski trojkat mozemy teraz przeksztatci¢ na zielong plytke
przez przez symetri¢ osiowg calego parkietazu wzgledem czerwonej prostej, ktora przez translacje mozemy
przesuaé na dowolny inny zielony trdjkat tego parkietazu. Ponadto zielony trojkat mozemy przez symetrie
osiowa wzgledem poziomej prostej przeksztalci¢ na szary trojkat. Z powyzszych rozwazan wynika, ze
dowolna trojkatna ptytke parkietazu (3*.6; 32.6%), mozemy przeksztalci¢ na dowolng inng. Zatem wszystkie
ptytki trojkatne leza w jednej orbicie.

Parkietaz dwuptytkowy (3*.6; 32.6%) ma wiec dwie orbity — orbite trojkatow i orbite szesciokatow, jest
zatem 2-ekwitranzytywnym parkietazem foremnym wielokatowym. Ponadto, poniewaz dowolne dwie
przystajaca plytki tego parkietazu naleza do jednej orbity, jest on ekwitranzytywny.

Wroémy teraz do sytuacji z rys. 23, kiedy to kazdy wierzchotek parkietazu T jest typu 3, 3%.6, 32.62 lub
6°. Jesli teraz y jest typu 6% to z i u mogg by¢ typu 3262 lub 6% (bo kazdy z nich ma co najmniej 2
sze$ciokaty). Ponadto jesli z jest typu 32.62, to takze u jest typu 32.62, bo uz jest krawedzig jednego
wielokata. Z tego samego powodu, jesli z jest typu 6°, to u rowniez jest tego typu (Rys. 27).

/
N

Rys. 27

Jesli z i u s3 typu 32.6% to uz jest krawedzig trojkata o wierzchotkach 32.62. Sprzeczno$é
z tym, ze kazdy trojkat ma typ wierzchotkowy ((3*.6)%, 32.62).
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Zatem z i u s3 typu 6° Stad kazdy 6-kat ma typ wierzchotkowy (346, 32.62, (6°)3 32.62),
a T jest zdeterminowany jednoznacznie przez wierzchotki 34.6, 32.6%, 6° i wyglada jak na ponizszym
rysunku. Taki parkietaz bedziemy oznaczaé jako (3*.6; 32.62; 6°).

Rys. 28. Parkietaz (34.6; 32.6%; 6°).

Parkietaz (3*.6; 32.6% 6°) ma, podobnie jak parkietaz (3*.6; 32.6%), 4 mozliwosci potozenia ptytek
trojkatnych, ktore nalezg jednak do jednej orbity. Mozna pokaza¢ to analogicznie jak dla wczesniejszego
przyktadu, dlatego pozostawiamy to Czytelnikowi do samodzielnego wykonania. Przyjrzyjmy si¢
natomiast ptytkom 6-katnym tego parkietazu (Rys. 29).

Rys. 29. Parkietaz (3%.6; 32.6%; 6°).

Tradycyjnie jednakowym kolorem zostaly zaznaczone ptytki, ktére mozna przeksztatca¢ na inne tego
samego koloru tylko za pomoca translacji bedacych symetriami catego parkietazu. Zeby przeksztatcié szarg
ptytke (np. t¢ z numerem 1) na dowolng ptytke drugiego koloru (np. t¢ z numerem 2) najpierw obracamy
parkietaz wokot czerwonego punktu o 180°. Obrazem ptytki nr 1 wzgledem tego przeksztatcenia jest
zakreskowana plytka drugiego koloru, ktora przez translacje catego parkietazu mozna przeksztalci¢ na
dowolng inng w tym samym kolorze. Wszystkie 6-katne ptytki parkietazu (3%.6; 32.62; 6°) naleza wigc do
jednej orbity.

Podsumowujac, parkietaz dwuptytkowy (34.6; 32.62; 6°) ma dwie orbity — orbite trojkatow i orbite
szesciokatow, jest zatem 2-ekwitranzytywnym parkietazem foremnym wielokagtowym. Ponadto, poniewaz
dowolne dwie przystajaca ptytki tego parkietazu nalezg do jednej orbity, jest on ekwitranzytywny.

Dla pozostatej czesci dowodu mozemy przyja¢, ze kazdy wierzchotek T jest typu 3°, 32.6%, 3.6.3.6 lub
6°. Od razu mamy, Ze istnieje co najmniej jeden wierzchotek 32.6% lub 3.6.3.6 (poniewaz zaktadalismy, ze
parkietaz T jest dwuplytkowy).
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Jesli istnieje wierzchotek typu 32.6% i wierzchotek 3.6.3.6, kazdy trojkat jest typu ptytkowego (3, 6, 6).
Rozwazmy wierzchotek X typu 3.6.3.6. Otrzymujemy konfiguracje jak na rysunku 30.

Rys. 30

Wobec powyzszego kazdy trojkat ma typ wierzcholkowy ((32.6%)2, 3.6.3.6). Jesli wierzchotek a jest
typu 32.62, to od razu mamy, ze kazdy 6-kat jest typu wierzchotkowego ((32.6%)?, 3.6.3.6, ((32.6%)?, 3.6.3.6),
co determinuje jednoznacznie, ze parketaz T wyglada jak na rysunku ponizej. Jest parkietazem foremnym
wielokatowym o dwoch typach wierzchotkowych 32.62, 3.6.3.6, wigc bedziemy go oznacza¢ jako

..
XX XXX
XX XXX
KX XXX

Rys. 31. Parkietaz (32.6%; 3.6.3.6).

Parkietaz (32.62; 3.6.3.6) ma dwie orbity — orbite szesciokatow (do uzasadnienia wystarcza translacje)
oraz orbite trojkatow (translacje 1 symetrie osiowe wzdtuz prostych zawierajacych wspdlng krawedz dwoch
trojkatow). Parkietaz ten jest zatem 2-ekwitranzytywny oraz ekwitranzytywny.

Dla reszty dowodu mozemy zatozyé, ze a i b sa typu 6° (Rys. 32Rys. 32).

Rys. 32

Wtedy kazdy 6-kat jest typu wierzchotkowego ((32.62, 3.6.3.6, 32.62, (6°)°), i tatwo zauwazy¢, ze dalsza
cze$é parkietazu T wyglada jak na rysunku 33. Oznaczaé go bedziemy jako (32.62; 3.6.3.6; 6°).
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Rys. 33. Parkietaz (32.6%; 3.6.3.6; 6%).

Nietrudno zauwazy¢, ze parkietaz (32.6%; 3.6.3.6; 6°) ma dwie orbity — orbite sze$ciokatow (argument
jak dla parkietazu (34.6; 32.6% 6°)) i orbite trojkatow (argument jak dla parkietazu (32.6; 3.6.3.6)). Parkietaz
ten jest zatem 2-ekwitranzytywny i ekwitranzytywny.

Jesli w parkietazu T nie wystepuje wierzchotek 32.62, jest co najmniej jeden wierzchotek typu 3.6.3.6.
Wigc kazdy trojkat jest typu kafelkowego (n, 6, 6). W konsekwencji kazdy wierzchotek T jest typu 3.6.3.6
lub 6%. Rozwazmy wierzchotek X typu 3.6.3.6 (Rys. 34).

Rys. 34

Od razu mamy, ze 6-katy sa typu wierzchotkowego ((3.6.3.6)%). Stad kazdy wierzchotek przylega
zarowno do trojkata jak i do sze$ciokgta, a wobec tego kazdy wierzchotek ma typ (3.6.3.6). Ale wtedy T
jest archimedesowy, wbrew =zalozeniom, ze rozpatrujemy juz tylko parkietaze T, ktore nie s3
archimedesowe.

Jesli nie wystepuje wierzchotek 3.6.3.6, co najmniej jeden wierzchotek jest typu 32.6%. Rozwazmy
wierzchotek x typu 32.6%. Natychmiast otrzymujemy konfiguracje jak na rysunku 35. Kazdy trojkat jest
typu kafelkowego (3, 3, 6) i typu wierzchotkowego (35, (32.6%)?). Jesli as jest typu 32.62, mamy konfiguracje
jak na rysunku 36.

Rys. 35 Rys. 36
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Teraz jesli a2 jest typu 62, b jest typu 63, to « jest typu wierzchotkowego ((32.6%)%, (6%)?). 5 jest tego
samego typu, co a, wiec C jest typu 63. Ale wtedy b, az i ¢ s3 trzema wierzchotkami typu 6° nalezacymi do
tego samego 6-kata. Sprzecznos¢. Zatem ai, ay, ..., as 53 wierzchotkami typu 32.6% Stad kazdy 6-kat jest
typu wierzchotkowego ((32.62)°), co implikuje, ze parkietaz T tworzy si¢ juz dalej jednoznacznie w sposob
pokazany na rysunku 37. T jest parkietazem foremnym wielokatowym o wierzchotkach 3° i 3%.6, zatem
bedziemy go oznacza¢ jako (3°%; 32.6°).

A
~ )

Rys. 37. Parkietaz (3°; 32.62).

Parkietaz (3% 32.6%) ma dwa rodzaje polozen szesciokatow (Rys. 38). Szesciokaty jednakowych
koloréw mozna przeksztalca¢ na siebie za pomoca translacji, bedacych symetriami calego parkietazu.
Natomiast aby przeksztalci¢ szary szeSciokat z numerem 1, na niebieski z numerem 2, najpierw
wykonujemy symetri¢ osiowg calego parkietazu wzdhuz zaznacoznej prostej, a dopiero w kolejnym kroku
przesuwamy zakreskowany obraz pierwszego 6-kata na pozadane potozenie 6-kata w drugim kolorze.

k. <'
=

)

Rys. 38. Parkietaz (3°; 32.62).

Szesciokatne ptytki parkietazu (3% 32.62) lezg wiec w jednej orbicie. Przyjrzyjmy si¢ teraz ptytkom
trojkatnym tego parkietazu. Jest az 6 mozliwosci potozenia pytek trojkatnych w parkietazy (3°; 32.62).
Pokazemy, ze wszystkie naleza do jednej orbity. W tym celu wybieramy po reprezentancie trojkatnej phytki
z kazdego koloru 1 oznaczamy je numerami: 1, 2, 3, 4, 5, 6 (Rys. 39).
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Rys. 39. Parkietaz (3%; 32.62).

Przeksztalcajac szary trojkat z numerem 1 przez obrot, bedacy symetrig catego parkietazu, wokot
wierzchotka oznaczonego czerwong kropka, o kat g przeciwnie do ruchu wskazowek zegara, otrzymujemy
zakreskowany pomaranczowy trojkat. Obrazem szarego trojkata w obrocie o kat 2?11: 1 tym samym $rodku
bedzie natomiast zakreskowany zotty trojkat. Jesliby obréci¢ go kat m wokot punktu oznaczonego czerwong
kropka, otrzymamy zakreskowany zielony trojkat, jesli o kat 4?” — zakreskowany rozowy trojkat, a jesli
o kat 5?” — zakreskowany niebieski trojkat. Teraz zakreskowane trojkaty wystarczy za pomocg translacji,
ktore sa symetriami catego parkietazu, przeksztalci¢ na pozadane potozenia trojkata w wybranym kolorze.

Pokazali$my w ten sposob, ze wszystkie trojkatne phytki parkietazu (3% 32.62) leza w jednej orbicie.

Parkietaz (3%; 32.6%) jest wigc 2-ekwitranzywtyny, poniewaz ma dwie orbity (orbite trojkatow i orbite
szesciokatow). Jest rowniez ekwitranzytyny, bo wszystkie przystajace ptytki tego parkietazu leza w jedne;j
orbicie.

Dla pozostatej cze$ci dowodu mozemy przyjaé, ze wszystkie wierzchotki as, az, ..., as z rysunku 35 sg
typu 6% (gdyby choé¢ jeden byt innego typu, czyli typu 32.62, to zgodnie z poprzednim rozumowaniem
wszystkie musialyby by¢ typu 32.6%).Wtedy s3 dwie opcje:

- kazdy 6-kat jest typu wierzchotkowego ((32.6%)%, 6%, (32.6%)%, 6°%), wtedy T jest juz dalej jednoznacznie
zdeterminowanym parkietazem o trzech rodzajach wierzchotkow 35, 32.62, 6%, wiec bedziemy go oznaczaé
(3%; 32.62; 6°). Parkietaz ten wyglada ja na rysunku ponizej (Rys. 40).

/
x

/

Rys. 40. Parkietaz (3%; 32.62; 6°).

31



- kazdy 6-kat jest typu wierzchotkowego ((32.6%)%, 6%), wtedy T jest parkietazem o tych samych trzech
rodzajach wierzchotkow 3°, 32.62, 63, wiec bedziemy go oznaczaé (3% 32.6%; (6°)?). Parkietaz ten jest juz
dalej jednoznacznie zdeterminowany i wyglada jak na ponizszym rysunku (Rys. 41).

*\

)
4< /

Rys. 41. Parkietaz (3% 32.62; (6%)2).

Parkietaze (3%; 32.6%; 6%) oraz (3% 32.6%; (6°)?) sa 2-ekwitranzywtyne, co latwo sprawdzi¢ (podobnie jak
dla parkietazu (3°; 32.62)). Pozostawiamy to Czytelnikowi do samodzielnego przeéwiczenia.

W ten sposob zakonczyliSmy dowod Twierdzenia 2.2.1, znajdujac wszystkie parkietaze
ekwitranzytywne, ktore sg 2-ekwitranzytywne.

2.3. Parkietaze foremne wielokatowe 3-ekwitranzytywne

Twierdzenie 1.2.1. Istnieje doktadnie 5 3-ekwitranzytywnych parkietazy wielokgtowych foremnych,
ktore sq ekwitranzytywne, mianowicie parkietaze archimedesowe: (3.4.6.4), (4.6.12) oraz parkietaze

oznaczone na stronach 38-45 symbolami: (3.4.3.12; 3.12?), (3.42.6; 3.6.3.6), (3.42.6; 3.4.6.4; 4%).

Dowod: Niech T bedzie 3-ekwitranzywtywnym parkietazem wielokgtowym foremnym. Poniewaz
T ma by¢ tez ekwitranzytywny, to w zwigzku z tym kazde przystajace n-katy sg tego samego typu. T ma
zatem 3 rodzaje ptytek.

Niech T bedzie archimedesowy, wtedy T jest jednym z parkietazy (3.4.6.4) lub (4.6.12) (sa to jedyne
archimedesowe parkietaze 3-plytkowe). Pokazemy, ze kazdy z tych dwodch parkietazy jest
ekwitranzytywny.

Przyjrzyjmy si¢ najpierw parkietazowi (3.4.6.4). Zauwazmy, ze wszystkie jego 6-katne ptytki lezg w
jednej orbicie, mozna je przeksztatca¢ na siebie za pomoca translacji, bedacych symetriami catego
parkietazu (Rys. 42).
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Rys. 42. Parkietaz (3.4.6.4).

Ptytki trojkatne parkietazu (3.4.6.4) sa dwojakiego rodzaju. Zaznaczone na Rys. 43 jednakowym
kolorem mozna przeksztalcaé na siebie za pomocg samych translacji, bedacych symetriami catego
parkietazu. Pokazemy teraz, ze réwniez ptytki w réznych kolorach leza w jednej orbicie.

AN 2

Rys. 43. Parkietaz (3.4.6.4).

Parkietaz (3.4.6.4) przeksztalcamy przez symetri¢ osiowg wzdluz prostej zaznaczonej na powyzszym
rysunku czerwonym kolorem. Obrazem szarej plytki z numerem 1 przez to przeksztatcenie jest
zakreskowana ptytka w drugim kolorze. Za pomoca translacji, bedacej symetrig catego parkietazu, mozemy
przeksztalci¢ zakreskowang ptytke, na dowolng w drugim kolorze. Zatem wszystkie trdjkatne ptytki
parkietazu (3.4.6.4) nalezg do jednej orbity.

Na rysunku 44 trzema kolorami zaznaczone zostaty trzy mozliwosci potozenie kwadratowych ptytek
parkietazu (3.4.6.4). Ptytki jednakowego koloru mozna przeksztatca¢ na siebie za pomocg translacji,
bedacych symetriami catego parkietazu. Plytki roznych koloréw mozna przeksztatca¢ na siebie na przyktad
jak na ponizszym rysunku.

7

Rys. 44. Parkietaz (3.4.6.4).
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Ro6zowa plytke z numerem 1 przeksztalcamy na niebieskg ptytke z numerem 2 za pomoca symetrii
osiowej, bedacej symetrig catego parkietazu, wzdtuz czerwonej prostej. Nastepnie przeksztatcajac parkietaz
przez symetri¢ osiowg wzdtuz zielonej prostej jako obraz ptytki z numerem 2, otrzymujemy szarg ptytke z
numerem 3. W ten sposob kazda kwadratowg ptytke parkietazu (3.4.6.4) mozemy przeksztalci¢ na inna
kwadratowg ptytke w dowolnym kolorze. Oznacza to, ze wszystkie kwadratowe ptytki parkietazu (3.4.6.4)
lezg w jednej orbicie.

Parkietaz (3.4.6.4) jest 3-plytkowy i ma 3 orbity, jest wigc 3-ekwitranzytywny. Jest ponadto
ekwitranzytywny, poniewaz wszystkie przystajace ptytki tego parkietazu lezg w jednej orbicie.

Przyjrzyjmy si¢ teraz kolejnemu 3-ptytkowemu parkietazowi archimedesowemu - (4.6.12). Latwo
zauwazyc¢, ze wszystkie 12-katne ptytki lezg w jednej orbicie, mozna je przeksztatca¢ na siebie za pomoca
translacji, bedgcych symetriami catego parkietazu (Rys. 45).

Rys. 45. Parkietaz (4.6.12).

Z ptytkami kwadratowymi parkietazu (4.6.12) jest nieco trudniej, ptytki te moga wystapi¢ w trzech
réznych polozeniach zaznaczonych na ponizszym rysunku trzema roznymi kolorami. Plytki tego samego
koloru mozna przeksztalca¢ na siebie za pomocg translacji, bedacych symetriami catego parkietazu.

Rys. 46. Parkietaz (4.6.12).

Przez symetri¢ osiowg parkietazu wzdtuz czerwonej prostej, obrazem plytki z numerem 1, jest ptytka
z numerem 2. Wykonujac teraz symetri¢ osiowg parkietazu wzdtuz zielonej prostej, jako obraz ptytki
z numerem 2, otrzymujemy ptytk¢ z numerem 3. W ten sposob pokazaliSmy, ze stosujac dodatkowo
translacje bedace symetriami catego parkietazu, dowolng ptytke kwadratowa parkietazu (4.6.12) mozna
przeksztataci¢ na dowolng inng kwadratowg ptytke tego parkietazu w dowolnym kolorze. Wszystkie ptytki
kwadratowe archimedesowego parkietazu (4.6.12) leza w jednej orbicie.
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Ptytki 6-katne wystepuja w parkietazu (4.6.12) w dwoch potozeniach. Plytki jednakowego koloru
mozna przeksztalaca¢ za pomoca translacji, bedacych symetriami calego parkietazu. Natomiast, aby
przeksztatci¢ ptytke w jednym kolorze na plytke w drugim kolorze, nalezy uzy¢ na przyklad symetrii
osiowej, bedacej symetrig calego parkietazu (Rys. 47).

Rys. 47. Parkietaz (4.6.12).

Obrazem szarej ptytki z numerem 1 przez symetri¢ osiowg catego parkietazu wzdhuz czerwonej proste;j
jest rozowa ptytka z numerem 2, ktdérg przez translacje¢ — symetri¢ calego parkietazu — mozna przeksztalci¢
na dowolng inna r6zowa ptytke. W ten sposob pokazaliSmy, ze wszystkie 6-katne ptytki parkietazu (4.6.12)
leza w jednej orbicie.

Parkietaz (4.6.12) jest 3-plytkowy i posiada trzy orbity, jest zatem parkietazem 3-ekwitranzytywnym.
Jest rowniez ekwitranzytywny, poniewaz wszystkie przystajace ptytki tego parkietazu leza w jednej orbicie.

Dla dalszej czgsci dowodu mozemy przyjac, ze T nie jest archimedesowy.

Jesli T zawiera 4-, 6- i 12-katy, kazdy wierzchotek jest typu 4% 4.6.12 lub 6° i wystepuje
co najmniej jeden wierzchotek typu 4.6.12 (w przeciwnym przypadku parkietaz nie miatby ptytek 12-
katnych). Rozwazmy wierzchotek X typu 4.6.12 (Rys. 48). Wtedy wierzchotek y jest typu 4.6.12,
wierzchotek z jest typu 4.6.12, wierzchotki v, U rowniez sg typu 4.6.12, itd. To implikuje, ze wszystkie 4-,
6- i 12-katy, ktore powstaja sa typow wierzchotkowych ((4.6.12)%), ((4.6.12)®), ((4.6.12)*?) odpowiednio.
W zwiazku z tym kazdy 4-, 6- i 12-kat parkietazu T jest typu wierzcholkowego ((4.6.12)%), ((4.6.12)°),
((4.6.12)'?) odpowiednio. Ale wtedy wszystkie wierzcholki parkietazu T sa typu 4.6.12 i T jest
archimedesowy, co daje sprzeczno$¢ z tym, ze w tej czeSci dowodu rozwazamy juz tylko parkietaze
niearchimedesowe.



Dla dalszej czgéci dowodu mozemy zatem ograniczy¢ si¢ juz tylko do parkietazy, ktore nie zawieraja
wierzchotkow typu 4.6.12.

Jesli T ma 3-, 6- i 12-katne ptytki, kazdy wierzchotek jest typu 36 346, 32.62 3.6.3.6, 3.122, 6%i co
najmniej jeden wierzchotek jest typu 3.122 (w przeciwnym przypadku parkietaz nie miatby plytek 12-
katnych). Rozwazajac wierzchotek x tego typu, mozemy tatwo zaobserwowac, ze troéjkat @ musi mie¢ wtedy
typ wierzchotkowy ((3.12%)%) (Rys. 49). A zatem wszystkie trojkaty sa typu wierzcholkowego ((3.122)3).
Podobnie kazdy 12-kat jest typu wierzchotkowego ((3.122)!?). To implikuje, ze T jest archimedesowy,
wbrew temu, ze w tej cze$ci dowodu rozwazamy juz tylko parkietaze, ktore nie sg archimedesowe.

Rys. 49

Jesli T ma 3-, 4- i 12-katy, to kazdy wierzchotek T jest typu 36 3342 324.3.4,32.4.12,3.4.3.12, 3.122
lub 4%,

Zatézmy, ze wystepuje wierzchotek typu 32.4.12. Wtedy kazda tréjkatna ptytka jest typu kafelkowego
(3, 4, 12) (bo trojkatne ptytki majg wtedy za sgsiadow zarowno 3-katy, 4-katy jak i 12-katy). To implikuje,
ze kazdy wierzchotek T jest typu 32.4.12, 3.4.3.12 lub 4* (pozostate odrzucamy, poniewaz prowadza do
innego typu ptytkowego trojkata). Rozwazmy wierzchotek x typu 32.4.12 (Rys. 50).

Rys. 50

Od razu mamy, ze wierzchotek y tez jest typu 32.4.12. Ale kazdy trojkat jest typu ptytkowego (3, 4, 12),
wiec U i v sa typu 3.4.3.12. To implikuje, ze z jest typu 3.122, sprzeczno$¢ (trojkat o wierzchotkach z, u, v
jest typu ptytkowego (4, 12, 12)).

Dla dalszej czeéci dowodu mozemy zatem ograniczy¢ si¢ juz tylko do parkietazy, ktore nie zawieraja
wierzchotkow typu 32.4.12.

Jesli wystepuje wierzchotek 3.4.3.12, to kazdy trojkat jest typu ptytkowego (4, 12, n).
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Jesli n =3, to kazdy wierzchotek T jest typu 3.4.3.12 lub 4* (pozostate odrzucamy, poniewaz prowadza
do innego typu kafelkowego trojkata). Rozwazmy wierzchotek X typu 3.4.3.12 (Rys. 51). Poniewaz kazdy
trojkat ma typ ptytkowy (3, 4, 12), wiec trojkat a rowniez. Wtedy wierzchotek y jest typu 32.4.12.
Sprzecznos$¢ (pokazaliSmy, ze ten typ wierzchotka nie wystepuje).

o
y\a

X

Rys. 51 Rys. 52

Jesli n =4, to kazdy wierzchotek T jest typu 3.4.3.12 lub 4* (pozostate odrzucamy, poniewaz prowadza
do innego typu kafelkowego trojkata). Rozwazmy wierzchotek X typu 3.4.3.12 (Rys. 52). Poniewaz kazdy
trojkat ma typ ptytkowy (4, 4, 12), wiec trojkat a rowniez. Wtedy do wierzchotka y przylegaja dwa
kwadraty, co jest sprzeczne z dopuszczonymi w tej fazie dowodu typami wierzchotkow (3.4.3.12 i 4%).

Jesli n= 12, to kazdy trojkat jest typu kafelkowego (4, 12, 12) a kazdy wierzchotek T jest typu 3.4.3.12,
3.122 lub 4*. Rozwazmy wierzchotek x typu 3.4.3.12 ( Rys. 53).

Rys. 53

Poniewaz kazdy trojkat jest typu kafelkowego (4, 12, 12) (bo typ wierzchotkowy 3.122 wymusza
przyleganie do co najmniej dwoch 12-katdéw, zas typ wierzchotkowy 3.4.3.12 przyleganie do co najmniej
jednego kwadratu), wierzchotek y jest typu 3.4.3.12. Implikuje to, ze kazdy trojkat parkietazu T jest typu
wierzchotkowego (3.4.3.12, 3.122, 3.4.3.12), kazdy kwadrat jest typu wierzchotkowego ((3.4.3.12)%),
a kazdy 12-kat jest typu wierzchotkowego (3.4.3.12, 3.122,3.4.3.12, 3.12%,3.4.3.12, 3.12%, 3.4.3.12, 3.12?,
3.4.3.12, 3.12%, 3.4.3.12, 3.12%, 3.4.3.12, 3.12%). Nietrudno si¢ przekonaé, ze dalsza cze$¢ parkietazu
T zdeterminowana jest jednoznacznie i wyglada jak na rysunku 54. Zatem z 3-, 4- i 12-kgtow mozna
zbudowaé parkietaz foremny wielokatowy, ktorego kazdy wierzcholek jest typu (3.4.3.12) lub (3.122).
Bedziemy go wiec oznaczaé jako (3.4.3.12; 3.12%).
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Rys. 54. Parkietaz (3.4.3.12; 3.122).

Zauwazmy, ze wszystkie 12-katne phytki parkietazu (3.4.3.12; 3.12?) sa potozone jednakowo, tzn. kazda
12-katna plytke tego parkietazu mozna przeksztalci¢ na dowolng inng ptytke tego parkietazu za pomoca
samych translacji, bedacych symetriami calego parkietazu (Rys. 55). Oznacza to, ze wszystkie ptytki

12-katne parkietazu (3.4.3.12; 3.122) leza w jednej orbicie.
1\
‘> /

vl >
l\(\/ <
R/
r \ \{\
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Rys. 55. Parkietaz (3.4.3.12; 3.122). Rys. 56. Parkietaz (3.4.3.12; 3.122).

Podobnie jest z kwadratowymi ptytkami tego parkietazu. Dowolng kwadratowa ptytke parkietazu
(3.4.3.12; 3.12%) mozna przeksztatci¢ na dowolna inng za pomoca samych translacji, bedacych symetriami
catego parkietazu (Rys. 56). Zatem kwadratowe plytki tworza jedng orbite.

Phytki trojkatne prakietazu (3.4.3.12; 3.122) wystepuja az w 4 potozeniach, zaznaczonych na ponizszym
rysunku czterema kolorami. Plytki jednakowego koloru mozna przeksztatca¢ na siebie za pomocag
translacji, bedacych symetriami calego parkietazu. Aby przeksztalci¢ na siebie trojkatne ptytki roznych
kolorow, mozna uzy¢ obrotow o wielokrotnosci kata % wokot punktu zaznaczonego na czerwono na
Rysunku 57, bedacych symetriami catego parkietazu. Wszystkie trojkatne ptytki tego parkietazu nalezg
zatem do jednej orbity. (Podobnie jak dla 2-ekwitranzytywnego parkietazu (32.4.3.4) (Rys. 14)).
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Rys. 57. Parkietaz (3.4.3.12; 3.122).

Podsumowujac, parkietaz 3-plytkowy (3.4.3.12; 3.122) ma 3 orbity — orbite trojkatow, orbite kwadratow
i orbite 12-katow. Jest wigc parkeitazem 3-ekwitranzytywnym. Ponadto jest rowniez ekwitranzytywny,
poniewaz wszystkie przystajace plytki tego parkietazu leza w jednej orbicie.

Teraz mozemy przyjaé, ze T nie ma wierzchotkow typu 3.4.3.12. Wtedy kazdy wierzchotek T jest typu
3%,3%.4%,32.4.3.4,3.12? lub 4*. Poniewaz T ma mie¢ 12-katy, CO najmniej jeden wierzchotek jest typu 3.122,
To implikuje, ze istnieje trojkat o typie wierzchotkowym ((3.12%)%), a wiec kazdy trojkat parkietazu T jest
tego typu wierzchotkowego. Oznacza to, ze kazdy wierzchotek parkietazu T zawierajacy trojkat jest typu
3.12%. Stad kazdy wierzcholek parkietazu T jest typu 3.122 lub 4* Sprzecznosé, uzywajac tylko tych
wierzchotkéw nie uda sie zbudowaé parkietazu 3-ptytkowego (wierzchotek typu 3.122 prowadzi do
parkietazu archimedesowego (3.122), a wierzchotek 4* do parkietazu archimedesowego (4%)).

W ten sposob zakonczylismy analizowanie 3-ptytkowych parkietazy o ptytkach 3-, 4- i 12-katnych.

Jesli T ma 3-, 4- i 6-katy foremne, kazdy wierzchotek T jest typu 3%, 3%.6, 33.4%, 32.4.3.4, 32.6%, 3.6.3.6,
3.426,3.4.6.4, 4% 6°.

Jesli wystepuje wierzchotek typu 32.4.3.4, kazdy trojkat jest typu ptytkowego (3, 4, 4). Wiec kazdy
wierzchotek T jest typu 32.4.3.4, 3.4.6.4, 4* lub 62 (pozostate odrzucamy, bo prowadzityby do innego typu
ptytkowego trojkata). Rozwazmy wierzchotek x typu 32.4.3.4 (Rys. 58).

Rys. 58

Od razy mamy, ze Y jest typu 32.4.3.4. Poniewaz o, jak kazdy trojkat, jest typu ptytkowego (3, 4, 4),
wiec UV jest wspolna krawedzig dwoch trojkatow, co implikuje, ze u i v s3 typu 32.4.3.4. Zatem o, wiec i
kazdy trojkat, sa typu wierzchotkowego ((32.4.3.4)%). Stad kazdy wierzchotek parkietazu T jest typu 32.4.3.4
lub 63, ale uzywajac tylko tych wierzchotkéw nie uda si¢ zbudowaé parkietazu. Sprzecznos¢.

W dalszej czesci dowodu mozemy przyjsé, ze T nie ma wierzchotkéw typu 32.4.3.4.
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Jesli T ma wierzchotek typu 3°.4% kazdy trojkat jest typu ptytkowego (3, 3, 4). Zatem kazdy trojkat
parkietazu T jest tego typu pltytkowego, a kazdy jego wierzchotek 33.42, 6%, 4* lub 3°. Poniewaz parkietaz
T ma mie¢ 3-, 4- i 6-katy, musi wystapié¢ wierzchotek 6°. Sprzecznosé, uzywajac tylko tych wierzchotkow
nie uda si¢ zbudowac parkietazu.

W dalszej czesci dowodu mozemy przyjs¢, ze T nie ma wierzchotkow typu 33.42,

Jesli T ma wierzchotek typu 3.4.6.4, to kazdy tréjkat jest typu ptytkowego (4, 4, n). Kazdy wierzchotek
T jest wigc typu 3.42.6, 3.4.6.4, 4* lub 6. Rozwazmy wierzcholek x typu 3.4.6.4. Jesli nie wystepuje

wierzchotek typu 3.42.6, to wszystkie wierzchotki o, f, y sa typu 3.42.6 (Rys. 59). Ale wtedy T bylby
archimedesowy.

Rys. 59

Zatem wystepuje wierzchotek 3.42.6. Co implikuje, ze o, wigc i kazdy trojkat, jest typu ptytkowego
(4, 4, 6) i wierzchotkowego ((3.42.6)%, 3.4.6.4) (Rys. 60).

X\ﬁ

y

Rys. 60

Jesli y jest typu 3.42.6, to S jest typu ptytkowego (3, 4, 4, 6) i wierzchotkowego (3.42.6, 3.4.6.4, 3.42.6,
4%). Zatem kazdy kwadrat jest tego typu. Podobnie y jest typu plytkowego (3, 4, 4, 3, 4, 4) oraz
wierzchotkowego (3.4.6.4, (3.4%.6)%, 3.4.6.4, (3.4%.6)?). Wobec tego z 3-, 4- i 6-katow foremnych mozna
zbudowa¢ foremny wielokatowy parkietaz, ktory bedzie wygladat jak na rysunku ponizej (Rys. 61).
Poniewaz parkietaz ten ma wierzcholki typow 3.42.6, 3.4.6.4 i 4%, oznaczymy go zatem bedziemy jako
(3.4%2.6; 3.4.6.4; 4%).

40



\

Rys. 61. Parkietaz (3.4%.6; 3.4.6.4; 4%).

6-katne ptytki parkietazu (3.4%.6; 3.4.6.4; 4%) wystepuja w dwoch potozeniach, zaznaczonych na
ponizszym rysunku dwoma kolorami. Ptytki jednakowego koloru mozna przeksztatca¢ na siebie za pomoca
translacji, bgdacej symetrig catego parkietazu. Aby przeksztalca¢ na siebie plytki réznych koloréw,
potrzeba innych symetrii. Jeden ze sposobow przedstawia Rys. 62.

S %

A

Rys. 62. Parkictaz (3.42.6; 3.4.6.4; 4%).

Przeksztatcajac parkietaz (3.42.6; 3.4.6.4; 4%) przez obrot wokot punktu zaznaczonego na Rysunku 62
czerwong kropka o kat % w kierunku przeciwnym do ruchu wskazoéwek zegara, jako obraz szarego 6-kata
z numerem 1, otrzymujemy rézowy 6-kat z numerem 2. Nastgpnie mozna za pomoca translacji, bedace;j
symetrig calego parkietazu, przeksztalci¢ na obraz wyjsciowego 6-kata na dowolny inny 6-kat drugiego
koloru. Oznacza to, ze wszystkie 6-katne ptytki tego parkietazu lezg w jednej orbicie.

Obroty o wielokrotno$¢ kata g wokol punktu zaznaczonego na Rysunku 63 na czerwonego mozna

wykorzystaé, aby pokazaé, ze plytki trojkatne tego parkietazu lezg w jednej orbicie (argument jak dla
trojkatnych ptytek parkietazu (3%.4.3.4) (Rys. 14) i parkietazu (3.4.3.12; 3.12%) (Rys. 57)).
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Rys. 63. Parkictaz (3.42.6; 3.4.6.4; 4%).

Ptytki kwadratowe parkietazu (3.42.6; 3.4.6.4; 4*) wystepuja az w 8 réznych potozeniach zaznaczonych
na ponizszym rysunku réznymi kolorami. Zauwazmy, ze mozna je podzieli¢ na dwie grupy (Rys. 64). W
obrebie kazdej z nich mozna przeksztalca¢ kwadratowe plytki na siebie za pomoca obrotow wokot
zaznaczonych punktow dla kazdej z grup (argument podobny jak dla trdjkatnych plytek parkietazu
(32.4.3.4) (Rys. 14), parkietazu (3.4.3.12; 3.122) (Rys. 57) i parkietazu (3.42.6; 3.4.6.4; 4%) (Rys. 63)).

\

Rys. 64. Parkietaz (3.42.6; 3.4.6.4; 4%).

Poniewaz umiemy dowolna plytke z grupy A przeksztalci¢ na dowolng inng ptytke z tej grupy oraz
dowolna plytke z grupy B przeksztatci¢ na dowolng inng wystepujaca w tej samej grupie, wystarczy
pokazac¢, ze dowolng plytke z grupy A, mozna przeksztalci¢ na wybrang plytke z grupy B. Przyktad takiego
przeksztalcenia prezentuje ponizszy rysunek (Rys. 65).

\

Rys. 65. Parkietaz (3.42.6; 3.4.6.4; 4%).

Parkietaz (3.42.6; 3.4.6.4; 4%) przeksztalcamy przez symetrie osiowa wzgledem zaznaczonej na rysunku
prostej. Obrazem kwadratowej ptytki z grupy A oznaczonej numerem 1 jest ptytka z grupy B oznaczona
numerem 2. W ten sposob pokazalismy, ze dowolng kwadratowa ptytke parkietazu (3.4%.6; 3.4.6.4; 4%)
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mozna przeksztatci¢ na dowolng inng kwadratowa plytke tego parkietzu. Zatem wszystkie kwadartowe
plytki tworzg jedng orbitg.

3-ptytkowy parkiertaz (3.42.6; 3.4.6.4; 4*) ma trzy orbity — orbite trojkatow, orbite kwadratow i orbite
6-katow. Jest wiec parkietazem 3-ekwitranzytynym, ktory jest rowniez ekwitranzytywny, poniewaz
wszystkie jego przystajace ptytki leza jednej orbicie.

Jesliy (z Rys. 60) jest typu 3.4.6.4, S jest typy ptytkowego (3, 4, 3, 6) i wierzchotkowego ((3.4%.6)?,
(3.4.6.4)%) (Rys. 66). Kazdy kwadrat jest wiec tego typu, co . Zatem u i v sa typu 3.4.6.4 i uv jest krawedzia
trojkata. Sprzecznosé, bo kazdy kwadrat miat by¢ typu (3, 4, 3, 6).

Rys. 66

Teraz mozemy zatozy¢, ze T nie ma wierzchotkow 3.4.6.4. Ale wtedy, kiedy T ma kwadraty i nie jest
archimedesowy, to musi wystapi¢ wierzchotek 3.42.6. Kazdy tréjkat jest wiec typu ptytkowego (4, 6, n),
a mozliwe wierzchotki parkietazu T to 3.4%.6, 32.6%, 3.6.3.6, 4%, 6°. Rozwazmy wierzchotek X typu 3.4%6
(Rys. 67).

"]

Rys. 67

Wtedy y i z s3 typu 3.42.6, co implikuje, ze kazdy trojkat jest typu ptytkowego (4, 4, 6)
i typu wierzchotkowego ((3.4%2.6)%, 3.6.3.6), a kazdy kwadrat jest typu ptytkowego (3, 4, 6, 4)
i typu wierzchotkowego ((3.4%.6)%). Nietrudno zauwazy¢, ze te warunki jednoznacznie determinuja
parkietaz T, ktory wyglada jak na ponizszym rysunku (Rys. 68). Oznacza¢ go bedziemy od wystepujacych
w nim typoéw wierzchotkow: (3.42.6; 3.6.3.6).

43



Rys. 68. Parkictaz (3.42.6; 3.6.3.6).

Od razu widaé, ze wszystkie 6-katne ptytki parkietazu (3.42.6; 3.6.3.6) naleza do jednej orbity. Dowolne
6-katne ptytki tego parkietazu mozna przeksztalacaé na siebie za pomoca translacji, bedacej symetrig catego
parkietazu (Rys. 69).

BN

Rys. 69. Parkietaz (3.4.6; 3.6.3.6).

Plytki kwadratowe parkietazu wystepuja w dwoch réznych polozeniach. Plytki zaznaczone na
ponizszym rysunku jednakowym kolorem mozna przeksztalca¢ na siebie za pomoca translacji, bedacych
symetriami catego parkietazu. Natomiast, aby przeksztalci¢ ptytki roznych kolorow nalezy uzy¢
dodatkowych przeksztatcen (Rys. 70).

Rys. 70. Parkietaz (3.42.6; 3.6.3.6).

Obrazem szarej ptytki z numerem 1 przez symetri¢ osiowg parkietazu wzgledem zaznaczonej czerwonej
prostej jest rozowa ptytka z numerem 2, ktorg za pomocg translacji, bedgcej symetrig catego parkietazu,
mozna przeksztatci¢ na dowolng inng tego koloru. Oznacza to, ze wszystkie kwadratowe ptytki parkietazu
(3.42.6; 3.6.3.6) nalezg do jednej orbity.
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Phytki trojkatne parkietazu (3.4%.6; 3.6.3.6) rowniez wystepuja w dwoch potozeniach. Aby przeksztalcié
na siebie plytki trojkatne jednakowego koloru wystarcza translacje, ktore sa symetrig calego parkietazu.
Dla przeksztatcenia na siebie ptytek roznego koloru, mozna uzy¢ argumentu jak dla kwadratowych ptytek
tego parkietazu (symetria osiowa wzgledem zaznaczonej prostej) (Rys. 71).

Rys. 71. Parkietaz (3.42.6; 3.6.3.6).

Teraz dowod Twierdzenia 2.3.1 jest kompletny.

2.4. Parkietaze foremne wielokatowe 4-ekwitranzytywne

Twierdzenie 2.4.1. Istnieje doktadnie jeden 4-ekwitranzytywny parkietaz wielokgtowy foremny, ktory
jest ekwitranzytywny, mianowicie (3.4.6.4; 4.6.12).

Dowod: Niech T bedzie 4-ekwitranzytywnym, ktory jest ekwitranzytywny. Wowczas T m 4 rodzaje
ptytek, mianowicie 3-, 4-, 6- i 12-katy foremne. T nie jest archimedesowy, poniewaz nie istniejg parkictaze
archimedesowe z 4 rodzajami kafli. T ma co najmniej jeden 12-kat foremny, wigc przynajmniej jeden z
wierzchotkow jest typu 32.4.12, 3.4.3.12, 3.12%1ub 4.6.12.

Jesli wystepuje wierzchotek typu 32.4.12 kazdy trojkat parkietazu T jest typu kafelkowego (3, 4, 12).
Zatézmy, ze X jest typu 32.4.12 (Rys. 72).

u/Z_‘X
vy

Rys. 72

Wtedy yz jest krawedzig wspolng trojkata i 12-kata, zatem z jest typu 3.4.3.12. Stad wynika, ze uv jest
krawedzia dwoch trojkatow, wiec v jest typu 32.4.12. To implikuje, ze VW jest krawedzia wspolna trojkata
I 12-kata foremnego, co jest jednak niemozliwe (wierzchotek t musiatby by¢ typu 4.12.12, ale taki typ
wierzcholka jest niemozliwy do zrealizowania — zobacz Fakt 1.11). Wigc T nie ma wierzchotkéw typu
32.4.12.
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Jesli T ma wierzchotek typu 3.122, kazdy trojkat T jest typu (n, 12, 12).

Jesli n = 12, to natychmiast mamy, ze kazdy trojkat jest typu wierzchotkowego ((3.12%)°%)
i kazdy 12-kat jest typu wierzchotkowego ((3.122)'?). Wiec kazdy wierzchotek T jest typu 3.122, 4* lub 6°.
Sprzecznos$¢ (z tych wierzchotkdw nie da si¢ zbudowac parkietazu).

Jesli n = 4, i wobec tego, ze parkietaz T ma wierzchotek typu 3.122, natychmiast mamy, ze T jest 3-
ekwitranzytywnym parkietazem (3.4.3.12; 3.122).

Zatem n = 3. Rozwazmy wierzchotek X typu 3.122, otrzymujemy konfiguracje (Rys. 73).

X

Rys. 73

Ale wtedy y musi by¢ typu 32.4.12. Sprzeczno$éé, pokazalismy, Ze nie ma takich wierzchotkow. Zatem
T nie ma réwniez wierzchotkéw typu 3.122,

Jesli T ma wierzchotek typu 3.4.3.12, to od razu mamy, ze kazdy 12-kat jest typu wierzchotkowego
((3.4.3.12)*?) i kazdy trojkat jest typu ptytkowego (4, 4, 12). Wobec tego kazdy wierzchotek T jest typu
3.4.3.12, 3.4.6.4 lub 63 (pozostate odrzucamy, bo dawatyby inne typy ptytkowe trojkatow). Zalozmy teraz,
ze wierzchotek X jest typu 3.4.3.12 (Rys. 74).

/V—‘V
X

Rys. 74

Wynika stad, ze y i Z sg typu 3.4.6.4, co jest jednak niemozliwe. Nie istnieje bowiem wierzchotek typu
6.4.6.m dla naturalnego m (zobacz Fakt 1.11). Wigc T nie ma wierzchotkow typu 3.4.3.12.

Wiynika stad, ze wystepuje wierzchotek 4.6.12 i kazdy 12-kat jest typu wierzchotkowego ((4.6.12)?).
Rozwazmy teraz 12-kat, otrzymujemy ponizsza konfiguracje (Rys. 75).
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Rys. 75

T nie jest archimedesowy, wiec co najmniej jeden wierzchotek nie jest typu 4.6.12. Wobec tego X jest
typu 3.42.6 lub 3.4.6.4. Jesli x jest typu 3.42.6, to kazdy a, wiec i kazdy kwadrat jest typu ptytkowego (4, 6,
12, 6) (Rys. 76). Ale S jest kwadratem i sgsiaduje z trojkatami. Sprzecznosé.

B

:

Rys. 76

Wobec powyzszego X jest typu 3.4.6.4, co implikuje, ze T wyglada jak na ponizszym rysunku. T jest
wigc parkietazem wielokatowym foremnym o wierzchotkach 4.6.12 1 3.4.6.12, ktorego bedziemy oznaczac
(4.6.12; 3.4.6.4) (Rys. 77).

B X

Rys. 77. Parkietaz (4.6.12; 3.4.6.4).

Latwo zauwazyC, ze plytki 12-katne parkietazu (4.6.12; 3.4.6.4) leza w jednej orbicie. Aby
przeksztatca¢ 12-katne plytki tego parkietazu na inne wystarczg translacje, ktore sg symetrig catego
parkietazu (Rys. 78).
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Rys. 78. Parkietaz (4.6.12;3.4.6.4).

Ptytki trojkatne parkietaz (4.6.12; 3.4.6.4) sa dwojakiego rodzaju. Zaznaczono je na ponizszym rysunku
dwoma kolorami. Aby przeksztatci¢ ptytki jednakowego koloru, uzywamy translacji, ktore sg symetrig
catego parkietazu. Ptytki r6znego koloru mozna przeksztatci¢ na siebie na przyktad tak jak na Rys. 79.

Rys. 79. Parkietaz (4.6.12;3.4.6.4).

Obrazem szarej ptytki z numerem 1 przez symetri¢ osiowg parkietazu wzgledem czerwonej prostej jest
rézowa plytka z numerem 2, ktora nastgpnie mozna przeksztalci¢ na dowolng inng tego koloru za pomoca
translacji, bedacej symetrig calego parkietazu. W ten sposob pokazaliSmy, ze wszystkie trojkatne ptytki
parkietazu (4.6.12; 3.4.6.4) leza w jednej orbicie.

Ptytki 6-katne parkietazu (4.6.12; 3.4.6.4) wystepuja w trzech réznych potozeniach. Ptytki zaznaczone
jednym kolorem mozna przeksztatca¢ na siebie za pomocg translacji, ktdra jest symetrig calego parkietazu.
Aby przeksztatca¢ ptytki roznych koloréw mozna wykorzysta¢ sposob zaproponowany ponizej (Rys. 80).

/

4
/
4
/
/

/

Rys. 80. Parkietaz (4.6.12; 3.4.6.4).
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Obrazem rozowej ptytki z numerem 1 przez symetri¢ osiowa parkietazy wzdhuz czerwonej prostej jest
szara ptytka z numerem 2. Obrazem szarej ptytki z numerem 2 przez symetri¢ osiowg parkietazu wzgledem
zielonej prostej jest natomiast niebieska ptytka z numerem 3. W ten sposob pokazalismy, ze 6-katng ptytke
dowolnego koloru, mozna przeksztalci¢ na inng 6-katng ptytk¢ dowolnego koloru. Oznacza to, ze wszystkie
6-katne plytki parkietazu (4.6.12; 3.4.6.4) naleza do jednej orbity.

Ptytki kwadratowe wystepuja w parkietazu (4.6.12; 3.4.6.4) az w sze$ciu roznych potozeniach. Jednym
ze sposobOw przeksztalcenia na siebie ptytek kwadratowych o réznych kolorach jest uzycie obrotéw
wzgledem punktu zaznaczonego na Rys. 81 na czerwono ($rodek 12-kata).

. .
R

Rys. 81. Parkietaz (4.6.12; 3.4.6.4).

Przez obroty wokoét zaznaczonego punktu, bedace symetriami catego parkietazu, mozna przeksztatcié

szary kwadrat z numerem 1 na kwadraty oznaczone numerami 2, 3, 4, 5, 6 wykonujac obrét w kierunku

2?” 4?”, 5?71 Kazdy z tych kwadratow

mozna z kolei za pomoca translacji, bedacych symetriami catego parkietazu, przeksztatci¢ na dowolny inny
kwadrat w tym samym kolorze. Oznacza to, ze wszystkie kwadratowe plytki parkietazu (4.6.12; 3.4.6.4)
lezg w jednej orbicie.

przeciwnym do ruchu wskazoéwek zegara o kat odpowiednio: g,

Parkietaz 4-ptytkowy (4.6.12; 3.4.6.4) ma cztery orbity — orbit¢ trojkatow, orbite kwadratow, orbite
6-katow 1 orbite 12-katoéw. Jest wigce parkietazem 4-ekwitranzytywnym, ktory jest ponadto ekwitranzytyny,
poniewaz wszystkie jego przystajace ptytki naleza do jednej orbity.

W ten sposob zakonczyliSmy dowod Twierdzenia 2.4.1, znajdujac parkietaz ekwitranzytywny, ktory
jest 4-ekwitranzytywny.

2.5.  WhnioskKi

Z Faktu 2.1.1 oraz Twierdzen 2.2.1, 2.3.1, 2.4.1 wynika natychmiast nastepujacy wniosek:

Whniosek 2.5.1. Istniejg doktadnie 22 ekwitranzytywne parkietaze wielokgtowe foremne, mianowicie:
(3%, (4%, (6%), (3°.4%), (32.4.3.4), (3.6.3.6), (3.12%), (4.8%), (3.4.6.4), (4.6.12), (35 32.6%), (3*.6; 3%.62),
(3%.4%; 4%, (3%6% 3.6.3.6), (3.4.3.12; 3.12%), (3.4°6; 3.6.3.6), (3.4.6.4; 4.6.12), (3% 3%6% 6°),
(3*.6; 32.6%; 6°), (3%.6%; 3.6.3.6; 6°), (3.4%.6; 3.4.6.4; 4%), (3%; 32.6%; (4%?).
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