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Wstêp

W tej pracy bêdê zajmowaæ siê pewnymi parkieta¿ami p³aszczyzny zainspirowanymi grafikami

holenderskiego artysty M.C.Eschera. Punktem wyj�cia bêd¹ parkieta¿e, w których wzory umieszczo-

ne s¹ na p³ytkach kwadratowych. Przystêpuj¹c do poszukiwañ parkieta¿y tego typu musimy przede

wszystkim okre�liæ ich charakterystykê. Mo¿na wiêc stwierdziæ, ¿e jest to pewien sposób umieszcza-

nia wzorów na poszczególnych kwadratach, który ma w³asno�æ regularnej powtarzalno�ci. Oznacza

to, ¿e tak dobieramy rozmieszczenia wzorów na s¹siednich klepkach, wzglêdem ustalonej p³ytki, aby

nie zale¿a³o to od wyboru ustalonej kwadratowej klepki.

     G³ównym celem mojej pracy jest klasyfikacja wszystkich regularnych parkieta¿y, gdzie pojedyñ-

cz¹ klepk¹ jest kwadrat.
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Rozdzia³ 1

Regularne sposoby rozmieszczania wzorów w parkieta¿u z kwadratami

Parkieta¿ami bêdziemy nazywaæ sposoby rozmieszczenia jednakowych wzorów pokrywaj¹-

cych kwadratowe p³ytki na p³aszczy�nie. Trzeba zaznaczyæ, ¿e te wzory nie mog¹ mieæ ¿adnych

symetrii. Mo¿emy sobie wyobra¿aæ, ¿e wzór przedstawia konkretny niesymetryczny obrazek: psa,

rybkê, ptaka - jak w przypadku prac M.C.Eschera. W tej pracy symbolicznie wzór bêdziemy ozna-

czaæ R. Jest to jedynie reprezentant takich wzorów - zamiast tej litery mo¿e byæ jakikolwiek niesy-

metryczny wzór.

Niesymetryczno�æ wzoru pozwala na rozró¿nianie poszczególnych boków na p³ytce ze wzglê-

du na po³o¿enie wzglêdem wzoru.W tej pracy przyjmujê taka konwencjê oznaczeñ:

Je�li wzór na kolejnej klepce bêdzie u³o¿ony inaczej - odpowiednie nazwy stron musz¹ byæ

przypisane w odpowiedni sposób. Regularno�æ dotyczy rozmieszczenia wzoru na s¹siednich p³yt-

kach. S¹ cztery rodzaje s¹siednich p³ytek:

G - górna strona wzoru

P - prawa strona wzoru

D - dolna strona wzoru

L - lewa strona wzoru

Para s¹siednich p³ytek s¹siaduje przez okre�lony rodzaj boku. S¹siedztwo nie zale¿y wiêc od

p³ytki ale od typu boku. Regularno�æ jest wtedy gdy dla ka¿dego rodzaju par, pary s¹ przystaj¹ce.

Pary tego samego typu s¹ przystaj¹ce. Typ to nazwa boku, przez który odbywa siê s¹siedztwo.
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Rozdzia³ 2

Regu³y przenoszenia wzorów

Oznaczmy boki kwadratowej klepki z niesymetrycznym wzorem w nastêpuj¹cy sposób:

G - góra, P - prawo, D - dó³, L - lewo

GP, PD, DL, LG oznaczaj¹ naro¿a (wierzcho³ki) pomiêdzy odpowiednimi bokami.

2.1.

Przej�cie przez bok kwadratowej p³ytki na s¹siedni¹ mo¿e odbyæ siê na osiem sposobów (bo jest

osiem przekszta³ceñ, które przeprowadzaj¹ kwadrat na kwadrat). Oto one oraz ich graficzne ozna-

czenia (dobrane tak, aby ³atwo skojarzyæ symbol z konkretnym przekszta³ceniem):

· Translacja, któr¹ oznaczamy 

Po przej�ciu przez bok P na s¹siedni¹ klepkê otrzymujemy:

· Obrót wokó³ górnego naro¿a o 90°, oznaczenie

A po wykonaniu obrotu mamy:
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· Obrót wokó³ dolnego naro¿a o 90°, oznaczamy 

· Symetria wzglêdem boku, oznaczenie 

·  Obrót o 180° wzglêdem �rodka boku, oznaczenie 

Oraz trzy symetrie z po�lizgiem (te trzy symetrie przekszta³caj¹ kwadrat dok³adnie na ten sam kwa-

drat, a po�lizg umo¿liwia przesuniêcie na s¹siedni¹ klepkê)

·  Symetria wzglêdem przek¹tnej prawostronnej, oznaczamy 

· Symetria wzglêdem przek¹tnej lewostronnej, oznaczamy 

· Symetria wzglêdem odcinka EF, takiego ¿e EF || AB, EF || DC i |AE| = |ED|, |BF| = |FC|
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Oznaczenie 

2.2.

Zobaczmy, czy istniej¹ zasady, których powinni�my przestrzegaæ przenosz¹c wzór przez bok na

s¹siedni¹ klepkê

Przechodz¹c przez ten bok dostajemy

Widzimy, ¿e na nowo otrzymanej klepce na boku P (zgodnie z zasad¹ regularno�ci) musi

znale�æ siê translacja.

Oto pierwsza zasada - zasada A.

Je�li na jednym boku wzór przenosimy przez translacjê, to na przeciwleg³ym boku te¿ musi

byæ translacja.

B. Je¿eli na GP naro¿u zadany bêdzie obrót o 90°, to przechodz¹c do kolejnej p³ytki mamy:

Regularno�æ wymusza na nowej p³ytce obrót o 90° w GP naro¿u.

A. Niech na boku P okre�lona bêdzie translacja
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Otrzymujemy

Rozumuj¹c jak wcze�niej dostajemy:

Czyli:

Jest to zasada B.

Je�li na jednym boku mamy okre�lony obrót o  90° to przez drugi, trzeci, czwarty  bok zawie-

raj¹cy ten wierzcho³ek przeniesienie wzoru te¿ musi byæ obrotem o 90° wokó³ teg samego

wierzcho³ka.
C. Kiedy na PD naro¿u bêdzie okre�lony obrót o 90° to na kolejnej p³ytce mamy:

Wnioskuj¹c jak w 2.2. B. dostajemy:

Zasada C mówi:

D. Niech na P bêdzie odbicie wzglêdem przek¹tnej prawostronnej z po�lizgiem.
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Regularno�æ daje nam:

Na boku D nowej p³ytki mamy to samo przekszta³cenie co na boku P. Otrzymali�my zasadê D

E. Je¿eli na boku P okre�lone bêdzie odbicie wzglêdem przek¹tnej lewostronnej z po�lizgiem,

to mamy:

Regularno�æ wymaga, ¿eby na boku P by³o odbicie. Uzupe³niamy.

Zasada E:

F. Na P mamy symetriê wzglêdem odpowiedniego odcinka z po�lizgiem.

Aby wzór by³ regularny na boku P musi byæ okre�lona ju¿ wcze�niej symetria.
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Otrzymali�my zasadê F

Pozosta³e dwa przekszta³cenia nie doprowadz¹ nas do sformu³owania podobnych zasad. Otrzymali-

�my sze�æ zasad, które obowi¹zuj¹ przy przechodzeniu do klepek s¹siednich.

Zasady B i C potraktujemy jako jedn¹. Zamiast rozpatrywaæ odbicia wzglêdem dwóch przek¹tnych:

prawostronnej i lewostronnej ograniczymy siê do odbicia wzglêdem przek¹tnej. Podobnie zasady D i

E sprowadzimy do jednej. Pozwoli nam to zamiast dwoma obrotami zaj¹æ siê jednym: obrotem o 90°

wokó³ naro¿a. Ostatecznie zamiast o�miu przekszta³ceñ dostajemy sze�æ:

1 - translacja

2 - obrót o 90° wokó³ naro¿a

3 - symetria wzglêdem boku

4 - obrót o 180° wokó³ �rodka boku

5 - symetria wzglêdem przek¹tnej z po�lizgiem

6 - symetria wzglêdem odcinka z po�lizgiem (jest to odcinek okre�lony w rozdziale 2.1.)
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2.3.

Uk³ad regu³ sprzeczny i niesprzeczny

Regu³a: na kwadracie, na ka¿dym boku umieszczamy symbole przekszta³ceñ (od 1 do 6). Nie mog¹

byæ one umieszczone dowolnie, lecz zgodnie z wyprowadzonymi wcze�niej zasadami (od A do F).

Przyk³adowa regu³a wygl¹da tak:

Widaæ, ¿e przy przechodzeniu przez boki kolizja nie nast¹pi³a.

W przeciwnym wypadku, gdy przy przechodzeniu przez boki nie mamy zgodno�ci z nasz¹ regu³¹

mówimy o uk³adzie regu³ sprzecznym. Oto przyk³ad takiego uk³adu:

Je¿eli na uk³adzie regu³ z³o¿onym z dziewiêciu kwadratów s¹siadowanie wzorów na dowolnych

dwóch p³ytkach jest zgodne z regu³¹, to wtedy jest to uk³ad regu³ niesprzeczny.
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2.4.

Chcê pokazaæ, ¿e:

Je�li regu³a przenoszenia wzorów jest niesprzeczna, to za jej  pomoc¹ mo¿emy wype³niæ wzo-

rami wszystkie kwadratowe klepki na p³aszczy�nie.

Mamy dowolny niesprzeczny uk³ad dziewiêciu kwadratowych klepek. Poniewa¿ bêdziemy siê  do

niego odwo³ywaæ, nazwiemy go (*)

R1, R2, ... , R8 - sposoby rozmieszczenia wyj�ciowego wzoru na kwadratach.

P1, ..., P12 - okre�lenia sposobu przej�cia z jednej klepki na s¹siedni¹ przez bok (s¹ to przekszta³ce-

nia od 1 do 6 z 2.2.)

Kolejno chcê przenosiæ wzór na ca³¹ p³aszczyznê. Zacznê od poziomego pasa. Klepka ze wzorem R

jest klepk¹ wyj�ciow¹.

Zape³niamy ca³y ten pas wzorami, zgodnie z regu³¹. Przekszta³ceniem P1 przechodzimy na p³ytkê

s¹siedni¹ przez bok i otrzymujemy wzór R1.
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Natomiast przechodz¹c przez przekszta³cenie P7 (lewy bok R) otrzymujemy wzór R5.

Dalej przechodzimy na prawo i lewo - wype³niamy ca³y pas zgodnie z regu³¹.

Pas zosta³ wype³niony. Wzory s¹siaduj¹ tak, jak powinny. Nie musimy obawiaæ siê, ¿e przy przecho-

dzeniu przez boki bêdzie zachodzi³a sprzeczno�æ.

Przenosimy wzór o jeden pas wy¿ej - znów zgodnie z ustalon¹ regu³¹. Dla R5, R i R1 w górê prze-

chodzimy odpowiednio przekszta³ceniami P6, P4 i P2

Powy¿ej R1 mamy R2, nad R jest R3 a nad R5 pojawi³ siê wzór R4. Teraz gro�ba sprzeczno�ci

dotyczy ka¿dego boku zaznaczonego przerywan¹ lini¹. Nie mamy pewno�ci, czy sposób s¹siadowa-

nia wzorów na kwadratach granicz¹cych ze sob¹ przez te boki jest zgodny z wyznaczon¹ regu³¹

przenoszenia wzorów.

Rozwa¿my uk³ad z³o¿ony z czterech kwadratów: ze wzorami R2 i R3 oraz dwóch poni¿ej. Zauwa¿-

my, ¿e cztery kwadraty z analogicznie rozmieszczonymi wzorami powinny pojawiæ siê w uk³adzie z

dziewiêcioma kwadratami. Odszukajmy te cztery kwadraty w uk³adzie (*). Widzimy, ¿e tam przy

przej�ciu z p³ytki ze wzorem R2 do R3 otrzymali�my zgodno�æ, wiêc zgodno�æ obowi¹zuje równie¿

w tym miejscu na pasie poziomym. Mo¿emy przerywan¹ liniê zamieniæ na liniê ci¹g³¹ (oznaczaj¹c¹

zgodno�æ z regu³¹ przenoszenia wzorów przy przej�ciu przez bok)
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Przenosz¹c zgodnie z regu³¹ wzór R5 w górê przekszta³ceniem P6 otrzymujemy wzór R4. Cztery

kwadraty (R, R3, R4, R5) z tak samo rozmieszczonymi wzorami musz¹ pojawiæ siê w uk³adzie (*).

Odszukuj¹c je zauwa¿amy, ¿e przy przej�ciu z R3 na R4 przekszta³ceniem P5 otrzymujemy zgod-

no�æ z przyjêt¹ regu³¹. St¹d wniosek, ¿e zgodno�æ na poziomym pasie (przy przej�ciu przez ten sam

bok) równie¿ musi zachodziæ. Zamieniamy przerywan¹ liniê na ci¹g³¹, bo kolizja nie nast¹pi³a.

Podobne rozumowanie pozwala nam zast¹piæ wszystkie przerywane linie ci¹g³ymi.

Nastêpnie przenosimy wzory o pasy w górê i w dó³, a¿ wype³nimy ca³¹ p³aszczyznê. Bêdziemy

wykorzystywaæ zgodno�æ miêdzy pozosta³ymi bokami uk³adu (*). W ten sposób widaæ, ¿e je¿eli na

dziewiêciu kwadratach regu³a prowadzi do zgodno�ci, to równie¿ na ca³ej p³aszczy�nie zachodzi

zgodno�æ.
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Rozdzia³ 3.

Klasyfikacja parkieta¿y

Bêdziemy klasyfikowaæ wszystkie mo¿liwe regularne sposoby przechodzenia z jednej klepki do

s¹siednich. Zajmiemy siê rozwa¿aniem uk³adów z³o¿onych z dziewiêciu klepek (zgodnie z twierdzeniem

zawartym we wcze�niejszym rozdziale)
Oznaczmy wyj�ciow¹ p³ytkê:

Ponumerujmy ka¿d¹ klepkê uk³adu:

3.1.

Zacznijmy od zasady A: (rozdzia³ 2 strona 8 )

· Je¿eli L = 1 to P = 1 (zgodnie z numeracj¹ rozdzia³ 2 strona 8)

Bêdziemy dobierali przekszta³cenia, które mog¹ znale�æ siê na boku D i G. Od razu mo¿emy wykluczyæ 2 i

5 (dotycz¹ one s¹siednich boków).
Niech G = 1, wtedy automatycznie D = 1 (z zasady A)
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Przy przej�ciach na s¹siednie boki nie nast¹pi³y ¿adne kolizje. Mamy pierwszy parkieta¿.
Podobnie mo¿na zauwa¿yæ, ¿e je¿eli D = 6, to G = 6 (zasada F)

Otrzymali�my kolejny rodzaj parkieta¿u.

- Niech G = 3, wtedy D = 3 lub D = 4

        G = D = 3      G = 3, D = 4

Dostali�my kolejne typy parkieta¿y.
Pozosta³ jeszcze do sprawdzenia G = 4 i wtedy mo¿e byæ tylko D = 4 (pozosta³e przypadki s¹
rozstrzygniête)
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Widzimy, ¿e korzystaj¹c z zasady A dostali�my piêæ ró¿nych regularnych parkieta¿y.

3.2.

Regu³y B i C daj¹ nam:

· G = P = 2

Wtedy szukamy wszystkich mo¿liwych przekszta³ceñ, które mog¹ byæ na L i D. Od razu wykluczamy 1 i 6

(zgodnie z zasadami A i F)

- Je¿eli L = 3, to D = 3 lub D = 4

        L = 3 = D      L =3, D = 4

Przechodz¹c z klepki I na VIII otrzymujemy:

Natomiast przechodz¹c z p³ytki VII na VIII dostajemy:
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Widzimy, ¿e na p³ytce VIII otzymali�my dwa ró¿ne wzory.

 Z takiego po³o¿enia przekszta³ceñ, gdzie G = P = 2 i L = 3, D = 4 nie uzyskamy parkieta¿u.
- Je¿eli L = 2, to D = 2

Mamy kolejny parkieta¿.
- Je¿eli L = 5, to D = 5 (zasada E)

Przechodz¹c z p³ytki V na VI dostajemy:



Strona 17

A z p³ytki I na VI:

Widzimy wiêc sprzeczno�æ na klepce nr VI.
Je¿eli L = 4, to do sprawdzenia mamy tylko D = 4, ale to daje nam sprzeczno�æ na polu nr VI.

Korzystaj¹c z zasad B i C okazuje siê, ¿e z piêciu przypadków na parkieta¿ nadaj¹ siê tylko dwa.

3.3.

Zasada D i E daje nam:

· P = D = 5

Jakie przekszta³cenia mog¹ znajdowaæ siê na L i G? Na pewno nie 1 i 6 (zasada D i E)
- Kiedy G = 2, to L = 2 (zasada B i C)
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Ten przypadek daje sprzeczno�æ na polu II.

- Je¿eli L = 3, to G = 3 lub G = 4

W obu przypadkach na polu nr II otrzymujemy sprzeczno�æ.
Pozostaje sprawdziæ przypadek, gdy G = L = 4 i G = L = 5

Widzimy, ¿e z piêciu mo¿liwych przypadków, parkieta¿ mog¹ realizowaæ tylko dwa.

3.4.

Z zasady F otrzymujemy:

· L = P = 6

Jakie przekszta³cenia mog¹ byæ na G i D? Z zasad B, C, D, E mo¿emy od razu wykluczyæ 2 i 5.

- Je¿eli G = 1, to D = 1 (z zasady A) � przypadek sprawdzony

- Je¿eli G = 3, to D = 3 lub D = 4

        G = L = 3      G = 4, L = 3

        G = L = 4       G = L = 5
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       G = 3, D = 3      G = 3, D = 4

Ostatni przypadek nie nadaje siê na parkieta¿.

- Do rozstrzygniêcia pozostaj¹ przypadki: G = D = 4 i G = D = 6 (z zasady F)

Z czterech rozpatrywanych przypadków, trzy mog¹ tworzyæ parkieta¿.

3.5.

Rozpatrzmy klepkê, która na ka¿dym boku ma okre�lone to samo przekszta³cenie. Do sprawdzenia

pozostaj¹ tylko 3 i 4 (pozosta³e przypadki zosta³y ju¿ sprawdzone)

        G = D = 4       G = D = 6

   G = P = L = D = 3 G = P = L = D = 4



Strona 20

3.6.

Niech na klepce bêd¹ zadane trzy takie same przekszta³cenia. Korzystaj¹c z wyprowadzonych zasad (od

A do F) i z wcze�niejszych przypadków mo¿emy ograniczyæ siê do 3 i 4 (symetria i obrót o 180° -

zgodnie z numeracj¹ w rozdziale 2.2.)

- Je¿eli na trzech bokach mamy odbicie 3, to jedyny nowy (niesprawdzony) przypadek

otrzymamy, gdy na czwartym boku jest obrót 4.

- Gdy trzema przekszta³ceniami s¹ obroty 4 to nowy przypadek mo¿e daæ nam tylko okre�lenie

na ostatnim boku odbicia 3.

Ostatni przypadek prowadzi do sprzeczno�ci.

3.7.

Niech na dwóch bokach okre�lone bêd¹ te same przekszta³cenia.

· Na przeciwleg³ych bokach

Do sprawdzenia pozostaj¹: obroty 4, odbicia 3

Niech L = P = 3, wtedy nowy przypadek otrzymamy tylko dla G = D = 4.

Jest to ten sam przypadek, co L = P = 4 i G = D = 3.

L = P = D = 3 i G = 4 L = D = P = 4 i G =3
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· Na bokach s¹siednich

Nowy przypadek otrzymamy, gdy G = P = 3. Do sprawdzenia pozostaje przypadek, gdy na dwóch

pozosta³ych bokach okre�lony jest obrót 4.

Widzimy sprzeczno�æ na polu VI.

Wiêcej przypadków nie ma.

PODSUMOWANIE:

Otrzymali�my 16 ró¿nych sposobów rozmieszczenia przekszta³ceñ (1 � 6) na kwadratowej klepce,
czyli 16 ró¿nych regularnych parkieta¿y.
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Rozdzia³ 4

Zmiana czworok¹ta

Niektóre spo�ród szesnastu znalezionych regu³ mo¿na stosowaæ do tworzenia parkieta¿y

innymi czworok¹tami ni¿ kwadraty. Na przyk³ad regu³ê z czterema translacjami dla

równoleg³oboków. W tym rozdziale rozstrzygnê, jakich czworok¹tów ró¿nych od kwadratów mo¿na

u¿ywaæ jako klepek w parkieta¿u z zadan¹ regu³¹.

4.1. Na ka¿dym boku zadane jest to samo przekszta³cenie  � translacja.

Oznaczamy ka¿dy bok czworok¹tnej p³ytki: a, b, c, d.

Skoro przeciwleg³e boki s¹ okre�lone przez translacjê to bok d znajdzie siê na miejscu boku c. St¹d

wnioskujemy, ¿e boki d i b musz¹ byæ równej d³ugo�ci. Poza tym boki d i b musz¹ byæ równoleg³e.

Mamy wiêc:

d = b i d || b 1(*)

Takie samo rozumowanie prowadzimy dla dwóch pozosta³ych boków a i c. Otrzymujemy:

a = c i a || c 1(**)

Musimy znale�æ takie czworok¹ty, które spe³niaj¹ jednocze�nie 1(*) i 1(**). Te warunki spe³niaj¹

tylko równoleg³oboki.
Zobaczmy jak wygl¹da fragment takiego parkieta¿u:
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4.2.

Oznaczmy boki:

`

Z 4.1. otrzymujemy, ¿e :

d = b i d || b 2(*)
Zobaczmy, jakie ograniczenia daj¹ przekszta³cenia okre�lone na dwóch pozosta³ych bokach.

Zauwa¿my, ¿e musz¹ zachodziæ warunki:

k¹t ABE = k¹t DEB

|BC| = |DE|
|AB| = |EF|

£atwo stwierdziæ, ¿e warunki powy¿sze mo¿na zast¹piæ jednym � warunkiem równo�ci pary
przeciwleg³ych boków. 2(**)
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Warunki 2(*) i 2(**) s¹ spe³nione jednocze�nie tylko przez równoleg³oboki.
Parkieta¿ wygl¹da nastêpuj¹co:

4.3.

Oznaczmy boki czworok¹ta:

Z 4.1. wiemy, ¿e:

 d = b i d || b 3(*)

Dodaj¹c do boków a i c odbicia widzimy, ¿e nie zawêzi to grupy poszukiwanych czworok¹tów.

Warunek 3(*) spe³niaj¹ jedynie równoleg³oboki.
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4.4.

Korzystaj¹c z 4.1 i 4.3 mo¿emy stwierdziæ, ¿e szukan¹ grup¹ czworok¹tów s¹ równoleg³oboki.
Parkieta¿:

Parkieta¿:Parkieta¿:Parkieta¿:Parkieta¿:
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4.5.

Korzystamy tutaj z 4.1 i mo¿emy stwierdziæ, ¿e szukana grup¹ czworok¹tów s¹ równoleg³oboki.
Parkieta¿:

4.6.

Oznaczamy boki:

Przechodz¹c do nastêpnej klepki przez bok b otrzymujemy:
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Musi wiêc zachodziæ:

a = b 6(*)
Korzystaj¹c z zasady B (rozdzia³ 2 strona 8) otrzymujemy:

W prawym górnym rogu zawsze bêdzie wykonywany obrót o 90°, st¹d wniosek, ¿e k¹t pomiêdzy

bokiem a i b musi byæ prosty 6(**)
Na dwóch pozosta³ych bokach mamy okre�lone odbicie:

Po przej�ciu z I na klepkê II otrzymujemy :

Natomiast po odbiciu na p³ytkê IV otrzymujemy:
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Z p³ytki IV na III przechodzimy równie¿ przez odbicie:

Widzimy, ¿e k¹t przy wierzcho³ku c musi byæ k¹tem prostym (k¹t c le¿y naprzeciwko wierzcho³ka z
okre�lonym obrotem) 6(***)
Warunki 6(*), 6(**), 6(***) spe³nia czworok¹t:

|AB| = |AD|, k¹t DAB = k¹t DCB = 90°

Parkieta¿:
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4.7.

Oznaczmy boki:

Z 4.6. otrzymujemy:

a=b, k¹t ab = 90° (k¹t miêdzy bokami a i b) 7(*)

c=d, k¹t cd = 90° (k¹t miêdzy bokami c i d) 7(**)
Takie warunki spe³niaj¹ tylko kwadraty

4.8.
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Oznaczmy wyj�ciow¹ klepkê i rozwa¿my uk³ad z³o¿ony z czterech p³ytek:

Z oznaczonej p³ytki II przechodzimy na I odbiciem wzglêdem przek¹tnej. Bok c przejdzie na bok b.

Musi wiêc zachodziæ

b = c 8(*)
S¹ to boki s¹siednie, na których okre�lone jest odbicie wzglêdem przek¹tnej. Poniewa¿ obroty na
pozosta³ych bokach nie wnosz¹ ograniczeñ, poszukiwana grupa czworok¹tów musi spe³niaæ jedynie
8(*). S¹ to czworok¹ty:

|BC| = |CD|
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Parkieta¿:

4.9.

Oznaczmy boki::
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Zgodnie z 4.8. otrzymujemy:

b = c i a = d 9(*)

Mamy równo�æ boków s¹siaduj¹cych. Warunek 9(*) spe³niaj¹ tylko deltoidy.

Mo¿emy tutaj wyró¿niæ dwa typy deltoidów: wypuk³y i wklês³y.

Parkieta¿ dla deltoida wypuk³ego:

Parkieta¿ dla deltoida wklês³ego:
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4.10.

Tak jak w 4.2. szukane czworok¹ty musz¹ spe³niac warunek równo�ci przeciwleg³ych boków.

10(*)
Oznaczmy wierzcho³ki:

Musi zachodziæ:

k¹t a + k¹t c =180° i
k¹t b + k¹t d = 180° 10(**)

Jest to równo�æ przeciwleg³ych k¹tów, a taki warunek spe³niaj¹ czworok¹ty wpisane w okr¹g.

Nietrudno stwierdziæ, ¿e je�li dodamy do tego warunku równo�æ boków, to taki parkieta¿ mog¹

tworzyæ tylko trapezy równoramienne.
Parkieta¿:
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4.11.

W tym przypadku musi byæ spe³niony jedynie warunek równo�ci przeciwleg³ych boków.
Parkieta¿:

4.12.

Oznaczmy wierzcho³ki:
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Z 4.2. dostajemy równo�æ boków: ab = dc i ad = dc 12(*)
Rozwa¿aj¹c s¹siednie klepki otrzymujemy:

k¹t a + k¹t c = 180°

k¹t b + k¹t d = 180°

Suma przeciwleg³ych k¹tów = 180°

12(**)

12(*) i 12(**) spe³niaj¹ tylko prostok¹ty.
Parkieta¿:

4.13.
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Zaznaczmy wierzcho³ki i rozwa¿my uk³ad z³o¿ony z 9 klepek

Widzimy, ¿e cztery k¹ty przy wierzcho³ku c daj¹ k¹t pe³ny. Zatem:

k¹t c = 90° 13(*)

Podobnie dla innych k¹tów:

k¹t a = 90° 13(**)

k¹t b = 90° 13(***)

k¹t d = 90° 13(****)

Powy¿sze warunki spe³niaj¹ tylko prostok¹ty.
Parkieta¿:
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4.14.

Zaznaczmy wierzcho³ki:

Widzimy, ¿e k¹t a + k¹t b + k¹t c +k¹t d = 360°.

Ten warunek spe³niaj¹ dowolne czworok¹ty, wypuk³e i wklês³e.

Parkieta¿ dla czworok¹ta wypuk³ego:
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Parkieta¿ dla czworok¹ta wklês³ego:

4.15.

Oznaczmy wierzcho³ki:

Widzimy, ¿e: k¹t c = 90° 15(*)

k¹t b = 90° 15(**)

S¹ to k¹ty przy boku znajduj¹cym siê naprzeciwko

boku z okre�lonym obrotem.
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Czworok¹t, który spe³nia jednocze�nie 15(*) i 15(**) to trapez prostok¹tny.
Parkieta¿:

4.16.

Oznaczmy wierzcho³ki:

K¹t c + k¹t b = 180° 16(*)

K¹t a + k¹t d = 180° 16(**)

Suma k¹tów le¿¹cych przy przeciwleg³ych bokach wynosi 180°
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Takie warunki spe³niaj¹ jedynie równoleg³oboki.
Parkieta¿:
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Rozdzia³ 5

Jak zrobiæ swój w³asny parkieta¿

W tym rozdziale poka¿ê jak mo¿na geometrycznie projektowaæ i wykonywaæ parkieta¿e typu

Eschera. Potrzebne bêd¹ do tego no¿yczki, o³ówek, klej i papier kolorowy. Poni¿sze przyk³ady

zaczerpniête s¹ z ksi¹¿ki Wac³awa Zawadowskiego pt. �Mozaiki matematyczne�.

Przyk³ad I

Wyj�ciow¹ p³ytk¹ niech bêdzie kwadrat.

Wycinamy no¿yczkami jeden bok, przesuwamy ten wyciêty kawa³ek i dok³adamy go do równoleg³e-

go, przeciwleg³ego boku.

Dostajemy niesymetryczny wzór - kotka.
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Kwadratowymi p³ytkami mo¿na szczelnie wy³o¿yæ ca³¹ p³aszczyznê. Takimi kotkami te¿.

Nie wszystkie z szesnastu regu³ (rozdz. 3) mo¿na zastosowaæ do u³o¿enia parkieta¿u z tego wzoru.

Ja wybra³am trzy i na ich podstawie otrzyma³am trzy ró¿ne parkieta¿e
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Przyk³ad II

Teraz przekszta³cimy równoleg³obok. Co odetniemy no¿yczkami z jednego boku to dokleimy do

przeciwleg³ego.

Otrzymujemy niesymetryczny wzór - go³êbia. Do tego wzoru pasuje regu³a:
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Przyk³ad III

Znów wyj�ciow¹ klepk¹ b¹dzie równoleg³obok. Tym razem bêdzie on wê¿szy i wy¿szy.

Najpierw przekszta³cimy lewy bok. Wytniemy kawa³ek, a ni¿ej do³o¿ymy taki sam ale obrócony o

180°.

To samo robimy z przeciwleg³ym bokiem.Otrzymamy niesymetryczny wzór - dzban.
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Parkieta¿ zrobimy zgodnie z regu³¹
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Podobnym ale du¿o bardziej skomplikowanym kompozycjom po�wiêci³ wiele swoich prac M. C.
Escher.
Jak wykonaæ parkieta¿ z psami? Zaczynamy od prostok¹ta.

Wycinamy kawa³ek z lewego pionowego boku i doklejamy do przeciwleg³ego boku (s¹ to tylne ³apy
psa)

Wycinamy z do³u kszta³t g³owy. Odbijamy symetrycznie wzglêdem prostej pionowej i doklejamy do
góry.

Wzór jest gotowy. Ten parkieta¿ zrobiony przez Eschera przedstawia regu³ê:
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