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Wstep

W tej pracy bedg zajmowac si¢ pewnymi parkietazami ptaszczyzny zainspirowanymi grafikami
holenderskiego artysty M.C.Eschera. Punktem wyjscia beda parkietaze, w ktérych wzory umieszczo-
ne sg na plytkach kwadratowych. Przystepujac do poszukiwan parkietazy tego typu musimy przede
wszystkim okresli¢ ich charakterystyke. Mozna wige stwierdzié, ze jest to pewien sposob umieszcza-
nia wzordw na poszczegolnych kwadratach, ktory ma wtasnos¢ regularnej powtarzalnosci. Oznacza
to, ze tak dobieramy rozmieszczenia wzordéw na sasiednich klepkach, wzgledem ustalonej ptytki, aby
nie zalezato to od wyboru ustalonej kwadratowej klepki.

Glownym celem mojej pracy jest klasyfikacja wszystkich regularnych parkietazy, gdzie pojedyn-
cza klepka jest kwadrat.
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Rozdzial 1

Regularne sposoby rozmieszczania wzorow w parkietaiu 7 kwadratami

Parkietazami b¢dziemy nazywac sposoby rozmieszczenia jednakowych wzorow pokrywaja-

cych kwadratowe ptytki na ptaszczyznie. Trzeba zaznaczy¢, ze te wzory nie moga mie¢ zadnych

symetrii. Mozemy sobie wyobrazac, ze wzor przedstawia konkretny niesymetryczny obrazek: psa,

rybke, ptaka - jak w przypadku prac M.C.Eschera. W tej pracy symbolicznie wzor bedziemy ozna-

cza¢ R. Jest to jedynie reprezentant takich wzorow - zamiast tej litery moze by¢ jakikolwiek niesy-

metryczny wzor.

Niesymetryczno$¢ wzoru pozwala na rozrdznianie poszczegolnych bokow na ptytce ze wzglg-

du na potozenie wzglgdem wzoru. W tej pracy przyjmuj¢ taka konwencj¢ oznaczen:

G

D

LRP

G - gbrna strona wzoru
P - prawa strona wzoru
D - dolna strona wzoru

L - lewa strona wzoru

Jesli wzor na kolejnej klepce bedzie utozony inaczej - odpowiednie nazwy stron musza by¢

przypisane w odpowiedni sposob. Regularno$¢ dotyczy rozmieszczenia wzoru na sasiednich phyt-

kach. Sa cztery rodzaje sasiednich ptytek:

1. Przez bok P

3. Przez bok L

R

04

2. Przez bok D

R

A

4. Przez bok G

A

R

Para sasiednich ptytek sasiaduje przez okreslony rodzaj boku. Sasiedztwo nie zalezy wigc od

ptytki ale od typu boku. Regularno$¢ jest wtedy gdy dla kazdego rodzaju par, pary sa przystajace.

Pary tego samego typu sa przystajace. Typ to nazwa boku, przez ktory odbywa si¢ sasiedztwo.
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Rozdzial 2

Reguly przenoszenia wzorow

Oznaczmy boki kwadratowej klepki z niesymetrycznym wzorem w nastgpujacy sposob:

G

LRP

D

G - gora, P - prawo, D - dot, L - lewo
GP, PD, DL, LG oznaczaja naroza (wierzchotki) pomiedzy odpowiednimi bokami.

2.1.

Przejscie przez bok kwadratowej ptytki na sasiednia moze odbyc¢ si¢ na osiem sposobow (bo jest

osiem przeksztatcen, ktore przeprowadzaja kwadrat na kwadrat). Oto one oraz ich graficzne ozna-

czenia (dobrane tak, aby fatwo skojarzy¢ symbol z konkretnym przeksztatceniem):

- Translacja, ktora oznaczamy —p

Po przejsciu przez bok P na sasiednia klepke otrzymujemy:

G

D

G

- R+ R-

D

- Obrot wokot goérnego naroza o 90°, oznaczenie \}

G

D

LRP

JA

A po wykonaniu obrotu mamy:

G

D

LRP
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- Obrét wokot dolnego naroza o 90°, oznaczamy /}

G —
"R-]73 -
7N ©
o v

- Symetria wzgledem boku, oznaczenic <»

G [3)
R<-A
D a

- Obrot o 180° wzgledem $rodka boku, oznaczenic @

G a
R
D )

Oraz trzy symetrie z poslizgiem (te trzy symetrie przeksztalcaja kwadrat doktadnie na ten sam kwa-

drat, a poslizg umozliwia przesunigcie na sasiednia klepke)

- Symetria wzgledem przekatnej prawostronnej, oznaczamy /

G
L RP//om o
D C

- Symetria wzgledem przekatnej lewostronnej, oznaczamy \

-

- R Y &K

o

- Symetria wzgledem odcinka EF, takiego ze EF || AB, EF || DC i |AE| = |ED|, |BF| = |[FC|

A B
E F
D C
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2.2.

Oznaczenie

L Rp_

D

D

- -

c

Zobaczmy, czy istnieja zasady, ktorych powinniSmy przestrzegaé przenoszac wzor przez bok na

sasiednia klepke

A. Niech na boku P okres$lona bedzie translacja

Przechodzac przez ten bok dostajemy

G

LRP

D

G

D

> R

Widzimy, ze na nowo otrzymanej klepce na boku P (zgodnie z zasada regularno$ci) musi

znalez¢ sig translacja.

G

D

G

- R-+ R

D

Oto pierwsza zasada - zasada A.

Jesli na jednym boku wzor przenosimy przez translacje, to na przeciwlegltym boku tez musi

by¢ translacja.

B. Jezeli na GP narozu zadany bedzie obrdt o 90°, to przechodzac do kolejnej ptytki mamy:

G

LRP

A

D

o
o O -

-

Regularno$¢ wymusza na nowej plytce obréot o 90° w GP narozu.

G

LRP

D
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Otrzymujemy

N

Rozumujac jak wezesniej dostajemy:

% v )
ud v
e =
Czyli:
- v
=

Jest to zasada B.

Jesli na jednym boku mamy okreslony obrot o 90° to przez drugi, trzeci, czwarty bok zawie-

rajacy ten wierzchotek przeniesienie wzoru tez musi by¢ obrotem o 90° wokot teg samego

wierzchotka.

C. Kiedy na PD narozu bedzie okreslony obrot o 90° to na kolejnej ptytce mamy:

G

LRP

A

—

omo

D

v

Whioskujac jak w 2.2. B. dostajemy:

Zasada C mowi:

v

Ao

.4
C

Va

")

|

D. Niech na P bedzie odbicie wzgledem przekatnej prawostronnej z poslizgiem.

DN
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Regularno$¢ daje nam:

G

D

L Rp/{a

Na boku D nowej ptytki mamy to samo przeksztalcenie co na boku P. Otrzymalismy zasade D

E. Jezeli na boku P okreslone bedzie odbicie wzgledem przekatnej lewostronnej z poslizgiem,

to mamy:

- R#X

-

m o

o

Regularno$¢ wymaga, zeby na boku P byto odbicie. Uzupetniamy.

- R-X

=

Zasada E:

F. Na P mamy symetri¢ wzgledem odpowiedniego odcinka z poslizgiem.

,_
T
|
5

€]
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Otrzymalis$my zasade F

Pozostate dwa przeksztalcenia nie doprowadza nas do sformutowania podobnych zasad. Otrzymali-

$my szes$¢ zasad, ktore obowiazuja przy przechodzeniu do klepek sasiednich.

A > = .
{\
Ut EJ:D
B =
C =
. “Iv
4 &l
LY
D A = A
7
N\
AN
E \ = N
F = —

Zasady B i C potraktujemy jako jedna. Zamiast rozpatrywaé odbicia wzgledem dwoch przekatnych:
prawostronnej i lewostronnej ograniczymy si¢ do odbicia wzgledem przekatnej. Podobnie zasady D i
E sprowadzimy do jednej. Pozwoli nam to zamiast dwoma obrotami zaja¢ si¢ jednym: obrotem o 90°
wokot naroza. Ostatecznie zamiast o§miu przeksztalcen dostajemy szesc:
1 - translacja
2 - obroét o0 90° wokot naroza
3 - symetria wzgledem boku
4 - obrét o 180° wokot srodka boku
5 - symetria wzgledem przekatnej z poslizgiem
6 - symetria wzgledem odcinka z poslizgiem (jest to odcinek okreslony w rozdziale 2.1.)
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2.3.

Uktad regut sprzeczny i niesprzeczny

Regula: na kwadracie, na kazdym boku umieszczamy symbole przeksztalcen (od 1 do 6). Nie moga
by¢ one umieszczone dowolnie, lecz zgodnie z wyprowadzonymi wczesniej zasadami (od A do F).
Przyktadowa reguta wyglada tak:

Jezeli na uktadzie regul ztozonym z dziewigciu kwadratéw sasiadowanie wzorow na dowolnych

dwoch ptytkach jest zgodne z regula, to wtedy jest to uklad regul niesprzeczny.

=

-»

e

K <> 0 <> K
v

K <> U > K
v

> g

_.> B

Widag, ze przy przechodzeniu przez boki kolizja nie nastapita.
W przeciwnym wypadku, gdy przy przechodzeniu przez boki nie mamy zgodnos$ci z nasza reguta

méwimy o ukladzie regul sprzecznym. Oto przyktad takiego uktadu:

4
S |
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2.4.
Chce pokazac, ze:
Jesli regula przenoszenia wzorow jest niesprzeczna, to za jej pomoca mozemy wypelni¢ wzo-

rami wszystkie kwadratowe klepki na plaszczyznie.

Mamy dowolny niesprzeczny uktad dziewigciu kwadratowych klepek. Poniewaz bedziemy si¢ do

niego odwotywac, nazwiemy go (*)

Py
~
py
w
py
N

v
P
v
N

Py
N
Py,
(0¢

R6

R1,R2, ..., R8 - sposoby rozmieszczenia wyjsciowego wzoru na kwadratach.
P1, ..., P12 - okreslenia sposobu przejscia z jednej klepki na sasiednia przez bok (sa to przeksztatce-
niaod 1do 6z2.2.)

Kolejno chcg przenosi¢ wzor na cala ptaszczyzng. Zaczng od poziomego pasa. Klepka ze wzorem R

jest klepka wyjsciowa.

Zapeliamy caty ten pas wzorami, zgodnie z reguta. Przeksztatceniem P1 przechodzimy na ptytke

sasiednia przez bok i otrzymujemy wzor R1.

R R1
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Natomiast przechodzac przez przeksztalcenie P7 (lewy bok R) otrzymujemy wzor RS.

R57 R 1 R1

Dalej przechodzimy na prawo i lewo - wypetniamy caty pas zgodnie z regula.

R57 R 1 R1

Pas zostat wypetniony. Wzory sasiaduja tak, jak powinny. Nie musimy obawiac¢ si¢, ze przy przecho-
dzeniu przez boki bedzie zachodzita sprzecznos¢.

Przenosimy wzor o jeden pas wyzej - znow zgodnie z ustalong reguta. Dla RS, R i R1 w gorg prze-
chodzimy odpowiednio przeksztalceniami P6, P4 1 P2

I I I I I I
ReROR2
R57 R 4 R1

Powyzej R1 mamy R2, nad R jest R3 a nad RS pojawit si¢ wzor R4. Teraz grozba sprzecznos$ci
dotyczy kazdego boku zaznaczonego przerywana linia. Nie mamy pewnosci, czy sposob sasiadowa-
nia wzoroéw na kwadratach graniczacych ze soba przez te boki jest zgodny z wyznaczona reguta
przenoszenia WZorow.

Rozwazmy uktad zlozony z czterech kwadratow: ze wzorami R2 i R3 oraz dwoch ponizej. Zauwaz-
my, ze cztery kwadraty z analogicznie rozmieszczonymi wzorami powinny pojawic si¢ w uktadzie z
dziewigcioma kwadratami. Odszukajmy te cztery kwadraty w uktadzie (*). Widzimy, ze tam przy
przejsciu z ptytki ze wzorem R2 do R3 otrzymaliSmy zgodnos$¢, wige zgodnos$¢ obowiazuje réwniez
w tym miejscu na pasie poziomym. Mozemy przerywana lini¢ zamieni¢ na lini¢ ciagla (oznaczajaca

zgodnos¢ z reguta przenoszenia wzordw przy przejsciu przez bok)

I I I
R4 R3|R2!
R5+ R 1 R1
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Przenoszac zgodnie z reguta wzor RS w gore przeksztalceniem P6 otrzymujemy wzor R4. Cztery
kwadraty (R, R3, R4, R5) z tak samo rozmieszczonymi wzorami musza pojawic si¢ w uktadzie (*).
Odszukujac je zauwazamy, ze przy przejsciu z R3 na R4 przeksztatceniem P5 otrzymujemy zgod-
nos$¢ z przyjeta regula. Stad wniosek, ze zgodnos¢ na poziomym pasie (przy przej$ciu przez ten sam

bok) rowniez musi zachodzi¢. Zamieniamy przerywana lini¢ na ciagta, bo kolizja nie nastapita.

| |
R4 |R3|R2!

no
Tz

R5F7R P1R

Podobne rozumowanie pozwala nam zastapi¢ wszystkie przerywane linie ciagtymi.

Nastepnie przenosimy wzory o pasy w gore i w dot, az wypelnimy calg plaszczyzng. Bedziemy
wykorzystywac zgodno$¢ miedzy pozostatymi bokami uktadu (*). W ten sposéb wida¢, ze jezeli na
dziewigciu kwadratach reguta prowadzi do zgodnosci, to rowniez na catej ptaszczyznie zachodzi

zgodnos$¢.
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Rozdzial 3.

Klasyfikacja parkietaZy

Bedziemy klasyfikowa¢ wszystkie mozliwe regularne sposoby przechodzenia z jednej klepki do

sasiednich. Zajmiemy si¢ rozwazaniem uktadow ztozonych z dziewigciu klepek (zgodnie z twierdzeniem

zawartym we wczesniejszym rozdziale)
Oznaczmy wyjsciowa ptytke:

G

LRP

D

Ponumerujmy kazda klepke uktadu:

V \Y I}

\ Il

Vi Vi IX
3.1.

Zacznijmy od zasady Atdzdziat 2 strona 8 )

JezeliL =1 to P=1 (zgodnie z numeracja rozdziat 2 strona 8)

Bedziemy dobierali przeksztatcenia, ktdre moga znalez¢ si¢ na boku D 1 G. Od razu mozemy wykluczy¢ 2 i

5 (dotycza one sasiednich bokow).
Niech G =1, wtedy automatycznie D =1 (z zasady A)

R 4 R R
P S
R + R R
P R
R +» R R
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Przy przejsciach na sasiednie boki nie nastapity zadne kolizje. Mamy pierwszy parkietaz.

Podobnie mozna zauwazy¢, ze jezeli D =6, to G = 6 (zasada F)

A « A <« A
| | |
R » R 4 R
A + 4 + 4

Otrzymali$my kolejny rodzaj parkietazu.
NiechG =3, wtedy D=3 Ilub D =4

G=D=3
K L, B | B
A A A
v v v
R » R & R
A A A
v v v
K + B 7+ K

G=3,D=4
K L, B | B
A A A
v v v
R » R + R
4 + 4 + ¥

Dostalismy kolejne typy parkietazy.

Pozostat jeszcze do sprawdzenia G =4 1 wtedy moze by¢ tylko D =4 (pozostate przypadki sa

rozstrzygnigte)
¥ 4 ¥«
R » R 4 R
3 ¥«

Strona 14



Widzimy, Ze korzystajac z zasady A dostalismy pig¢ roznych regularnych parkietazy.

3.2.

Reguly B 1C daja nam:

G=P=2

Wtedy szukamy wszystkich mozliwych przeksztatcen, ktore moga by¢ na L i D. Od razu wykluczamy 116

(zgodnie z zasadami A 1 F)

JezeliL=3,toD=3lubD=4

L=3=D
K <«» X0 b
N
> oL
N
A «» R e
A A A
v v v
d «&» K x
(T4

L=3,D=4
o A b=
N
A -
v \)AJ
K <« R
- A
v
A <>

X e A b=
N
A v
= {,J
K <«» R
. A
v . v
A <«» o

Natomiast przechodzac z ptytki VII na VIII dostajemy:

Yy ¢ A4 ba |
N
A v
= {,J
K <«» R
. A
v . v
A «» R
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Widzimy, Ze na plytce VIII otzymali$my dwa ré6zne wzory.
Z takiego polozenia przeksztalcen, gdzie G=P=21L =3, D =4 nie uzyskamy parkietazu.
-JezeliL=2,toD=2

N
s >

N

N
Mamy kolejny parkietaz.

-JezeliL=5,to D=5 (zasada E)

Przechodzac z ptytki V na VI dostajemy:
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A zplytkiIna VI:

7 Y
N
{\ A 4
s
R x
xR

Widzimy wigc sprzeczno$¢ na klepce nr V1.
Jezeli L =4, to do sprawdzenia mamy tylko D =4, ale to daje nam sprzeczno$¢ na polu nr VI.

L N
N
A 4
py {A -
! R x

Korzystajac z zasad B 1 C okazuje sig, ze z pigciu przypadkow na parkietaz nadaja sig tylko dwa.

3.3.

Zasada D i E daje nam:

P=D=5
Jakie przeksztatcenia moga znajdowac si¢na L 1 G? Na pewnonie 116 (zasadaD 1 E)
-KiedyG=2,toL=2(zasadaBiC)

x
y
A 4
‘iﬂ 1
R
N
b, A
C
e
||
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Ten przypadek daje sprzeczno$¢ na polu II.
- JezeliL=3,t0G=31lubG=4

G=L=3 G=4,L=3
d «¢» B d «» B
L A . .
v v 1 q
A <« R <« R
A M
N «» X
W obu przypadkach na polu nr II otrzymujemy sprzeczno$¢.
Pozostaje sprawdzi¢ przypadek, gdy G=L=41G=L=5
G=L=4 G=L=5
N d 1 R R n R
Y ¢+ R n N R n
R N | ® R M R

Widzimy, Ze z pigciu mozliwych przypadkow, parkietaz moga realizowac tylko dwa.

3.4.
Z zasady F otrzymujemy:
L=P=6
Jakie przeksztatlcenia moga by¢ na Gi1D? Z zasad B, C, D, E mozemy od razu wykluczy¢ 2 15.
- JezeliG=1,to D=1 (zzasady A)—przypadek sprawdzony

- JezeliG=3,toD=3lubD=4
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G=3, D=3

A «» K <«p O
|
I

K «» U «» K

A «» K «» O

Ostatni przypadek nie nadaje si¢ na parkietaz.

- Dorozstrzygnigcia pozostaja przypadki: G=D=41G=D =6 (z zasady F)

G=D=4
a 1 9 | 1A
K - R + B
a 9 1 9

Z czterech rozpatrywanych przypadkow, trzy moga tworzy¢ parkietaz.

3.5.

G=3,D=4
a I B e
- 4 -

v

K - R K
A . A
v v
R

K

G=D=6
4 + 4 Y
| | |
K - R K
| | |
¥ + 4 Y

Rozpatrzng klepke, ktdra na kazdym boku ma okreslone to samo przeksztatcenie. Do sprawdzenia

pozostaja tylko 3 14 (pozostate przypadki zostaly juz sprawdzone)

G=P=L=D=3

G=P=L=D=4

d «» K <«» Y
A A A
v v v
A «» R <« A
A A A
v v v
d «» K <«» o

R ¢ H R
d R =
R ¢ d R
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3.6.

Niech na klepce beda zadane trzy takie same przeksztalcenia. Korzystajac z wyprowadzonych zasad (od

A do F) i zwcze$niejszych przypadkéw mozemy ograniczy¢ si¢ do 3 14 (symetria i obrot o 180° -

zgodnie z numeracja w rozdziale 2.2.)

Jezeli na trzech bokach mamy odbicie 3, to jedyny nowy (niesprawdzony) przypadek

otrzymamy, gdy na czwartym boku jest obrét 4.

Gdy trzema przeksztatceniami sa obroty 4 to nowy przypadek moze da¢ nam tylko okreslenie

na ostatnim boku odbicia 3.

L=P=D=3iG=4

L=D=P=4iG=3

K «& d4 <« K
9 <«» R <+» 4
A A A
v v v

d «» B <« Y

Ostatni przypadek prowadzi do sprzecznosci.

3.7.

Niech na dwoch bokach okiene beda te same przeksztatcenia.
Na przeciwlegtych bokach

Do sprawdzenia pozostaja: obroty 4, odbicia 3

d
<> R
= .
v
¢ R d
s B A

Niech L =P = 3, wtedy nowy przypadek otrzymamy tylko dlaG =D =4.

BE «» d <«» K
A «» R <« H
K <« 4 «» K

Jest to ten sam przypadek,coL=P=4iG=D=3.
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Na bokach sasiednich

Nowy przypadek otrzymamy, gdy G =P = 3. Do sprawdzenia pozostaje przypadek, gdy na dwoch
pozostatych bokach okreslony jest obrot 4.

<>

0 <«» K

<

Widzimy sprzeczno$¢ na polu VL.
Wigcej przypadkéw nie ma.

PODSUMOWANIE:

Otrzymali$my 16 r6znych sposobéw rozmieszczenia przeksztatcen (1 —6) na kwadratowej klepce,

czyli 16 réznych regularnych parkietazy.

1 2 3
A
4 ! ¥
> > > >
A | :
5 6 7
[ L
‘ N \} Al \}
>
1
O - 2
9 10 1
~ e o
/ —— —t— —t—
< e .
13 14 15
A ®
s ®
A
: o V

>
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Rozdzial 4
Zmiana czworokqta

Niektore sposrod szesnastu znalezionych regut mozna stosowaé do tworzenia parkietazy
innymi czworokatami niz kwadraty. Na przyktad regulg z czterema translacjami dla
réwnoleglobokow. W tym rozdziale rozstrzygng, jakich czworokatow réznych od kwadratow mozna

uzywac jako klepek w parkietazu z zadana reguta.

4.1. Na kazdym boku zadane jest to samo przeksztatcenie — translacja.

Skoro przeciwlegte boki sa okreslone przez translacje to bok d znajdzie si¢ na miejscu boku c. Stad
wnioskujemy, ze boki d i b musza by¢ réwnej dtugosci. Poza tym boki d i b musza by¢ roéwnolegte.
Mamy wigc:

d=Db i di|b 1(*

Takie samo rozumowanie prowadzimy dla dwoch pozostatych bokéw a i c. Otrzymujemy:

a=c i allc 1(*

Musimy znalez¢ takie czworokaty, ktore spetniaja jednoczesnie 1(*) 1 1(**). Te warunki spetniaja
tylko réwnolegloboki.

Zobaczmy jak wyglada fragment takiego parkietazu:

[ofe /]
AYLYLY,
AYAYLY,
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4.2.

Z 4.1. otrzymujemy, ze :
d=b i dl|b 2(*)
Zobaczmy, jakie ograniczenia daja przeksztatcenia okreslone na dwoch pozostatych bokach.

Zauwazmy, ze musza zachodzi¢ warunki:

A
B c kat ABE = kat DEB
|AB| = |EF|
F

. 4

Latwo stwierdzi¢, ze warunki powyzZsze mozna zastapi¢ jednym — warunkiem réwnosci pary
przeciwlegltych bokow. 2(**)
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Warunki 2(*) 1 2(**) sa spetnione jednoczesnie tylko przez réwnolegloboki.
Parkietaz wyglada nastgpujaco:

A s A

A
A
A

A
A
A

4.3.
A
v
1 =
A
\

Oznaczmy boki czworokata:

Z 4.1. wiemy, ze:
d=b i d||b 3(*

Dodajac do bokow a i ¢ odbicia widzimy, Ze nie zawezi to grupy poszukiwanych czworokatow.
Warunek 3(*) spetniaja jedynieréwnolegloboki.
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Parkietaz:

VN
K
VN

\
A
\
A
\
A
\

N
N
N

4.4.
A
\/

4 e

Korzystajac z 4.1 1 4.3 mozemy stwierdzi¢, ze szukana grupa czworokatow sa réwnolegloboki.

\B B =

R R R

[ef*)*/
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4.5.

Korzystamy tutaj z 4.1 1 mozemy stwierdzi¢, ze szukana grupa czworokatow sa réwnolegloboki.

e
Do
el

N

;

Oznaczamy boki:

a \}

Przechodzac do nastepnej klepki przez bok b otrzymujemy:
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Musi wigc zachodzié:

a=b

Korzystajac z zasady B (rozdziat 2 strona 8) otrzymujemy:

6(*)

%

_J

=

®

5

PN

W prawym gornyn rogu zawsze bedzie wykonywany obrét o 90°, stad wniosek, ze kat pomigdzy

bokiem a i b musi by¢ prosty 6(**)

Na dwodch pozostatych bokach mamy okreslone odbicie:

1Y

Po przej$ciu z I na klepkg II otrzymujemy :

Natomiast po odbiciu na ptytke IV otrzymujemy:

AV |
<>
c|c 4
c Vv
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Z ptytki IV na III przechodzimy réwniez przez odbicie:

v I
<
A clc 4
V clc ¥

Widzimy, ze kat przy wierzchotku ¢ musi by¢ katem prostym (kat ¢ lezy naprzeciwko wierzchotka z
okreslonym obrotem) 6(***)
Warunki 6(*), 6(**), 6(***) spetnia czworokat:

IAB| = |AD|, kat DAB = kat DCB = 90°

Parkietaz:
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4.7.

+
JA
T
-
/S
Oznaczmy boki:
+
a A
d b
L
. C
K

Z 4.6. otrzymujemy:

a=b, kat ab = 90° (kat migedzy bokami a i b)
c=d, kat cd = 90° (kat migdzy bokami c i d)
Takie warunki pelniaja tylko kwadraty

7(*)

d

4.8.
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Oznaczmy wyjsciowa klepke i rozwazmy uktad ztoZzony z czterech ptytek:

y4

Il a

@

b /]

7

c
/
7

Z oznaczonej ptytki Il przechodzimy na I odbiciem wzgledem przekatnej. Bok ¢ przejdzie na bok b.

‘ /
7
I| a b
0 o A o
C
Z
7
V
/]
1
Musi wigc zachodzi¢
b=c 8(*)

Sa to boki sasiednie, na ktorych okreslone jest odbicie wzgledem przekatnej. Poniewaz obroty na
pozostatych bokach nie wnosza ograniczen, poszukiwana grupa czworokatéw musi spetniac¢ jedynie

8(*). Sa to czworokaty:

B

|IBC| = |CD|
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Pakietaz:

4.9.

Oznaczmy boki::

=
-
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Zgodnie z 4.8. otrzymujemy:

b=c i a=d 9(*)

Mamy réwnos¢ bokow sasiadujacych. Warunek 9(*) spetniaja tylko deltoidy.
Mozemy tutaj wyrdzni¢ dwa typy deltoidow: wypukty i wklgsty.

Parkietaz dla deltoida wypuktego:

G
o

Parkietaz dla deltoida wklgstego:
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4.10.

Tak jak w 4.2. szukane czworokaty musza spetniac warunek rownosci przeciwlegtych bokdow.

A
\/
A
\
10(%)
Oznaczmy wierzchotki:
c d
i " A
d * c *
© A < A
v s v

Musi zachodi¢:
kat a + kat ¢ =180° 1
kat b + kat d = 180°

Jest to réwnos$¢ przeciwleglych katow, a taki warunek spetniaja czworokaty wpisane w okrag.

Nietrudno stwierdzié, ze jesli dodamy do tego warunku rownos$¢ bokdow, to taki parkietaz moga

tworzy¢ tylko trapezy rownoramienne

Parkietaz:
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W tym przypadku musi by¢ spetniony jedynie warunek rownosci przeciwlegtych bokow.

Parkietaz:

a
=L

=
&

&

4.12.
|
I
|
I
Oznaczmy wierzchotki:
|
a ! b
d A c
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Z 4.2. dostajemy rownos$¢ bokéw: ab = dc 1 ad = dc 12(*)
Rozwazajac sasiednie klepki otrzymujemy:

kat a + kat ¢ = 180°
kat b + kat d = 180°
Suma przeciwlegtych katow = 180°

12(*) 1 12(**) spetniajq tylko prostokaty.

Parkietaz:
4.13.

A

v
<> Ly

e
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Zaznaczmy wierzcholki i rozwazmy uktad ztozony z 9 klepek

T <Hi

4 d| d 4 al a * d

V d| d v al| a v d
<+» <+

4 c| c 4 b| b 4 c

* c c v b b v (o]
<L e

d d a a d

Widzimy, ze cztery katy przy wierzcholtku c daja kat pelny. Zatem:
13(%)
Podobnie dla innych katow:

kat ¢ =90°
kat a = 90°
kat b = 90°
kat d =90°

Parkietaz:

Powyzsze warunki spetniaja tylko prostokaty.

d

d
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4.14.

®
® ®
@
Zaznaczmy wierzchotki:
a d c b
@ ®
d a b c
[ ]
c b a d

Widzimy, ze kat a + kat b + kat ¢ +kat d = 360°.
Ten waruek spetniaja dowolne czworokaty, wypukle i wklgste.

Parkietaz dla czworokata wypuklego:

L
Ry
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Parkietaz dla czworokata wklgstego:

VA

4.15.
L

<>
A
v

Oznaczmy wierzchotki:
L L
A A
v v

A

A

/A

Widzimy, ze: kat ¢ = 90° 15(*)
kat b =90° 15(%%)
Sa to katy przy boku znajdujacym si¢ naprzeciwko

boku z okre§lonym obrotem.
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Czworokat, ktéry spetnia jednoczesnie 15(*) 1 15(**) to trapez prostokatny.

Suma katow lezacych przy przeciwleglych bokach wynosi 180°

Parkietaz:
4.16.
@
<t <
@
Oznaczmy wierzchotki:
al a d| d
@ 1209
d| d al a Katc +katb =180 16(*)
Kat a+katd=180° 16(**)
<> <+»>
c| c . bl b
b| b c| c
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Takie warunki spetniaja jedynie réwnolegloboki.
Parkieta:
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Rozdzial 5

Jak zrobié swoj wlasny parkietaz

W tym rozdziale pokazg jak mozna geometrycznie projektowac¢ i wykonywac parkietaze typu
Eschera. Potrzebne bgda do tego nozyczki, otéwek, klej i papier kolorowy. Ponizsze przyklady
zaczerpnigte sa z ksiazki Wactawa Zawadowskiego pt. ,,Mozaiki matematyczne”.

Przyktad I
Wyjsciowa ptytka niech bedzie kwadrat.

Wycinamy nozyczkami jeden bok, przesuwamy ten wycigty kawatek i doktadamy go do rownolegte-

go, przeciwlegtego boku.

Dostajemy niesymetryczny wzor - kotka.
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Kwadratowymi plytkami mozna szczelnie wytozy¢ cala ptaszczyzng. Takimi kotkami tez.
Nie wszystkie z szesnastu regut (rozdz. 3) mozna zastosowac¢ do utozenia parkietazu z tego wzoru.

Ja wybratam trzy i na ich podstawie otrzymatam trzy rd6zne parkietaze
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Przyktad I1
Teraz przeksztatcimy rownoleglobok. Co odetniemy nozyczkami z jednego boku to dokleimy do
przeciwleglego.

[ 757 )0

Otrzymujemy niesymetryczny wzor - gotgbia. Do tego wzoru pasuje regula:
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Przyktad III

Znow wyjsciowa klepka badzie rownolegtobok. Tym razem bedzie on wgzszy 1 wyzszy.

A

Najpierw przeksztatcimy lewy bok. Wytniemy kawatek, a nizej dotozymy taki sam ale obrécony o
180°.

a

To samo robimy z przeciwleglym bokiem.Otrzymamy niesymetryczny wzor - dzban.

(>
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Parkietaz zrobimy zgodnie z reguta
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Podobnym ale duzo bardziej skomplikowanym kompozycjom po§wigcit wiele swoich prac M. C.
Escher.
Jak wykona¢ parkietaz z psami? Zaczynamy od prostokata.

Wycinamy kawatek z lewego pionowego boku i doklejamy do przeciwlegtego boku (sa to tylne fapy
psa)

Wycinamy z dotu ksztatt glowy. Odbijamy symetrycznie wzgledem prostej pionowej i doklejamy do
gory.

Wzor jest gotowy. Ten parkietaz zrobiony przez Eschera przedstawia regule:
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