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1. WSTEP

W ponizszej pracy obiektem naszego zainteresowania bedg parkietaze izohedralne, czy-
li takie parkietaze ptaszczyzny, w ktorych dla kazdych dwoch plytek istnieje symetria
parkietazu przeprowadzajaca jedna plytke na druga. Gléwnie interesuja nas wielokgto-
we parkietaze izohedralne o niesymetrycznych ptytkach (Definicja 2.2 i Definicja 2.11).
Parkietaze zostaly sklasyfikowane z doktadnoscia do tzw. typdw izohedralnych (Definicja
2.25) w ksiazce Tilings € patterns B. Griinbaum’a i G.C. Shephard’a [2], w artykule
Theory of planigons B. N. Delone [1], oraz w pracy magisterskiej Klasyfikacja parkietazy
izohedralnych o niesymetrycznych plytkach K. Siejek [4].

Celem ponizszej pracy jest znalezienie wszystkich mozliwych ksztattow wielokatnej
plytki dla 23 typow parkietazy izohedralnych o niesymetrycznych ptytkach sposréd wszyst-
kich 46 typow. Wybor takiego zakresu dla typéw parkietazy izohedralnych powodowany
jest ograniczeniem w zamierzanej wielkosci pracy.

W ksiazce Introductory Tiling Theory for Computer Graphics C.S. Kaplan’a [3] mozna
znalez¢ szkicowo opisane ksztaltty dla wszystkich wspommnianych typéw, jednak sa one
zaprezentowane bez dowodu. W ponizszej pracy chcemy w prosty i elementarny sposob
uzasadni¢ zakresy ksztaltow dla ptytek z poszczegélnych typow parkietazy izohedralnych
o niesymetrycznych ptytkach, aby byly one zrozumiale i przystepne dla zdolnych i inte-
resujacych sie geometrig uczniow licedéw.



2. PODSTAWOWE DEFINICJE

Definicja 2.1. Parkietazem plaszczyzny nazywamy pokrycie catej ptaszczyzny pewnymi
figurami w taki sposob, ze figury wzajemnie na siebie nie zachodza oraz nie ma dziur.
Figury tworzace parkietaz bedziemy nazywali plytkami parkietazu.

Definicja 2.2. Parkietazem wielokgtowym nazwiemy parkietaz, ktorego plytki sg wielo-
katami, zas czes¢ wspolna dwoch ptytek moze by¢ pojedynczym bokiem, pojedynczym
wierzchotkiem lub pusta.

Krawedz parkietazu to wspélny bok dwoch ptytek. Wierzchotek parkietazu to wspélny
wierzchotek dwoch lub wiecej ptytek.

RyYsUNEK 1. Parkietaz wielokatowy z zaznaczonymi narozem, wierzchot-
kiem i krawedzia.

Definicja 2.3. Stopniem albo walencyjnoscig wierzchotka parkietazu bedziemy nazywac
liczbe spotykajacych sie w nim ptytek parkietazu.

Na Rysunku 1 zaznaczony wierzchotek ma stopien trzy, poniewaz spotykaja sic w nim
trzy ptytki: dwie odmiokatne i jedna czworokatna. Wierzchotki parkietazu bedziemy ozna-
cza¢ duzymi literami alfabetu tak jak wierzchotki ptytek. Krawedzie parkietazu beda
oznaczane malymi literami alfabetu. Katy wewnetrzne ptytek bedziemy oznaczaé maty-
mi literami alfabetu greckiego.

Rysunek 2 przedstawia ten sam parkietaz z wprowadzonymi oznaczeniami wierzchot-
kow, krawedzi i katow.

Definicja 2.4. Izometria plaszczyzny to przeksztalcenie, ktore zachowuje wymiary i
ksztalty obiektow znajdujacych si¢ na ptaszczyznie.

Mamy nastepujace rodzaje izometrii:

(1) Translacja (inaczej przesuniecie) to izometria przesuwajaca kazdy punkt plasz-
czyzny o zadany wektor .

(2) Obrét o kat ¢ wokét punktu O. Jest to izometria, ktéra kazdy punkt ptaszezyzny
przemieszcza po okregu o srodku w punkcie O o zadany kat ¢ przeciwnie do
ruchu wskazowek zegara. Promieniem tego okregu jest odlegtos¢ miedzy srodkiem



RysUNEK 2. Parkietaz wielokatowy z oznaczeniami wierzchotkéw i krawe-
dzi oraz katow wewnetrznych ptytek

okregu O a przeksztatcanym punktem. Punkt O nazywamy $rodkiem obrotu. W
przypadku obrotu o kat ¢ = m mozna méwic o potobrocie albo symetrii sSrodkowej
o srodku w punkcie O.

(3) Symetria osiowa (odbicie) wzgledem prostej k to izometria, ktora przeksztatca
kazdy punkt A plaszczyzny na punkt A’ ptaszyczyzny, gdzie oba punkty spetniaja
nastepujace warunki:

e punkty A i A’ znajduja sie na prostej prostopadlej do prostej k,
e punkty A i A’ znajdujg sie w tej samej odlegtosci od prostej k,
e punkty A i A’ znajduja sie po przeciwnych stronach prostej k.

(4) Symetria z poslizgiem nazwiemy ztozenie symetrii osiowej wzgledem prostej k i
translacji o wektor o rownoleglty do prostej k. Prostg k nazywamy osig symetrii z
poslizgiem.

Wsérod wymienionych izometrii translacja i obrot zachowujag orientacje, zas odbicie i
symetria z poslizgiem nie zachowuja orientacji.

Definicja 2.5. Symetrig parkietazu nazwiemy kazda izometrie, ktora przeprowadza par-
kietaz na siebie.

Uwaga 2.6. Zwr6émy uwage, ze wérod symetrii parkietazu zawsze jest izometria tozsa-
mosciowa.

Definicja 2.7. Parkietaz nazywamy zohedralnym wtedy, gdy dla kazdych dwoch plytek
P, i P, istnieje symetria parkietazu przeprowadzajaca P, na Ps.

7 powyzszej definicji wynika, ze w parkietazach izohedralnych wszystkie ptytki sa przy-
stajace, tzn. maja ten sam ksztalt. Rysunek 3 przedstawia przyktad parkietazu izohedral-
nego, ktorego ptytki sg przystajacymi czworokatami.

Definicja 2.8. Typem walencyjnym lub topologicznym parkietazu izohedralnego nazywa-
my zestaw stopni wierzchotkéw parkietazu na obwodzie pojedynczej ptytki branych w
kolejnosci wystepowania na obwodzie ptytki przeciwnie do ruchu wskazowek zegara.

Typy topologiczne bedziemy zapisywaé za pomocg kwadratowych nawiaséow ( [ ] ), w
ktorych beda zapisane liczby oznaczajace stopnie wierzchotkow plytki oddzielane kropka
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(.), np. [4.6.12], [4.8.4.8], [6.6.6]. Przy czym jezeli obok siebie wystepuja te same liczby,
mozna zapisac typ krocej uzywajac indeksu gérnego do zapisania ilosci powtarzajacych sie
stopni, np. [6.6.6] = [6°], [4.4.6.8] = [4%.6.8]. Oczywiscie liczb w zapisie typu walencyjnego
bedzie tyle samo, ile wierzchotkow w plytce w parkietazu izohedralnym.

Nalezy pamietac, ze kolejno$é liczb w zapisie typu topologicznego ma znaczenie, mia-
nowicie typ [3.4.6.4] jest tym samy typem co [4.6.4.3], ale nie tym samym co [4.3.6.4].

Przyktad 2.9. (1) Typ topologiczny [3.4.6.4] oznacza, ze w czworokatnej plytce je-
den wierzchotek ma stopien 3, a potem kolejne wierzchotki po obwodzie ptytki P
beda mialy stopnie 4, 6 i 4. (patrz Rysunek 3).

RySUNEK 3. Typ topologiczny [3.4.6.4]

(2) Typ topologiczny [63] oznacza, ze w kazdym wierzchotku spotyka si¢ 6 ptytek. W
zapisie 6% liczba 6 oznacza liczbe plytek spotykajacych sie w jednym wierzchotku,
za$ liczba 3 to liczba wierzchotkéw znajdujacych sie w pojedynczej ptytce (patrz
Rysunek 4).

RYSUNEK 4. Przy kazdym wierzcholtku spotyka sie szes¢ ptytek

Na potrzeby kolejnych definicji nalezy okresli¢ pojecie orientacji ptytki.

Definicja 2.10. Orientacjq plytki bedziemy nazywaé kierunek (zgodny badz przeciwny
do ruchu wskazowek zegara), wzgledem ktérego oznaczamy krawedzie ptytki.
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Krawedzie ptytki bedziemy oznacza¢ zgodnie z kolejnoscig wystepowania liter w alfa-
becie tacinskim.

Na Rysunku 5 mamy przyktad kwadratowej ptytki z orientacja zgodna z ruchem wska-
zowek zegara.

RYSUNEK 5. Ptytka kwadratowa, w ktorej mamy orientacje zgodng z ru-
chem wskazowek zegara

Definicja 2.11. Ptytka w pakietazu izohedralnym jest niesymetryczna, gdy nie istnieje
rozna od tozsamosciowej symetria parkietazu przeksztalcajaca wybrang ptytke na samag
siebie.

Uwaga 2.12. (1) Jezeli jedna pltytka parkietazu izohedralnego jest niesymetryczna,
to kazda inna ptytka tego parkietazu jest niesymetryczna.

(2) Niesymetrycznosé ptytki moze wynikaé z braku symetrii wlasnych wielokata, kto-
rego ksztatt ma plytka.

(3) Moze sie tez zdarzy¢, ze ptytka ma ksztalt wielokata posiadajacego symetrie wha-
sne, ale symetria parkietazu izohedralnego sprawia, ze plytka staje sie niesyme-
tryczna.

(4) W parkietazu izohedralnym, ktérego ptytki maja symetrie wtasne, mozemy poety-
kietowac¢ boki ptytek i wymagac¢ aby symetria parkietazu zachowywata te etykiety
i dzieki etykietom plytki beda niesymetryczne nawet majac symetryczny ksztatt
(patrz Rysunek 6).

Ponizsza definicja wprowadza pojecie parkietazu izohedralnego o niesymetrycznych
ptytkach.

Definicja 2.13. Parkietazem izohedralnym o niesymetrycznych plytkach nazwiemy par-
kietaz izohedralny, ktérego ptytki spetniaja Definicje 2.11.

Parkietaze izohedralne o niesymetrycznych ptytkach maja nastepujaca wtasnos¢:

Lemat 2.14. W izohedralnym parkietazu o niesymetrycznych plytkach dla dowolnych
dwoch ptytek Py i Py istnieje dokiadnie jedna symetria parkietazu, ktora przeprowadza
plytke Py na Ps.

Uwaga 2.15. Majac dowolny parkietaz izohedralny o dowolnych ptytkach zawsze moze-
my dokona¢ nastepujacego etykietowania ptytek parkietazu:
(1) Wyrdznimy jedna ptytke parkietazu P, a nastepnie krawedziom tej ptytki nadamy
parami rézne etykiety:.
(2) Dla dowolnej innej ptytki P, w parkietazu rozpatrzymy jedyna symetrie prze-
ksztatacajaca P, na P, jednoczesnie przenoszac za pomoca tej symetrii etykiety z
Pl na PQ.
(3) Powtarzamy krok 2 az wszystkie ptytki w parkietazu beda poetykietowane.
W ten sposéb otrzymamy zestaw etykiet na bokach wszystkich ptytek w parkietazu.
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RYSUNEK 6. Parkietaz izohedralny o kwadratowych poetykietowanych
plytkach, ktore sa niesymetryczne

Definicja 2.16. Powiemy, ze ptytki Py i P, przylegajq do siebie, gdy ich cze$cia wspdlna
jest pojedynczy bok.

Zauwazmy, ze etykiety na krawedziach parkietazu pochodzace od dwodch ptytek wyste-
puja w statych parach. Oznacza to, ze dla kazdych dwoch plytek w parkietazu izohedral-
nym przylegajacych do siebie przez konkretnag krawedz, jesli w jednej ptytce ta krawedz
bedzie miata etykiete "a”, to w przylegajacej ptytce ta krawedz bedzie miata etykiete
2 C” .

W nastepnej czesci przytoczymy serie¢ znanych lematow o parkietazach izohedralnych
o niesymetrycznych ptytkach, ktorych nie bedziemy dowodzi¢. Niech beda prawdziwe

nastepujace zatozenia dla Lematow 2.17 - 2.23:

(1) Zalézmy, ze mamy parkietaz izohedralny o niesymetrycznych plytkach oraz w
kazdej ptytce boki zostaty poetykietowane wedtug Uwagi 2.15.

(2) Zalézmy tez, ze ptytki Py i P, przylegaja do siebie przez bok o etykiecie "a” w
plytce P;.

Lemat 2.17. Niech P, © Py bedg plytkami parkietazu izohedralnego o niesymetrycznych
ptytkach i niech przylagajgc do siebie przez bok o etykiecie "a” w Py. Jezeli bok o etykiecie
“a” plytki Py jest przeksztalcany przez symetrie parkietazu na bok o tej samej etykiecie
"a” plytki Py, to boki te majg te samq dlugosé, poniewaz kazda symetria parkietazu jest

1zometrig zachowujgcq odlegtosci i ksztalty.
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7} ”

Lemat 2.18. Jezeli wspolny bok plytek Py 1 Py ma etykiete w Py 1 te samq etykiete
"a” w Py oraz symetria parkietazu przeksztatcajgca Py na P zachowuye orientacje, to tq
symetrig bedzie pélobrot wzgledem $rodka boku o etykiecie "a” (patrz Rysunek 7a).

77 ”

Lemat 2.19. Jezeli wspolny bok plytek Py © Py ma etykiete w Py 1 te samq etykiete

a” w Py oraz symetria parkietazu przeksztatcajgca Py na P2 nie zachowugje orientacy,
»

to tg symetrig bedzie odbicie wzgledem prostej bedgcej przedtuzeniem boku o etykiecie "a
(patrz Rysunek 7b).

77 ”

Lemat 2.20. Jezeli wspolny bok plytek Py 1 P, ma etykiete w Py 1 inng etykiete niz
"a” w Py i bok o etykiecie "a” w Py ma wspolny wierzcholek z bokzem o etykiecie "a” w P,
oraz symetria parkietazu przeksztaicaj@cq P, na P, zachowuje orientacje, to tq symetm@
jest obrat wokdl powyziszego wspélnego wierzcholka bokéw (patrz Rysunek 7c).

77 ”

Lemat 2.21. Jezeli wspolny bok plytek Py i Py ma etykiete w Py i inng etykiete niz
a7 w Py 1 bok o etykiecie "a” w P, ma wspolny wzerzchoiek z bokiem o etykiecie "a”
w P1 oraz symetria parkietazu przeksztaicajgcqg Py na Py nie zachowuje orientacyi, to tq
symetrig bedzie symetria z poslizgiem (patrz Rysunek 7d).

77 ”

Lemat 2.22. Jezeli wspolny bok plytek Py i Py ma etykiete w Py i inng etykiete niz
“a” w Py 1 bok o etykiecie "a” w Py nie ma wspolnego wzerzchoika z bokiem o etykiecie
w Py oraz symetria parkzetazu przeksztalcajgcqg Py na Py zachowugje orientacje, to tq
symetrig jest translacja (patrz Rysunek 7e).

77 ”

» 0 » 0

Lemat 2.23. Jezeli wspolny bok ptytek Py i P, ma etykiete "a” w Py i inng etykiete niz "a
w Py 1 bok o etykiecie "a” w Py nie ma wspolnego wierzchotka z bokiem o etykiecie "a” w
Py oraz symetria parkzetazu przeksztatcajgcg Py na Py nie zachowuge orientacyi, to bedzie
ona symetrig z poslizgiem, ktorej osig jest prosta przechodzqca przez $rodki odcinkow,

ktorych konce to wierzcholek boku o etykiecie "a” w Py 1 jego obraz na boku o etykiecie
Ya” w Py przez tq symetrie (patrz Rysunek 7f).

Definicja 2.24. Diagramem sgsiadowania w parkietazu izohedralnym o niesymetrycz-
nych ptytkach bedziemy nazywadé rysunek przedstawiajacy pojedyncza ptytke P parkie-
tazu izohedralnego z symbolami i etykietami, ktére bedg symbolicznie wskazywaty na
symetrie parkietazu przeksztalcajace ptytke P; w sasiadujace z nig ptytki. W diagramie
sasiadowania na srodku kazdego boku bedzie znajdowata sie czarna kropka (e ). Mamy
nastepujace symbole:

e Gdy plytki P, i P, spetniajag Lemat 2.18, to na diagramie sasiadowania symbol
umieszczony na wspélnym boku ptytek P, i P, e ma znak + (Rysunek 7a).

o Gdy ptytki P, i P, speliaja Lemat 2.19, to na diagramie sgsiadowania symbol
umieszczony na wspolnym boku ptytek P, i P, @ ma znak — (Rysunek 7b).

2 77

Jezeli bok oznaczony etykieta ptytki P, przylega do boku w sasiedniej plytce Ps
oznaczonego inng etykietg "b”, to boki o etykietach "a” i ”b” w P, sg potaczone tukiem
o koncach w srodkach obu bokow oznaczonych symbolami e.

e Gdy pltytki P, i P, spetniaja Lemat 2.20, to tuk na diagramie sgsiadowania taczacy
wskazane boki ma znak + (Rysunek 7c).

o Gdy ptytki P, i P, spelniajg Lemat 2.21, to tuk na diagramie sasiadowania taczacy
wskazane boki ma znak — (Rysunek 7d).

e Gdy plytki P, i P, spelniaja Lemat 2.22; to tuk na diagramie sasiadowania taczacy
wskazane boki ma znak + (Rysunek 7e).

o Gdy ptytki P, i P spelniaja Lemat 2.23, to tuk na diagramie sasiadowania taczacy
wskazane boki ma znak — (Rysunek 7f).
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RYSUNEK 7. diagramym sgsiadowania dla symetrii z lematéw 2.18-2.23

Nalezy zwroci¢ uwage, ze w rysunkach 7a, 7c i 7e przedstawione izometrie zachowu-
ja orientacje plytki (stad znak +), zas$ rysunki 7b, 7d, 7f przedstawiaja izometrie nie
zachowujace orientacji (stad znak —).

Definicja 2.25. Dwa parkietaze izohedralne naleza do tego samego typu, zwanego typem
1zohedralnym wtedy i tylko wtedy, gdy maja ten sam typ walencyjny oraz ptytki maja
ten sam diagram sgsiadowania.

Istnieje 46 typow parkietazy izohedralnych o niesymetrycznych ptytkach, ktore zostaty
sklasyfikowane przez Griilnbaum’a i Shepard’a w ksiazce [2], a takze inna metoda przez
Katarzyne Siejek w pracy magisterskiej [4]. Wsrdd nich 16 typéw dotyczy plytek czwo-
rokatnych o typie walencyjnym [4%] i 7 typéw dotyczy plytek o ksztalcie szeSciokatnym.
Pozostate 23 typy parkietazy izohedralnych o niesymetrycznych ptytkach przedstawiamy
na Rysunku 8. Liczby na rysunkach oznaczaja stopnie walencyjne wierzchotkdw.

Celem pracy jest znalezienie dla kazdego sposrod 23 typow parkietazy izohedralnych o
niesymetrycznych ptytkach przedstawionych na Rysunku 8 wszystkich mozliwych ksztal-
tow dla wielokatnej ptytki w parkietazach danego typu. Wybor takiego zakresu typéw
parkietazy izohedralnych powodowany jest ograniczeniem w zamierzanej wielkosSci tejze
pracy. W nastepnych rozdziatach bedziemy najpierw rozpatrywali parkietaze izohedralne,
ktorych ptytki majg ksztatt tréjkata, nastepnie parkietaze, ktorych plytki maja ksztatt
czworokata i pieciokata. Przyjeta kolejnos¢ zwigzana jest z wlasnosciami ptytek w nie-
ktorych typach parkietazy izohedralnych, ktére beda wykorzystywane w parkietazach
izohedralnych innych typéw, aby utatwi¢ niektore rozumowania. W nastepnym rozdziale
o parkietazach izohedralnych o ptytkach tréjkatnych takze przyjeta kolejnos¢ ma utatwic
niektore z rozumowan.
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RYSUNEK 8. 23 typy izohedralne parkietazy o niesymetrycznych ptytkach
nie bedacych szedciokatami oraz o typach topologicznych réznych od [44]

3. PARKIETAZE O PLYTKACH TROJKATNYCH

W ponizszym rozdziale naszym obiektem zainteresowania beda parkietaze izohedral-
ne o ptytkach w ksztalcie trojkata. Dla kazdego typu okreslimy jaki jest zakres ksztattu
trojkatnej ptytki tworzacej parkietaz izohedralny oraz udowodnimy, ze dla wyznaczonego
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zakresu ksztattow plytki rzeczywiscie daje sie utworzy¢ izohedralny parkietaz o zadanym
typie izohedralnym. Kolejno$¢ rozpatrywania typow zostala dobrana ze wzgledu na ro-
snacy poziom trudno$ci oraz w ten sposob, aby méc w dalszych rozwazaniach niekiedy
korzysta¢ z poprzednich. Symbole typéw izohedralnych uzywane w tym i w kolejnych
rozdziatach odnosza sie do oznaczenn wprowadzonych w ksiazce [1] i zastosowanych w
Rysunku 8.

3.1. Typ IH84 [6%]. Partkietaz [H84 o typie topologicznym [63] tworza plytki trojkatne
z diagramem sasiadowania jak na Rysunku 9. Przypomnijmy, ze znak + przy symbolu
e na boku ptytki oznacza, ze symetrig parkietazu przeksztalcajaca ptytke parkietazu w
sasiednig jest potobrot wzgledem srodka wspdélnego boku obu ptytek o wspomnianym
symbolu.

+

RYSUNEK 9. typ TH84, [6%]

Fakt 3.1. Dla plytki w ksztalcie dowolnego trojkgta istnieje parkietaz izohedralny typu
TH84 [6%] 2tozony z takich plytek.

Dowdd. Niech T bedzie ptytka w ksztatcie dowolnego tréjkata o bokach oznaczonych a,
b, ¢ zaopatrzona w diagram sgsiadowania jak na Rysunku 9. Zestawmy ze sobg siedem
plytek T zgodnie z regutami sasiadowania (patrz na ptytki pomiedzy prostymi k i m na
Rysunku 10). Majac wyjsciowa ptytke T kolejna ptytka T’ powstaje przez potobrét wzgle-
dem srodka boku, przez ktéry sasiaduje z ptytka T (Lemat 2.18). Zauwazmy jednoczesnie,
ze a+ [+ v = 180°. Kontynuujac doktadanie kolejnych ptytek w obie strony w nieskon-
czono$¢ otrzymujemy pas trojkatéow zawartych miedzy prostymi k i m (wyznaczonymi
przez odpowiednie boki tréjkatéw). Zwréémy tez uwage, ze pas powyzej prostej k i pas
ponizej prostej m sa przystajace do srodkowego pasa, wynika to z regulty przenoszenia, i
takze mozna je kontynuowac¢ w nieskonczos$¢ w obie strony. Oczywiscie mozemy tworzy¢
nowe pasy w nieskonczonos¢ za pomoca reguty przenoszenia, a w ten sposéb zapetimy
calgy ptaszczyzne przystajacymi pltytkami T. O

3.2. Typ IH85 [6%]. Parkietaz izohedralny o typie IH85 [63] tworza plytki tréjkatne z

diagramem sasiadowania jak na Rysunku 11. Przypomnijmy, ze znak — przy symbolu

e na boku ptytki oznacza, ze symetrig parkietazu przeksztalcajaca ptytke parkietazu w

sasiednig jest odbicie wzgledem wspolnego boku obu plytek o wspomnianym symbolu.
Sformujemy nastepujacy fakt:

Fakt 3.2. Dla plytki o ksztalcie dowolnego tréjkqta istnieje parkietaz izohedralny typu
TH85 [63] zlozony z takich plytek.

Dowaod. Pokazemy, ze wypehiajac ptaszczyzne jednakowymi tréjkatnymi ptytkami o do-
wolnym ksztatcie i zgodnie z regutami sgsiadowania wyznaczonymi przez diagram sasia-
dowania dla tego typu (Rysunek 11) otrzymamy parkietaz izohedralny typu IH85 [63].
Zacznijmy wypelnia¢ ptaszczyzne takimi ptytkami jak na Rysunku 12 korzystajac z Le-
matéw 2.18 i 2.19. Zauwazmy, ze w pewnym momencie otrzymamy dwa pasy trojkatow,
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RYSUNEK 11. Parkietaz TH85 [63]

ktore sa symetryczne wzgledem prostej k, ktora jest osig odbicia. Pasy te powstaja dzigki
temu, ze a + 3+ v = 180°. Oba pasy mozemy kontynuowaé¢ w obie strony w nieskonczo-
nos¢ stosujac reguty przenoszenia wynikajace z diagramu sgsiadowania. Zwro¢my uwage,
ze proste k, m i n sg réwnolegte (katy naprzemianlegle) oraz sa osiami odbicia wzgledem
ktorych mozemy odbi¢ pasy tréjkatow i kontynuowadé te odbicia w nieskoniczonosé. Stad
zapelniamy catg ptaszczyzne ptytkami. O

RYSUNEK 12. Pasy plytek trojkatnych z parkietazu typu TH85 [6%]
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RYSUNEK 13. Parkietaz izohedralny TH87 [6°]

3.3. Typ IH87 [6°]. Parkietaz izohedralny TH87 [6] tworza plytki trojkatne z diagra-
mem sasiadowania jak na Rysunku 13. Przypomnijmy, ze znak — przy symbolu e na boku
ptytki oznacza, ze symetrig parkietazu przeksztatcajaca ptytke parkietazu w sasiednia jest
odbicie wzgledem wspdlnego boku obu ptytek o wspomnianym symbolu.
Uzasadnimy, ze te ptytki beda trojkatmi réwnobocznymi. Wynika to z nastepujacych
obserwacji (patrz Rysunek 14):
e Wokét jednego wierzchotka spotyka sie szesé przystajacych ptytek (typ topolo-
giczny).
e Katy przy ustalonym wierzchotku w sze$ciu spotykajacych sie wokot tego wierz-
chotka ptytkach maja te samg miare.
e Stad wynika, ze kazdy z katéw przy ustalonym wierzchotku ma 60°, a zatem
rowniez katy a = 60°, 8 = 60°, v = 60°.
e Zatem potencjalne ptytki w parkietazu typu IH87 [6%] musza mie¢ ksztalt trojkata
rownobocznego. Mozemy zmienia¢ w nich tylko dtugos$é¢ boku.

RYSUNEK 14. Fragment parkietazu TH87 [6%]

Sformutujemy nastepujacy fakt:

Fakt 3.3. Dla dowolnej diugosci boku plytki o ksztalcie trogkgta rownobocznego istnieje
parkietaz izohedralny plaszczyzny typu TH8T [6%] ztoZony z takich plytek.

Dowdd. Zacznijmy wypelnia¢ plaszczyzne ptytkami wedtug regut z diagramu sasiadowa-
nia (Rysunek 13) zgodnie z Lematem 2.19. W pewnym momencie otrzymamy fragment
parkietazu jak na Rysunku 15. Laczac wierzchotki C, C5, C, Cs otrzymujemy réwnolegto-
bok zawierajacy szesé¢ plytek tréjkatnych (dwie cate i osiem potéwek). Nastepnie mozemy
przesuna¢ rownolegtobok C'C3CCy o wektor uy i otrzymamy przystajacy réwnolegtobok
CyC5C5C takze zawierajacy sze$é plytek (dwie cale i osiem potéwek). Podobnie moze-
my zrobi¢ korzystajac z wektora m;. W ten sposob przesuwajac kolejne réwnolegtoboki
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wypelnimy cata ptaszczyzne rownolegtobokami, ktore nie pozostawia pustych miejsc i
nie beda na siebie nachodzié (translacja zachowuje ksztalt i rozmiar). Zatem powstanie
parkietaz calej ptaszczyzny. U

RysuNEK 15. Réwnolegtobok przesuniety o wektory wy i my

3.4. Typ TH83 [63]. Parkietaz typu [H83 [6%] jest utworzony z ptytek tréjkatnych o dia-
gramie sgsiadowania jak na Rysunku 16. Przypomnijmy, ze tuk z minusem oznacza, ze
symetrig parkietazu przeksztatcajaca ptytke parkietazu w sgsiednia jest symetria z posli-
zgiem, gdzie o$ odbicia to prosta przechodzaca przez $rodki bokow potaczonych tukiem.
Przypomnijmy tez, ze boki potaczone tukiem sa réwnej miary (Lemat 2.17).

RYSUNEK 16. Diagram sasiadowania dla plytek parkietazu TH83 [6%]

Twierdze, ze potencjalna ptytka w parkietazu IH83 [63] musi by¢ tréjkatem réwnora-
miennym. Wynika to z Lematu 2.21, gdzie boki potgczone tukiem musza mie¢ te samag
dhugos¢, poniewaz symetria parkietazu przeksztatca jeden bok na drugi.

Sformutujemy nastepujacy fakt:

Fakt 3.4. Dla dowolnych diugosci ramion 1 podstawy plytki o ksztalcie tréjkata row-
noramiennego istnieje parkietaz izohedralny plaszczyzny typu TH83 [63] ztoZony z takich
plytek.
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Dowaod. Niech T bedzie ptytka w ksztalcie dowolnego trojkata réwnoramiennego. Za-
cznijmy wyktada¢ ptaszczyzne pltytkami T wedlug diagramu sasiadowania. Otrzymamy
fragment parkietazu jak na Rysunku 17. Mozemy dokona¢ dwdch obserwacji:

(1) Trojkaty potaczone tukami tworza pasy, ktére mozemy wypetniaé¢ pltytkami w
nieskonczono$¢ w obie strony.

(2) Dwa pasy polaczone prosta utworzona ze wspdlnych bokow (prosta k) tworza
wiekszy nieskonczony pas trojkatow, ktory mozemy odbi¢ wzgledem prostej m i
n. Powtarzajac te czynno$¢ nieskorniczenie wiele razy otrzymamy parkietaz calej
plaszczyzny ztozony z ptytek T.

U

>
' V

n k

RYSUNEK 17. Fragment ptaszczyzny wytozony plytkami o diagramie sa-
siadowania z Rysunku 16

3.5. Typ IH86 [63]. Parkietaz izohedralny typu IH86 [6°] tworza tréjkatne plytki z
diagramem sgsiadowania jak na Rysunku 18.

RYSUNEK 18. Diagram sasiadowania dla ptytki w parkietazu izohedralnym
THS6 [6°]

7 tego samego powodu jak w przypadku parkietazu typu IH83, kazda ptytka parkie-
tazu typu IH86 musi by¢ trojkatem rownoramiennym. Rysunek 19 przestawia fragment
parkietazu.
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RYSUNEK 19. Fragment parkietazu typu IH86 [6°]

Fakt 3.5. Dla dowolnych diugosci ramion i podstawy plytki o ksztalcie trojkgta row-
noramiennego istnieje parkietaz izohedralny plaszczyzny typu TH86 [63] zlozony z takich
plytek.

Dowdd tego faktu jest analogiczny do dowodu dla parkietazu typu TH83.

3.6. Typ TH88 [6%]. Parkietaz typu I[H88 [6%] tworza tréjkatne plytki o diagramie sa-
siadowania przedstawionym na Rysunku 20. Przypomnijmy, ze tuk z plusem oznacza,
ze symetrig parkietazu przeksztatcajaca plytke parkietazu w sasiednig jest obrét wokot
wspoélnego wierzchotka bokéw potaczonych tym tukiem, a zatem boki potaczone tukiem
sa rownej miary.

RYSUNEK 20. Diagram sasiadowania dla ptytki z parkietazu izohedralnego
typu TH88 [6?]

Pokazemy, ze potencjalny ksztalt ptytki w parkietazu typu IH88 [6®] musi by¢ tr6jkatem
rownobocznym. Korzystajac z Lematu 2.20 wiemy, ze dwa z bokéw trojkatnej ptytki maja
te sama miare, bo sa potaczone tukiem. Dodatkowo symetrig parkietazu przeksztatcajaca
ptytke Py w przylegta do niej ptytke P jest obrét wzgledem wspoélnego wierzchotka, co
wynika z plusa przy tuku (Rysunek 20). Dokonujac kolejnych obrotéow ptytki wzgledem
wybranego wierzchotka, dojdziemy do momentu, gdy bedziemy mieli sze$¢ takich samych
ptytek o ksztalcie trojkata réwnoramiennego o wspolnym wierzchotku i przylegajacych
do siebie ramionami. Kat miedzy ramionami w kazdej plytce bedzie miat miare 60°(bo
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dzielimy kat pelny na sze$¢ rownych czesci). Stad katy przy podstawie w kazdej plytce
tez beda miaty po 60°. Zatem kazda z tych ptytek jest trojkatem réwnobocznym.
Sformutujemy nastepujacy fakt:

Fakt 3.6. Dla dowolnej diugosci boku ptytki o ksztalcie trogkgta rownobocznego istnieje
parkietaz izohedralny plaszczyzny typu TH88 [63] zlozony z takich plytek.

Dowaod. Niech T bedzie ptytka o ksztalcie tréjkata réwnobocznego o dowolnej dtugosci
boku zaopatrzonym w diagram sasiadowania jak na Rysunku 20. Zacznijmy wypetniaé
ptaszczyzne pltytkami T zgodnie z regutami sasiadowania wykorzystujac Lematy 2.18 i
2.20. Po pewnym czasie otrzymamy fragment parkietazu jak na Rysunku 21. Zauwazmy,
ze otrzymaliSmy dwa pasy powyzej i dwa pasy ponizej prostej k, ktore mozna przedtuzyé
w nieskonczonosé. Zwroémy tez uwage na to, ze dwa pasy powyzej prostej k powstaja
przez poétobrét paséw ponizej prostej k wzgledem srodka dowolnego krawedzi na prostej
k. Podobnie mozemy wykona¢ potobroty dwoch paséw powyzej prostej k wzgledem $rod-
ka dowolnej krawedzi na prostej m i nastepnie w nieskonczono$¢ w gére. Analogicznie
mozemy postapi¢ w przypadku dwoch paséw ponizej prostej k i dowolnej krawedzi na
prostej n i w nieskonczonosé w dot. O

RYSUNEK 21. Fragment parkietazu typu IH88 [6°]

3.7. Typ IH38 [3.12%]. Parkietaz izohedralny typu IH38 [3.12%] tworza plytki tréjkatne,
ktorych diagram sasiadowania widzimy na Rysunku 22.

7 Lematu 2.20 wiemy, ze symetria parkietazu przeksztatcajaca ptytki, ktérych boki
potaczone sa tukiem z plusem jest obrotem wokot wspodlnego dla tych bokéw wierzchot-
ka oraz boki te sa tej samej dtugosci. Stad ptytki te sa trojkatami rownoramiennymi.
Obracajac wokot wspolnego wierzchotka, ktéry ma stopien 3, otrzymujemy trzy plytki
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RYSUNEK 22. Diagram sasiadowania dla ptytki w parkietazu TH38 [3.122]

o ksztalcie trojkata rownoramiennego. Katy przy wierzchotku wzgledem ktorego obra-
caliSmy maja te samg miare rowna 120° i znajduja si¢ miedzy ramionami ptytek. Stad
wnioskujemy, ze pzoostale dwa katy w kazdej ptytce maja po 30°. Zatem kazda z tych
ptytek ma ksztalt trojkata rownoramiennego rozwartokatnego o kacie miedzy ramionami
rownym 120° i katach przy podstawie o mierze po 30°.

D

RYSUNEK 23. Fragment parkietazu po zastosowaniu regut sgsiadowania

Sformutujemy nastepujacy fakt:

Fakt 3.7. Dla dowolnych diugosci bokow plytki o ksztalcie trojkgta réwnoramiennego o
katach 30°,30°,120° istnieje parkietaz izohedralny typu TH38 [3.127].

Dowdd. Niech T bedzie plytka w ksztatcie dowolnego tréjkata réwnoramiennego o ka-
tach 30°,30°,120° i bokach poetykietowanych a, b, c¢. Zgodnie z regutami sgsiadowania
utworzymy fragment parkietazu jak na Rysunku 23. Zauwazmy, ze katy LZABD, /BDA
i ZDAB maja miary po 60°, poniewaz kazdy z tych katow jest suma katéow [ i v, ktoére
maja po 30°. Zatem AABD jest rownoboczny o regutach sgsiadowania na bokach AB,
BD i AD jak w ptytce parkietazu typu IH87 (patrz Rysunek 13). Dodatkowo zauwazmy,
ze w ptytce z parkietazu typu IH87 zawarte sg trzy plytki z parkietazu IH38. Z Faktu
3.3 wiemy, ze z ptytek trojkatnych rownobocznych da sie utworzy¢ parkietaz izohedralny
o typie TH87 [6%]. Zatem z ptytek T takze da sie utworzy¢ parkietaz izohedralny, o typie
TH38 [3.122]. 0

3.8. Typ TH39 [3.122]. Parkietaz typu IH39 [3.12?%] tworza tréjkatne plytki jak na Ry-
sunku 24. Analogicznie jak w przypadku ptytek w parkietazu IH38, pokazujemy, ze ptytki
w parkietazu IH39 maja ksztalt trojkata rownoramiennego o katach 30°,30°, 120° .
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RYSUNEK 24. Diagram sgsiadowania dla ptytki w parkietazu izohedralny
TH39 [3.127]

Fakt 3.8. Dla dowolnej plytki o ksztalcie trojkgta rownoramiennego o kgtach 30°,30°,120°
istnieje parkietaz izohedralny plaszczyzny typu TH39 [3.122].

Dowdéd. Niech P bedzie ptytka o ksztalcie dowolnego trojkata rownoramiennego o ka-
tach 30°,30°,120° zaopatrzong w diagram sasiadowania jak na Rysunku 24. Utwérzmy
fragment parkietazu jak na Rysunku 25. Zwréémy uwage, ze ptytki Py, Py, P3; tworza
wickszy tréjkat rownoboczny AABC, ktorego boki przylegaja do przystajacych trojka-
tow réwnobocznych i sa przeksztatcane przez symetrie parkietazu jak w Lemacie 2.18.
Zauwazmy, ze te trojkaty wraz z regutami sgsiadowania tworza ptytki tréjkatne takie
same jak w parkietazu IH84. Z Faktu 3.1 wiemy, ze ptytki o ksztalcie tréjkata réwno-
bocznego o diagramie sgsiadowania jak na Rysunku 9 tworza parkietaz izohedralny oraz
symetria parkietazu przenosi podziat duzego AABC na cala ptaszczyzne. Zatem plyt-
ki o ksztalcie dowolnego trojkata rownoramiennego o katach 30°,30°,120° takze tworza
parkietaz izohedralny. U

RYSUNEK 25. Fragment parkietazu izohedralnego TH39 [3.12%]
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3.9. Typ IHT77 [4.6.12]. Parkietaz typu IH77 [4.6.12] tworza tréjkatne plytki jak na
Rysunku 26. Przypomnijmy, ze znak — przy symbolu e na boku ptytki oznacza, ze sy-
metrig parkietazu przeksztatcajaca ptytke parkietazu w sasiednia jest odbicie wzgledem
wspolnego boku obu ptytek o wspomnianym symbolu.

@ 12 : 4-

RYSUNEK 26. Diagram sasiadowania dla ptytki w parkietazu izohedralnym
typu TH77 [4.6.12]

Pokazemy, ze potencjalny ksztalt ptytki w parkietazu izohedralnym typu IH77 [4.6.12]
jest trojkatem prostokatnym o katach 30°, 60°, 90°. Zwroémy uwage, ze typ topologiczny
wskazuje, ze dla kazdej ptytki w jednym wierzchotku spotykaja sie cztery ptytki, w drugim
sze$¢ plytek, a w trzecim dwanascie ptytek. Wezmy A ABC'i odbijmy go wzgledem prostej
BC i prostej AB, a nastepnie odbijmy ABDC wzgledem prostej BD (patrz Rysunek 27).
Zwroémy uwage, ze wokot wierzchotka B spotykaja sie 4 przystajace trojkaty i katy przy
tym wierzchotku sg tej samej miary . Zatem kat v bedzie mial miare 90°, poniewaz
dzielimy kat peilny na 4 rowne czesci. Nastepnie odbijemy AABC wzgledem prostej AC
i powstaly AACH wzgledem prostej HC oraz odbijmy ABDC wzgledem prostej CD
i powstalty ACDF odbijmy wzgledem prostej CF. Wtedy wokot wierzchotka C spotka
sie szes¢ przystajacych plytek i jednoczesnie katy o przy wierzchotku C sg takie same.
Zatem kat o ma miare 60°, poniewaz dzielimy kat pelny na szes$¢ réwnych czesdci. Zatem
w NABC kat przy wierzchotku B ma miare 90°, a przy wierzchotku C ma miare 60°. Z
twierdzenia o sumie miar katéw w trojkacie kat przy wierzchotku A ma miare 30°. Stad
AABC jest prostokatny o katach 30°, 60°, 90°.

Sformutujemy nastepujacy fakt:

Fakt 3.9. Dla dowolnej ptytki o ksztalcie trojkata prostokgtnego o kgtach 30°,60°,90°
istnieje parkietaz izohedralny plaszczyzny typu THTT [4.6.12].

Dowad. Zgodnie z Rysunkiem 28, niech P; bedzie poetykietowang ptytka o ksztaltcie troj-
kata prostokatnego o katach ZFAF = 30°, ZAEF = 60°, ZAFE = 90° zaopatrzong w
diagram sasiadowania jak na Rysunku 26. Utworzmy fragment parkietazu jak na Rysunku
28 poprzez symetrie parkietazu korzystajac z Lematu 2.19. Zauwazmy, ze AABC' zawiera
sze$¢ ptytek P;. Dodatkowo przy wierzchotku A mamy dwa katy ZCAFE i ZBAFE, kto6-
rych suma miar wynosi 60° i podobnie mozna pokazaé, ze przy wierzchotkach B i C takze
mamy miare kata roéwng 60°, stad AABC jest trojkatem rownobocznym. Zauwazmy roéw-
niez, ze pozostale duze tréjkaty rownoboczne przyleglte do AABC sg jego odbiciem przez
prosta zawartg w odpowiednim boku AABC. Zatem AABC jest plytka z parkietazu
typu IH87. Z Faktu 3.3 wiemy, ze istnieje izohedralny parkietaz ptaszczyzny o ptytkach
jak AABC' z diagramem sasiadowania jak na Rysunku 13 oraz symetria parkeitazu prze-
nosi podziat duzego tréjkata na calg ptaszczyzne. Zatem istnieje izohedralny parkietaz
plaszczyzny typu TH77 [4.6.12]. O
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RyYsUNEK 27. Ptytki o ksztalcie trojkata prostokatnego o katach 30°, 60°, 90°

3.10. Typ IHT78 [4.8%]. Parkietaz typu IH78 [4.8%] tworza trojkatne plytki jak na Ry-
sunku 29. Przypomnijmy, ze znak + przy symbolu e na boku ptytki oznacza, ze symetria
parkietazu przeksztatcajaca ptytke parkietazu w sasiednia jest potobrot wzgledem srodka
wspolnego boku obu ptytek o wspomnianym symbolu.

Pokazemy, ze potencjalny ksztalt ptytki w parkietazu izohedralnym typu TH78 [4.8?]
jest dowolnym trojkatem prostokatnym, w ktorym przeciwprostokatng jest bok oznaczony
symbolem +. Niech wierzchotek C bedzie stopnia 4 tak jak na Rysunku 30 co oznacza, ze
spotykaja sie w nim cztery przystajace ptytki oraz cztery katy o tej samej mierze. Miara
tego kata musi by¢ réwna 90°, poniewaz gdyby byta mniejsza, to albo musiatoby by¢
wiecej ptytek, albo pozostatby pusty obszar miedzy ptytkami. Stad ptytka jest trojkatem
prostokatnym. Pozostate dwa katy w plytce moga by¢ dowolnych miar spetniajacych
jedynie warunek sumowania si¢ do 90°.

Fakt 3.10. Dla dowolnej ptytki o ksztalcie trojkgta prostokgtnego istnieje parkietaz izo-
hedralny plaszczyzny typu THT8 [4.8%].

Dowad. Niech P; bedzie ptytka o ksztalcie trojkata dowolnego prostokatnego zaopatrzona
w diagram sgsiadowania jak na Rysunku 29. Wypelijmy fragment ptaszczyzny ptytka-
mi P, stosujac odpowiednie symetrie. Otrzymamy fragment parkietazu jak na Rysunku
31. Zwr6émy uwage, ze pas ptytek pomiedzy prostymi k i m mozemy kontynuowaé¢ w
nieskonczono$¢ w gore i w dot. Zauwazmy tez, ze pas na lewo od prostej k jest pasem
srodkowym przesunietym w lewo o wektor v o dtugosci rownej dtugosci boku o etykiecie
”a”. Podobnie pas na prawo od prostej m jest pasem srodkowym przesunietym w prawo o
wektor —v. Przesuwajac w lewo i w prawo nieskonczone pasy zapelimy calg plaszczyzne
plytkami przystajacymi do P, a zatem bedziemy mieli parkietaz izohedralny ptaszczyzny
typu TH78 [4.82]. O
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RYSUNEK 29. Diagram sasiadowania dla ptytki z parkietazu izohedralnego
typu TH78 [4.87]

3.11. Typ IH80 [4.8%]. Parkietaz typu IH80 [4.8%] tworza ptytki tréjkatne z diagramem
sgsiadowania jak na Rysunku 31.

Podobnie jak w przypadku plytki z parkietazu typu TH78 [4.8%] niech wierzcholek C
bedzie mial stopien 4, a wiec katy « przy tym wierzchotku beda proste (patrz Rysu-
nek 32). Mozemy teraz odbi¢ AABC wzgledem prostej AB i prostej BC. Otrzymamy
trojkaty AABD i ABCH, ktore odbijemy wzgledem prostej BD i BH odpowiednio.
Powstane trojkaty ABDI i ABEH, ktore odbijemy wzgledem prostej BI i BE odpo-
wiednio. Otrzymamy trojkaty ABIF oraz ABEG. Odbijmy zatem ABEG wzgledem
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RYSUNEK 31. Diagram sgsiadowania dla dowolnej ptytki w parkietazu ty-
pu TH80 [4.87]

prostej BG przez co otrzymamy ABGF. Zwr6¢my uwage, ze wokot wierzchotka B spo-
tyka sie osiem przystajacych trojkatéow oraz osiem katoéw (3 o tej samej mierze. Zatem
kat B = 360° : 8 = 45°. Z twierdzenia o sumie miar katéw wewnetrznych w trojkacie
otrzymamy, ze kat v ma miare 45°. Podsumowujac ptytki z parkietazu typu TH80 [4.8?]
majq ksztalt trojkata prostokatnego rownoramiennego.

Fakt 3.11. Dla dowolnej plytki o ksztalcie trogkgta prostokgtnego rownoramiennego ist-
nieje parkietaz izohedralny plaszczyzny typu TH80 [4.8%].

Dowaéd. Podobnie jak w dowodzie Faktu 3.10 bedziemy wypetniaé¢ ptaszczyzne ptytkami
P, o ksztalcie trojkata prostokatnego réwnoramiennego z diagramem sasiadowania jak na
Rysunku 31. Na Rysunku 32 mamy trzy pasy czworokatoéw ztozonych z ptytek P, oraz
dwie proste m i k. Po pierwsze zauwazamy, ze kazdy z tych paséw mozemy kontynuowaé w
lewo i w prawo w nieskonczonos¢ stosujac symetrie parkietazu. Nastepnie zwroémy uwage,
ze prosta k jest osig odbicia miedzy srodkowym pasem a gérnym pasem, zatem mozemy
poprzez odbicia wzgledem prostych rownolegltych do prostej k powielaé pas srodkowy w
gore w nieskonczonosé. Analogicznie mozemy postapi¢ z pasem ponizej prostej m, ktoéra
jest osig odbicia miedzy pasem srodkowym a pasem ponizej. W ten sposob zapelnimy cata
plaszczyzne plytkami Py tworzac izohedralny parkietaz plaszczyzny typu IH80 [4.82]. O

3.12. Typ IH79 [4.8%]. Parkietaz typu IH79 [4.8%] tworza plytki tréjkatne o diagramie
sasiadowania jak na Rysunku 33.

Przypomnijmy, ze tuk ze znakiem + oznacza obrét wokot wierzchotka wspélnego dla
bokéw potaczonych tukiem oraz boki polaczone tukiem sa tej samej dlugosci (Lemat



25

RYSUNEK 32. Fragment parkietazu typu IH80 [4.87]

@
+

RYSUNEK 33. Diagram sasiadowania dla ptytki w parkietazu typu IH79 [4.8?]

2.17 i 2.20). Stad ptytka ma ksztalt trojkata réwnoramiennego. Dodatkowo wiemy, ze
wierzchotek miedzy ramionami bedzie mial stopien 4, co oznacza, ze w tym wierzchotku
spotykaja sie cztery jednakowe plytki i cztery takie same katy (wynika to z obrotu plyt-
ki wzgledem wspomnianego wierzchotka). Zatem kat przy wierzchotku stopnia 4 bedzie
katem prostym. Stad ksztalt ptytki bedzie trojkatem prostokatnym réwnoramiennym.
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Fakt 3.12. Dla dowolnej ptytki o ksztalcie trojkgta prostokgtnego rownoramiennego ist-
nieje parkietaz izohedralny plaszczyzny typu THT9 [4.8%].

Dowaod. Niech P; bedzie ptytka o ksztalcie trojkata prostokatnego réwnoramiennego z
diagramem sasiadowania jak na Rysunku 33. Zacznijmy wypetniaé¢ ptaszczyzne ptytkami
Py az otrzymamy fragment parkietazu jak na Rysunku 34. Zwroémy uwage, ze pas powy-
zej prostej k mozemy kontynuowaé¢ w lewo i w prawo w nieskonczno$¢ stosujac symetrie
parkietazu. Zauwazmy tez, ze pas ponizej prostej k otrzymujemy przez pétobrét pasa
powyzej prostej k wzgledem $rodka dowolnej krawedzi o etykiecie "a”. Mozemy zatem
kontynuuowaé tworzenie kolejnych paséow w goére i w dot w podobny sposob jak opisany
przed chwila, otrzymujac w ten sposéb parkietaz calej ptaszczyzny typu IH79 [4.8%]. O

a’r a % a r
+ +
b c b G b €
¢ b ¢ b ala ¢ b a
o+ [+ gs + + + +| + + +o
& b c aja b c b c
c
€ b ¢ b b
+ + +
a S a_ a__+ k
a a + a
b ¥ y
ar o b
b c b c
c b ala € b + a
o 4+ + o+ (T + < I + +e
a b ala
C b b c
c b & b
c c
+ + b +
a gt to 2 a+

RYSUNEK 34. Fragment parkietazu izohedralnego typu TH79 [4.8%]

3.13. Typ THS81 [4.8%]. Parkietaz typu IH81 [4.8%] tworza plytki tréjkatne o diagramie
sasiadowania jak na Rysunku 35.

RYSUNEK 35. Diagram sasiadowania dla ptytek parkietaza typu TH81 [4.8?]
Ksztalt uzasadniamy analogicznie jak w przypadku typu IH79. Dla przypomnienia,
”—" na krawedzi oznacza odbicie wzgledem prostej zawierajacej te krawedz.

Fakt 3.13. Dla dowolnej plytki o ksztatcie trojkgta prostokgtnego rownoramiennego ist-
nieje parkietaz izohedralny plaszczyzny typu TH81 [4.82].
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Dowaod. Niech P; bedzie ptytka o ksztalcie trojkata prostokatnego réwnoramiennego z
diagramem sasiadowania jak na Rysunku 35. Zacznijmy wypetnia¢ ptaszczyzne ptytkami
P, az otrzymamy fragment parkietazu jak na Rysunku 36. Zwr6émy uwage, ze pas powy-
zej prostej k mozemy kontynuowaé¢ w lewo i w prawo w nieskoncznosé stosujac symetrie
parkietazu. Zauwazmy tez, ze pas ponizej prostej k otrzymujemy przez odbicie wzgledem
prostej k pasa powyzej tej prostej. Mozemy zatem kontynuuowaé¢ tworzenie kolejnych pa-
sow w gore i w dot w podobny sposob jak opisany przed chwila, otrzymujac w ten sposéb

parkietaz calej ptaszczyzny typu TH81 [4.82]. O
a’= a = a =
+ +
b c c b b €
€
C b b Cc ala b 2
® ar +| "o + +| _d + + ®
a " c ala c b b v
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a_ — a_— a — k
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+ F
Cc b b C C b
b c ala € b b Y a
o— [+ + T +| ¢ I + —e
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c Z A b b c c b
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RYSUNEK 36. Fragment parkietazu typu IH81 [4.87]
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4. PARKIETAZE O PEYTKACH CZWOROKATNYCH

W tym rozdziale zajmiemy sie parkietazami izohedralnymi o niesymetrycznych ptyt-
kach majacych ksztalt czworokata. Podobnie jak w rozdziale poprzednim okreslimy dla
kazdego typu parkietazu izohedralnego zakres ksztaltow czworokatnej ptytki, a nastep-
nie udowodnimy, ze dla wyznaczonego zakresu ksztattéw ptytek da sie z nich utworzy¢
parkietaz izohedralny ptaszczyzny.

4.1. Typ IH30 [3.4.6.4]. Parkietaz typu IH30 [3.4.6.4] tworza czworokatne ptytki z
diagramem sasiadowania jak na Rysunku 37.

(A

RYSUNEK 37. Diagram sasiadowania dla plytek parkietaza typu IH30 [3.4.6.4]

Okreslimy zakres ksztaltow dla ptytki z parkietazu typu IH30 [3.4.6.4]. Przyjmijmy
oznaczenia dla ptytki P; jak na Rysunku 38 oraz przyjmijmy zgodnie z diagramem sa-
siadowania, ze wierzchotek A ma stopien 3, wierzchotki B i D stopien 4, a wierzchotek C
stopien 6.

Wtedy AABD jest rownoramienny, bo krawedzie potaczone tukiem sg tej samej dtu-
gosci, a kat przy wierzchotku A jest a. Wokot wierzchotka A dokonujemy obrotu ptytki
Py, aby w tym wierzchotku spotkaty sie trzy jednakowe plytki i trzy katy «. Zatem kat
a = 360° : 3 =120°. Wtedy katy (8 przy wierzchotku B i D majg miare 30° z twierdzenie
o sumie miar katéw wewnetrznych w trojkacie i AABD jest rownoramienny. Pozostaje
okresli¢ jaki jest zakres ksztaltu dla ABCD.

Obroémy P; wokét wierzchotka A o 120°. Otrzymamy czworokat ABGF. Odbijmy takze
P, wzgledem prostej BC. Otrzymamy czworokat BIJC. Nastepnie obré¢my czworokat
BIJC wokét wierzchotka I o kat 120° i otrzymamy czworokat BGHI. Sytuacje, ktora
mamy przedstawia Rysunek 38. Zauwazmy, ze 4- 3+ 2-v+2-6 = 360° i po uproszczeniu
i podstawieniu § = 30° otrzymujemy, ze v+ o = 120°. Stosujac twierdzenie o sumie miar
wewnetrznych w trojkacie otrzymujemy v + 6 + p = 180° i po podstawieniu v+ § = 120°
mamy p = 60°.

Uwaga 4.1. Podsumowujac powyzsze rozwazania, potencjalna czworokatna ptytka musi
spetniaé¢ nastepujace warunki:

(1) sktadaé sie z dwdch tréjkatow,

(2) jeden z tréjkatow ma by¢ réwnoramienny o katach 120°, 30°, 30°,

(3) drugi trojkat musi mieé¢ jeden z katéw o mierze 60°,

(4) tréjkat réwnoramienny potaczony jest podstawa z bokiem w drugim trdjkacie w
taki sposob, ze kat o mierze 120° lezy naprzeciwko kata o mierze 60°.

Nalezy zwr6cié uwage, ze ksztalty trojkatow z punktu (3) Uwagi 4.1 moga by¢ rézne i
niekoniecznie musi to by¢ trojkat réwnoboczny. Przyktady mozna zobaczy¢ zaréwno na
Rysunku 38 jak i 39.
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RYSUNEK 38. Uzasadnienie ksztattu ptytki w parkietazu TH30 [3.4.6.4]

Fakt 4.2. Dla dowolnej plytki o ksztalcie czworokgta spelniajgcego warunki z Uwagi 4.1
istnieje parkietaz izohedralny plaszczyzny typu TH30 [4.8%].

Dowdd. Niech P; bedzie ptytka spelniajaca warunki z Uwagi 4.1 z diagramem sasiado-
wania jak na Rysunku 37. Zacznijmy wypetnia¢ ptaszczyzne ptytkami P; zgodnie z dia-
gramem sasiadowania. Otrzymamy fragment parkietazu jak na Rysunku 39. Po pierwsze
zwroéémy uwage, ze z kontrukeji ptytki P; katy 0 1 § maja w sumie miare réwng 180°
(doktadnie 4+ § = 120° + 2 - 30°). Stad katy LCMB = ZBNA = ZALC = 180°.
Ponownie z Uwagi 4.1 wiemy, ze kat v = 60°. Zatem AABC' utworzony z trzech pty-
tek P; jest rownoboczny, poniewaz katy ZABC = /BCA = ZCAB = . Analogicznie
mozna pokazaé¢, ze AACE, ABCD i NABF takze sa rownoboczne. Zwroéémy uwage, ze
AABC mozna odbi¢ wzgledem prostej BC otrzymujac ABCD oraz zachowane zostang
etykiety krawedzi. Podobnie mozemy zauwazy¢, ze odbijajac AABC wzgledem prostej
AB otrzymamy AABF, a odbijajac wzgledem prostej AC otrzymamy AACE oraz w
obu przypadkach zachowane zostang etykiety krawedzi. Zatem ptytka bedaca trojkatem
AABC bedzie podobna do ptytki z parkietaza typu IH87 [6°] z diagramem sasiadowania,
jak na Rysunku 13. Z Faktu 3.3 wiemy, ze istnieje izohedralny parkietaz ptaszczyzny typu
[H87 [6%]. Odbicie jako symetria zachowuje podziat AABC na ptytki P;. Zatem mozna
utworzy¢ izohedralny parkietaz typu IH30 [4.8%] z ptytek P;. O

4.2. Typ IH31 [3.4.6.4]. Parkietaz typu IH31 [3.4.6.4] tworza czworokatne ptytki z
diagramem sasiadowania jak na Rysunku 40.

Pokazemy, ze potencjalny ksztalt ptytki dla parkietaz typu TH31 [3.4.6.4] jest deltoidem
o katach 120°,90°, 60°,90°. Przypomnijmy, ze tuk z symbolem ”+” oznacza obrét ptytki
wokot wspolnego wierzchotka dla krawedzi potaczonych tukiem oraz, ze boki potaczone
tukiem sg tej samej dlugodci. Przyjmijmy oznaczenia dla pojedynczej ptytki P; jak na
Rysunku 41. Niech takze wierzchotek A bedzie stopnia 3, wierzchotki B i D stopnia 4 i
wierzchotek C stopnia 6.

Najpierw zauwazmy, ze ANABD i ABCD sa rownoramienne. Obracajac plytke Py
wokot wierzchotka A, otrzymamy przy tym wierzchotku trzy przystajace ptytki i trzy
katy a o jednakowej mierze. Zatem miara kata o = 360° : 3 = 120° oraz katy [ =
30°. Podobnie zwré¢émy uwage, ze obracja¢ P, wokoét wierzchotka C, otrzymamy szesé
przystajacych ptytek przy wierzchotku C i sze$¢ katéw v o jednakowej mierze. Zatem
miara kata v = 360° : 6 = 60°. Stad w ABCD katy 6 = 60°. Zatem katy ZADC i ZABC
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RYSUNEK 39. Fragment parkietazu typu IH30 [4.87]

(A

RYSUNEK 40. Diagram sasiadowania dla ptytki z parkietaza typu TH31 [3.4.6.4]

sg katami prostymi, poniewaz kazdy z nich jest suma kata 3 i 9. Podsumowjgc mamy

dwa trojkaty: rownoramienny o kacie miedzy ramionami réwnym 120° oraz réwnoboczny,

"sklejone” podstawami, przez co otrzymujemy deltoid o katach 120°,90°, 60°, 90°.
Sformutujemy nastepujacy fakt:

Fakt 4.3. Dla dowolnej plytki o ksztalcie deltoidu o kgtach 120°,90°,60°,90° istnieje
parkietaz izohedralny plaszczyzny typu TH31 [3.4.6.4].

Dowdd. Niech P bedzie ptytka o ksztalcie deltoidu o katach 120°,90°,60°,90° z diagra-
mem sasiadowania jak na Rysunku 40. Zacznijmy wypelnia¢ ptaszczyzne ptytkami P. W
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RYSUNEK 41. Ptlytka czworokatna z oznaczeniami.

pewnym momencie otrzymamy fragment parkietazu jak na Rysunku 42. Zwr6émy uwage,
ze NABC jest réwnoboczny oraz punkty G, H, I sa $rodkami bokéw BC, AC, AB od-
powiednio. Zauwazmy tez, ze ABCE, ANACD i AABF sa roniez rownoboczne. Mozemy
dokonac¢ nastepujacych obserwacji:

(1) krawedZ GN jest obrazem krawedzi GK przez potobrot wzgledem punktu G.

(2) krawedZ MN jest obrazem krawedzi IK przez potobrot wzgledem punktu G.

(3) krawedZ NO jest obrazem krawedzi HK przez pétobrét wzgledem punktu G.

(4) krawedz BG w ABCE jest obrazem krawedzi GC w AABC przez pétobrét wzgle-
dem punktu G.

(5) itd.

Podobnie mozna pokazac, ze krawedzie w A BC'E sg obrazami krawedzi w AABC przez
potobrot wzgledem punktu G zachowujacy rowniez odpowiednie etykiety. Stad wniosek, ze
ABCE jest obrazem ANABC przez pétobrot wzgledem punktu G. Analogicznie mozemy
pokaza¢, ze AACD i NABF sy obrazami AABC' przez pélobrot wzgledem punktu H
i I odpowiednio. Zatem trzy ptytki P, w AABC tworza wieksza plytke z diagramem
sgsiadowania jak na Rysunku 9, a wigc plytke z parkietaza typu IH84 [63]. Z Faktu 3.1
wiemy, ze istnieje parkietaz typu IH84 [63] dla plytki tréjkatnej o dowolnym ksztalkcie.
Poniewaz plytka z parkietazu TH84 [6%] jest podzielona na trzy ptytki Py i potobrot
zachowuje ten podzial, zatem istnieje réwniez parkietaz typu IH31 [3.4.6.4] dla plytki
Pr. O

4.3. Typ IH33 [3.6.3.6]. Parkictaz typu IH33 [3.6.3.6] tworza czworokatne ptytki z
diagramem sgsiadowania jak na Rysunku 43.

Najpierw okreslimy zakres ksztattu dla czworokatnej ptytki w parkietazu typu IH33
[3.6.3.6]. Wezmy czworokatna ptytke P, o wierzchotkach C, B, D, A i stopniach 3, 6,
3, 6 odpowiednio jak na Rysunku 44. Przypomnijmy, ze boki potaczone tukiem maja
te sama dtugosé. Zatem ACBA i ABDA sg réwnoramienne i maja wspolng podstawe
AB. Zwr6émy uwage, ze zgodnie z walencyjnoscia wierzchotka C, po obrocie ptytki P
bedziemy mie¢ trzy jednakowe plytki P, przy wierzchotku C oraz trzy katy a tej samej
miary. Zatem o = 360° : 3 = 120°. Z rownoramienno$ci AC'BA i twierdzenia o sumie miar
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RYSUNEK 42. Fragment parkietazu typu IH31 [3.4.6.4]

RYSUNEK 43. Typ IH33 [3.6.3.6]

katow wewnetrzynych w trojkacie wnioskujemy, ze § = (180° — ) : 2 = 30°. Analogicznie
mozna pokazaé, ze kat v = 120° i 6 = 30°. Zatem suma katéw 3 i 0 jest rowna 60°.
Zwroémy jeszeze uwage na to, ze ACBA = ABDA z cechy KBK. Zatem P; ma ksztatt
rombu o katach 120°,60°, 120°, 60°.

Sformutujemy nastepujacy fakt:

Fakt 4.4. Dla dowolnej plytki o ksztalcie rombu o kgtach 120°,60°,120°,60° istnieje
parkietaz izohedralny plaszczyzny typu TH33 [3.6.3.6].

Dowdd. Niech P, bedzie ptytka o ksztalcie rombu o katach 120°,60°,120°, 60° z diagra-
mem sasiadowania jak na Rysunku 43. Zacznijmy wypetniaé¢ ptaszczyzne ptytkami P
zgodnie z diagramem sasiadowania. Po jakim$ czasie otrzymamy fragment parkietazu jak
na Rysunku 45. Zwr6éémy uwage, ze czworokat ABCD jest rombem, ktéry sktada sie z
jednej calej ptytke parkietazu oraz czterech potéwek dalszych ptytek. Nastepnie zauwaz-
my, ze romb ABCD mozemy przesunaé¢ o wektor AD na romb DCKJ zachowujac przy
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RYSUNEK 44. Rysunek pomocniczy do uzasadnienia zakresu ksztalttu dla
ptytki z parkietaza typu IH33 [3.6.3.6]

tym podzial rombu ABCD oraz etykiety na krawedziach ptytek. Analogicznych obserwa-
cji mozemy dokonaé patrzac na romby BEFC i GADH. Latwo zauwazy¢, ze wszystkie
przedstawione romby sg przystajace i mozna z nich utworzy¢ parkietaz catej ptaszczyzny
uzywajac jedynie translacji. Mamy wiec parkietaz ptaszczyzny utworzony z przystaja-
cych romboéw, a kazdy z tych rombéw ma jednakowy podzial zachowujacy takze etykiety
krawedzi. Stad mamy parkietaz izohedralny ptaszczyzny typu IH33 [3.6.3.6]. U
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RYSUNEK 45. Fragment parkietazu TH33 [3.6.3.6]

5. PARKIETAZE O PEYTKACH PIECIOKATNYCH

W tym rozdziale zajmiemy sie parkietazami izohedralnymi o niesymetrycznych ptyt-
kach majacych ksztalt pieciokata. Podobnie jak w rozdziale poprzednim okreslimy dla
kazdego typu parkietazu izohedralnego zakres ksztattow pieciokatnej ptytki, a nastep-
nie udowodnimy, ze dla wyznaczonego zakresu ksztattéw ptytek da sie z nich utworzy¢
parkietaz izohedralny ptaszczyzny.

5.1. Typ IH22 [33.4%]. Parkietaz typu IH22 [3%.4%] tworza pieciokatne plytki z diagra-
mem sgsiadowania jak na Rysunku 46.

3 3
O + ©
‘i e 4

RYSUNEK 46. Diagram sasiadowania dla ptytki w parkietazu typu IH22 [33.4%].

Whpierw okreslimy zakres ksztattéw dla pieciokatnej ptytki. Niech P; bedzie pieciokatna
plytka o wierzchotkach A, B, C, D, E o stopniach wierzchotkéw 4, 4, 3, 3, 3 odpowiednio
oraz o diagramie sasiadowania jak na Rysunku 46. Zwr6¢émy uwage, ze odcinki AE i BC
sa rownej dtugosci z Lematu 2.17 (boki potaczone tukiem sg réwnej dtugosei). Dodatkowo
wiemy, ze zachodzi tu Lemat 2.22) zatem AE i BC sa réwnolegle (patrz Rysunek 47). Za-
tem ABCE jest rownolegtobokiem. Podobnie z Lematu 2.17 wyciagamy wniosek, ze boki
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CD i ED sg rownej dtugosci, stad ACDFE jest rownoramienny. W AC' D FE wierzchotek D
lezy na symetralnej podstawy CE. Mamy zatem dwie mozliwosci:

(1) Wierzchotek D lezy poza réwnolegltobokiem ABCE i wtedy do tego réwnolegto-
boku dodajemy ACDE (Rysunek 47 Przyktad 1).

(2) Wierzchotek D lezy wewnatrz réwnolegtoboku ABCE i wtedy odejmujemy (" wy-
cinamy”) z tego réwnolegtoboku ACDE (Rysunek 47 Przyktad 2).

B

(B) Punkt 2

(A) Punkt 1

RYSUNEK 47. Dwie mozliwosci dla zakresu ksztattu ptytki TH22[33.47]

Uwaga 5.1. Podsumowujac powyzsze rozwazania, potencjalna pieciokatna ptytka musi
spelniaé¢ nastepujace warunki:
(1) pieciokat jest suma albo réznica czworokata i trojkata,
(2) czworokat musi by¢ réwnolegtobokiem,
(3) tréjkat musi byé¢ réwnoramienny o podstawie réwnej dtugosci jednego z bokéw
rownolegtoboku,
(4) trojkat réwnoramienny potaczony jest podstawa z bokiem w réwnolegtoboku.

Rysunek 48 przedstawia przyktady plytek speliajacych warunki z Uwagi 5.1.

(A) Przyktad 1 (B) Przyktad 2

(¢) Przyklad 3

(D) Przyklad 4

RYSUNEK 48. Przyktady ptytek z Uwagi 4.1

Fakt 5.2. Dla dowolnej plytki pieciokgtnej spetniajgcej warunki z Uwagi 5.1 istnieje
parkietaz izohedralny plaszczyzny typu TH22 [33.4%].
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Dowdd. Niech P; bedzie pieciokatna ptytka spetniajaca warunki z Uwagi 5.1 z diagramem
sasiadowania jak na Rysunku 46. Zacznijmy wypetnia¢ ptaszczyzne ptytkami P;. Po pew-
nym czasie otrzymamy sytuacje jak na Rysunkach 49 i 50. Zauwazmy, ze na obu tych
rysunkach pas ptytek pomiedzy rownoleglymi prostymi k i m mozemy dalej kontynuowaé
w lewa i prawa strone w nieskonczonosé. Zwroéémy tez uwage, ze pas ponizej prostej m
jest odbiciem pasa pomiedzy prostymi k i m wzgledem prostej m. Zatem mozemy konty-
nuowaé zapelnianie ptaszczyzny ptytkami P; wykonujac podobne odbicia w gore i w dot
w nieskoniczonosé. W ten sposob otrzymamy parkietaz izohedralny typu IH22 [3%.42]. O

RYSUNEK 49. Fragment parkietazu typu IH22 [33.47]

5.2. Typ IH25 [33.4%]. Parkietaz typu [H25 [33.4%] tworza pieciokatne plytki z diagra-
mem sasiadowania jak na Rysunku 51.

Zakres ksztaltow dla pieciokatnej ptytki w typie TH25 [33.4%] okredlamy analogicznie
do plytki z typu ITH22 [3%.4%]. Oznaczenia i stopnie wierzchotkéw sa przedstawione na
Rysunku 51. Rownolegtos¢ bokéow AE i BC jak w poprzednim podrozdziale wynika z
potaczenia tych bokow tukiem i translacji. ABCD jest réwnoramienny z tych samych
powodow co w poprzednim podrozdziale.

Dlatego tez potencjalna pigciokatna ptytka w parkietazu TH25 [32.4%] takze musi spel-
nia¢ warunki z Uwagi 5.1.

Sformutujemy nastepujacy fakt:

Fakt 5.3. Dla dowolnej plytki pieciokgtinej spetniajgcej warunki z Uwagi 5.1 istnieje
parkietaz izohedralny plaszczyzny typu TH25 [33.4%].

Dowdéd. Dowdd bedzie podobny do dowodu Faktu 5.2. Niech P, bedzie pieciokatna ptytka
spetniajaca warunki z Uwagi 5.1 z diagramem sasiadowania jak na Rysunku 51. Zacznij-
my wypekia¢ ptaszczyzne pltytkami P;. Po pewnym czasie otrzymamy sytuacje jak na
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A9 B

RYSUNEK 51. Diagram sasiadowania dla ptytki w parkietazu typu IH25 [33.42].

Rysunku 52 lub Rysunku 53 w zaleznosci od tego czy tréjkat zostal dodany czy odjety od
rownolegtoboku zgodnie z warunkami w Uwadze 5.1. Zauwazmy, ze pas ptytek pomiedzy
prostymi k i m (w obu rysunkach) mozemy dalej kontynuowaé¢ w lewa i prawa strone w
nieskonczonos$é. Zwroc¢my tez uwage, ze pas ponizej prostej m powstaje przez poétobrot
pasa pomiedzy prostymi k i m wzgledem $rodka dowolnej krawedzi o etykiecie "a” na
prostej m. Zatem mozemy kontynuowaé¢ zapetianie ptaszczyzny ptytkami P; wykonujac
podobne poétobroty w gore i w dot w nieskoniczonosé. W ten sposob otrzymamy parkietaz

izohedralny typu IH25 [3%.42]. O

5.3. Typ IH23 [33.4%]. Parkietaz typu IH23 [33.4%] tworza pieciokatne plytki z diagra-
mem sasiadowania jak na Rysunku 54.

Okreslimy teraz zakres potencjalnych ksztaltéw dla pieciokatnej ptytki z parkietazu
typu TH23 [32.4%]. Wezmy dowolng pieciokatna plytke o wierzchotkach A, B, C, D, E
o stopniach 4, 4, 3, 3, 3 odpowiednio i z diagramem sgsiadowania jak na Rysunku 54.
Podobnie jak przy typie TH22 [33.42] zauwazmy, ze boki AE i BC sg réwne co do dtugosci
i rownolegle z Lematéw 2.17 i 2.22. Zatem ABCE jest rownolegtobokiem. Patrzac na
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RYSUNEK 54. Diagram sasiadowania dla ptytki w parkietazu typu IH23 [33.42].

wierzchotek D, wydaje sie, ze jedynym ograniczeniem jest to, zeby tamana ABCDE nie
miata samoprzecie¢ i przyjmujac to zatozenie mamy dwie mozliwosci (patrz Rysunek 55):



39

(1) Jesli wierzchotek D tréjkata CDE znajduje sie poza réwnolegtobokiem ABCE
i powyzej prostej CE, to dodajemy ACDE do réwnolegtoboku ABCE (patrz
Rysunek 55 Przyktad 1).

(2) Jesli wierzchotek D trojkata CDE znajduje sie wewnatrz rownolegtoboku ABCE;,
to odejmujemy ACDE od réwnolegtoboku ABCE. (patrz Rysunek 55 Przyktad

(B) Przyklad 2

(A) Przyklad 1

RYSUNEK 55. Dwie mozliwosci dla zakresu ksztattu plytki TH23[3%.42]

Uwaga 5.4. Podsumowujac powyzsze rozwazania, potencjalna pieciokatna ptytka musi
spetniaé¢ nastepujace warunki:

(1) pieciokat sktada sie z réwnolegtoboku i piatego wierzchotka nie nalezacego do tego
rownolegtoboku,

(2) piaty wierzcholek nie nalezacy do réwnolegtobku moze leze¢ w dowolnym miejscu
o ile tamana zamknieta, ktérej wierzchotkami sa wierzchotki réwnolegtoboku i
wierzchotek nie nalezacy do niego, nie ma samoprzeciec,

(3) wspomniana w poprzednim punkcie tamana zamknieta wraz z wnetrzem bedzie
potencjalng pieciokatng ptytka.

Fakt 5.5. Dla dowolnej plytki pieciokgtnej spetniajgcej warunki z Uwagi 5.4 istnieje
parkietaz izohedralny plaszczyzny typu TH23 [33.42].

Dowod. Niech P; bedzie pieciokatng ptytka spetniajaca warunki z Uwagi 5.4 z diagra-
mem sasiadowania jak na Rysunku 54. Zacznijmy wypetnia¢ ptaszczyzne ptytkami P
zgodnie z regutami z diagramu sasiadowania. W pewnym momencie otrzymamy frag-
ment parkietazu jak na Rysunku 56 lub 57 (zaleznie czy piaty wierzchotek lezy wewnatrz
czy na zewnatrz rownolegltoboku zgodnie z Uwaga 5.4). Zauwazmy, ze pas plytek pomie-
dzy prostymi k i m mozemy kontynuowa¢ w lewo i prawo w nieskonczonos¢. To, ze pas
pomiedzy prostymi k i m zapelnia si¢ ptytkami w lewo i w prawo wynika z sumowania
sie katow «, 0 1 v do kata pdlpetnego dla wierzchotka lezacego na zewnatrz rownolegto-
boku (Rysunek 56). Dla wierzchotka lezacego wewnatrz réwnolegloboku (Rysunek 57)
zapelnienie pasa pomiedzy prostymi k i m wynika z sumowania sie katéow «, 3, 716 do
kata potpetnego. Nastepnie zwro¢my uwage, ze mozemy otrzymacé pas ponizej prostej m
(w obu przypadkach), poprzez pdotobrét pasa pomiedzy prostymi k i m wzgledem $rodka
dowolnej krawedzi o etykiecie "a” na prostej m. Mozemy kontynuowac¢ tworzenie nowych
paséw w gore i w dot nieskonczonosé, zapeliajac ptaszezyzne ptytkami P;. W ten sposob
otrzymamy parkietaz izohedralny typu TH23 [33.42]. O

5.4. Typ IH24 [33.4%]. Parkietaz typu [H24 [33.4%] tworza pieciokatne plytki z diagra-
mem sasiadowania jak na Rysunku 58.

Latwo pokazaé, korzystajac z analogicznego rozumowania jak w przypadku TH23 [33.42],
ze pieciokatna plytka w parkietazu typu IH24 [32.42] musi spetnia¢ warunki z Uwagi 5.4.
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RYSUNEK 57. Fragment parkietazu typu [H23 [3?.4%] otrzymamy z innego
rodzaju ptytki P,

+ At
3 3
o— T ®
4 o 4

RYSUNEK 58. Diagram sasiadowania dla ptytki w parkietazu typu IH24 [33.42].

Fakt 5.6. Dla dowolnej plytki pieciokgtnej spetniajgcej warunki z Uwagi 5.4 istnieje
parkietaz izohedralny plaszczyzny typu TH23 [33.42].

Dowaod. Dowdd powyzszego faktu jest analogiczny, jak w przypadku dowodu Faktu 5.5 z
ta réznica, ze zamiast powiela¢ zapetiony pas za pomocg pétobrotu wokot odpowiedniego
punktu na prostej m (korzystajac z tych samych oznaczen), bedziemy odbijaé jeden z
pasow wzgledem wspomnianej prostej. O
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5.5. Typ IH21 [31.6]. Parkietaz typu IH21 [3%.6] tworza pieciokatne plytki z diagramem
sasiadowania jak na Rysunku 59.

v U

RYSUNEK 59. Diagram sasiadowania dla ptytki w parkietazu typu IH21 [3%.6].

Ustalimy potencjalny zakres ksztattéw dla pieciokatnej plytki z parkietazu IH21 [3%.6].
Niech P, bedzie pieciokatna ptytka z diagramem sgsiadowania jak na Rysunku 59 o
wierzchotkach A, B, C, D, E o stopniach 3, 3, 3, 3, 6 odpowiednio. Rysunek 60 przestawia
utozenie plytek w takim parkietazu. Zwroémy uwage, ze krawedzie AE i DE sg réwnej
dtugosci z Lematu 2.17, stad AADE jest réwnoramienny o podstawie AD. Dodatkowo
w wierzchotku E spotyka sie sze$¢ takich samych plytek i jednocze$nie szes¢ katéw a.
Zatem a = 360° : 6 = 60°. Z réwnoramiennosci AADE i z tego, ze a = 60° tatwo
wyniownioskowaé, ze AADE jest réwnoboczny. Nastepnie zauwazmy, ze krawedzie AB
i BC sa réwnej dtugosci z Lematu 2.17, a zatem AABC takze jest réwnoramienny o
podstawie AC. Przy wierzchotku B spotykaje sie trzy takie same ptytki i trzy takie same
katy §. Zatem 6 = 360° : 3 = 120°.

Uwaga 5.7. Podsumowujac powyzsze rozwazania, potencjalna pieciokatna ptytka musi
spelia¢ nastepujace warunki:

(1) przy wierzchotku E ma by¢ kat 60° i AADE ma by¢ rownoboczny,

(2) przy wierzchotku B ma by¢ kat 120° i AABC ma by¢ réwnoramienny, ktérego
podstawg jest odcinek AC,

(3) tamana zamknieta ABCDE nie ma samoprzecigé.

Ponizszy Rysunek 61 przedstawia kilka przyktadéw dla pieciokatnej ptytki spelniajacej
warunki z Uwagi 5.7.
Sformutujemy nastepujacy fakt:

Fakt 5.8. Dla dowolnej ptytki pieciokginej spelniajgcej warunki z Uwagi 5.7 istnieje
parkietaz izohedralny plaszczyzny typu TH21 [31.6].

Dowod. Niech P bedzie pieciokatna ptytka spetniajaca warunki z Uwagi 5.7 z diagramem
sasiadowania jak na Rysunku 59.
(1) Najpierw stworzymy fragment parkietazu z ptytek P; taki jak na Rysunku 62.
Z Uwagi 5.7 znamy nastepujace miary katéow: a = 120° i § = 60°. Znamy tez
zaleznosci pomiedzy dtugosciami bokéw: ¢ = d, a = b.
(2) Chcemy pokazaé, ze pomiedzy pieciokatnymi ptytkami ABCDS i DEFGS, przyle-
gajacymi do siebie przez krawedz DS, mozna dotozy¢ jeszcze jedna ptytke i aby to
zrobi¢, najpierw pokazemy, ze suma katow 3 + 9 < 360°. Zalézmy nie wprost, ze
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RYSUNEK 60

G+ 19 > 360°. Wiemy, ze ABCDS jest pieciokatem, wiec o+ G+ v+ + ¢ = 540°.
Znajac miary katéw « i 0 otrzymujemy 3 + ¢ + v + 180° = 540°. Zatem ma-
my réownanie 360° = F + 9 + v > 360° + v i stad v < 0°, sprzecznos¢. Zatem
B+ v < 360°.

Z punktu 2. wiemy, ze jest miejsce miedzy ptytkami ABCDS i DEFGS. Chcemy
teraz pokazac, ze w to miejsce idealnie wpasuje nam si¢ ptytka KLMNO. Zwr6émy
uwage, ze krawedz CD w ABCDS ma etykiete "€” i zgodnie z diagramem sgsia-
dowania plytka przylegajaca przez ten bok do ABCDS takze ma mieé etykiete
7e”, a w ptytce KLMNO bedzie to krawedz KO. Nastepnie zauwazmy, ze krawedz
DE w ptytce DEFGS ma etykiete "¢” i zgodnie z diagramem sasiadowania ptytka
przylegajaca przez ten bok do DEFGS ma mie¢ etykiete "d” i w ptytce KLMNO
bedzie to krawedz KL. Zatem wystarczy sprawdzi¢, ze kat ZCDE = 3+ 9 i kat
ZLKO sumuja sie do kata pelnego. Wiemy, ze kat ZLKO = ~. ABCDS jest pie-
ciokatem i zachodzi réownos¢ 3+ v + v = 360° i stad ZOCDE + ZLKO = 360°.
Zatem prawdziwe jest stwierdzenie, ze pomiedzy dwie pieciokatne ptytki ABCDS
i DEFGS mozna dotozy¢ jeszcze jedna plytke KLMNO zgodnie z regutami sasia-
dowania tak, ze ptytka KLMNO przylega do ptytki ABCDS przez krawedz CD
i jednoczesnie ptytka KLMNO przylega do DEFGS przez krawedz DE. Stosujac
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B B C

(A) Przyktad 1
(B) Przyktad 2

(E) Przyklad 5

(D) Przyklad 4

RYSUNEK 61. Przyktady pieciokatnych ptytek speliajacych warunki z
Uwagi 5.7

powyzsze rozumowanie mozna pokazac, ze przy wierzchotkach A i G takze mozna
dotozy¢ kolejne ptytki zgodnie z regutami sgsiadowania.

Spojrzmy teraz na Rysunek 63, w ktérym oznaczyliSmy srodki obrotu ptytek o
kat 60° literami A, B, C i D oraz srodki obrotu pltytek o kat 120° literami S i O.
Wtedy mozna zauwazy¢, ze punkt B jest obrazem punktu A przez obrdét wokot
punktu S o kat 120°. Podobnie punkt C jest obrazem pukt B przez obrét wokot
punktu S o kat 120° i tak samo punkt A jest obrazem punktu C przez obrét wokot
S o kat 120°.

Zatem odcinki AS, BS i CS sa rownej dtugosci, bo punkty A, B i C leza na okregu
o srodku w punkcie S. Zwroémy uwage, ze trojkaty AASB, AASC i ABSC sa
roOwnoramienne o kgcie miedzy ramionami rownym 120° i przystajace z cechy bkb.
Zatem sg to trzy trojkaty rownoramienne, o podstawach réwnej dhugosci, tworzace
rownoboczny ANABC.

Analogicznie do punktu 5. mozna pokaza¢, ze AABD takze jest réwnoboczny.
Latwo zauwazy¢, ze AABC i AABD skltadaja si¢ w identyczny sposob z frag-
mentow szesciu ptytek.

Zauwazmy, ze AABD jest obrazem AABC przez potobrot wzgledem $rodka boku
AB, zachowujac przy tym podzial z punktu 7.
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(9) Analogicznie do punktu 8. mozna pokazaé, ze ABCE i AACE, z Rysunku 64
sa obrazami AABC' przez potobrét wzgledem $rodka boku BC i AC odpowied-
nio (takze zachowujacymi podzial z punktu 7). Stad zauwazamy, ze wymienione
trojkaty réwnoboczne tworzg parkietaz typu IH84 [62].

(10) Z Faktu 3.1 wiemy, Ze istnieje parkietaz izohedralny typu IH84 [6%], a p6lobrot
zachowuje zarowno podziat trojkatow jak i etykietowanie, zatem istnieje réwniez
parkietaz izohedralny typu TH21 [3%.6].

g

RYSUNEK 62. Fragment parkietazu ztozonego z trzech przylegajacych do
siebie ptytek i potencjalnie przylegajacej czwartej ptytki zgodnie z regutami
typu izohedralnego TH21 [3%.6]

5.6. Typ TH28 [3%.4.3.4]. Parkietaz typu IH28 [32.4.3.4] tworza pigciokatne plytki z
diagramem sasiadowania jak na Rysunku 65.

Ustalimy potencjalny ksztalt pigciokatnej plytki z parkietazu TH28 [3%2.4.3.4]. Niech P,
bedzie pieciokatng ptytka z diagramem sasiadowania jak na Rysunku 65 oraz wierzchot-
kami A, B, C, D, E o stopniach 3, 3, 4, 3, 4 odpowiednio. Rysunek 66 przestawia utozenie
pltytek w takim parkietazu. Zwréémy uwage, ze krawedzie AE i DE sa rownej dhugosci
z Lematu 2.17. Zatem AADE jest réwnoramienny. Zauwazmy, ze przy wierzchotku E
spotykaja sie cztery takie same plytki oraz cztery katy o). Zatem ¢ = 360° : 4 = 90°.
Analogiczne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ dla ABCD otrzymujac v = 90°.

Uwaga 5.9. Podsumowujac powyzsze rozwazania, potencjalna pieciokatna ptytka musi
spelnia¢ nastepujace warunki:

(1) przy wierzchotkach E i C maja by¢ katy proste,

(2) AADE i ABDC maja by¢ réwnoramienne o podstawach AD i BD odpowiednio,
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+

RYSUNEK 65. Diagram sasiadowania dla ptytki w parkietazu typu IH28
[32.4.3.4].

RYSUNEK 66

(3) tamana zamknieta ABCDE nie ma samoprzeciec.

Ponizszy Rysunek 67 przedstawia kilka przyktadéw dla pieciokatnej ptytki spelniajacej
warunki z Uwagi 5.9.
Sformutujemy nastepujacy fakt:

Fakt 5.10. Dla dowolnej plytki pieciokgtne;j spetniajgcej warunki z Uwagi 5.9 istnieje
parkietaz izohedralny plaszczyzny typu TH28 [3%.4.3.4].

Dowdd. Niech P, bedzie pieciokatng ptytka speliajacg warunki z Uwagi 5.9 o diagramie
sasiadowania jak na Rysunku 65.
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A B A
(A) Przyklad 1 B
(B) Przyktad 2

(D) Przyktad 4
(¢) Przyklad 3

RYSUNEK 67. Przyktady pieciokatnych ptytek spetliajacych warunki z
Uwagi 5.9

Na Rysunku 68 mamy przedstawione dwa fragmenty parkietazu, gdzie w kazdym
mamy cztery ptytki P; skupione wokét wspolnego wierzchotka. Z Uwagi 5.9 wiemy,
ze « = 90°1v=090° a takze, zZea=bic=d.

Chcemy pokazaé, ze do czterech ptytek o wspolnym wierzchotku S mozemy doto-
zy¢ cztery plytki o wspolnym wierzchotku X tak, aby przylegaly do siebie przez
tamang EABC jak pokazano na Rysunku 69. Najpierw pokazemy, ze przy wierz-
chotku A suma katéw 3 + ¢ < 360°. Zal6zmy nie wprost, ze § + ¢ > 360°.
Wiemy, ze ABCDS jest pieciokatem, wiec a+ 3+ v + 0 + 9 = 540°. Znajac mia-
ry katow a i v otrzymujemy [ + ¢ + 6 + 180° = 540°. Zatem mamy réwnanie
360° = B +9+9 > 360°+ 6 istad & < 0°, sprzeczno$é¢. Zatem [ + v < 360°.
Oczywistym jest fakt, ze przy wierzchotku B kat § ma miare mniejsza o kata
pelego.

Chcemy teraz pokazac, ze do ptytek ABCDS i GFEAS mozemy idealnie dotozy¢
ptytki KLMNX i NOPRX. Zwroémy uwage, ze krawedz EA w GFEAS ma ety-
kiete "¢” i zgodnie z diagramem sasiadowania ptytka przylegajaca przez ten bok
do GFEAS ma mie¢ etykiete "d”, a w plytce KLMNX bedzie to krawedz LM.
Nastepnie zauwazmy, ze krawedZz AB w ptytce ABCDS ma etykiete "e” i zgodnie
z diagramem sasiadowania pltytka przylegajaca przez ten bok do ABCDS ma mieé
takze etykiete "e” i w ptytce KLMNX bedzie to krawedz MN. W koncu zauwazmy;,
ze krawedz BC w plytce ABCDS ma etykiete ”"d” i zgodnie z diagramem sasiado-
wania ptytka przylegajaca przez ten bok do ABCDS ma mieé etykiete "¢’ i bedzie
to krawedz NO w plytce NOPRX. Sprawdzimy teraz, ze kat ZEAB = 4+ ¢ i
kat ZLM N sumuja sie do kata pelnego. Wiemy, ze kat ZLM N = §. ABCDS jest
pieciokatem i zachodzi rownos¢ 49+ = 360° i stad LEAB + ZLMN = 360°.
Analogicznie pokazujemy, ze ZABC + ZMNO = 360°. Zatem prawdziwe jest
stwierdzenie, ze do dwdch pieciokatnych ptytek ABCDS i GFEAS, przylegaja-
cych do siebie przez krawedZ AS, mozna idealnie dotozy¢ dwie ptytki KLMNX
i NOPRX zgodnie z regutami sgsiadowania tak, ze ptytka KLMNX przylega do
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ptytki GFEAS przez krawedz EA oraz ptytka KLMNO przylega do ABCDS przez
krawedz AB i ptytka NOPRX przylega do ptytki ABCDS przez krawedZ BC.

(4) Spojrzmy teraz na Rysunek 69. Zauwazmy, ze punkt B jest obrazem punktu A
przez obrét wokét wierzchotka S o kat prosty. Analogicznych obserwacji mozna
dokonaé dla par wierzchotkéw B'i C, Ci D oraz D i A.

(5) Zwr6émy uwage, ze odcinki AS, BS, CS i DS sa tej samej dlugosci, poniewaz sg,
to promienie okregu o srodku w punkcie S. Dodatkowo kazdy z trojkatow AASB,
ABSC, ACSD i ANASD jest rownoramienny i prostokatny oraz sa to trojkaty
przystajace z cechy bkb. Sag to zatem cztery trojkaty tworzace kwadrat ABCD.

(6) Analogicznie do punktu 4 i 5 pokazujemy, ze kwadratami sa czworokaty DCFE,
BIHC, CHGF.

(7) Zauwazmy, ze kwadrat ABCD i kwadrat DCFE sktadaja sie¢ w identyczny sposob
z fragmentow czterech plytek. Stad wnioskujemy, ze kwadrat DCFE jest obrazem
kwadratu ABCD przez przesuniecie o wektor AD.

(8) Analogicznie do punktu 7 mozemy zauwazy¢, ze obrazem kwadratu ABCD przez
translacje o wektor AB jest kwadrat BIHC. Kwadrat CHGF jest za$ obrazem np.
kwadratu DCFE przez translacje o wektor DC.

(9) Latwo zauwazy¢, ze dokonujac kolejnych przesunieé, mozemy wypehié ptaszczy-
zne kwadratami przystajacymi do kwadratu ABCD z zachowaniem podzialu na
pieciokatne ptytki wraz z etykietowaniami.

(10) W ten sposéb otrzymujemy parkietaz izohedralny typu TH28 [3%.4.3.4].
O

5.7. Typ TH27 [3%.4.3.4]. Parkietaz typu TH27 [32.4.3.4] tworza pigciokatne plytki z
diagramem sgsiadowania jak na Rysunku 70.

Okreslimy potencjalny ksztalt pieciokatnej ptytki z parkietazu IH27 [3%2.4.3.4]. Niech P,
bedzie pieciokatng ptytka z diagramem sasiadowania jak na Rysunku 70 i wierzchotkach
A, B, C, D, E o stopniach 3, 3, 4, 3, 4 odpowiednio. Przypomnijmy, ze tuk ze znakiem
”—" oznacza, ze symetrig parkietazu bedzie symetria z poslizgiem. Utworzymy fragment
parkietazu jak na Rysunku 71. Zauwazmy, ze przy wierzchotku C spotykaja sie dwa katy
~v i dwa katy ¢, stad otrzymujemy v + 9 = 180°.

Uwaga 5.11. Z powyzszych rozwazan mozemy sformutowaé nastepujace warunki na
potencjalny ksztalt pigciokatnej ptytki z parkietazu TH27 [3%.4.3.4]:
(1) Kat « przy wierzchotku C ma byé¢ mniejszy od kata potpelnego, a kat o przy
wierzchotku E ma wynosi¢ ¢ = 180° — ~.
(2) BC=DEiCD = AE.
(3) Lamana zamknieta ABCDE nie ma samoprzecie¢.

Ponizszy Rysunek 72 przedstawia kilka przyktadow dla pieciokatnej ptytki spetniajacej
warunki z Uwagi 5.11.
Sformutujemy nastepujacy fakt:

Fakt 5.12. Dia dowolnej pieciokgtne; plytki spetniajgcej warunki z Uwagi 5.11 istnieje
parkietaz izohedralny plaszczyzny typu TH27 [3%.4.3.4].

Dowdd. Niech P bedzie pieciokatng ptytka spelniajaca warunki z Uwagi 5.11 o diagramie
sgsiadowania jak na Rysunku 70.

(1) Zacznijmy wypelniaé plaszczyzne plytkami P;. Po pewnym czasie otrzymamy
fragment parkietazu jak na Rysunku 73 w ktérym mamy cztery ptytki. To, ze te
ptytki idealnie do siebie przylegaja, wynika z nastepujacych obserwacji. Z Uwagi
5.11 wiemy, ze v + ¥ = 180°, a stad tatwo wynik, ze a +  + § = 360°. Ponadto



49

RYSUNEK 68. Dwa fragmenty parkietazu, gdzie w kazdym mamy cztery
ptytki P, skupione wokoét wspolnego wierzchotka

z warunku 2. Uwagi 5.11 zachodza rownosci bokéw: b = d i ¢ = e. Pokazemy, ze
przedstawiona na Rysunku 73 figura jest szesciokatem ABCDEF o réwnolegtych
przeciwlegtych bokach

Najpierw zwroémy uwage, ze katy ZKHD i ZKHC sumuja sie do kata potpet-
nego, poniewaz /ZKHD + /ZKHC = v+ ¢ = 180°, stad boki DH i HC leza na
tej samej prostej i maja wspolny wierzchotek, a zatem tworza bok DC. Analogicz-
ne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ dla bokéw BC, AB, AF, EF i ED. Zatem
rzeczywiscie ABCDEF jest szesciokatem.

Nastepnie zauwazmy, ze bok CD sktada sie z krawedzi DH o etykiecie "¢” i krawe-
dzi CH o etykiecie "e”. Podobnie bok AF sktada sie z krawedzi FL o etykiecie ”e”
i krawedzi AL o etykiecie ”¢”. Oczywistym jest fakt, ze krawedzie o tych samych
etykietach majg te same dtugosci, zatem CD = AF. Analogiczne rozumowanie
mozna przeprowadzi¢ dla par bokow BC i EF oraz AB i DE.

Zwrocmy uwage, ze katy LZAFE+/ZFED+/ZEDC = a+(+46 = 360°. Z faktu, ze
jesli suma trzech sasiednich katow w szesciokacie jest rowna 360°, to przeciwlegte
boki w tym sze$ciokacie sg rownoleglte, wniokujemy, ze rzeczywiscie w szesciokacie
ABCDEF mamy AB||ED, CD||AF i BC||EF. Zatem ABCDEF jest szesciokatem
o rownolegtych przeciwlegtych bokach.
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RYSUNEK 69. Fragment parkietazu utozonego z ptytek P

+

RyYsuNEK 70. Diagram sasiadowania dla ptytki w parkietazu typu IH27
[32.4.3.4].

(5) Wezmy teraz dwa szesciokaty ABCDEF i BGHIJC takie jak opisane w punktach
1 - 51 niech przylegaja do siebie przez krawedz BC (patrz Rysunek 74). Pokazemy,
ze mozna idealnie dotozy¢ do nich trzeci szesciokat PQRSTU, taki jak opisany w
punktach 1 - 5. Zwroémy uwage, ze krawedz AK w ABCDEF ma etykiete 7d” i
zgodnie z diagramem sasiadowania plytka przylegajaca przez ten bok do ABCDEF
ma mie¢ etykiete "b”, a w PQRSTU bedzie to krawedz UW. Podobnie krawedz
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A

Przyktad 1
() Praylda (B) Przyklad 2

RYSUNEK 72. Przyktady pieciokatnych ptytek spemmiajacych warunki z
Uwagi 5.11

BK w ABCDEF ma etykiete ”b” i zgodnie z diagramem sasiadowania ptytka przy-
legajaca przez ten bok do ABCDEF ma mie¢ etykiete ”d”, a w PQRSTU bedzie
to krawedz TW. Zauwazmy, ze krawedz BL. w BGHIJC ma etykiete "e” i zgod-
nie z diagramem sasiadowania ptytka przylegajaca przez ten bok do BGHIJC ma
mie¢ etykiete 7c”, a w PQRSTU bedzie to krawedz TV. Podobnie krawedz GL
w BGHIJC ma etykiete "c¢” i zgodnie z diagramem sgsiadowania ptytka przyle-
gajaca przez ten bok do BGHIJC ma mie¢ etykiete ”"e”, a w PQRSTU bedzie to
krawedz VS. Sprawdzmy teraz, ze przy wierzchotku B a + # < 360°. Gdyby tak
nie bylo, to a + 3 > 360° i wtedy z punktu lmamy 360° = o + 5+ § > 360° + 6,
a zatem 0 < 0°, sprzeczno$¢. Podobnie mozna pokazaé, ze rowniez a + § < 360°
i+ (0 < 360°. Oczywistym faktem jest to, ze & < 360° przy wierzchotku A i G.
Zatem wiemy, ze przy wierzchotku A, B i G jest miejsce na wstawienie kolejnej
ptytki. Sprawdzimy teraz, ze kat ZABG = a+ i kat ZUTS sumuja sie¢ do 360°.
Wiemy, ze ZUTS = 0, a stad mamy LABG + ZUTS = a+ 6+ 6 = 360°. Za-
tem pokazalismy, ze rzeczywiscie do dwoch sze$ciokatow ABCDEF i BGHIJC jak
na Rysunku 74 przylegajacych do siebie krawedzia BC, mozna idealnie dotozy¢
szesciokat PQRSTU.

Zauwazmy (nadal patrzac na Rysunek 74), ze szeSciokat BGHIJC jest obrazem
szedciokata ABCDEF przez translacje o wektor FB. Mozemy zatem kontynuowadé
te przesuniecia wzdtuz prostej BF o wektor FB w obie strony otrzymujac nieskon-
czony pas szesciokatéw zachowujacych podzial wyjsciowego szesciokata ABCDEF
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na cztery ptytki pieciokatne P, oraz etykietowanie, widoczny na Rysunku 75 jako
srodkowy, pomalowany na niebiesko pas szesciokatow.

(7) Zauwazmy teraz, ze mozemy Srodkowy pas sze$ciokatow przesunaé o wektor AC
otrzymujac pas ponizej pasa srodkowego i pas powyzej sSrodkowego pasa. Mozemy
kontynuowaé przesuwania kolejnych paséw o wektor AC wzdtuz prostej AC w gore
i w dot. Stad otrzymujemy parkietaz izohedralny plaszczyzny typu TH27 [32.4.3.4].

g

RYSUNEK 74. Fragment parkietazu typu IH27 [32.4.3.4]

W ten sposéb zakonczyliSmy analize zakresow ksztattow 23 typoéw parkietazy izohe-
dralnych o niesymetrycznych ptytkach, ktore zalozylismy, ze uda nam sie przeanalizowac.



RYSUNEK 75. Pasy zlozone z szeSciokatow

53
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