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0 Wprowadzenie

Gtéwnym celem niniejszej pracy jest znalezienie wszystkich odbiciowych parkietazy prze-
strzeni, ktérych klepkami sg czworosciany euklidesowe.

W rozdziale pierwszym przedstawiamy podstawowe pojecia dotyczace parkietazy i parkie-
tazy odbiciowych plaszczyzny, sfery i przestrzeni. Zadaniem pomocniczym przy realizacji
celu pracy jest znalezienie wszystkich odbiciowych parkietazy sferycznych, ktorych klep-
kami sa tréjkaty. Zadanie to realizujemy w rozdziale drugim.

Gléwny cel pracy zostanie zrealizowany w kilku etapach w rozdziale trzecim. Najpierw
znajdziemy wszystkie potencjalne szostki katow dwusciennych w czworoscianach, nastep-
nie skonstruujemy istniejace czworosciany oraz odbiciowe parkietaze przestrzeni, ktérych
klepkami beda owe czworosciany. Okazuje sie, ze sg tylko cztery czworosciany, z ktorych
mozna zbudowaé odbiciowe parkietaze przestrzeni. Mowi o nich Twierdzenie 3.1. bedace
gtownym rezultatem niniejszej pracy.

Praca zostata napisana w sposob elementarny, co sprawia, ze jest ona dostepna nawet dla
zainteresowanych geometrig uczniéw liceum. Najbardziej zaawansowane pojecia, ktore
pojawily sie w tej pracy pewne wlasnosci trojkatéw sferycznych (Fakt 2.1 i Fakt 2.2) oraz
wyznacznikowy warunek na katy dwuscienne w czworoscianie (Lemat 3.8).






1 O parkietazach stéw kilka

Z calty pewnoscia z parkietazami zetknat sie kazdy z nas — mniej lub bardziej $wiadomie.
Parkietaze ptaszczyzny mozna spostrzec na przyktad w uktadach kostek brukowych czy
plytek podtogowych. W tej pracy skupimy si¢ na odbiciowych parkietazach sfery i prze-
strzeni. Zeby méc te zagadnienia w peni zrozumieé, nalezy zapoznaé sie z podstawowymi
pojeciami dotyczacymi parkietazy. Ale czym tak naprawde one sg?

1.1 Parkietaze

W tym podrozdziale dowiemy sie, czym sa parkietaze ptaszczyzny, sfery i przestrzeni.

Ptaszczyzna
Ponizsze definicje dotyczace parkietazy plaszcezyzny zostaly zaczerpniete z [1].

Definicja 1.1. Parkietaz plaszczyzny to pokrycie plaszczyzny plytkami (klepkami)
scisle do siebie przylegajgcymi i niezachodzgcymi na siebie.

Definicja 1.2. Parkietaz wielokgtowy to taki parkietaz, ktory utworzony jest z plytek
wielokgtowych, przylegajgcych do siebie scisle catymi bokami.

Definicja 1.3. Plytka (klepka) parkictazu to pojedynczy element tworzqcy parkietaz.

Definicja 1.4. Przystawanie plytek parkietaiu oznacza, ze kazda plytka w parkietazu
jest tej samej wielkosci i tego samego ksztaltu.

Definicja 1.5. Parkietaz n-plytkowy to parkietaz, ktory utworzony jest z n typow
roznych ptytek.

Definicja 1.6. Wierzcholek parkietazu to punkt styku wierzchotkow plytek wielokq-
towych tworzgcych dany parkietaz.

Rysunek 1.1: Wielokatowy tréjptytkowy parkietaz ptlaszczyzny, ktorego klepkami sa:
trojkat réwnoboczny, prostokat i szesciokat foremny. W kazdym z wierzchotkow tego
parkietazu stykaja sie: sze$ciokat foremny, tréjkat réwnoboczny i dwa prostokaty.

Definicja 1.7. Parkietaz foremny (platoriski) to parkietaz wielokgtowy skladajgcy
sie z przystajgcych wielokgtow foremnych, ktorych jednakowa liczba schodzi sie w kazdym
wierzchotku parkietazu.



Fakt 1.8. /2] Istniejg dokladnie trzy parkietaze foremne plaszczyzny. Ich klepkami sq:
trojkgt rownoboczny, kwadrat i szesciokgt foremny.

Parkietaze te mozemy zobaczy¢ na rysunku ponizej:

~ ~

~ ~

Rysunek 1.2: Parkietaze foremne ptaszczyzny.

Poznali$my juz podstawowe pojecia dotyczace parkietazy plaszczyzny. Pojecia takie jak
klepka czy wierzchotek parkietazu mozemy tez przenie$¢ na parkietaze sfery i przestrzeni.
Najpierw przyjrzymy sie parkietazom sfery.

Sfera

Parkietaz sfery mozemy zdefiniowa¢ nastepujaco:

Definicja 1.9. Parkietaz sfery to pokrycie sfery plytkami scisle do siebie przylegajq-
cymi © niezachodzgcymi na siebie.

W naszym przypadku ptytkami takiego parkietazu beda wielokaty sferyczne. Jeden z
takich podziatéw sfery mozemy zobaczy¢ na rysunku ponizej:

Rysunek 1.3: Trojptytkowy wielokatowy parkietaz sferyczny.

Przypatrzmy si¢ teraz parkietazom przestrzeni.

Przestrzen

Definicja 1.10. Parkietaz przestrzeni to pokrycie przestrzeni wieloSciennymi plyt-
kamsi scisle do siebie przylegajgcymi i niezachodzgcymi na siebie.



Oczywistym przyktadem parkietazu przestrzeni jest parkietaz ztozony z szescianéw. Po-
nizej mozemy zobaczy¢ ten i cztery inne parkietaze przestrzeni, ktore sg zbudowane z
jednakowych ptytek:

Y A W AV A AT AV AT AV AT AV .AVA

vav . vav . Vo A
A TN A 1

Rysunek 1.4: [2] Parkietaze przestrzeni uzyskane z réwnoleglego przesuwania jednej
klepki. Klepkami tymi sa: a) szedcian, b) graniastostup prawidtowy tréjkatny, ¢) grania-
stostup prawidtowy szesciokatny, d) dwunasto$cian rombowy, e) oSmioscian $ciety.

Widzimy, ze trzy pierwsze parkietaze z powyzszego rysunku sg blisko zwiazane z poszcze-
gbélnymi parkietazami platonskimi ptaszczyzny.

1.2 Parkietaze odbiciowe

Parkietaze odbiciowe s szczegdlnym podzbiorem rodziny parkietazy. To witadnie od-
biciowym parkietazom poswiecona jest niniejsza praca. W tym podrozdziale poznamy
odbiciowe parkietaze ptaszczyzny, sfery i przestrzeni.

Plaszczyzna

Definicja 1.11. Parkietaz odbiciowy to parkietaz wielokgtowy, w ktorym kazde dwie
plytki majgce wspolny bok sq do siebie symetryczne wzgledem prostej zawierajgcej ten bok.

Innymi stowy — mozemy odbija¢ jedna ptytke wzgledem prostych przechodzacych przez
jej boki tak dtugo, az zapelmimy tymi klepkami caly ptaszczyzne.

Rysunek 1.5: Fragment odbiciowego parkietazu ptaszczyzny, ktorego klepkami sa przy-
stajace prostokaty.



Rysunek 1.6: Fragment odbiciowego parkietazu plaszczyzny, ktorego klepkami sa przy-
stajace deltoidy z katami o mierze 60°, 120° i dwoma katami prostymi.

Obserwacja 1.12. Wszystkie plytki parkietazu odbiciowego sq przystajgce.

Przyklad 1.13. Kolejnymi przykladami odbiciowych parkietazy plaszczyzny sq parkietaze
platonskie.

Sfera

Definicja 1.14. Odbiciowy parkietaz sferyczny to parkietaz wielokgtowy sfery, w
ktorym kazde dwie plytki majgce wspolny bok sq¢ do siebie symetryczne wzgledem okregu
wielkiego zawierajgcego ten bok.

Rysunek 1.7: Odbiciowy parkietaz sfery, ktérego klepka jest sferyczny pieciokat foremny.

Odbiciowym parkietazom sferycznym, ktorych klepkami sg tréjkaty sferyczne, poswie-
cony jest w catosci rozdziat drugi.
Przestrzen

Definicja 1.15. Odbiciowy parkietaz przestrzeni to parkietaz, ktorego plytkami sq
wieloSciany, w ktorych kazde dwie plytki majgce wspolng Sciane sq do siebie symetryczne
wzgledem plaszczyzny przechodzqcej przez te Sciane.
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Fakt 1.16. Szescian jest klepkq odbiciowego parkietazu przestrzeni.

Dowd6d: Aby wyparkietowaé szescianami caly przestrzen, wystarczy odbié szeScian wzgle-
dem ptaszczyzn zawierajacych jego Sciany, a nastepnie dokleja¢ kolejne szesciany tak, by
jego Sciany pokrywaly sie z kwadratowymi $cianami poprzednio uzyskanej figury. W jed-
nym narozu tego parkietazu schodzi si¢ osiem szesciandw.

O

Rysunek 1.8: Osiem sze$cianéw, ktére schodza sie w narozu szesciennego parkietazu
przestrzeni. Parkietaz uzyskany z szeScianow jest parkietazem odbiciowym.

Do odbiciowych parkietazy przestrzeni wrécimy w rozdziale trzecim, gdzie bedziemy roz-
wazaé odbiciowe parkietaze przestrzeni, ktorych klepkami sg czworosciany. Znalezienie
wszystkich takich parkietazy jest gtéwnym celem niniejszej pracy. Zadaniem pomocni-
czym do realizacji tego celu bedzie znalezienie wszystkich odbiciowych parkietazy sfery,
ktorych klepkami sa tréjkaty. Zadanie to zostanie zrealizowane w rozdziale drugim.

Na zakonczenie tego rozdziatu przytoczmy pewien przydatny fakt dotyczacy trojkatéw
odbiciowych.

Fakt 1.17. W parkietazu odbictowym plaszczyzny lub sfery, w ktorym wystepuje wierz-
cholek, wokdl ktorego schodzi sie nieparzysta liczba plytek, dwusieczna kqta przy tym
wierzchotku jest osig symetrii plytki przylegajgcej do tego wierzchotka.

Dowéd: Ten dowdd zostanie przeprowadzony z wykorzystaniem Rysunku 1.9, ktéry
znajduje si¢ na nastepnej stronie.

Niech Fy bedzie ptytka odbiciowego parkietazu ptaszczyzny lub sfery i niech A bedzie
wierzchotkiem parkietazu, w ktorym schodzi sie nieparzyscie wiele ptytek. Chcemy odbi-
jac figure Fy tak dtugo, az zapelimy cale miejsce wokot wierzchotka A. Miara kata figury
Fy, ktéry jest przy wierzchotku A, jest réwna 27”, gdzie n jest liczba nieparzysta wigksza
lub réwna 3. Dtugosci bokow figury Fp, ktore stykaja sie w wierzchotku A, maja miary a
oraz b. Po odbiciu figury Fy wzgledem prostej zawierajacej bok dtugosci b, otrzymalismy
figure I przystajaca do wyjsciowej. Po odbiciu F; wzgledem prostej zawierajacej bok
dtugosci a, otrzymalisémy figure Fy. Postepujac analogicznie jeszcze n — 3 razy, otrzy-
mamy figure F,,_;. Zgodnie z reguty odbiciowosci, boki powstatego wielokata powinny
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stykaé¢ sie z bokami tej samej dtugosci. Widzimy jednak, ze figury Fy i F,,_; stykaja sie
bokiem dhugosci a i bokiem dtugosci b. Aby tak uzyskany parkietaz byt odbiciowy, taka
sytuacja moze mie¢ miejsce tylko w wypadku, gdy a = b. Zauwazmy tez, ze figure F,,_;
mozemy rowniez otrzymacé poprzez odbicie figury Fy wzgledem prostej zawierajacej bok
dtugoséci a. Aby tak odbita figura Fy pokryta sie z figurg F),_ 1, ta ostatnia musi by¢
osiowo symetryczna wzgledem dwusiecznej kata 27” znajdujgcego sie przy wierzchotku A.
To samo dotyczy pozostatych figur F;.

Rysunek 1.9
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2 Odbiciowe parkietaze sferyczne

W poprzednim rozdziale przyblizyliSmy podstawowe intuicje oraz definicje zwigzane z
parkietazami plaszczyzny oraz sfery. Celem niniejszego rozdziatu jest zas klasyfikacja
takich tréjkatow sferycznych, ktorymi mozna wyparkietowaé¢ odbiciowo caty sfere.

2.1 Odbiciowe tréjkaty sferyczne

Aby méc rozwazaé¢ parkietaze sferyczne, musimy najpierw przytoczy¢ kilka faktow o
trojkatach sferycznych oraz odbiciowych tréojkatach sferycznych.

Fakt 2.1. [3] Suma miar ketow wewnetrznych w trdjkgcie sferycznym jest liczbg z prze-
dziatu (m, 3m).

Te warunki sg podyktowane tym, ze dla krancowych wartosci przedziatu mielibysmy do
czynienia ze zdegenerowanym trojkatem sferycznym. Gdyby suma miar katéw wewnetrz-
nych byta réwna 37, taki tréjkat bytby woéwcezas pétsferg. Natomiast trojkat sferyczny
o mierze katow wewnetrznych rownej m zdegenerowatby sie do figury, ktérej pole jest
zerowe. Wynika to bezposrednio ze wzoru na pole powierzchni trojkata sferycznego:

S =eR?,

gdzie R jest promieniem sfery, zas ¢ jest nadwyzkq sferyczng, czyli réznica sumy miar
katéw wewnetrznych trojkata oraz m. W tym wypadku nadwyzka sferyczna jest rowna
zero, wiec trojkat sferyczny o sumie katéw wewnetrznych rownej 7 nie istnieje.

Fakt 2.2. [3] Jezeli w dwoch trdjkqtach sferycznych miary kqtow przy odpowiadajacych
sobie wierzchotkach sq rowne, to odpowiadajgce sobie boki majq rowne diugosci i tréjkaty
te sq przystajgce.

Uwaga 2.3. Powyzsza wlasnosé nie zachodzi dla tréjkgtow na plaszczyinie.

Obserwacja 2.4. Aby trojkqt sferyczny byt odbiciowy, kazdy z jego kgtow wewnetrznych

musi byé postaci o = 377;, gdzie my, jest liczbg naturalng wiekszq od dwdch.

Wynika to z faktu, ze wokél wierzchotka parkietazu musza znajdowaé sie co najmniej
trzy trojkatne plytki. Gdyby znajdowatly sie dwie, mielibySmy do czynienia z katem
przy wierzchotku réwnym co najmniej 7, co jest niemozliwe. Ponadto, reguta odbicio-
wosci powoduje, ze ptytki tego wierzchotka przylegaja do niego katami o tej samej mierze.

Z Faktu 2.1. widzimy, ze
T<a+B+vy<3m.

Dzieki Obserwacji 2.4. mozemy zapisa¢ miary katéw wewnetrznych w nastepujacej po-

staci:
2m 2m 2
o= —, 5 = 7=
Mg, mga M.
co prowadzi nas do nieréwno$ci opisujacej miary katéw wewnetrznych odbiciowych troj-

katow sferycznych:
2 2w 2w
T —+—+— <3m.
Ma Mg My
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Skracajac obie nieréwnosci przez m otrzymujemy nieréwnos¢, ktéra bedzie narzedziem do
dokonania klasyfikacji odbiciowych trojkatéw sferycznych:

2 2 2
I<—+—+—<3 (2.1)
Me Mg My
Obserwacja 2.5. Zgodnie z Faktem 1.17. dla odbiciowego tréjkgta sferycznego w przy-
padku, gdy pewne m; jest liczbg nieparzystq, dwusieczna wspomnianego kqta jest o0siq
symetrii tego trojkgta. To oznacza, zZe dwa pozostate kgty majg takie same miary.

2.2 Pokrycia sfery przystajacymi tréjkatami — obliczenia

Teraz, korzystajac z przytoczonych informacji oraz wyznaczonej wyzej nieréwnosci (2.1),
chcemy dokonac klasyfikacji wszystkich trojkatéw sferycznych, ktérymi mozna odbiciowo
wyparkietowaé caty sfere.

Po uwzglednieniu Obserwacji 2.5. mamy pie¢ przypadkéw w zaleznosci od parzystosci
liczb m;:

i) my = mg = m,, wszystkie parzyste,

ii) mq = mg = m,, wszystkie nieparzyste,

)
)
iii) m, nieparzyste, ms = m, — parzyste,
)
)

iv) my = mg oraz m, # (m, = mg), wszystkie parzyste,

V) Mg, Mg, M, parami rézne, wszystkie parzyste.

Ad i) W tym wypadku m, = mg = m, = 2k, k > 1. Korzystajac z nieréwnosci (2.1)
wiemy, ze
2 2 2
I<—+—+4+—<3
Mo Mg My
2 2 2

G
<op Top o <3

3
1<—-—<3
k

Po podzieleniu powyzszych nieréwnosci stronami przez 3 otrzymujemy

<-<1

W =
=

i natychmiast widzimy, ze nieréwnosci te spelia jedynie & = 2. Wobec tego 2k = 4
oraz @ = 3 = v = 5. W ten sposob znalezlismy pierwszy trojkat, ktory jest kan-
dydatem na plytke odbiciowego parkietazu sfery. Tréjkat ten mozemy opisaé trojka

(Ma,mg, m,y) = (4,4, 4).
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Ad i1) Tutaj my = mg = my =2k + 1, k € N,. Ponownie widzimy, ze

2 2 2
< —+4—+—<3,
Mo Mg My

1< 2 + 2 + 2 <
2k+1  2k+1 2k+1

Po obustronnym podzieleniu tych nieréwnosci przez 6 mamy

1 <1
2k+1 2

3.

1<
6

oraz widzimy, ze 2k + 1 moze przyja¢ wartos¢ 3, 4 lub 5. Pozostaje nam jednak 3 lub
5, poniewaz szukamy liczby nieparzystej. Wobec tego udato nam si¢ znalezé¢ kolejne dwa
rownoboczne tréjkaty sferyczne, ktore sg mozliwymi ptytkami, ktérymi mozna odbiciowo
wyparkietowaé sfere: jeden o wszystkich katach rownych 2{, a drugi o wszystkich katach
réwnych %” Tym dwoém tréjkatam odpowiadaja trojki (me,ms,m,) = (3,3,3) oraz
(M, mg,m,) = (5,5,5).

Ad 1) W tym przypadku m,, nieparzyste oraz mg = m., — parzyste.
Mozemy zapisa¢, ze mqy = 2k + 1, k > 1 oraz mg = m, = 21, [ > 1.
Wtedy nieréwnosé (2.1) wyglada nastepujaco:

2 2 2

1< —- — — <3
k1 o Ty <

a po podzieleniu nieréwnosci przez 2 otrzymujemy
1 1 1 3

- < - <=
2 2k+1+l 2

Widzimy, ze mamy do rozwazenia kilka przypadkow w zaleznosci od wartosci k oraz [.

a) Niech k = 1. Wtedy

1 1
5<3t7<%
a wiec
r 1 7
6 I 6

Z tego wynika, ze [ € {2, 3, 4, 5}. Zatem mozliwe tréjki liczb (mq,, mg, m,) to
(3,4, 4), (3, 6, 6), (3, 8,8), (3, 10, 10).

b) Niech k = 2. Wtedy

1 1 1 3
2551
a wiec
3 1 13
057510
Wiemy, ze % > %, zatem mamy tylko dwie mozliwosci: [ = 2 lub [ = 3. Tym samym zna-
lezlismy kolejne dwa potencjalne tréjkaty odbiciowe — jeden o katach %’r, %f, %f, a drugi
o katach 2 2% 2T Tym tréjkatom odpowiadaja trojki (5,4,4) oraz (5,6,6).
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¢) Zobaczmy, jak bedzie wygladata nieréwnosé (2.1) dla k& > 3.

1 - 1 n 1 - 3
2 2k+1 1 2
Na poczatek niech k£ = 3. Zatem
1 Ly 1 - 3
2 2’
a po odjeciu % stronami dostajemy
5 - 1 - 19
14 1 14

Widzimy stad, ze | < 1—54 oraz [ > %. Jedyna liczbg spetniajaca zaréwno zatozenia, jak
i owe nieréwnosci, jest [ = 2, wiec kolejny potencjalny odbiciowy tréjkat sferyczny bedzie
mial katy réowne %f, %f, 27”, a odpowiada¢ mu bedzie trojka (4,4, 7).

Rozwazmy nastepnie k& > 3. Po wykonaniu uproszczen nier6wnos$é (2.1) ma nastepujaca

postac:
2k—1 1 6k+1

Vir2 1 S Ihro

Zauwazmy, ze

l<4k+2—2+74 <2+é
2% —1 2% —1 5

ze wzgledu na to, ze k > 3 oraz

4k+2_1 2k — 1
6k +1 6k +1’

widzimy, ze jedynym [ spetlniajacym zalozenia oraz powyzsze nieréwnosci, jest [ = 2. Za-
tem udato nam sie odkry¢ nieskonczong serie kandydatéw na tréjkaty odbiciowe, ktorych

katy wewnetrzne bytyby réwne %T’T, %T”, 2,311, a odpowiadalaby im tréjka (4,4, 2k + 1) dla
k> 3.

Ad iv) m, = mg oraz m, # (m, = mg), wszystkie parzyste.
Dla k # [ oraz k, | > 1 mozna zapisa¢, ze m, = mg = 2k oraz m, = 21.
Wtedy nieréwno$¢ (2.1) ma taka postaé:

1<2+2+2<3
2k 2k 21 ’

co po dokonaniu uproszczen i odjeciu stronami % daje nam

-1 2 3l-1

kT
W tym przypadku bedziemy dobieraé¢ k£ dla uprzednio dobranego |.
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a) Niech | = 2. Wtedy
1 2 5

ST
Natychmiast zauwazamy, ze k € {2, 3}, ale bierzemy tylko k = 3, poniewaz 2k # 2[. W
ten sposéb znalezliSmy tréjke (4, 6, 6), ktérej odpowiada kandydat na tréjkat sferyczny o
katach 2%, 2r 21

b) Niech [ > 3. Wtedy nasza nierdwnosé-klucz ma nastepujaca postac:

-1 - 2 - 3l—1
[ k l
Po wymnozeniu tej nieréwnosci widzimy, ze
21 21

A

Dla [ = 3 mamy

3
- < k< 3.
4

Widzimy, ze jedynym k spetniajacym podany warunek jest k£ = 2, poniewaz k = 1 zostato
wykluczone przy formutowaniu zatozen do tego podpunktu. Tym samym odkryliémy ko-
lejnego kandydata na odbiciowy tréjkat sferyczny — trojkat o katach 2%, 2% 27 ktéremu

40 40 6>
odpowiada tréjka (mg, mg, m,) = (4,4,6).

¢) Rozwazmy teraz [ > 3. 7 nieréwnosci

21 k< 21
3l —1 [—-1

wnioskujemy, ze podobnie jak wyzej, jedynym pasujacym k jest k = 2. W ten spos6b po-
znaliémy drugg mozliwag nieskonczong serie kandydatow na odbiciowe tréjkaty sferyczne
o katach %f, %f, 22—7[, ktora mozna opisaé trojka (4,4,20) dla | > 3.

Ad v) W ostatnim przypadku m,, mg, m. sa parami rézne, wszystkie parzyste.

Niech my = 2k, mg = 2l, m, = 2m, przy czym 1 < k <1 < m. Nasza nieréwnos¢ ma

wowczas taka postac:
1< 2 —+ 2 + 2 <3
2k 21 2m ’
czyli po uproszczeniach
1 1 1
1< —4+-4+—<3.
T m

Zauwazmy, ze % jest najwieksze dla £ = 2. Nastepnie | moze mie¢ wartos¢ 3, zas m
— warto$¢ 4. Sprawdzmy, czy powyzsza nieréwnos¢ jest prawdziwa dla tak dobranych

parametrow:
I 1 1 6+4+3 13

-+ -—t+-=—=—¢€(1, 3),
2 + 3 + 4 12 12 ( )
czyli udato nam sie znalez¢ kolejng potencjalng trojke katow — %T”, %’T, %ﬂ, ktorej odpowiada

trojka (4,6, 8).
Zobaczmy, co sie stanie, gdy m = 5.
I 154+10+6 31

1 _b+lo+6 5Ly
*5 30 30 € (L 3)
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wiec mamy nastepna potencjalna tréjke (mq, mg, m,) = (4,6, 10), ktérej odpowiada kan-

dydat na odbiciowy trojkat sferyczny o katach 2%, 2% 2% Zauwazmy jednak, ze

47°6°10"

1 1 15—1—1()—i—5_1
2 376 T30
oraz
11 1 104+5+4 19
2 1T T T T c
wiec widzimy, ze w tym przypadku mozemy uzyskaé¢ tylko te dwie potencjalne trojki —
gdybysmy jeszcze zwickszyli ktéras z wartosci k, [, m, otrzymalibysmy liczbe tym bar-
dziej mniejsza lub réwna jednosci, a wiec nieréwnosé (2.1) nie bytaby dla nich spetniona.

1

Y

Po wyznaczeniu wszystkich potencjalnych odbiciowych tréjkatow sferycznych, mozemy
dokonac¢ proby ich skatalogowania.

2.3 Konstrukcja odbiciowych parkietazy sferycznych

Zbierzmy wszystkie potencjalne trojki katéw odbiciowych tréjkatow sferycznych, ktore
zostaly odkryte w powyzszych pieciu krokach. Dla przejrzystosci zostang one uporzadko-
wane leksykograficznie wzgledem odpowiadajacych im tréjek (m,,mg,m.), ktére weze-
$niej zostaly uporzadkowane w sposob niemalejacy.

b % IR
d) 2?%7 2%72% J)%r’ 2%’2%
0% 4 nz

Jak mozemy zweryfikowaé, czy odbiciowe parkietaze na sferze o takich tréjkatach na-
prawde istnieja? Mozemy sprobowac je skonstruowaé na dwa sposoby:

e przy pomocy potudnikéw i réwnoleznikoéw na sferze,

e korzystajac z wieloScianow platonskich.

O potudnikach i réwnoleznikach

Rozwazmy sfere, w ktorej mamy réwnik i dwa bieguny — péinocny i potudniowy. Rownik
jest tym okregiem wielkim sfery, ktéry lezy na ptaszczyznie prostopadtej do jej osi obrotu.
Biegunami nazywamy punkty, ktére sa punktami wspélnymi sfery i jej osi obrotu.
Nastepnie wyobrazmy sobie trojkat réwnoboczny wpisany w rownik. Wierzchotki tego
trojkata wyznaczaja podzial okregu wielkiego na trzy rowne czesci. Gdy potaczymy
kazdy wierzchotek tréjkata z kazdym z dwoch biegunéow — péinocnym i potudniowym,
otrzymamy trzy potudniki bedace potéwkami okregdéw wielkich sfery. W ten sposéb uzy-
skaliSmy podziat sfery na szes¢ trojkatow.
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Obserwacja 2.6. Trojkgty wyznaczone w ten sposob na sferze sq przystajgce.

Dowéd: Zauwazmy, ze kazdy z tych trojkatow ma wierzchotek, ktory jest biegunem sfery.
2

Miara kata przy tym wierzchotku wynosi 57, poniewaz zbiegaja si¢ tam trzy potudniki,
ktore sg od siebie odlegte o trzecig czesé¢ dhugosci okregu wielkiego sfery. Pozostale dwa
wierzchotki tych tréjkatow naleza do réwnika. Poniewaz punkty wyznaczone przez tréjkat
rownoboczny na rowniku pozostaja w tej samej odleglosci od siebie, katy wyznaczone
przez rownik i potudniki sa przystajace. Kazdy z tych trojkatow ma wiec dwa katy o
mierze %’r oraz jeden o mierze %” Zgodnie z Faktem 2.2 tréjkaty sferyczne o takich
samych katach sa przystajace.

OJ
Zobaczmy, ze uzyskany w ten sposéb uktad tréjkatéw to odbiciowy parkietaz sferyczny.
Rozwazmy pojedynczy trojkat sferyczny o katach %’r, %f, %’T. Odbijajac go najpierw wzgle-
dem okregu wielkiego zawierajacego jego lewy bok, a nastepnie wzgledem okregu wielkiego
zawierajacego jego prawy bok, zapelnimy potsfere trojkatami. Teraz mozemy odbié¢ te
potsfere wzgledem plaszczyzny przechodzacej przez réwnik i uzyskaé cata sfere pokryta
przystajacymi tréjkatami. Otrzymaliémy w ten sposéb odbiciowy parkietaz sferyczny.

Ponizsze twierdzenie pokaze nam, ze niezaleznie od tego, ktory wielokat foremny wpisa-
libysmy w rownik, uzyskamy odbiciowy parkietaz sferyczny.

Twierdzenie 2.7 (O konstrukcji odbiciowych parkietazy sferycznych za po-
moca réwnika i potudnikéw). Podzial sfery uzyskany przez poprowadzenie potudnikdow
przechodzgcych przez wierzchotki n-kgta foremnego wpisanego w rownik jest odbiciowym
parkietazem sferycznym.

Dowéd: Rozwazmy podziat sfery na 2n tréjkatéw powstaty poprzez poprowadzenie po-
tudnikéw przez punkty wyznaczone przez n-kat foremny wpisany w rownik. Kazdy z
tych trojkatéw ma jeden wierzchotek bedacy biegunem sfery. Kat przy tym wierzchotku
ma miare 2;”, poniewaz w tym miejscu zbiega si¢ n potudnikéw, a kazde dwa sasiednie
potudniki pozostaja w rownej odlegtosci od siebie.

Zwrbéémy uwage na to, ze katy przy wierzchotkach niebedacych biegunami majg miare
%T”, poniewaz réwnik przecina sie z potudnikiem pod katem prostym. Widzimy tez, ze
wszystkie trojkaty tego podziatu maja takie same katy: dwa katy proste oraz jeden kat
0 mierze 27” Zatem, na mocy Faktu 2.2, trojkaty w takim podziale sg przystajace.

Rozwazmy teraz pojedyncza ptytke takiego parkietazu. Skoro jej kat przy biegunie ma
miare 2%, to oznacza, ze odbijajac ja wzgledem okregu wielkiego zawierajacego jej lewy
bok, nastepnie odbijajac nowa ptytke wzgledem okregu wielkiego zawierajacego jej lewy
bok i tak dalej, uda nam sie Scisle zapetié¢ powierzchnie wokét bieguna. Aby tego doko-
nac, potrzeba n — 1 odbic.

W ten sposéb éciéle zapehiliémy jedna polsfere. Zeby otrzymaé odbiciowy parkietaz
sferyczny z wykorzystaniem tréjkata o katach %f, %f, %’T, nalezy jedynie dokonaé lustrza-

nego odbicia potsfery wzgledem plaszczyzny przechodzacej przez rownik.
0
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Widzimy, ze w stosunkowo prosty sposob mozemy otrzymaé¢ odbiciowy parkietaz sfe-
ryczny dla trojkatow o katach postaci %TW’ %T”, 27” dla n > 3, czyli dla trojkatow znajduja-
cych si¢ na pozycjach b) oraz f) z listy potencjalnych tréjkatow odbiciowych znajdujacej
sie na poczatku tego podrozdziatu. W kolejnej czesci rozumowania zobaczymy, na czym

polega konstrukcja odbiciowych parkietazy sferycznych za pomoca bryt platonskich.

O brytach platonskich

Przypomnijmy, ze istnieje pie¢ bryt platonskich czyli takich, ktérych Scianami sa przysta-
jace wielokaty foremne tego samego rodzaju i ktorych wszystkie naroza sa jednakowymi
katami brylowymi. Sa to:

e czworoscian foremny,
e szeScian,

e osmioscian foremny,

dwunastoscian foremny,

dwudziestoscian foremny.

Rysunek 2.1: Bryty platonskie

Trzy z nich skladaja sie z trojkatéw réwnobocznych (czworoscian, oSmioScian, dwudzie-
stoscian), jedna z kwadratéw (szescian) oraz jedna z pieciokatéw foremnych (dwunasto-
Scian). W dalszej czesci rozumowania przydadza sie nam dwa spostrzezenia dotyczace
bryt foremnych:

Spostrzezenie 2.8. Na kazdej z bryt platonskich da sie opisac sfere.

Spostrzezenie 2.9. W kazdym z narozy bryty platonskiej styka sie tyle samo Scian oraz
tyle samo krawedzi.

Naszym zadaniem jest skonstruowanie odbiciowych parkietazy sferycznych korzystajac z
bryt platonskich. Bedziemy do tego potrzebowaé¢ pewnego przeksztatcenia.

Definicja 2.10. Rzutem odsrodkowym bryly na sfere opisang na tej bryle
nazywamy przeksztatcenie polegajgce na ,wypchnieciu” od srodka bryly jej scian na po-
wierzchnie tej sfery. Doktadniej, dla kazdego punktu X na brzegu bryty, jego obrazem jest
taki punkt X' na sferze opisanej, ktory lezy na przecieciu tej sfery z pélprostg OX, gdzie
O jest wspolnym srodkiem bryty i sfery na niej opisanej. Produktem tego przeksztatcenia
jest sfera opisana na bryle, ktora jest podzielona na kawatki odpowiadajgce poszczegolnym
scianom bryty.
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Chcemy uzyskaé¢ odbiciowy parkietaz sferyczny (czyli sfere podzielong na pewna liczbe
przystajacych tréjkatow) korzystajac z opisanego powyzej przeksztalcenia. Sprébujemy
to zrobi¢ na trzy sposoby w zaleznosci od podziatu Scian bryl platonskich na mniejsze
trojkaty:

e Bez podziatu — rzutujemy odsrodkowo bryty platonskie, ktére maja tréjkatne Sciany,

e Podziat I typu — dzielimy $ciany bryt platonskich na tréjkaty od srodka Scian do
ich wierzchotkéw, a nastepnie je rzutujemy odsrodkowo,

e Podziat II typu — dzielimy $ciany bryt platonskich tak jak w I podziale, a nastepnie
od $érodka $ciany do srodkéw bokoéw Scian i tak podzielona bryte przeksztatcamy.

Rysunek 2.2: Kwadrat bez podziatu, z podziatem I typu oraz z podziatem II typu

Sprébujmy wiec przyjrzeé sie blizej brytom foremnym o tréjkatnych $cianach (czworo-
Scianowi, osmioscianowi i dwudziesto$cianowi) oraz sferom na nich opisanym.

Rozwazmy najpierw czworo$cian foremny wpisany w sfere. Chcemy zobaczy¢, jaki
slad pozostawia jego krawedzie na sferze. W tym celu dokonamy rzutu odsrodkowego
jego $cian na sfere.

Rysunek 2.3: Czworoscian foremny — bryta, szkielet bryty wpisany w sfere, $lad, jaki
zakreslity krawedzie bryty na sferze

Skoro $ciany czworo$cianu foremnego to cztery przystajace trojkaty réwnoboczne, to spo-
dziewamy sie, ze czesci otrzymane po odérodkowym zrzutowaniu tych $cian na sfere sa
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przystajacymi rownobocznymi tréjkatami sferycznymi. Istotnie, korzystajac ze Spostrze-
zenia 2.8 widzimy, ze uzyskane w ten sposéb trojkaty sa rownoboczne — miara ich katéw
wewnetrznych to %’r, poniewaz, zgodnie ze Spostrzezeniem 2.9, w kazdym z czterech przy-
stajacych narozy czworo$cianu spotykaja sie trzy $ciany oddzielone trzema krawedziami.
Uzyskalismy wigc podziat sfery na cztery przystajace tréjkaty réwnoboczne, zatem jest
to parkietaz sferyczny oparty na trojkacie rownobocznym o kacie 2?” z pozycji a) z li-
sty na poczatku tego podrozdziatu. Nietrudno zauwazyé¢, ze dowolne dwie sasiadujace
plytki stykajace si¢ wspélnym bokiem sa do siebie symetryczne wzgledem okregu wiel-
kiego przechodzacego przez ten bok. Z tego wynika, ze uzyskany parkietaz jest odbiciowy.

Bardzo podobnie wyglada rzutowanie od$rodkowe odmioscianu foremnego. Zauwazmy,
ze w kazdym z narozy tej bryty spotykaja sie cztery Sciany, ktore sa oddzielone od siebie
czterema krawedziami. Po wykonaniu rzutu odsrodkowego $cian bryly na sfere na niej
opisang widzimy, ze otrzymujemy osiem tréjkatéw rownobocznych. Kazdy z nich ma trzy
katy proste, bowiem obszar wokot kazdego z szesciu przystajacych wierzchotkoéw na sferze
jest podzielony na cztery réwne czesci. SkonstruowaliSmy w ten sposob odbiciowy parkie-
taz sferyczny, ktérego ptytkami sg trojkaty rownoboczne o prostym kacie wewnetrznym.
Taki tréjkat znajduje sie na pozycji f) na liScie z poczatku tego podrozdziatu dla n = 4.

Rysunek 2.4: O$mioscian foremny: bryta, szkielet bryly wpisany w sfer¢ oraz odbiciowy
parkietaz sferyczny dla trojkata o trzech katach prostych

Uwaga 2.11. Tuaki sam parkietaZ sfery mozna rowniez uzyskacé stosujgc metode rownikowo-
potudnikowq. Wrystarczy poprowadzi¢ poludniki przez wierzchotki kwadratu wyznaczone
na rowniku.

Zobaczmy, jaki parkietaz sferyczny uzyskamy po zrzutowaniu odérodkowym $cian dwu-
dziestoscianu foremnego na opisana nan sfere. Zgodnie ze Spostrzezeniem 2.9 wszyst-
kie naroza dwudziestoscianu foremnego sa jednakowe. W kazdym z takich narozy styka
sie pie¢ Scian i pie¢ krawedzi. Po zrzutowaniu ich odsrodkowo na sfere widzimy, ze otrzy-
maliSmy podzial sfery na dwadziescia przystajacych trojkatéow rownobocznych. Wokot
kazdego z wierzchotkéw uzyskanego podziatu styka sie pieé¢ Scian, wiec miara kata we-
wnetrznego tréjkata réwnobocznego na sferze jest réwna %’T Jest to tréjkat z pozycji j)
z listy znajdujacej sie¢ na poczatku tego podrozdziatu.
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Rysunek 2.5: Odbiciowy parkietaz sferyczny otrzymany z odérodkowego zrzutowania
dwudziestoscinu foremnego na sfere na nim opisana.

W tej czesci rozumowania znalezliSmy trzy odbiciowe parkietaze sferyczne dla bryt pla-
tonskich o tréjkatnych Scianach. Sprobujmy teraz dokonaé podziatu $cian bryt foremnych
wedltug pierwszego sposobu, a nastepnie dokonajmy rzutu odsrodkowego tak podzielonych
bryt na sfery na nich opisane.

Obserwacja 2.12. Trojkqty powstate przy podziale bryt platoriskich podziatem I typu sq
rownoramienne.

Uzasadnienie: W wielokacie foremnym odcinek taczacy wierzchotek wielokata z jego
srodkiem jest dwusieczna kata wewnetrznego wielokata znajdujacego sie przy tym wierz-
chotku. W tréjkacie powstatym z podziatu bryty platonskiej podziatem I typu kat przy
wierzchotku niebedacym $rodkiem Sciany bryty jest potowa kata wewnetrznego wspo-
mnianej $ciany. 7 tego wynika, ze taki trojkat uzyskany po podziale I typu ma dwa
jednakowe katy i dlatego jest rownoramienny.

a) czworoscian foremny

Ponizej znajduja sie dwie siatki czworoscianu foremnego. Pierwsza jest zwykly siatka, a
druga jest podzielona na przystajace trojkaty odcinkami biegngcymi od srodkéw $cian
do ich wierzchotkéw.

Rysunek 2.6: Po lewej — zwykta siatka czworoscianu foremnego, po prawej — po dokonaniu
podziatu I typu.

Po ztozeniu takiej siatki i zrzutowaniu odérodkowo bryty na sfere na niej opisang otrzy-
mujemy pokrycie sfery przystajacymi trojkatami. Zauwazmy, ze kazde dwa przylegajace
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do siebie katy sa jednakowe, zatem sg one do siebie symetryczne wzgledem fragmentu
okregu wielkiego, ktory je oddziela. 7Z tego wynika, ze kazde dwie sasiadujace plytki,
czyli takie, ktére majg wspolny bok, sa do siebie symetryczne wzgledem tego boku. Jest
to warunek odbiciowo$ci, a wiec otrzymany przez nas parkietaz jest odbiciowy. Jakiemu
trojkatowi on odpowiada? Aby sie tego dowiedzieé¢, nalezy wybra¢ dowolng plytke i zo-
baczy¢, ile ptytek schodzi sie w jej wierzchotkach.

Rysunek 2.7: Siatka czworoscianu z zaznaczona ptytka

Na rysunku powyzej widzimy, ze w gérnym wierzchotku plytki schodza sie trzy klepki,
bo $ciana czworoscianu foremnego zostata podzielona na trzy przystajace tréjkaty. Z
kolei w prawym wierzchotku styka sie sze$é plytek (w narozu czworoécianu foremnego
stykaja sie trzy Sciany, a w kazdej z nich obszar przy wierzchotku zostat podzielony na
dwie czesci). Tyle samo, czyli szesé plytek styka sie w lewym wierzchotku ze wzgledu na
to, ze $ciany czworoscianu zostaly podzielone na tréjkaty rownoramienne. Otrzymany
parkietaz odpowiada wiec tréjkatowi o katach %’T, %’T, %”, a wiec trojkatowi z pozycji ¢) z
listy na poczatku tego podrozdziatu.

b) szescian

Podzielmy teraz szescian wedlug podziatu I typu. Zostalo to wykonane na rysunku
ponizej. Po lewej stronie znajduje si¢ zwykta siatka szeScianu, a po prawej — ta sama
siatka z podziatem I typu.

Rysunek 2.8: Siatka szeScianu ze $cianami bez podziatu oraz ze $cianami z podziatem I
typu.

Aby dowiedzie¢ sie, jakiemu tréjkatowi sferycznemu odpowiada taki parkietaz, nalezy
policzyé¢, ile ptytek schodzi si¢ w poszczegdlnych wierzchotkach matej tréjkatnej phytki.

24



Mozemy to zrobi¢ przed zrzutowaniem bryty na sfere, bowiem siatka zostata podzielona
na przystajace trojkaty, a po rzutowaniu otrzymamy podzial sfery na tréjkaty odpowia-
dajace tréjkatom na szeScianie.

Rysunek 2.9: Siatka sze$cianu z zaznaczong plytka

Widzimy, ze w gérnym wierzchotku zaznaczonej ptytki stykaja sie cztery tréjkaty. Z
kolei w prawym wierzchotku schodzi sie szes¢ ptytek — po dwie na kazda z trzech scho-
dzacych sie w narozu Scian bryty. Tréjkaty z tego podzialu sa réwnoramienne, wiec w
lewym wierzchotku takze spotyka sie sze$é¢ plytek. Zatem, po ztozeniu siatki i odsrod-
kowym zrzutowaniu jej na sfere, otrzymalidémy parkietaz sferyczny, ktorego ptytkami sg
trojkaty o katach %T”, %”, %”. Jest to pozycja g) z listy kandydatéw na odbiciowe tréjkaty
sferyczne. Uzyskany parkietaz jest odbiciowy poniewaz, podobnie jak poprzednio, kazde
dwie sgsiednie ptytki majace wspolny bok sg do siebie symetryczne wzgledem tego boku.

L 2T 2r 2¢

Rysunek 2.10: Podziat sfery na tréjkaty o katach <f, <&, <

c) o$mioécian foremny
Spréobujmy dokonaé¢ podziatu trojkatnych Scian oSmio$cianu foremnego korzystajac z po-
dziatu I typu. Ponizej znajduje sie¢ siatka o$mioScianu foremnego ilustrujaca ten podziat.
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Rysunek 2.11: Siatka o$mioscianu foremnego bez podziatu oraz z podziatem I typu

Spéjrzmy na maty tréjkat podzielonej siatki. Wokot wierzchotka bedacego $rodkiem
Sciany o$mioscianu foremnego schodza sie trzy trojkatne ptytki. Z kolei wokot kazdego z
pozostatych wierzchotkéw schodzi sie osiem plytek — po dwie na kazda z czterech Scian
osmioscianu stykajacych sie w tym wierzchotku. Widzimy wiec, ze po zrzutowaniu oSmio-
Scianu foremnego na sfere otrzymamy parkietaz ztozony z tréjkatow o katach wewnetrz-
nych 2?”, %’T, %’T, ktéry znajduje sie na pozycji d) na liscie z poczatku podrozdziatu. Nie-
trudno zauwazy¢, ze — podobnie jak w poprzednich przypadkach — otrzymany parkietaz
jest odbiciowy.

d) dwunastoscian foremny

Zobaczmy, jaki parkietaz otrzymamy po podzieleniu $cian dwunasto$cianu foremnego
wedtug podziatu I typu. Na rysunku ponizej znajduja sie dwie polowy siatek dwuna-
stoscianu foremnego. Pierwsza z nich jest zwykla siatka, a druga - siatka podzielong
podziatem I typu.

P

Rysunek 2.12: Dwie potéwki siatek dwunasto$cianu foremnego

WezZzmy dowolny maty tréjkat ze srodkowego pieciokata. Jeden z jego wierzchotkéw jest
srodkiem pieciokata. Wokot tego wierzchotka styka sie pie¢ takich trojkatéw. Popatrzmy
teraz na pozostate dwa wierzchotki matego tréjkata. Wokot kazdego z nich schodzi sie
szes¢ maltych trojkatéw — po dwa na kazda z trzech Scian znajdujacych si¢ w poblizu
malego trojkata. Widzimy wiec, ze tak samo bedzie dla kazdego innego matego trojkata,
bo wszystkie naroza w bryle platonskiej sa jednakowe. Wobec tego, po zrzutowaniu tej
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bryty na sfere otrzymamy 12 - 5 = 60 przystajacych tréjkatéow sferycznych o katach we-
wnetrznych %’r, %”, %”. Latwo widzimy, ze otrzymany parkietaz jest odbiciowy i bazuje
na tréjkacie o katach %”, %’T, %’T, ktory widnieje w podpunkcie k) na liscie potencjalnych
odbiciowych trojkatow sferycznych.

e) dwudziestoscian foremny
Na rysunku ponizej widzimy dwie siatki dwudziesto$cianu foremnego — zwykta siatke oraz
siatke ze Scianami podzielonymi podziatem I typu.

Rysunek 2.13: Dwie siatki dwudziestoscianu platonskiego

Rozwazmy pojedyncza mata tréjkatna ptytke podzielonej bryty. Jeden z jej wierzchotkéw
jest érodkiem tréjkatnej $ciany dwudziestoscianu foremnego. W tym wierzchotku stykaja
sie trzy mate plytki. Ze wzgledu na to, ze wszystkie naroza w bryle platonskiej sg takie
same, w kazdym z narozy styka sie pie¢ Scian, a kazda $ciana w obrebie jednego wierz-
chotka jest podzielona na dwie czesci, w kolejnym wierzchotku matej ptytki schodzi sie
10 ptytek. W kolejnym wierzchotku malej ptytki rowniez styka sie 10 ptytek, poniewaz
bryta zostata podzielona na tréjkaty rownoramienne.

Po odérodkowym zrzutowaniu dwudziesto$cianu platonskiego na sfere widzimy, ze jest ona

. . /. z 2r 2w 27w
podzielona na przystajace trojkaty sferyczne o katach wewnetrznych réwnych <F, 35, 35
Taki trojkat znajduje sie na pozycji e) z listy. Widzimy tez, ze z powoddéw analogicznych

jak poprzednio uzyskany parkietaz jest odbiciowy.

Zobaczmy teraz, jakie parkietaze sferyczne uda nam sie uzyskaé korzystajac z I typu
podziatu bryt platonskich. Podziat ten bedzie bazowal na bryle podzielonej poprzed-
nim sposobem — kazda z malych plytek podzielimy na dwie przystajace plytki poprzez
poprowadzenie wysokosci matej ptytki padajacej na bok $ciany bryty platonskiej. Tak
podzielong bryte odsrodkowo zrzutujemy na sfere.

a) czworoscian foremny

Na ponizszym rysunku znajduje sie siatka czworoscianu foremnego ze Scianami podzielo-
nymi wedtug podziatu II typu.
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Rysunek 2.14: Siatka czworoscianu foremnego — kazda Sciana jest podzielona na szesé
przystajacych trojkatow

Popatrzmy na maty trojkat prostokatny. Wokoét wierzchotka kata prostego matego tréj-
kata stykaja sie cztery ptytki. Z kolei wokdt wierzchotka bedacego srodkiem $ciany czwo-
roscianu schodzi sie szes¢ ptytek. Wokot ostatniego wierzchotka bedacego wierzchotkiem
Sciany bryty schodzi sie szes¢ plytek — po dwie na kazda z trzech Scian spotykajacych
sie w tym narozu bryly. hatwo wiec widzimy, ze po odsrodkowym zrzutowaniu czwo-
roscianu foremnego na sfere otrzymamy podziat sfery na przystajace tréjkaty o katach
wewnetrznych %T’T, %’r, %“. Taki trojkat widnieje na liscie potencjalnych odbiciowych troj-
katéw sferycznych na pozycji g).

Rysunek 2.15: Odbiciowy parkietaz sferyczny dla trojkata o katach 27, 2 27

477676
Tym samym znalezlismy kolejny sposob na konstrukcje tego parkietazu. W poprzedniej
czesci rozumowania skonstruowaliSmy go korzystajac z podziatu Scian szescianu podzia-
tem I typu.

b) szeScian

Podzielmy $ciany szeScianu na mniejsze ptytki prowadzac te wysokosci matych plytek
powstatych w podziale bryty podziatem I typu, ktore padaja na boki $cian sze$cianu.
Taki podziat zostat przedstawiony na rysunku ponize;j.
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Rysunek 2.16: Siatka szeScianu podzielona na mniejsze trojkaty podziatem II typu

Popatrzmy na matg tréjkatna ptytke z tej Sciany szescianu, ktéra z czterech stron jest
otoczona kwadratami na powyzszym rysunku siatki. Wokot jej wierzchotka bedacego
srodkiem kwadratowej Sciany styka si¢ osiem plytek. 7Z kolei wokdét wierzchotka dzie-
lacego bok kwadraty na potowy schodza sie cztery ptytki. Wokot ostatniego, trzeciego
wierzchotka plytki schodzi sie szes¢ pltytek — po dwie na kazda z trzech $cian stykajacych
sie w jednym narozu szescianu.

Po zrzutowaniu tak podzielonej bryty na sfere otrzymamy podzial sfery na przystajace

ptytki odpowiadajace matym trojkatom z siatki. Kazda z tych plytek bedzie trojka-

: 2 2T 2w 27 g .
tem sferycznym o miarach katéw wewnetrznych <, <, <%, Bez problemu widzimy, ze

spetniony jest warunek odbiciowosci - kazde dwie ptytki sasiadujace przez wspélny bok
sa do siebie symetryczne wzgledem tego boku. Zatem otrzymalismy kolejny odbiciowy

parkietaz sferyczny.

Rysunek 2.17: Odbiciowy parkietaz sferyczny dla tréjkata sferycznego o katach %T”, %ﬂ, %ﬂ.
Przestrzen wokét wierzchotkéw kazdej z klepek tego parkietazu jest podzielona na cztery,

sze$¢ lub osiem takich samych czesci.

c) o$mioécian foremny
Ponizej znajduje sie siatka o$mioscianu foremnego podzielona na mniejsze trojkaty po-
dziatem IT typu.
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Rysunek 2.18: Siatka o$mioscianu foremnego bez podziatu oraz z podziatem II typu

Spéjrzmy na mata ptytke i policzmy, ile ptytek styka sie wokot jej wierzchotkow. Wi-
dzimy, ze wokot wierzchotka bedacego srodkiem trdjkatnej Sciany osmioscianu schodzi
sie szes¢ ptytek. Cztery ptytki schodza sie wokoét wierzchotka kata prostego rozwazanej
plytki. Wreszcie w ostatnim wierzchotku ptytki schodzi si¢ osiem ptytek — po dwie na
kazdg z czterech Scian stanowigcych naroze o$mio$cianu platonskiego.

Widzimy juz, ze po odérodkowym zrzutowaniu osmioscianu foremnego na sfere otrzy-
mamy doktadnie ten sam odbiciowy parkietaz sferyczny, ktoy otrzymalisémy przed chwila
po przeksztatceniu szescianu podzielonego podziatem II typu. Jest to odbiciowy parkie-
taz sferyczny dla trojkata sferycznego o katach %f, %’, %’T.

d) dwunasto$cian foremny

Na rysunku ponizej znajduje si¢ fragment siatki dwunasto$cianu foremnego, ktérego
Sciany sa podzielone na male trojkaty prostokatne zgodnie z II typem podziatu bryt

platonskich.

Rysunek 2.19: Siatka dwunasto$cianu foremnego bez podziatu oraz z podziatem II typu

Zobaczmy, ile ptytek styka sie w poszczegélnych wierzchotkach matej ptytki. Kazda pie-
ciokatna $ciana bryty zostala podzielona na dziesie¢ przystajacych trojkatow prostokat-
nych. Zatem w wierzchotku bedacym $rodkiem Sciany bryty schodzi sie dziesigé¢ ptytek.
W kolejnym wierzchotku bedacym srodkiem boku pieciokatnej $ciany dwunasto$cianu
stykaja sie cztery ptytki. W ostatnim wierzchotku matej ptytki spotyka sie szes¢ matych
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ptytek — po dwie na kazda z trzech $cian budujacych naroze bryty.

Zrzutujmy wiec odsrodkowo te bryte na sfere na niej opisang. Otrzymalismy podziat sfery
na przystajace tréjkaty o katach wewnetrznych z miarami %T”, %’r, %' Ten trojkat widnieje
na pozycji i) na lidcie potencjalnych odbiciowych tréjkatéw sferycznych z poczatku tego

podrozdziatu. Nietrudno tez zauwazy¢, ze otrzymany parkietaz jest odbiciowy.

. S : J X 2r 2w 27
Rysunek 2.20: Odbiciowy parkietaz sferyczny dla trojkata sferycznego o katach <F, <5, 15

e) dwudziestoscian foremny
Ponizej widnieje rysunek przedstawiajacy siatke dwudziesto$cianu foremnego podzielong
na mniejsze trojkaty podziatem II typu.

Rysunek 2.21: Siatka dwudziestoscianu foremnego bez podziatu oraz z podziatem II typu

Popatrzmy na mata ptytke i jej wierzchotki. Wokdét wierzchotka ptytki bedacego srod-
kiem Sciany dwudziesto$cianu schodzi sie szes¢ ptytek. Widzimy, ze wokot wierzchotka
kata prostego tej ptytki stykaja si¢ cztery klepki. Naroze dwudziestoscianu foremnego
sktada sie z pieciu Scian. W kazdej z nich obszar przy jej wierzchotku jest podzielony na
dwie czesci. Zatem wokot ostatniego wierzchotka matej ptytki schodzi sie dziesie¢ klepek.

Natychmiast zauwazamy, ze po odsrodkowym zrzutowaniu dwudziestoscianu foremnego

na sfere otrzymamy ten sam parkietaz, co w poprzednim podpunkcie, czyli odbiciowy
2r 2w 2w

parkietaz sferyczny dla trojkata o katach <, <&, 35
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W nastepnym podrozdziale dowiemy sie, czy w ten sposéb udato nam sie skonstruowacé
odbiciowe parkietaze sferyczne dla wszystkich trojek katow tréjkatow sferycznych, ktore
sg wypisane na poczatku tego podrozdziatu.

2.4 Klasyfikacja odbiciowych parkietazy sferycznych

W tym podrozdziale podsumujemy wyniki trzech poprzednich podrozdzialéw oraz uzy-
skamy pelna liste odbiciowych trojkatéw na sferze. Przypomnijmy liste trojek katow we-
wnetrznych potencjalnych odbiciowych tréjkatow sferycznych z poczatku poprzedniego
podrozdziatu:

Q) §, % % I
b) &, 2 2t h) 2z, 2 2n
OIS UL N 3 DS
d) 77 5 nEE
) . 3 I k) &, FF
f) 2=, 20 28 >4,

Zbierzmy teraz informacje z poprzedniego podrozdziatu i sprobujmy do kazdej z tych
trojek dopisa¢ metode konstrukeji odbiciowego parkietazu sferycznego dla poszczegdl-
nych trojkatow. W ten sposodb potwierdzimy, ze wszystkie te tréjkaty rzeczywiscie sa
odbiciowymi trojkatami sferycznymi oraz ze ta lista jest kompletna. Mamy do wyboru
dwie metody: réwnoleznikowo-potudnikowa oraz metode podziatu odpowiedniej bryty
platonskiej wedtug jednego z dwoch sposobow albo niedzielenie jej wcale.

a) %”, %’T, %’T — rzutowanie od$rodkowe czworos$cianu foremnego bez podziatu,

<, 5 5 — poprowadzenie potudnikéw przez wierzchotki trojkata rownobocznego

wpisanego w réwnik,

b) 2 2T 27

c) %’T, %”, %” — rzutowanie odsrodkowe czworoscianu foremnego z podziatem I typu,

d) %’r, %’T, %” — rzutowanie odsrodkowe o$mioscianu foremnego z podziatem I typu,

e) %”, %T, %r — rzutowanie odsrodkowe dwudziestoscianu foremnego z podziatem I typu,
f) %T’T, %f, %f, — poprowadzenie potudnikow przez wierzchotki kwadratu wpisanego w

rownik lub rzutowanie o$mioscianu foremnego bez podziatu,

g) %f, %Tﬂ? %’r, n > 4 — poprowadzenie potudnikéow przez wierzchotki n-kata foremnego

wpisanego w réwnik,

h) %f, %”, %” — rzutowanie odsrodkowe czworoscianu foremnego z podziatem II typu lub

sze$cianu z podziatem I typu,

i) %f, %’r, %’r — rzutowanie od$rodkowe szesScianu z podziatem II typu lub o$mioscianu

foremnego z podziatem II typu,
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j) %’r, %”, %r — rzutowanie odsrodkowe dwunastoscianu foremnego z podziatem II typu

lub dwudziesto$cianu foremnego z podziatem II typu,
k) = %’T I — rzutowanie ods$rodkowe dwudziesto$cianu foremnego bez podziatu,

=T — rzutowanie odsrodkowe dwunastoscianu foremnego z podziatem I typu.

Tym samym widzimy, ze znalezlismy odbiciowe parkietaze sferyczne dla wszystkich rodza-
jow potencjalnych odbiciowych trojkatow sferycznych znalezionych w poprzednim pod-
rozdziale. Nasze rozwazania podsumowuje ponizsze twierdzenie:

Twierdzenie 2.13 (O odbiciowych tréjkatach sferycznych). Ponizej znajduje sie
kompletna lista odbiciowych trojketow sferycznych, dla ktorych mozna utworzyc odbiciowy
parkietaz sferyczny:

) =, B b
f) %Tﬂ? %TW) 2%; TL24,

33



3 Czworoscienne parkietaze odbiciowe

W poprzednim rozdziale udato nam sie odkry¢ wszystkie odbiciowe tréjkaty sferyczne, za
pomocyg ktorych mozna uzyskac¢ odbiciowe parkietaze sfery. W niniejszym rozdziale zasto-
sujemy wyniki poprzedniej czesci pracy, aby odkry¢ wszystkie czworosciany euklidesowe,
z ktoérych da sie utworzy¢ odbiciowe parkietaze przestrzeni.

3.1 Twierdzenie o czworosciennych odbiciowych parkietazach
przestrzeni

Wymnikiem rozumowania przedstawionego w tym rozdziale bedzie nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 3.1 (O czworosciennych odbiciowych parkietazach przestrzeni).
Istniejq dokladnie cztery odbiciowe parkietaze przestrzeni, ktorego klepkami sqg czworo-
sciany euklidesowe. Plytki tych parkietazy zostaty przedstawione na rysunku ponizej:

< AL LA
Jge

Rysunek 3.1: Czworosciany euklidesowe, z ktorych da sie skonstruowac odbiciowe parkie-
taze przestrzeni. Kazdy z czworoscianow jest umiejscowiony w szescianie jednostkowym.
Pierwsze trzy czworosciany maja wierzchotek w $rodku sze$cianu oraz taka sama wyso-
kos¢ réowna % Pozostate wierzchotki czworoscianow sg albo Srodkami Scian szeScianu,
albo wierzchotkami szescianu, albo $rodkami krawedzi sze$cianu.

Zanim jednak skonstruujemy odbiciowe parkietaze przestrzeni bazujac na tych czworo-
Scianach, przesledzmy droge dojscia do tej czesci powyzszego twierdzenia, w ktorej twier-
dzimy, ze nie ma innych mozliwych ptytek takich parkietazy.

3.2 0Od tréjkatow sferycznych do czworoscianéw euklidesowych

Nasza podroéz zaczniemy od bardzo przydatnego lematu, ktory stanowi swojego rodzaju
most pomiedzy odbiciowymi parkietazami sfery a odbiciowymi parkietazami przestrzeni,
w ktérych plytkami sg czworosciany euklidesowe.

Lemat 3.2 (O wierzcholku klepki odbiciowego parkietazu czworos$ciennego).
Trojka kgtow dwusciennych przy wierzchotku klepki czworosciennego odbiciowego parkie-
tazu przestrzeni musi byc jedng z trojek kqotow wystepujgcych w odbiciowych trojkgtach
sferycznych.
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Dowéd: Zaltézmy, ze mamy odbiciowy parkietaz przestrzeni, ktérego klepka jest czwo-
roscian euklidesowy. Przyjrzyjmy sie ktéremus z narozy tej klepki. Wokot tego naroza
stykaja sie doktadnie trzy Sciany, wiec mamy tutaj do czynienia z katem tréjsciennym.

Ze wzgledu na odbiciowos¢ parkietazu, wokot jednego jego wierzchotka znajduja sie takie
same trojScienne naroza przylegajacych do niego czworosciennych ptytek. Rozwazmy
malg sfere, ktoérej srodkiem jest wierzchotek parkietazu. Przecina sie ona jednakowo
ze wszystkimi ptytkami znajdujacymi sie¢ wokdét tego wierzchotka. W ten sposéb na
sferze tworzy sie $lad bedacy odbiciowym parkietazem sferycznym, poniewaz trojkaty
dzielace sfere sa przystajace, a katy ptytek odbiciowego parkietazu sferycznego sg tymi
samymi katami, co katy dwuscienne ptytek odbiciowego parkietazu przestrzeni ztozonego
7z czworoScianow.

4

Powyzszy lemat pokazuje nam, ze korzystajac z odbiciowych tréjkatéw sferycznych mo-
zemy znalezé¢ potencjalne konfiguracje katéw dwusciennych w odbiciowych czworoscia-
nach euklidesowych, a nastepnie sprobowaé skonstruowaé te bryty i zbudowaé odpowia-
dajace im czworos$cienne odbiciowe parkietaze przestrzeni. Taki wlasnie jest cel niniej-
szego rozdziatu.

Widzimy, ze katy dwuscienne w ptytkach czworosciennego parkietazu odbiciowego musza,
by¢ postaci 2%, gdzie K > 3. Poszczegdlne krawedzie potencjalnej ptytki czworo$ciennego

parkietazu odbiciowego mozemy oznaczy¢ liczbami K1, K2, ..., K6, przy czym kazda z

liczb Ki dla @ € {1,2,...,6} jest liczba z mianownika wyrazenia 2—’; na miare kata dwu-

K
Sciennego, w ktérym zawiera sie ta krawedz.
Z Lematu 3.2 wiemy, ze trojki liczb przy wierzchotku czworos$cianu odbiciowego naleza

do zbioru tréjek odbiciowych trojkatéw sferycznych, ktore poznaliSmy w poprzednim
rozdziale. Te sytuacje obrazuje ponizszy rysunek:

K2

K5

Rysunek 3.2: Odbiciowy czworoscian euklidesowy z liczbami przypisanymi do krawedzi.
Widzimy, ze w czworoScianie sg cztery naroza sktadajace si¢ z nastepujacych krawedzi:
a) K1, K2, K3,
b) K1, K5, K6,
c) K2, K4, K6,
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d) K3, K4, K5.

Wymienione wyzej tréjki liczb sa trojkami reprezentujacymi katy odbiciowych tréjkatéw
sferycznych. Wyrazmy to spostrzezenie za pomoca nastepujacej obserwacji:

Obserwacja 3.3. Trdjka Ki, Kj, Kl (i, j,1 parami rézne, i,j,1 sq liczbami od 1 do 6)
znajdujgca sie wokotl wierzchotka odbiciowego czworoScianu euklidesowego jest jedng z
trajek liczb (mg, mg, m.) z listy odbiciowych tréjketow sferycznych.

Uwaga 3.4. Ponizej znajduje sie lista trijek (meq, mg,m,) odpowiadajgca kgtom po-
szezegolnych odbiciowych trojkgtow sferycznych zaczerpnieta z koncowki poprzedniego roz-
dziatu:

a) (3,3,3), 9) (4,6,6),
b) (3,4,4), h) (4,6,8),
c) (3,6,6), i) (4,6,10),
d) (3,8,8), 7) (5,5,5),
e) (3,10,10), k) (5,6,6).
f) (4,4,n), n>4,

W dalszej czesci pracy bedziemy chcieli znalez¢ wszystkie mozliwe széstki liczb
K1, K2, K3, K4, Kb, K6

odpowiadajace poszczegdlnym krawedziom potencjalnych odbiciowych czworoscianéw eu-
klidesowych.

Uwaga 3.5. Na zasadzie skrotu myslowego bedziemy pisac o szostce kgtow dwusciennych,
majgc na mysli szesé parametrow K1, K2, K3, K4, K5, K6 odpowiadajgcych szostce
ratow (. 5. 5 e B 3

W celu wypisania wszystkich mozliwych széstek, bedziemy chcieli zapisa¢ dane z Ry-
sunku 3.2 w nieco inny sposéb. Skorzystamy z okregu podzielonego promieniami na trzy
réwne czesci. Srodek okregu oraz kazdy z punktéw styku okrgg-promien bedzie odpo-
wiadal poszczegdlnym wierzchotkom czworoscianu, a promienie i trzecie cze$ci okregu
beda odpowiadaty poszczegdlnym krawedziom czworoscianu, ktore beda miaty przypi-
sang konkretng liczbe K1, ..., K6. Przyjmujemy, ze w srodku okregu znajduje sie naroze
z krawedziami K1, K2, K3. Na rysunku ponizej widzimy zobrazowanie tej sytuacji.
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K2
K1
K5
K6
K4
K5
K4 '

Rysunek 3.3: Odbiciowy czworoscian euklidesowy z zaznaczonymi krawedziami i jego
widok: z profilu oraz z géry. Trzecie czesci okregu na ostatnim obrazku zastgpity boki
tréjkata ze srodkowego rysunku. Zielonym kolorem zaznaczono wierzchotki czworoscianu.

Uwaga 3.6. Zauwaimy, ze okrgg z Rysunku 3.3 jest niewrazliwy na symetrie i obroty,
tzn. bez wzgledu na to, jaki obrot czy jaka symetria zostanie wzgledem niego wykonana,
wokot wierzchotkow czworoscianu bedg znajdowacé sie takie same krawedzie.

Aby mieé¢ pewnos$é, ze wyznaczymy wszystkie potencjalne széstki katow dwusciennych
czworoscianéw euklidesowych, bedziemy korzystaé z zasady tzw. porzedku leksykograficz-
nego. W tym celu bedziemy rozwazacé sytuacje, w ktorych poszczegdlne trojki, zaczynajac
od podpunktu a) z listy tréjek (mq, mg, m,) z Uwagi 3.4, znajduja sie¢ w narozu poten-
cjalnej klepki reprezentowanym przez srodek okregu. Trojki z listy z Uwagi 3.4 sg upo-
rzadkowane leksykograficznie, a potencjalne széstki K1, K2, ..., K6 beda uporzadkowane
leksykograficznie wzgledem trojki K1, K2, K3. Trojka K1, K2, K3 bedzie minimalna w
porzadku leksykograficznym wzgledem pozostatych tréjek wchodzacych w sktad poten-
cjalnej szostki. Dzieki temu nie bedziemy musieli juz rozwazaé¢ potencjalnej szostki, w
ktorej wystepuje cho¢ jedna tréjka z tych, ktore zostaly rozwazone poprzednio jako trojka
K1, K2, K3 reprezentujaca naroze znajdujace sie w srodku okregu pomocniczego.

Gtowny wniosek z poprzedniego akapitu zawiera sie w nastepujacej Uwadze:

Uwaga 3.7. Jesli choé jedna z trojek wchodzgcych w sklad potencjalnej szostki, znajdu-
jacych sie w wierzchotku poza srodkiem okregu pomocniczego, byla rozwazana wczesniej
jako ta, ktora znajduje sie w srodku okregu, wowczas taki przypadek mozemy pomingc.

Przejdzmy wiec do wyznaczania potencjalnych széstek katéw dwusciennych odbiciowych
czworosciandéw euklidesowych. Przed nami jedenascie podpunktéw, w ktérych bedziemy
rozwazaé kazda z trojek z Uwagi 3.4. jako tréjke katow dwusciennych potencjalnego
czworoscianu znajdujaca si¢ w narozu reprezentowanym przez srodek okregu pomocni-
cz€ego.
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Ad a)
W érodku okregu znajduje sie tréjka (3,3, 3).

Rysunek 3.4: Okrag reprezentujacy potencjalny czworoscian euklidesowy z katami dwu-
Sciennymi odpowiadajacymi széstee (3,3, 3, K4, K5, K6).

Spogladajac na liste tréjek zauwazamy, ze w przypadku, gdy w ktérejs z tréjek (mq, mg, m.)
znajduje sie liczba 3, to pozostate dwie liczby sa takie same i naleza do zbioru {3,4,6,8,10}.
Wobec tego znalezliSmy pie¢ potencjalnych szostek K1, K2, K3, K4, K5, K6, dla ktérych
K1 = K2 = K3 = 3. Sa to nastepujace szbstki:

(3,3,3,3,3,3),

3,3,3,4,4,4),

)
3,3,3,6,6,6),
)

3,3,3,8,8,8),

(
(
(
(3,3,3,10,10,10).

Ad b)
W tym wypadku w $rodku okregu mamy tréjke (3,4,4).

Rysunek 3.5: Okrag odpowiadajacy potencjalnemu czworoscianowi euklidesowemu z ka-
tami dwusciennymi opisanymi szdstka (3,4, 4, K4, K5, K6).

Rozwazmy kilka przypadkéw w zaleznosci od liczby K4.
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1. Niech K4 = 3.

Gdy K4 = 3, mamy tylko jedna mozliwos¢ obsadzenia liczb K5 i K6, poniewaz istnieje
tylko jedna trdjka (ma,mg, m,), w ktérej wystepuje zaréwno liczba 3, jak 1 4. Jest to
trojka (3,4,4), wobec tego jedyna nowa potencjalna széstka otrzymana w tym punkcie
to széstka (3,4,4,3,4,4).

2. Niech K4 = 4.

Widzimy, ze w trojce liczb K3, K4, K5 znajdujg sie dwie czwérki. Musimy wiec tak
dobraé liczbe K5, zeby byla ona czedcia trojki zawierajaca liczbe 3 oraz, zeby byla cze-
Scig trojki liczb zawierajacej dwie czworki. Liczba K5 musi by¢ taka sama, jak K6, zeby
stworzy¢ trojke liczb zawierajaca liczbe 3. Mamy pie¢ takich mozliwosci — K5 = K6 sa
ze zbioru {3,4,6,8,10}. W podpunkcie a) rozwazyliSmy przypadek, gdy K5 = K6 = 3,
wigc mozemy go tutaj pomina¢ ze wzgledu na Uwage 3.7., bo prowadzi to do sytuacji,
gdzie pojawia sie trojka (3,3,3) rozwazona wezeéniej. OdkryliSmy wiec cztery nastepne
potencjalne szostki katéw dwusciennych:

L4 3747 4747474)7

(
e (3,4,4,4,6,6),
o (3,4,4,4,8,8),
e (3,4,4,4,10,10).

3. Niech K4 = 5.
W tym wypadku, podobnie jak w punkcie 1. mamy tylko jedna nowa potencjalna szdstke
katéw dwusciennych. Jest nig szdstka (3,4,4,5,4,4).

4. Niech K4 = 6.

Gdy K4 = 6, mozemy utworzy¢ cztery potencjalne széstki katéw dwusciennych, ponie-
waz mamy cztery trojki, w ktorych wystepuje zaréwno liczba 4, jak i 6. Sa to trojki
(4,4,6),(4,6,6), (4,6,8), (4,6,10). W przypadku, gdy K4 = 6, za K5 oraz K6 musimy
przyjac taka sama liczbe, zeby wierzchotek K1, K5, K6 byt trojka zawierajaca liczbe 3.
Wobec tego mamy cztery nastepne mozliwosci:

o (3,4,4,6,4,4),
e (3,4,4,6,6,6),
e (3,4,4,6,8,8),
e (3,4,4,6,10,10).

5. Niech K4 = 7.

Ze wzgledu na to, ze istnieje tylko jedna trojka katow zawierajaca czworke i siodemke
jednoczesnie, w tym wypadku mamy tylko jedng nowa potencjalng széstke katow dwu-
Sciennych. Jest nig széstka (3,4,4,7,4,4).

6. Niech K4 = 8.
Patrzac na liste trojek (mq, mg, m,) widzimy, ze sa tylko dwie trojki, w ktérych wystepuja
liczby 4 oraz 8 jednoczesnie. Sa to tréjki (4,4,8) i (4,6,8). Ponadto, w miejsca K5 i K6
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musimy wpisa¢ taka sama liczbe nalezaca do zbioru {4, 6, 8,10}. Z tych rozwazan wynika,
ze mozliwe sa tylko dwie nowe potencjalne széstki: (3,4,4,8,4,4) oraz (3,4,4,8,6,6).

7. Niech K4 = 9.

W tym przypadku istnieje tylko jedna trojka katow zawierajaca czwoérke i dziewiatke jed-
noczesnie, zatem mamy tutaj tylko jedng nowa potencjalng szostke katéw dwusciennych:
(3,4,4,9,4,4).

8. Niech K4 = 10.

Ze wzgledu na to, ze istnieja tylko dwie trojki, w ktérych 4 oraz 10 wystepuja razem, a
liczby na miejscach K5 i K6 musza by¢ takie same, mamy dwie nowe potencjalne szostki.
Sa to: (3,4,4,10,4,4) oraz (3,4,4,10,6,6).

9. Niech K4 > 11.

Zauwazmy, ze tutaj mamy tylko jedng mozliwo$¢ obsadzenia K5 oraz K6 — mozemy tam
wpisaé tylko czworki, zatem jedyng nowsg potencjalng széstka z tego podpunktu jest nie-
skoriczona seria szostek (3,4,4,n,4,4), gdzie n > 11.

Podsumowujac, w przypadku b) odkryliémy bardzo duzo nowych potencjalnych széstek
katéw dwusciennych odbiciowych czworoscianéw euklidesowych. W sposob zbiorczy mo-
zemy je zapisa¢ nastepujaco:

e (3,4,4,n,4,4), n > 3, — zbiorcze ujecie pierwszych szdstek z punktéow 2, 4, 6, 8
oraz catych punktow 1, 3, 5, 7, 11.

3,4,4,4,8,8),

3,4,4,4,10,10),

3,4,4,6,6,6),

3,4,4,6,8,8),

3,4,4,6,10, 10),

(3,
(
(
(
(
(
(3,4,4,8,6,6),
(

3,4,4,10,6,6).

Ad )

W érodku okregu umiejscawiamy tréjke (3,6,6).

Tutaj ponownie bedziemy rozwazac kilka przypadkéw, jednak troche inaczej, niz poprzed-
nio. Kluczowa jest tutaj obserwacja, ze w sytuacji, gdy K1 = 3, liczby K5 oraz K6 musza
by¢ réwne oraz nalezeé¢ do zbioru {3,4,6,8,10}.
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1. Niech K5 = K6 € {3,4}
Widzimy tutaj tréjki (3,3,3) oraz (3,4,4), ktére rozwazyliSmy w podpunkcie b), wiec
zgodnie z Uwagg 3.7. mozemy pomina¢ te przypadki.

2. Niech K5 = K6 = 6.

Rysunek 3.6: Okrag reprezentujacy potencjalny czworoscian euklidesowy o katach dwu-
Sciennych odpowiadajacych szdstee (3,6,6,K4,6,6).

W tej sytuacji mamy az trzy mozliwosci opisania krawedzi K4, poniewaz mamy trzy
tréjki, w ktorych wystepuja dwie szostki jednocze$nie. Zatem nowe potencjalne szoéstki
odkryte w tym punkcie to:

e (3,6,6,3,6,6),
e (3,6,6,4,6,6),
e (3,6,6,5,6,6).
3. Niech Kb = K6 = 8.

Rysunek 3.7: Okrag pomocniczy dla potencjalnego czworoscianu euklidesowego z katami
dwusciennymi odpowiadajacymi szostce (3,6, 6,K4,8,8).

W tym wypadku mamy tylko jedna potencjalng széstke ze wzgledu na to, ze istnieje tylko
jedna tréjka, w ktorej liczby 6 oraz 8 wystepuja jednoczesénie. Jest to trojka (4,6,8). Tak
wiec jedyna nowa potencjalng szostka odkryta w tym punkcie jest szostka (3,6, 6,4, 8, 8).
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4. Niech K5 = K6 = 10.

Podobnie jak w przypadku wyzej, tutaj mamy tylko jedng potencjalng szoéstke, bo istnieje
tylko jedna trojka, w ktérej liczby 6 oraz 10 wystepuja jednoczesnie. Zatem jedyng nowsg
potencjalna szdéstka odkryta w tym punkcie jest széstka (3,6, 6,4, 10, 10).

W podpunkcie ¢) udalo nam sie znalezé nastepujace nowe potencjalne szdstki katéw
dwusciennych odbiciowych czworoscianéw euklidesowych:

* (3,6,6,3,6,6),

3,6,6,4,6,6),

3,6,6,4,10, 10),

(
(
(3,6,6,4,8,8),
(
(

3,6,6,5,6,6).

Ad d)
W érodku okregu mamy trojke (3,8, 8).

Rysunek 3.8: Okrag odpowiadajacy potencjalnemu czworoscianowi euklidesowemu z ka-
tami dwusciennymi reprezentowanymi széstka (3, 8, 8, K4, K5, K6).

Widzimy, ze w miejscach K5 i K6 musi by¢ ta sama liczba ze zbioru {3,4,6,8,10}, ale
przypadki, gdy Kb = K6 € {3,4,6} rozwazyliSmy poprzednio rozwazajac tréjki (3,3, 3),
(3,4,4) i (3,6,6) jako te, ktore znajduja sie w srodku okregu. Na mocy Uwagi 3.7. te
przypadki mozemy tutaj pominac.

Tak wiec zostaje nam rozwazenie dwoch pozostatych sytuacji. Zauwazmy jednak, ze nie

ma takiej trojki, w ktorej wystepowatyby jednoczesnie liczby 8 oraz 10. Z tego powodu
w tym punkcie mamy tylko jedna nowa potencjalng széstke i jest nia (3,8,8, 3,8, 8).

42



Ad e)
W érodku okregu mamy tréjke (3,10, 10).

Rysunek 3.9: Ten okrag pomocniczy reprezentuje potencjalny czworoscian euklidesowy z
katami dwusciennymi opisanymi széstka (3, 10,10, K4, K5, K6).

Tutaj, podobnie jak wyzej, widzimy, ze w miejscach K5 i K6 musi by¢ ta sama liczba ze
zbioru {3,4,6,8,10}, ale cztery pierwsze przypadki zostaly rozwazone poprzednio i mo-
zemy je tutaj pomina¢ zgodnie z Uwaga 3.7. Tak wiec pozostaje nam sytuacja, w ktorej
K5 = K6 = 10. Widzimy zatem, ze w tym punkcie mamy tylko jedna nowa potencjalna
szostke 1 jest nig (3,10, 10, 3, 10, 10).

Ad f)

W srodku okregu mamy tréjke (4,4,m), m > 4. Ten przypadek rozbijemy na osiem
podprzypadkéw — siedem, w ktérych n bedzie liczba od 4 do 10 oraz ostatni, ktéry bedzie
opisywat sytuacje, w ktérej n > 10.

1. W érodku okregu znajduje sie trojka (4,4, 4).

Rysunek 3.10: Okrag reprezentujacy potencjalny czworoscian euklidesowy z katami dwu-
Sciennymi odpowiadajacymi széstce (4,4, 4, K4, K5, K6).

1.1. Niech K4 = 3.
W tym wypadku K5 musi by¢ réwne 4, ale trojka (3,4, 4) zostala juz rozwazona w pod-
punkcie a), wiec zgodnie z Uwaga 3.7. mozemy pominaé ten przypadek.
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1.2. Niech K4 =4
Ten przypadek rozbijemy na kilka podprzypadkéw w zaleznosci od liczby Kb5.

1.2.1. Niech K5 = 3.
Ten przypadek zostal juz rozwazony w podpunkcie a), wiec go tutaj pomijamy zgodnie z
Uwaga 3.7.

1.2.2. Niech K5 = 4.

W tej sytuacji K6 moze byé¢ dowolng liczba m wieksza lub rowng 4. Gdyby K6 byto
réwne 3, wrécilibySmy do przypadku omoéwionego w podpunkcie a). Tak wiec jedyna
nowa potencjalng széstka odkryta w punkcie 1.2.2 jest nastepujaca nieskonczona seria
szostek: (4,4,4,4,4,n), n > 4.

1.2.3. Niech K5 = 5.

W tej sytuacji K6 moze by¢ tylko czworka, ale te sytuacje rozpatrzyliSmy juz w pod-
punkcie 1.2.2, poniewaz zgodnie z Uwaga 3.6 okrag reprezentujacy klepke odbiciowego
czworoscianu euklidesowego jest niewrazliwy na symetrie.

1.2.4. Niech K5 = 6.

W tej sytuacji K6 moze przyja¢ wartosé 4, 6, 8 lub 10, ale przypadek, w ktorym K6 = 4
pojawit sie juz w punkcie 1.2.2; wiec mozemy go pomina¢ zgodnie z Uwaga 3.7. W takiej
sytuacji odkryliSmy trzy nowe potencjalne szostki:

o (4,4,4,4,6,0),
e (4,4,4,4,6,8),
e (4,4,4,4,6,10).

1.2.5. Niech Kb = 7.
Tutaj K6 moze by¢ tylko czwoérka, ale te sytuacje rozpatrzyliémy juz w punkcie 1.2.2.
Mozemy ja wiec pomingé.

1.2.6. Niech K5 = 8.

W tej sytuacji K6 moze by¢ réwne 4 lub 6, ale obie te mozliwosci zostaty juz rozpatrzone
wczesniej i mozemy je pominaé¢ dzieki Uwadze 3.7. Ze wzgledu na Uwage 3.6 szostka
(4,4,4,4,8,6) jest r6wnowazna potencjalnej szostce (4,4,4,4,6,8) znalezionej w punkcie
1.2.4. 7 kolei széstka (4,4,4,4,6,4) jest rbwnowazna potencjalnej szostce (4,4,4,4,4,6)
uwzglednionej w punkcie 1.2.2. Widzimy wiec, ze w tym punkcie nie znalezliémy zadnych
nowych potencjalnych szostek.

1.2.7. Niech K5 = 9.
W tym wypadku jedyna mozliwg opcja jest K6 = 4, ale ze wzgledu na Uwage 3.6 ten
przypadek zostal juz rozpatrzony w punkcie 1.2.2., wigc go pomijamy.

1.2.8. Niech K5 = 10.
K6 moze przyja¢ wartosé¢ 4 lub 6, ale zgodnie z Uwaga 3.6 obie te mozliwosci byty juz
rozpatrywane.
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1.2.9. Niech K5 =n > 11.
Ten przypadek réwniez zostal rozpatrzony w punkcie 1.2.2 ze wzgledu na Uwage 3.6.

Podsumowujac, w sytuacji gdy w srodku okregu znajduje sie tréjka (4,4,4) oraz
K4 = 4, znalezlismy cztery potencjalne széstki, w tym jedng nieskonczona serie:

o (4,4,4,4,4,n),n > 4,

(

L4 (47 4’ 47 47 67 6)7
(4,4,4,4,6,8),
(

o (4,4,4,4,6,10).

1.3. Niech K4 € {5,7,9}U{n e N:n > 11}.

Widzimy, ze w tej sytuacji Kb musi by¢ réwne K6 = 4. Przypadek, w ktérym w szostce
znajduje sie pie¢ czworek zostat juz omowiony w punkcie 1.2.2; wiec mozemy go pomingé
na mocy Uwagi 3.7.

1.4. Niech K4 = 6.
W tym wypadku K5 € {4,6,8,10}.

1.4.1. Niech K5 = 4.
Ze wzgledu na tres¢ Uwagi 3.6 mozemy obréci¢ okrag o 120° w lewo, a nastepnie zamieni¢
K5 i K6 miejscami. Te sytuacje pokazuje ponizszy rysunek:

Rysunek 3.11: Po obréceniu pierwszego okregu o jeden poziom, czyli o 120°, w prawo,
otrzymujemy drugi okrag dla széstki (4,4,4,4,K5,6). Trzeci okrag pomocniczy jest sy-
metrig drugiego okregu wzgledem jego pionowej Srednicy.

Tak uzyskany okrag jest rownowazny przypadkowi rozpatrywanemu w punkcie 1.2.4, wiec
mozemy go pominac.

1.4.2. Niech K5 = 6.

Tutaj mamy az cztery mozliwosci: K6 € {4,6,8,10}. Pierwszy przypadek, gdy K6 = 4,
zostal juz rozpatrzony w punkcie 1.2.2, wiec zgodnie z Uwagg 3.7. mozemy go pominac.
Natomiast pozostate trzy sytuacje dostarczaja trzech kolejnych nowych potencjalnych
szostek:
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° (47 47 47 67 67 6)7
e (4,4,4,6,6,8),
e (4,4,4,6,6,10).

1.4.3. Niech K5 = 8.

W tej sytuacji K6 moze by¢ réwne 4 lub 6, ale gdy odpowiednio przeksztatcimy okrag,
zobaczymy, ze te przypadki byty juz rozpatrywane wcze$niej. To przeksztatcenie zostato
opisane na ponizszym rysunku:

Rysunek 3.12: Pierwszy okrag reprezentuje potencjalny czworoscian euklidesowy z ka-
tami dwusciennymi opisanymi szdstka (4,4, 4,6,8,K6). Drugi okrag pomocniczy przed-
stawia sytuacje, gdy obrécono pierwszy okreg o 120° zgodnie z kierunkiem wskazdwek
zegara przy K6 réwnym 4. Tym sposobem otrzymaliSmy széstke (4,4,4,4,6,8), ktora
oméwiliSmy w punkcie 1.2.9. Z kolei trzeci rysunek przedstawia sytuacje, gdy K6 = 6 i
dokonane zostalo to samo przeksztatcenie pierwszego okregu. Szoéstke z trzeciego okregu
omoéwiliémy juz w punkcie poprzednim. Oba te przypadki mozemy wiec pominacé.

1.4.4. Niech K5 = 10.
Tutaj sytuacja jest taka sama jak poprzednio — K6 moze by¢ réwne 4 lub 6, ale te sytuacje
juz rozwazaliSmy we wczesniejszej czeSci rozumowania.

1.5. Niech K4 = 8.
W tym przypadku K5 moze by¢ réwne 4 lub 6, ale wszystkie te przypadki rozwazylisSmy
juz wezesniej.

1.6. Niech K4 = 10.
Tutaj K5 moze by¢ réwne 4 lub 6, ale wszystkie te sytuacje byty juz rozpatrywane po-
przednio.

Reasumujac, w sytuacji gdy w $rodku okregu znajduje sie trojka (4,4, 4), udalo nam sie
znalez¢ siedem nowych potencjalnych szostek, w tym jedna nieskoniczona serie. Oto one:

o (4,4,4,4,4,n), n >4,
o (474’ 4747 67 6)7
o (4,4,4,4,6,8),
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4,4,4,4,6,10),

4,4,4,6,6,0),

(
(
(4,4,4,6,6,8),
(

4,4,4,6,6,10).

2. W érodku okregu mamy tréjke (4,4,5).
Zauwazmy, ze ze wzgledu na to, ze K3 = 5, liczby K4 oraz K5 musza by¢ sobie réwne
oraz naleze¢ do zbioru {4,5,6}. Rozwazmy wiec te trzy przypadki.

2.1 Niech K4 = K5 = 4.

W tej sytuacji K6 moze przyja¢ dowolng wartosé¢ n wieksza lub rowna 5. Przypadki, gdy
n € {3,4} rozpatrzyliémy juz wezesniej, wiec jedyna nowa potencjalna szostka odkryta
w tym punkcie to nieskoniczona seria szostek (4,4,5,4,4,n), n > 5.

2.2 Niech K4 = K5 = 5.

Tutaj mamy tylko jedna mozliwo$é¢ obsadzenia K6, poniewaz jedyna trojka, w ktorej
znajduja sie jednoczesnie 4 oraz 5 jest tréjka (4,4,5). Wobec tego K6 musi by¢ réwne 4,
a jedyna potencjalna nowa szdstka z tego punktu to (4,4,5,5,5,4).

2.3 Niech K4 = K5 = 6.
W tej sytuacji K6 musi naleze¢ do zbioru {4,6,8,10}, wiec nowe potencjalne széstki
odkryte w tym punkcie sa nastepujace:

o (4,4,5,6,6,4),
e (4,4,5,6,6,6),
e (4,4,5,6,6,8),
e (4,4,5,6,6,10).

W przypadku, gdy w srodku okregu mamy tréjke (4,4,5), znalezliSmy nastepujacych
kandydatéw na szostki katow dwusciennych odbiciowych czworo$cianéw euklidesowych:
o (4,4,5,4,4,n), n > 5,
[ ]

4,4,5,5,5,4),

)
4,4,5,6,6,4),
4,4,5,6,6,6),

)

474’5767678 Y

(
(
(
(
(
(4,4,5,6,6,10).
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3. W drodku okregu wystepuje tréjka (4,4, 6).

Ze wzgledu na to, ze K3 = 6, K4 moze by¢ liczba ze zbioru {4, 5,6, 8,10}. Przypadek, gdy
K4 = 3 zostal rozwazony, gdy w srodku okregu znajdowala sie tréjka (3,6,6). Zgodnie z
Uwaga 3.7. przypadek ten mozemy tutaj pominac.

3.1. Niech K4 = 4.
W tej sytuacji Kb moze by¢ réwne 4, 6, 8, lub 10. Rozpatrzmy te przypadki.

3.1.1. Niech K5 = 4.

Tutaj, pomijajac przypadki, ktére byly rozpatrzone wczesniej, K6 moze by¢ dowolng
liczba naturalna n wieksza lub réwng 6. Mamy wiec pierwsza nowa potencjalng szdstke
odkryta w punkcie 3. — jest to nieskonczona seria szostek (4,4,6,4,4,n), n > 6.

3.1.2. Niech Kb = 6.

Tutaj K6 moze by¢ réwne 6, 8 lub 10. Przypadku, gdy K6 = 4 nie rozpatrujemy, ponie-
waz tréjke (4,4,4) znajdujaca sie w srodku okregu rozpatrywaliSmy juz wezesniej. Tak
wiec w punkcie 3.1.2. znalezliémy trzy kolejne potencjalne széstki. Oto one:

* (4,4,6,4,6,6),
i (47 4? 67 47 67 8)7

e (4,4,6,4,6,10).

3.1.3. Niech K5 = 8.

Rysunek 3.13: Okrag reprezentujacy potencjalny czworoscian euklidesowy z katami dwu-
Sciennymi odpowiadajacymi szdstce (4,4,6,4,8, K6).

W tej sytuacji K6 moze by¢ rowne 4 albo 6, ale przypadek, w ktorym K6 = 4, byl roz-
wazony juz wczesniej, zatem mozemy go pomingé. Tak wiec jedyna nowa potencjalna
szostka, ktéra znalezliémy w tym punkcie to (4,4,6,4,8,6).

3.1.4. Niech K5 = 10.

Mamy tylko dwie tréjki, w ktérych wystepuje liczba 10 — sa to tréjki (4,4,10) oraz
(4,6,10). Z tego powodu K6 moze przyjaé¢ wartosé 4 lub 6, ale pierwsza z tych opcji zo-
stata juz rozpatrzona wczesniej, w punkcie 1. Jedyna nowa potencjalna széstka z punktu
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3.1.4. to szostka (4,4,6,4,10,6).

3.2. Niech K4 = 5.
Tu mamy tylko jedng mozliwos¢ — K5 musi by¢ réowne 6, a K6 — 4, wiec odkrylismy
kolejna nowa potencjalna széstke: (4,4,6,5,6,4).

3.3. Niech K4 = 6.
Sytuacje, gdy Kb € {3,4,5} omoéwiliSmy juz wczesniej, wiec zgodnie z Uwaga 3.7. mo-
zemy je poming¢. Byty to jedyne mozliwoséci na K5 przy K4 réwnym 6.

3.4. Niech K4 = 8.
Wszystkie mozliwe konfiguracje, tzn. K6 = 4 lub K6 = 6 przy K5 rownym 4, zostaly juz
rozwazone we wczesniejszej czesci rozumowania, wige je tutaj pomijamy:.

3.5. Niech K4 = 10.
Tutaj mozliwosci obsadzenia K5 oraz K6 sa takie same jak w punkcie wyzej. Zostaty one
rozpatrzone wczesniej, wiec ze wzgledu na Uwage 3.7. mozemy je pominac.

Reasumujac, w punkcie 3. przy tréjce (4,4,6) znajdujacej sie w srodku okregu, znalezli-
sSmy nastepujace nowe potencjalne szostki:

e (4,4,6,4,4,n), n > 6,

47 47 67 47 67 6)7

4,4,6,4,6,8),

47 4’ 67 47 87 6)7

4,4,6,4,10,6),

(
(
(
o (4,4,6,4,6,10),
(
(
(

4,4,6,5,6,4).

4. W érodku okregu mamy trojke (4,4, 7).

Latwo widzimy, ze w tej sytuacji jedyng mozliwoscig obsadzenia K4, K5 oraz K6 jest
K4 = K5 = 4 oraz K6 bedace dowolna liczbg n nie mniejsza niz 7. Zatem w punkcie 4.
odkryliSmy kolejna nieskoniczong serie potencjalnych széstek: (4,4,7,4,4,n), n > 7.

5. W tym wypadku w srodku okregu mamy tréjke (4,4, 8).
K4 moze przyja¢ dwie wartosci — 4 lub 6. Przyjrzyjmy im si¢ blizej.

5.1. Niech K4 = 4.
Ze wzgledu na to, ze sa tylko dwie tréjki, w ktérych wystepuja liczby 4 oraz 8 jednocze-
$nie — (4,4, 8) oraz (4,6, 8), mamy dwie mozliwosci obsadzenia K5.

5.1.1. Niech K5 = 4.
W tej sytuacji K6 moze przyja¢ dowolng warto$¢ nie mniejsza niz 8, mamy wiec pierwsza,
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nowa potencjalng széstke z punktu piatego: (4,4,8,4,4,n), n > 8.

5.1.2. Niech K5 = 6.
W tym wypadku K6 moze mie¢ wartos¢ 4, 6, 8 lub 10, ale pierwsze dwa przypadki roz-
patrzyliSmy juz wcze$niej, wiec je pomijamy. ZnalezliSmy wiec dwie nowe potencjalne

széstki: (4,4,8,4,6,8) oraz (4,4,8,4,6,10).

5.2. Niech K4 = 6.

W tym przypadku K5 mozemy obsadzi¢ tylko liczbg 4. Natomiast K6 moze by¢ liczbg ze
zbioru {4, 6, 8,10}, ale wszystkie te sytuacje rozwazyliSmy juz poprzednio, wiec na mocy
Uwagi 3.7. pomijamy je.

6. Tutaj w $rodku okregu mamy trojke (4,4, 9).

Zauwazmy, ze mamy tylko jedng mozliwo$é¢ obsadzenia K4 oraz K5. Jest to

K4 = K5 = 4. Widzimy tez, ze K6 moze przyja¢ dowolng, nie mniejszg niz 9, wartosc.
Mamy wiec kolejna nowa nieskoriczona serie potencjalnych széstek: (4,4,9,4,4,n), n > 9.

7. W tym wypadku w srodku okregu mamy tréjke (4,4, 10).
Widzimy, ze K4 moze przyja¢ wartos¢ 4 lub 6.

7.1. Niech K4 = 4.
W tej sytuacji Kb moze przyja¢ wartos¢ 4 lub 6.

7.1.1. Niech K5 = 4.
Widzimy, ze K6 moze byé¢ dowolng liczbg nie mniejsza niz 10, wiec mamy kolejng nowsg
nieskoriczona serie potencjalnych széstek: (4,4,10,4,4,n), n > 10.

7.1.2. Niech K5 = 6.
Tutaj K6 € {4,6,8,10}, jednak pierwsze trzy przypadki juz rozwazaliémy. Wobec tego
kolejna nowa potencjalna széstka jest (4,4, 10,4, 6, 10).

7.2. Niech K4 = 6.
W tym wypadku K5 musi by¢ réwne 4, a K6 jest liczba ze zbioru {4,6,8,10}, jednak
wszystkie te przypadki juz rozpatrywalismy, wiec mozemy je pominaé.

W punkcie siodmym odkrylismy nastepujace nowe potencjalne szostki: nieskonczong se-
rie potencjalnych szostek (4,4,10,4,4,n), n > 10 oraz szdstke (4,4, 10,4, 6, 10).

8. W érodku okregu znajduje sie tréjka (4,4,n), n > 11.

Tutaj po raz kolejny K4 musi by¢ rowne K5 i wynosié¢ 4. Z kolei K6 moze przyja¢ do-
wolng wartos¢ wicksza badz réowng 11. Widzimy wigc kolejna nowsa nieskonczong seri¢
potencjalnych széstek: (4,4,n,4,4,m) przy n, m > 11.

Podsumowujac, w podpunkcie f) odkryliémy bardzo wiele potencjalnych széstek katow

dwusciennych odbiciowych czworosciandéw euklidesowych, w tym osiem nieskonczonych
serii. Oto one:
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o (4,4,4,4,4,n), n >4, o (4,4,6,4,6,6),

o (4,4,4,4,6,6), o (4,4,6,4,6,8),

o (4,4,4,4,6,8), o (4,4,6,4,6,10),

o (4,4,4,4,6,10), o (4,4,6,4,8,6),

e (4,4,4,6,6,6), e (4,4,6,4,10,6),

o (4,4,4,6,6,8), o (4,4,6,5,6,4),

o (4,4,4,6,6,10), o (4,4,7,4,4,n), n>T,
o (4,4,5,4,4,n), n > 5, o (4,4,8,4,4,n), n > 8,
o (4,4,5,5,5,4), o (4,4,8,4,6,8),

o (4,4,5,6,6,4), o (4,4,8,4,6,10),

o (4,4,5,6,6,6), o (4,4,9,4,4,n), n>09,
o (4,4,5,6,6,8), o (4,4,10,4,4,n), n > 10,
o (4,4,5,6,6,10), o (4,4,10,4,6,10),

e (4,4,6,4,4,n), n > 6, o (4,4,n,4,4,m), n, m > 11.

Ad g) W srodku okregu znajduje si¢ tréjka (4,6,6).

Rysunek 3.14: Okrag pomocniczy odpowiadajacy potencjalnemu czworo$cianowi eukli-
desowemu o katach dwusciennych opisanych szostka (4, 6,6, K4, K5, K6).

Zauwazmy, ze K4 moze przyja¢ wartos¢ 4 lub 5 — w innym wypadku mieliby$smy do czy-
nienia z przypadkiem, ktéry juz wczesniej rozpatrywaliSmy:.

1. Niech K4 = 4.
W tym wypadku K5 moze by¢ liczba ze zbioru {4,6,8,10}.

1.1. Niech K5 = 4.
Widzimy, ze tutaj K1 = K5 = 4, a przypadki, w ktérych w szostce wystepuje trojka
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zawierajaca dwie czworki zostaly wyczerpujaco oméwione w podpunkcie f).

1.2. Niech K5 = 6.

Mamy cztery mozliwosci obsadzenia K6: 4, 6, 8, 10. Natychmiast zauwazamy, ze sytuacja,
w ktorej K6 = 4 zostata juz rozpatrzona, tak wiec pozostaja nam trzy nowe potencjalne
szostki:

e (4,6,6,4,6,6),

L4 (47 67 67 47 67 8)7

e (4,6,6,4,6,10).
1.3. Niech K5 € {8,10}.

Te wszystkie przypadki zostaty juz rozwazone wcezesniej, zatem mozemy je pomingé¢ na
mocy Uwagi 3.7.

2. Niech K4 = 5.
Jedyng opcja jest tutaj Kb = K6 = 6, mamy wigc nastepna nowa potencjalng szostke:
(4,6,6,5,6,6).

Reasumujac, w podpunkcie g) odkryliémy cztery nowe potencjalne szostki:

b 47 67 6747 67 6)7

(
* (4,6,6,4,6,8),
L (476?6747 6710)7
(

e (4,6,6,5,6,6).

Ad h) W érodku okregu mamy trdjke (4,6, 8).
W sytuacji, gdy nie chcemy powtérnie rozwazaé¢ przypadkow, ktore juz omowilismy, je-
dyna mozliwoscia obsadzenia K4 jest liczba 4, a K5 musi by¢ réwne 6.

Rysunek 3.15: Okrag reprezentujacy potencjalny czworoscian euklidesowy z katami dwu-
Sciennymi odpowiadajacymi szdstce (4, 6,8, 4,6, K6).

92



Latwo widzimy, ze przypadki, gdy K6 € {4,6} zostaly juz rozwazone, wiec mozemy je
pomingé. Pozostaje nam K6 € {8,10}. W ten sposéb odkryliémy dwie nowe potencjalne
szostki: (4,6,8,4,6,8) oraz (4,6,8,4,6,10).

Ad i) W érodku okregu jest tréjka (4,6, 10).
Widzimy, ze K4 moze przyja¢ wartos¢ 4 lub 6.

1. Niech K4 = 4.

W tej sytuacji Kb moze byé réowne tylko 6, a K6 moze wynosi¢ tylko 10 ze wzgledu na
to, ze wszystkie inne przypadki juz rozpatrzyliSmy wczesniej. Mamy wiec kolejng nowa
potencjalna szdstke — (4, 6,10, 4,6, 10).

2. Niech K4 = 6. Tutaj K5 moze przyja¢ wartos¢ 4, a K6 — 10. Otrzymalibysmy zatem
te sama potencjalng szostke, co w poprzednim punkcie.

Reasumujac, w przypadku gdy w érodku okregu mamy tréjke (4,6, 10), znalezli$my tylko
jedna nowa potencjalng szostke. Jest nig szostka (4, 6,10, 4,6, 10).

Ad j) Trojka (5,5,5) jest w érodku okregu.
W tej sytuacji liczby K4, K5 oraz K6 musza by¢ sobie réwne i naleze¢ do zbioru {5,6}.
Mamy wiec kolejne dwie nowe potencjalne széstki: (5,5,5,5,5,5) oraz (5,5,5,6,6,6).

Ad k) W ostatnim przypadku w $rodku okregu mamy trojke (5,6,6).
Tutaj K4 moze by¢ rowne 3, 4 lub 5, ale wszystkie te grupy przypadkéw rozpatrzyliSmy
juz wczesniej.

W ten sposéb, korzystajac z zasady porzadku leksykograficznego, wyznaczyliSmy wszyst-
kie potencjalne széstki katéw dwusciennych odbiciowych czworo$cianow euklidesowych.
Podsumowanie tego nieco przydtugiego rozumowania stanowi tabela znajdujaca sie po-
nizej, w ktorej prezentujemy kombinacje parametrow Ki odpowiadajgce wszystkim po-
szczegbdlnym potencjalnym széstkom katow dwusciennych.
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Tablica 3.1: Wszystkie potencjalne szostki katéw dwusciennych odbiciowych czworoscia-
now euklidesowych. Parametry K¢ odpowiadaja poszczegdlnym katom dwusciennym po-
tencjalnych czworoscianow euklidesowych.

W kolejnej czesci pracy zobaczymy, ktoére z tych széstek odpowiadaja prawdziwym, ist-
niejacym odbiciowym czworo$cianom euklidesowym.

3.3 Weryfikacja katéw dwusciennych potencjalnych czworoscia-
néw euklidesowych

W nastepujacej czedci pracy chcemy zweryfikowaé, ktore szostki katéw dwusciennych od-
powiadaja istniejacym odbiciowym czworoscianom euklidesowym. W tym celu postuzymy
sie nastepujacym lematem pochodzacym z [4] i [5]:

Lemat 3.8. Miedzy kgtami dwuSciennymi czworoscianu zachodzi nastepujgcy zwigzek:

-1 cos (az) cos(aq3) cos (aqq)
cos (av2) -1 cos (agg)  cos (aray)
det = 07
cos (a3) cos (aas) -1 cos (au34)
cos (aqq) cos (agg) cos (asq) -1

gdzie oy; jest kgtem dwusciennym miedzy Scianami i oraz j.

Naszym celem jest obliczenie wyznacznikow z Lematu 3.8. odpowiadajacych poszcze-
gbélnym potencjalnym széstkom. Nastepnie sprobujemy skonstruowaé czworosciany, dla
ktorych wspomniane wyznaczniki okaza sie zerowe. Aby tego dokonaé¢, musimy najpierw
przystosowac wyznacznik z Lematu 3.8. do naszych szostek.

Zauwazmy, ze zeby moéc napisa¢ macierz z Lematu 3.8., potrzebujemy wiedzie¢, ktore
krawedzie potencjalnego czworoscianu euklidesowego opisuja katy dwuscienne miedzy po-
szczegolnymi Scianami. W czworo$cianie euklidesowym mamy sze$é¢ katow dwusciennych,
a kazdy z nich znajduje sie miedzy dwoma z czterech $cian bryty.

Popatrzmy na okrag pomocniczy, z ktoérego korzystaliémy przy wyznaczaniu potencjal-

nych szoéstek w poprzednim podrozdziale. Na rysunku ponizej widzimy tenze okrag i
widok z géry czworoscianu mu odpowiadajacego.
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K1
K5 K6
K3
K2
K4

Rysunek 3.16: Po lewej stronie znajduje sie okrag pomocniczy znany z poprzedniego
podrozdziatu. Patrzac na rysunek po prawej stronie patrzymy z gory czworoscian, ktory
jest reprezentowany przez okrag mu towarzyszacy.

Ponumerujmy teraz $ciany czworoscianu i przypatrzmy si¢ krawedziom, ktére oddzielaja
poszczegblne z nich. Zostato to wykonane na rysunku ponizej.

K5
K1
K5 K6
I |
K3
T
K4 |V e

Rysunek 3.17: Po lewej stronie widzimy czworo$cian z ponumerowanymi Scianami.
Czwarta Sciana, w sktad ktérej wchodza zaznaczone na czerwono krawedzie K4, K5 i
K6, stanowi podstawe czworoscianu. Po prawej stronie widzimy ,siatke” tego czworo-
Scianu, ktéry zostat niejako rozciety wzdtuz krawedzi K5 i roztozony tak, by zadne dwie
Sciany na siebie nie nachodzity.

Teraz, korzystajac z Rysunku 3.17, mozemy zobaczy¢, miedzy ktorymi Scianami znajduja
sie poszczegolne katy dwuscienne. I tak:

o K1 jest czescig wspdlng Scian I i I, wiec jest to aqs,

o K2 odpowiada katowi dwusciennemu miedzy Scianami I i ITI, wiec jest to ags,

K6 opisuje kat dwuscienny miedzy scianami I oraz IV, wiec jest to aqy,

K3 to czes¢ wspolna Scian 11 i ITI, wiec jest to ass,

K5 odpowiada katowi dwus$ciennemu miedzy Scianami II i IV, wiec jest to auy,

wreszcie K4 opisuje kat dwuscienny miedzy Scianami III oraz IV, wiec jest to asy.

o6



Zatem dla széstki (K1, K2, K3, K4, K5, K6) macierz z Lematu 3.8. wyglada nastepujaco:

—1  cos(ap) cos(ay) cos(am)
cos(a)  —1  cos(ams) cos(am)
cos (ang) cos(aws)  —1  cos(as) B
cos (arg) cos(amy) cos(as) — —1
() con(3) con(3)
ws(5) 1 cos(E) e (B)
() es(lm) 1 ()
cos (1) con (i) cos(B) -1

Mamy wiec narzedzie, dzigki ktéremu bedzie mozliwa weryfikacja potencjalnych széstek
katéw dwusciennych odbiciowych czworoscianéw euklidesowych.

Przyktad 3.9.

Obliczmy wyznacznik macierzy z Lematu 3.8. dla nieskoriczonej serii széstek postaci
(4,4,n,4,4,m), gdzie n, m > 3. Innymi stowy: chcemy obliczy¢ te wyznaczniki dla
wszystkich szostek, ktore maja w sobie co najmniej cztery czwoérki.

Ponizej widzimy macierz z Lematu 3.8. dla serii szostek wspomnianej w poprzednim

akapicie.

~1
oo (%)
cos () o (%)
cos () eos(%)

2
COS (Z)

—1

N

cos (%) cos (£) ~1 0
cos (22)cos (22) o
0w | 0 ()
cos (%) -1 cos(Z) 0

0
cos (%’r)
-1

0

COS (21)
m

0

—1

Dzigki obliczeniom wykonanym w programie Wolfram Alpha mozemy zobaczy¢, ze

—1 0 0 cos (%)
0 -1 cos(Z) 0
det =
0 cos (%”) -1 0
cos (%) 0 0 -1




Zauwazmy, ze dla kazdego n, m > 3 wartoéé (COS2 (27”) - 1) (cos2 (%) - 1) nigdy nie
bedzie rowna zero ze wzgledu na to, ze cosa = 1 dla a = 2kn, k € Z, a zadna z warto$ci
katéw, jakie bierzemy tu pod uwage, nie jest wielokrotnoscig 27. Z tego wynika, ze nie
istnieje odbiciowy czworoscian euklidesowy, ktérego katy dwuscienne mozna by opisac¢
szostka (4,4,n,4,4,m) dla n, m > 3.

Ponizej znajduje sie kompletna lista széstek katow dwusciennych potencjalnych czwo-
roscianow euklidesowych wraz z warto$ciami wyznacznika. Ze wzgledu na ztozonosé
obliczen, zostaly one wykonane z wykorzystaniem strony internetowej Wolfram Alpha.

K1 | K2 | K3|K4| K5 | K6 Uwagi Warto$¢ wyznacznika
333333 0,3125
4] 4| 4 0,5
6|6 |6 0,5
8 |88 0,125
10 | 10 | 10 1=3v5
34| 4 | n n>3 —%cos2 (2;”)
4166 0,5
41818 0,25
4110 | 10 85
6| 6|6 0,3125
6 | 8|8 0,0625
6 | 10 | 10 3-245
8 6|6 0,125
106 |6 7=3/5
366|366 0,3125
4166 0,25
418138 0
4 110 | 10 1=5
5 =h
3883 0,0625
1010] 3 |10]10 3-2v5
414444 n| n>4 1 — cos® (2)
4166 0,5
4168 0,25
416 |10 =5
6|6 |6 0,25
6 | 6|8 0
6 | 6|10 15
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4 4 5 4 4 n n>>5 5;/5 (COS2 (%”) — 1)
515 | 4 4v/5
6 | 6 | 4 0,25
6| 6|6 8=v5
6 | 6|8 1+v8
6 | 6|10 1425
41401644 |n| n>6 —3 (cos? () — 1)
4166 0,3125
4 16| 8 0,125
416 |10 =35
418 6 0,0625
4110 6 L
56 | 4 0,25
4 7 4 4 n n>"7 <C082 (277r> — 1) (cos2 (%”) — 1)
4 | 8 | 4| 4 | n n>8 -3 (cos2 (%’r) — 1)
416 | 8 0
416 |10 15
9 4 4 n n>9 <0052 (%) — 1) (0082 %) — 1)
411044 | n| n>10 Y222 (cos? (2) — 1)
416 |10 1=5v5
4 | 4 | n| 4] 4 n,m > 11 <0082 (%”) - 1) (cos2 (2”) 1)
1166 466 0
4168 L+2/2
416 |10 — 1455
51 6 L+
116|846 20,4375
4 6 10 _%\QM
416 |10]4]6 |10 —54TV5
51 5|55 345
32
6| 6|6 — 0455

Tablica 3.2: Wszystkie potencjalne szoéstki katow dwusciennych odbiciowych czworoscia-
now euklidesowych wraz z obliczonymi wyznacznikami.

Analizujac powyzsza tabele mozemy zobaczy¢, ze sa cztery szostki, dla ktérych wyznacz-
nik z Lematu 3.8. jest zerowy. Oto one:

* (3,6,6,4,8,8),
* (4,4,4,6,6,8),
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° (47 47 87 47 67 8)7
e (4,6,6,4,6,6).

Aby przekona¢ sie, czy odbiciowe czworosciany euklidesowe, ktérych katy dwuscienne
mozna opisa¢ wylistowanymi przed chwilg széstkami, rzeczywiscie istnieja, nalezy prze-
prowadzi¢ probe konstrukeji tych potencjalnych czworo$cianéw. Jesli uda sie je skonstru-
owac, bedziemy mie¢ namacalny dowod na to, ze te czworosciany istnieja.

3.4 Konstrukcja potencjalnych klepek czworos$ciennych odbicio-
wych parkietazy przestrzeni

Przypomnijmy szostki z Tabeli 3.2., dla ktérych wyznaczniki z Lematu 3.8. sa zerowe:
e (3,6,6,4,8,8),
e (4,4,4,6,6,8),
(

)
47 4’ 87 47 67 8)7
e (4,6,6,4,6,6).

Pamietajac o tym, ze na kazda szostke (K1, K2, K3, K4, K5, K6) skladajg sie cztery
trojki: (K1, K2, K3), (K2, K4, K6), (K3, K4, K5) oraz (K1, K5, K6), sprobujmy doko-
na¢ konstrukeji czworoscianéw opisanych széstkami z powyzszej listy.

Na poczatek sprobujmy sie zastanowié¢, jak powinien wygladaé¢ czworoscian odpowiada-
jacy szostce (4,4,4,6,6,8). Natychmiast widzimy, ze jedno z jego narozy jest narozem
szescianu, poniewaz znajduja sie tam trzy katy dwuscienne, ktére sg katami prostymi.
Temu narozu odpowiada trdojka (4,4,4). Kolejne dwa przystajace naroza reprezentowane
trojka (4, 6,8) sugeruja nam, ze czworoscian bedzie mial plaszczyzne symetrii. Spoiwem
bryly bytoby naroze odpowiadajace trdjce (4, 6,6). fLaczac te informacje, mozemy istotnie
otrzymaé czworo$cian z ponizszego rysunku.

Rysunek 3.18: Czworoscian euklidesowy odpowiadajacy szostce (4,4,4,6,6,8).

Narozu, w ktorym stykajag sie trzy krawedzie narysowane linia przerywana, odpowiada
trojka (4,4,4). Ponadto, Czytelnik moze tatwo sprawdzié, ze kat dwuscienny, ktérego
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czescig jest zamalowana na zielono krawedz sze$cianu, ma miare %”, a miary dwoch po-
zostatych katow dwusciennych to %”.

Udato nam si¢ skonstruowaé¢ czworoscian numer 2. z twierdzenia z poczatku tego roz-
dziatu.

Popatrzmy teraz na szostke (3,6, 6, 4, 8, 8). Sktadaja sie na nia nastepujace tréjki: (3,6, 6),
(3,8,8) i dwie tréjki (4,6, 8). Dzieki temu, ze w tym potencjalnym czworo$cianie sg dwa
takie same naroza, mozemy wyobrazi¢ sobie, ze ma on ptaszczyzne symetrii. Ponadto,
mozemy zauwazy¢, ze poprzednio skonstruowany czworo$cian ma doktadnie te same dwa
przystajace naroza odpowiadajace trojkom (4,6, 8). Gdy przytozymy obok czworoscianu
z Rysunku 3.18 doktadnie taki sam czworoscian tak, by dwie jego Sciany bedace trojka-
tami prostokatnymi idealnie stykaty si¢ ze soba, otrzymamy czworos$cian odpowiadajacy
szostee (3,6,6,4,8,8) — dwa katy dwuscienne o mierze %’r przytozone do siebie daty kat
dwuscienny o mierze 2% Owy czworoécian widzimy na rysunku ponizej.

Rysunek 3.19: Czworoscian euklidesowy odpowiadajacy széstce (3,6,6,4,8,8), na ktory

sktadaja sie dwa czworosciany odpowiadajace széstce (4,4,4,6,6,8). Wprawne oko Czy-
telnika dostrzeze tu czworoscian numer 3. z Twierdzenia 3.1.

Podejmijmy teraz probe konstrukeji czworoscianu odpowiadajacego széstee (4, 4,8, 4,6, 8).
Jego naroza odpowiadaja parze tréjek (4,4,8) oraz parze trojek (4,6,8). Widzimy, ze
znowu pojawia nam sie tréjka (4,6,8). Znamy juz jedno naroze potencjalnej bryty. Ko-
lejne naroze jest takie samo i bedzie znajdowaé sie na drugim koncu krawedzi, ktéra jest
czescia kata dwusciennego o mierze 2%_ Te sytuacje widzimy ponizej:

Rysunek 3.20: Odcinki bedace czescia naroza odpowiadajacego trdjce (4,6, 8).
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Zauwazmy, ze czesScig drugiego takiego samego naroza musi by¢ przekatna szescianu, po-
niewaz w szostce (4,4, 8, 4,6, 8) mamy tylko jeden kat dwuscienny o mierze %”, a pozostate

krawedzie odchodzgce z tego naroza muszg naleze¢ do katéw dwusciennych o miarach %f

oraz %’T. I tak pionowa krawedz odchodzaca z tego naroza jest czescia kata dwusciennego

0 mierze %’r (ze wzgledu na to, ze ,czworoscian” stoi na trdjkacie prostokatnym réwno-
: 4 : 2 4 : 2 :

ramiennym, ktérego kat ostry ma miar¢ 3), a ukosna — o mierze 5. Poprowadzenie

dolnej pionowej krawedzi zamyka przestrzen miedzy piecioma pozostatymi krawedziami.
Uzyskalismy wiec kolejny czworosdcian euklidesowy. Obrazuje to rysunek ponizej.

Rysunek 3.21: Czworoscian euklidesowy odpowiadajacy szostce (4,4, 8,4,6,8).

Uwaga 3.10. Czworoscian z Rysunku 3.21 to czworoScian numer 1. z Twierdzenia 3.1.
w skali 2:1.

W ten sposéb skonstruowaliSmy juz trzy z czterech czworoscianéw z Twierdzenia 3.1.
Przyjrzyjmy sie ostatniej szdstce, dla ktérej wyznacznik z Lematu 3.8. jest zerowy.

Na széstke (4,6,6,4,6,6) sktadaja sie cztery tréjki (4,6,6). To oznacza, ze wszystkie
naroza tego czworoscianu sa przystajace. Naroze odpowiadajace tréjce (4,6,6) pojawito
sie juz przy pierwszym czworoScianie, jaki udalo nam sie skonstruowacé — przy czworo-
Scianie dla széstki (4,4,4,6,6,8). Oczywistym jest, ze dwa katy dwuscienne o mierze %”
tworzg kat dwuscienny bedacy katem prostym, dlatego tez, aby uzyska¢ kolejne naroza
odpowiadajace tréjce (4,6,6), sprobujmy przyklei¢ do siebie dwa znane czworosciany dla
szostki (4,6,6,6,6,8) scianami, ktorych krawedzie sa opisane cyframi 4, 4 oraz 8.

Popatrzmy na rysunek 3.22. Po lewej stronie znajduje sie czworo$cian euklidesowy odpo-
wiadajacy széstce (4,4,4,6,6,8), zas po prawej sa dwa wspomniane czworo$ciany sklejone
ze soba. Ze wzgledu na to, ze wszystkie naroza tak powstatej bryty sa identyczne i od-
powiadaja trdjce (4,6,6), tworza one czworoscian euklidesowy odpowiadajacy szostce
(4,6,6,4,6,6).
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Rysunek 3.22: Od lewej: czworoscian euklidesowy odpowiadajacy szostce (4,4,4,6,6,8),
dwa takie czworosciany sklejone ze soba, czworo$cian odpowiadajacy szostce
(4,6,6,4,6,6).

Na ponizszym rysunku widzimy cztery czworosciany euklidesowe, ktére udato nam sie
skonstruowaé¢ w tej czesci pracy oraz széstki im odpowiadajace:

4.4.4.6.6.8) (36,6488 (4,4,8,4,6,8) (4,6,6,4,6,6)

Rysunek 3.23: Czworosciany euklidesowe wraz z szostkami im odpowiadajacymi, uszere-
gowane w kolejnosci, w jakiej zostaly skonstruowane.

Na Rysunku 3.23 znajduja si¢ doktadnie te same cztery czworosciany euklidesowe, co na
Rysunku 3.1 z Twierdzenia 3.1.

3.5 Konstrukcja czworosciennych odbiciowych parkietazy prze-
strzeni

W poprzednim podrozdziale udato nam sie skonstruowaé cztery czworosciany euklide-

sowe. Aby jednak w pelni dowie$¢ Twierdzenia 3.1, nalezy podjaé¢ prébe konstrukeji

czterech odbiciowych parkietazy przestrzeni, ktorych klepkami bytyby wspomniane czwo-
rosciany.

Przyjrzyjmy sie jeszcze raz rzeczonym czworoscianom i zauwazmy pewne zaleznosci mie-
dzy nimi.
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Rysunek 3.24: Czworoéciany euklidesowe bedace potencjalnymi klepkami czworoscien-
nych odbiciowych parkietazy przestrzeni.

Obserwacja 3.11. Miedzy czworoScianami z powyziszego rysunku zachodzq nastepujgce
relacje:

e czworoscian nr 2 mozna symetrycznie przedzieli¢ plaszczyzng prostopadlq do gornej
Sciany szeScianu i przechodzgcg przez os symetrii dolnej jego Sciany, czego wynikiem
bedg dwa czworoSciany nr 1,

e czworoscian nr 3 mozna symetrycznie przedzieli¢ plaszczyzng prostopadiq do dolnej
Sciany szeScianu i przechodzgcq przez przekgtng tej Sciany, czego wynikiem bedq
dwa czworoSciany nr 2,

e czworoscian nr 4 mozna symetrycznie przedzieli¢ poziomq plaszczyzng przechodzgcg
przez krawedz czworoScianu dzielgeq przedniq Sciane szeScianu na potowy i prosto-
padlq do tejie sciany, czego wynikiem bedg dwa czworosciany nr 2.

Innymi stowy, powyzsze trzy zaleznosci mozna zapisaé w ten sposob:
e cxworoscian nr 2 to dwa czworosciany nr 1,
e czworoscian nr 3 to dwa czworosciany nr 2,
e czworoscian nr 4 to dwa czworosciany nr 2.

Z tej obserwacji wynika, ze wystarczy skonstruowa¢ odbiciowy parkietaz przestrzeni dla
czworoscianu numer 2 i nastepnie go odpowiednio zmodyfikowa¢ tak, by otrzymac pozo-
stale parkietaze.

Przejdzmy do préby konstrukceji odbiciowego parkietazu przestrzeni, ktorego klepka bytby
czworo$cian numer 2. W tym celu przywotajmy fakt, ktory pojawil sie w pierwszym
rozdziale:

Fakt 3.12. Szescian jest klepkq odbiciowego parkietazu przestrzeni.

Konstrukcje tego parkietazu mozna przesledzi¢ w rozdziale pierwszym.

Przyjrzyjmy sie utozeniu kopii czworo$cianu numer 2 w sze$cianie jednostkowym. Od-
bijajac ten czworoscian najpierw wzgledem jego lewej tylnej Sciany, potem wzgledem
jego prawej tylnej sciany i doktadajac jeszcze jeden czworoscian numer 2 pomiedzy dwa
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nowe czworosciany, otrzymamy ostroshup prawidtowy czworokatny, ktorego wysokosé jest
rowna %, a bok podstawy ma dhugos¢ 1.

Rysunek 3.25: Ostrostup prawidlowy czworokatny utworzony z czterech czworo$cianow
numer 2.

Nastepnie przedtuzamy krawedzie otrzymanego ostrostupa prawidtowego niebedace kra-
wedziami kwadratowej podstawy tak, by uzyskaé¢ przekatne szescianu. Do kazdej z po-
zostatych pieciu Scian doktadamy ostrostup prawidtowy czworokatny tak, by wszystkie
te ostrostupy stykaty sie wierzchotkami niebedacymi wierzchotkami podstawy. W ten
sposob z dwudziestu czterech czworoscianéow numer 2 otrzymaliSmy szescian, ktorym mo-
zemy wypelnié¢ cata przestrzen bez luk. Wypetniamy przestrzen czworoscianami, ktore
sg ciasno upakowane w szesciany. Nietrudno zauwazy¢, ze tak skonstruowany parkietaz
przestrzeni jest odbiciowy.

Aby utworzy¢ parkietaz, ktérego klepka bylby czworoscian numer 1, wystarczy wzigé
szedcian utworzony z dwudziestu czterech czworo$cianéw numer 2, ktéry zostat skonstru-
owany w poprzednim akapicie, i kazdy z tych czworoscianéw przedzieli¢ na pét tak, by
otrzymac zen dwa czworo$ciany numer 1. Mamy wiec szeScian, na ktoéry sktada sie czter-
dziesci osiem ciasno przylegajacych do siebie czworo$ciandéw numer 1. Takimi szescianami
podzielonymi na czworosciany wypetniamy przestrzen bez luk. Nietrudno zauwazy¢, ze
tak otrzymany parkietaz to parkietaz odbiciowy.

Podobnie sprawa sie ma z czworo$cianem numer 3. Zeby skonstruowaé parkietaz, ktérego
klepka bytaby ta bryta, nalezy wzia¢ szescian utworzony z szesciu ostrostupow prawidto-
wych czworokatnych i kazdy z tych ostrostupéw podzieli¢ ptaszczyzna prostopadia do
plaszczyzny podstawy i przechodzaca przez jej przekatna tak, by otrzymaé dwa czworo-
Sciany numer 3 w taki sposéb, jak po lewej stronie Rysunku 3.26.

Zeby utozyé¢ w szeécianie dwanadcie czworo$cianéw numer 3, pokolorujmy wierzchotki
szescianu na czarno i bialo w taki sposob, ze kazda z krawedzi bryly ma jeden wierzcho-
tek czarny i jeden bialy. Nastepnie potaczmy odcinkami kazde dwa czarne wierzchotki
tak, jak zostato to pokazane po prawej stronie Rysunku 3.26. Poprowadzone odcinki sg
przekatnymi Scian szeScianu. Wyznaczaja one sposéb ulozenia czworo$cianow w szescia-
nie — nalezy je uktadac¢ tak, zeby zaznaczone przekatne byty liniami styku dwéch $cian
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czworoscianéw numer 3 bedacych potéwkami kwadratéw. Drzieki temu uzyskalismy je-
den szes$cian podzielony na dwanascie przystajacych czworoscianéw numer 3. Zobaczmy
teraz, jak w podobny sposob uzyskaé odbiciowy parkietaz przestrzeni.

Rysunek 3.26: Na rysunku po lewej niebieskim kolorem zaznaczono ptaszczyzne dzielaca
ostrostup prawidtowy czworokatny na dwa czworosciany numer 3. Rysunek po prawej
prezentuje sposéb podziahu szeScianu na dwanascie czworoscianéw numer 3 tak, aby po
wypeltnieniu przestrzeni podobnie podzielonymi szeScianami uzyskaé¢ parkietaz odbiciowy.

Wyobrazmy sobie przestrzen ciasno wypetniong szescianami jednostkowymi w taki spo-
séb, by wierzcholtki tego parkietazu byly punktami (z,y, z) o wspotrzednych catkowitych.
Bedziemy nastepnie chcieli pokolorowaé wierzchotki tego parkietazu na czarno i biato tak,
by w kazdym szeScianie to pokolorowanie wygladato podobnie, jak po prawej stronie Ry-
sunku 26, zaczynajac od tego wierzchotka, ktéry jest umiejscowiony w srodku uktadu
wspotrzednych, i malujac go na czarno. Chcemy to zrobi¢ po to, zeby méc potaczyé
czarne wierzchotki przekatnymi $cian szescianow. Wracajac do pokolorowania, poma-
lujmy te wierzchotki w taki sposéb, zeby suma wspoétrzednych odpowiadajaca czarnym
wierzchotkom byta liczba parzysta, a suma wspétrzednych odpowiadajaca wierzchotkom
koloru biatego byta liczba nieparzysta. Przy takim kolorowaniu kazde dwa wierzchotki sa-
siadujace przez krawedz szescianu bedg miaty rézne kolory, poniewaz sumy wspétrzednych
ich wierzchotkow beda sie rézni¢ o jeden. Nastepnie do kazdego z szeScianow wktadamy
po dwanascie czworo$cianéw numer 3 tak, by przekatne $cian sze$cianu wyznaczaly linie
styku dwoch potkwadratowych Scian czworo$ciandow numer 3. W taki sposéb otrzyma-
liSmy parkietaz ztozony z czworoscianéw numer 3, ktore sa upakowane w szesciany po
dwanascie sztuk. Latwo widzimy, ze tak uzyskany parkietaz jest odbiciowy.

Sprobujmy teraz uzyskaé parkietaz z czworoscianu numer 4. Najpierw ustawmy cztery
czworosciany numer 4 tak, by uzyska¢ dwupiramide. Mozemy to zrobi¢, bo kat dwu-
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Scienny wokot tylnej pionowej krawedzi czworo$cianu jest prosty. Widzimy to na poniz-
szym rysunku.

Rysunek 3.27: Po prawej stronie rysunku mamy dwupiramide uzyskana poprzez do-
stawienie do czworo$cianu numer 4 widocznego po lewej stronie trzech takich samych
czworoscianow.

Widzimy, ze dwupiramide mozna podzieli¢ na pét ptaszcezyzna pozioma dzielaca szeScian
na dwie takie same czesci tak, by uzyskaé¢ dwa ostrostupy prawidtowe czworokatne skle-
jone ze soba. Wiemy juz, ze na ostrostup prawidtowy czworokatny sktadaja sie cztery
czworosciany numer 2. W takim razie wystarczy wziaé¢ szescian podzielony na 24 czwo-
rosciany nr 2, wyparkietowa¢ nim przestrzen i z kazdych dwoch czworoscianéw nr 2
przylegajacych do siebie tréjkatnymi Scianami stanowigcymi ¢wieré $ciany sze$cianu jed-
nostkowego, utworzy¢ czworoscian numer 4. Widzimy, ze tak uzyskany parkietaz jest
odbiciowy.

Tak oto uzyskaliSmy cztery odbiciowe parkietaze przestrzeni, ktorych klepkami sg odbi-
ciowe czworosciany euklidesowe. W ten sposéb zakonczyliSmy dowod Twierdzenia 3.1.
otwierajacego ten rozdzial i bedgcego gtéwnym rezultatem niniejszej pracy.
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