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2 Wstep

,,Na pierwszym miejscu w pracy stawiam dopelniajgcy si¢ bez reszty regularny podziat
plaszczyzny. We wszystkich rysunkach z ostatnich kilku lat pokrywam jg catkowicie przystajg-
cymi figurami, nie pozostawiajgc ani kawatka wolnej przestrzeni; moje rysunki nie maja konca
i powtarzajq si¢ na nich bez przerwy te same elementy.”

List M. C. Eschera do bratanka w 1944 r.

Ponizsza praca dotyczy klasyfikacji pewnej klasy parkietazy, a doktadniej beda to parkie-
taze zbudowane z tylko dwdch rodzajow ptytek, utozonych naprzemiennie. Doktadniejsze opi-
sanie i zdefiniowanie klasy rozwazanych i analizowanych parkietazy znajduje si¢ w Podroz-
dziale 3.2. Tutaj tylko wspomnijmy, ze parkietaze z tej klasy parkietazy bedziemy nazywac
dwuptytkowymi naprzemiennymi parkietazami regularnymi. Gldwnym celem tej pracy jest zna-
lezienie 1 matematyczne opisanie wszystkich regul tworzenia takich parkietazy.

Inspiracja do napisania tej pracy byta tworczos¢ Mauritsa Cornelisa Eschera, ktory zajmo-
wat si¢ parkietazami plaszczyzny. Do projektowania figur uzywat przeksztatcen geometrycz-
nych takich jak translacje, obroty i symetrie, uzyskujac w ten sposob zaskakujace mozaiki. Ich
przyktadami sag kompozycje przedstawione sg Rysunkach 1, 4 i 8 znajdujacych si¢ na dalszych
stronach pracy. Wydaje si¢, ze problem klasyfikacji tej klasy parkietazy nie byt podejmowany
w sposob udokumentowany w fachowej literaturze. Oczywiscie, dos¢ dobrze znana jest w lite-
raturze klasyfikacja regularnych parkietazy jednoptytkowych (patrz np. Rozdziat 6.2 w pracy
[5] oraz Rozdziat 5 i Dodatek A w pracy [6]), co jest zagadnieniem podobnym, ale jednak
odrebnym.

Plan pracy jest nastgpujacy. Rozdziat 3 ma na celu wprowadzenie czytelnika i wyjasnienie
podstawowych definicji, ktére pomoga zrozumie¢ poézniej omawiane zagadnienia. Podczas pi-
sania tego rozdziatu, opierano si¢ o treSci zawarte w artykule [4] Doris Schattschneider,
pt. Lessons in Duality and Symmetry from M.C. Escher. Czwarty rozdziat przedstawia pojecie
parkietazu indukowanego na torusie, ograniczajace wybor uzywanych klepek. Pojecie to zo-
stato zaczerpnigte ze Wstepu do geometrii dawnej i nowej H. S. M. Coxetera [1]. Argumenty w
tym rozdziale odwotuja si¢ do pojecia charakterystyki Eulera powierzchni. Nastgpnie,
w Rozdziale 5, opierajac si¢ na twierdzeniu Leonarda da Vinci [2], omOwione sg wszystkie
potencjalne typy symetrii ptytek wielokatowych. Rozdziat 6 to opis sposobu przystawiania pty-
tek obu rodzajow, nazwany typem kombinatorycznym. Wyniki Rozdziatu 5 sg wykorzystane
najpierw w Rozdziale 7, do kolejnego ograniczenia dla parametrow klepek, a nastgpnie
w Rozdziale 8, zeby przedstawi¢ systematyczng analize par klepek obu rodzajéw. Rozdziat 9
to kompletne podsumowanie wszystkich znalezionych typoéw parkietazy, natomiast Rozdziat
10 to wskazanie typow kombinatorycznych w kompozycjach Eschera (okazato sig, Ze nie
wszystkie odkryte typy parkietazy maja odpowiedniki u Eschera).

Wszystkie rysunki zawarte w pracy (oprocz ilustracji przedstawiajacych parkietaze M. C.
Eschera) sa stworzone wlasnorgcznie przez autorke w takich programach jak: GeoGebra oraz
Paint. Rowniez wszelkie tresci i dowody sg owocami pracy autorki, wspartej wielkg pomoca,
do$wiadczeniem, wiedzg i cennymi radami opiekuna tej pracy, prof. dr hab. Jacka Swiatkow-
skiego.



3 Opis klasy parkietazy

W tym rozdziale przedstawig, jakie typy parkietazy bede omawiaé i anzalizowac w pracy.
Dodatkowo przedstawie podstawowe definicje, ktorymi bede si¢ postugiwa¢ w dalszych cze-
Sciach pracy.

3.1 Podstawowe definicje

Definicja 3.1. Parkietaz to pokrycie plaszczyzny pewnymi figurami, zwanymi klepkami, scisle
do siebie przylegajqcymi i nie zachodzgcymi na siebie.

Czym zatem sg takie klepki?

Definicja 3.2. Klepka to figura na plaszczyznie, ograniczona zamknietg linig bez samoprze-
cigé; linig te nazywac bedziemy brzegiem klepki.

Klepka
parkietazu

Rysunek 1.
Klepki niekiedy nazywac bedziemy plytkami parkietazu.

Definicja 3.4. Wierzcholek parkietazu to punkt, w ktorym stykajq si¢ co najmniej trzy przyle-
gajqgce do siebie plytki.

Wierzchotek
parkietazu

Rysunek 2.



Definicja 3.5. Krawedz parkietazu to fragment brzegu plytki pomiedzy dwoma kolejnymi
wierzchotkami parkietazu.

Krawedz
parkietazu

Rysunek 3.

Definicja 3.6. Parkietaz zwyczajny to parkietaz, w ktorym czesé¢ wspolna dwéch dowolnych
phytek (o ile si¢ przecinajg) to albo pojedynczy wierzchotek parkietazu, albo pojedyncza kra-
wed?z.

Definicja 3.7. Plytki przylegle to plytki majgce wspolng krawed?.

Definicja 3.8. Katnos¢ klepki to liczba wierzchotkow parkietazu nalezgcych do danej klepki.

Dla wyjasnienia, parkietaz z Rysunku 3 ma klepki o katnosci réwnej 4, poniewaz do kazdej
z nich nalezg po cztery wierzchotki parkietazu.

Definicja 3.9. Stopien wierzcholka to liczba klepek wystepujgcych wokot tego wierzchotka.

Stopien wszystkich wierzchotkow parkietazu na Rysunku 3 wynosi 4.

3.2 Regularne parkietaze o dwoch rodzajach plytek rozmieszczo-

nych naprzemiennie

Znamy podstawowe definicje zwigzane z pojeciem parkietazu, wigc mozemy przejsé
do okreslenia 1 zdefiniowania klasy parkietazy, o ktérych mowa w tytule pracy 1 w tytule tego
podrozdziatu. Parkietaze te charakteryzuja si¢ nastepujacymi trzema wlasnosciami:

e Dwa rodzaje plytek — w celu rozroznienia rodzajow bedg uzywac pojeé: klepka I ro-
dzaju oraz ptytka II rodzaju.

Co mozemy doktadniej powiedzie¢ o tych ptytkach? Kazde dwie klepki tego samego rodzaju
sa przystajace. Natomiast plytki roznych rodzajéw réznig si¢ albo ksztaltem albo wzorem
umieszczonym na plytce (np. kolorem). Tak jak to wida¢ na Rysunku 1 przedstawionym
w Podrozdziale 3.1 klepki I rodzaju to pomaranczowe ptaki, natomiast klepki II rodzaju to ro-
zowe ryby.



e Naprzemiennos$¢

Plytka pierwszego rodzaju jest przylegla (przez kazda krawedz) wylacznie do ptytek drugiego
rodzaju, i odwrotnie. Oznacza to, ze ptytki tego samego rodzaju nigdzie nie sg do siebie przy-
legte. Wytlumaczy¢ to mozna ponownie na przyktadzie z Podrozdziatu 3.1, gdzie ryby nigdy
nie przylegaja przez krawedz do ryb 1 analogicznie ptaki.

e Regularnosé
Aby omoéwic t¢ wlasnos¢, postuze si¢ innym rysunkiem Eschera (Rysunek 4). Jest to ciekawy

przyktad, poniewaz ptytki obu rodzajow posiadaja wtasng nietrywialng symetri¢ (w tym przy-
padku jest to symetria osiowa wzgledem pojedynczej osi).

Rysunek 5.

Zanim precyzyjnie opiszemy wtasnos$¢ regularno$ci parkietazu, wprowadzimy kilka wstep-
nych poje¢. Bedziemy mowic, ze krawedzie parkietazu nalgezace do ustalonej ptytki maja ten
sam typ, jezeli odpowiadaja sobie przez pewne symetrie plytki. Krawedzie, przez ktore prze-
chodzi 0§ symetrii ptytki, nazwiemy krawg¢dziami symetrycznymi ptytki. W ptytce wyrdézniamy
typy krawedzi symetrycznych (zaznaczona na Rysunku 6 na czerwono) i krawedzi niesyme-
trycznych (zaznaczona na zielono).



Rysunek 6.

Co doktadnie kryje si¢ pod nazwa parkietaz regularny?

Definicja 3.10. Dwuplytkowy naprzemienny parkietaz jest regularny, gdy kazde dwie plytki
tego samego rodzaju sq w parkietazu polozone identycznie wzgledem catego parkietazu (czyli
wzgledem wszystkich pozostalych plytek). Precyzyjniej mowigc, dla dowolnych dwoch plytek
tego samego rodzaju istnieje symetria calego parkietazu przeprowadzajgca jedng plytke na
drugq. Dodatkowe warunki okreslajgce regularnosc to: kazda symetria wlasna kazdej plytki
rozszerza si¢ do symetrii catego parkietazu oraz caly parkietaz jest translacyjnie niezmienniczy
w dwoch roznych kierunkach.

Konsekwencjami Definicji 3.10 sg ponizsze uwagi pozwalajace konkretniej ja zrozumiec.

Uwaga 3.11. Natychmiastowq konsekwencjq definicji regularnosci sq nastepujqce dalsze wia-
snosci parkietazy o dwoch rodzajach ptytek utozonych naprzemiennie:

a) krawedz ustalonego typu w dowolnej plytce I rodzaju przylega zawsze do krawedzi jed-
nego ustalonego typu w ptytce Il rodzaju, przy czym krawedzie symetryczne przylegajg
do krawedzi symetrycznych (a niesymetryczne do niesymetrycznych)

b) dla kazdej pary plytek przylegajqcych wzdtuz pary bokoéw o ustalonych typach, figura
utworzona z obu tych ptytek ma by¢ zawsze taka sama

Petna nazwa omawianej przeze mnie klasy parkietazy jest wyraznie za dtuga, dlatego bedziemy
uzywac nazwy N2R-parkietaz, ktora utworzona jest z symbolicznych skrotow oznaczajacych
trzy wlasnosci (N — naprzemiennos¢, 2 — dwuptytkowosé, R — regularno$é).

Na koniec tego podrozdziatu sformutujemy jeszcze jedng uzyteczng obserwacje.

Spostrzezenie 3.11. Wokol kazdego wierzchotka N2R-parkietazu wystepuje zawsze parzysta
liczba klepek.

Jezeli wokot dowolnego wierzchotka N2R-parkietazu wystepuje n klepek I rodzaju, to wyste-
puje rowniez n klepek 11 rodzaju, poniewaz pojawiaja si¢ one na przemian. Daje to nam razem
2n klepek.



4 Ograniczenia na katnos¢ klepek

Zgodnie z definicjg N2R-parkietazu wiemy, ze wystepuja w nim dwa rodzaje ptytek. Niech
klepka I rodzaju bedzie k-katem, a klepka II rodzaju bedzie m-katem i przyjmijmy,
ze m < k. W rozdziale tym bedziemy szuka¢ mozliwych par katnosci klepek (k, m), z ktérych
powstanie potencjalny N2R-parkietaz. Wydawac by si¢ mogto, ze istnieje wiele takich par kat-
nosci klepek. Jednakze, okazuje sie, ze szybko potrafimy uzasadni¢ istnienie co najwyzej pigciu
takich potencjalnych par katnos$ci (a w dalszej czesSci pracy jeszcze dwie sposrod nich tez okaza
si¢ niemozliwe). Do uzasadnienia takiego ograniczenia postuzy nam pojecie parkietazu indu-
kowanego na torusie, ktore szczegélowo wyjasnione jest w Podrozdziale 4.1.

4.1 Parkietaz indukowany na torusie

Rozwazmy dwa niezerowe wektory wy i w, o réznych kierunkach takie, ze translacje
o te wektory sg symetriami parkietazu. Wiemy, ze takie istniejg z jednego z warunkow regular-
no$ci. Rozwazmy rownoleglobok rozpigty na tych wektorach i wyobrazmy sobie powierzchnie
utworzong z tego rownolegloboku przez sklejenie ze soba najpierw jednej pary przeciwleglych
bokéw (krok 1), a potem drugiej, zgodnie z tym jak te boki sg przeksztatcane na siebie przez
translacyjne symetrie (krok 2).

Otrzymana powierzchnia jest torusem (Rysunek 7). Fragmenty klepek wewnatrz rowno-
legloboku sklejaja si¢ ze soba tworzac na powierzchni torusa parkietaz ztozony z takich samych
klepek jak klepki parkietazu na ptaszczyznie. Taki parkietaz bedziemy nazywaé parkietazem
indukowanym na torusie i pojecia tego bede uzywata w dalszych czeséciach pracy. Rysunki 8
19 pokazuja, jak z pewnego regularnego parkietazu na ptaszczyznie powstaje indukowany par-
kietaz na torusie.

Krok 1. Krok 2. Rezultat

Rysunek 7. Powstawanie parkietazu indukowanego na torusie

Rysunek 8. Wyjsciowy parkietaz



Rysunek 9. Parkietaz indukowany na torusie

Do uzasadnienia istnienia co najwyzej pieciu par katnosci klepek (k, m) postuzy nam poje-
cie charakterystyki Eulera, ktére dotyczy powierzchni zamknigtych, takich jak np. powierzch-
nia sfery, torus lub powierzchnia ,,obwarzanka” z kilkoma dziurami.

Rozpatrujemy dowolny parkietaz na powierzchni, czyli podziat na figury ograniczone za-
mknieta krzywa bez samoprzecig¢, takie same jak plytki parkietazu na ptaszczyznie. Nie przyj-
mujemy zadnych zalozen o rodzajach ptytek. Tak samo jak na plaszczyznie, rozwazamy wierz-
chotki oraz krawedzie parkietazu. Oznaczmy przez:

W — liczbe wierzchotkow takiego parkietazu,
K — liczbg krawedzi,
S — liczbe plytek.

Przytaczamy twierdzenie, ktére mozna znalez¢ np. we Wstepie do geometrii dawnej i nowej
H. S. M. Coxetera, drugi akapit w podrozdziale 20.4 [1].

Dla ustalonej powierzchni zamknigtej
Twierdzenie 4.1. Liczba W — K + S nie zalezy od wyboru parkietazu na tej powierzchni.

Uwaga 4.2. Liczhe W — K + S, ktora jest stata dla ustalonej powierzchni, nazywamy charak-
terystykq Eulera tej powierzchni.

Uwaga 4.3. Nietrudno sprawdzié, biorqc jakikolwiek parkietaz na torusie, ze charakterystyka
Eulera torusa wynosi 0. W konsekwencji, dla dowolnego parkietazu na torusie zachodzi zalez-
nosc W —K+S§ =0.

4.2 Ograniczenia na katnos¢ klepek

Zastanéwmy si¢ teraz nad wielkosciami W, K i S wystepujacymi w powyzszej formule na
charakterystyke Eulera na torusie. Niech ptytka I rodzaju bedzie k-katna, natomiast ptytka II
rodzaju m-katna i przyjmijmy tez, ze k = m. Przyjmijmy tez, ze w parkietazu indukowanym
na torusie jest t ptytek I rodzaju i s ptytek II rodzaju.

Poniewaz kazda krawedz parkietazu nalezy do doktadnie jednej ptytki k-katnej oraz do do-
ktadnie jednej ptytki m-katnej, wynika stad, ze krawedzi w parkietazu jest doktadnie tyle,
ile krawedzi jest tacznie we wszystkich k-katach lub lacznie we wszystkich m-katach, stad
K=t-k=m-s.Zatems=t%.
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. L . . . k k
Liczba $cian wynosi w takimrazieS =t +s=t+t- —= t(1+ Z)'

Chcac oszacowac liczbg wierzchotkow indukowanego parkietazu, postuzymy si¢ poniz-
szym lematem.

Lemat 4.2. Liczba k-kgtow wokot dowolnego wierzchotka k-kgta wynosi o najmniej 2.

Dowdd Lematu 4.2.

Jak wiadomo ptytki I rodzaju i Il rodzaju wystepuja wokot kazdego wierzchotka parkietazu
na przemian. Skoro wierzchotek parkietazu z definicji przylega do co najmniej trzech ptytek,
to liczba k-katow wokot dowolnego wierzchotka k-kata wynosi co najmniej 2. o

Z Lematu 4.2 wynika, ze kazdy wierzchotek parkietazu indukowanego na torusie nalezy
do przynajmniej dwoch k-katnych klepek parkietazu. Stad tatwo wynika nieréwnos¢ W < %
Podstawiajac uzyskane powyzej wyrazenia i oszacowanie na S, K 1 W do rownania na charak-
terystyke Eulera torusa otrzymamy:

0=W-K+S<Z—t-k+t(1+).

Dzielac obustronnie przez t # 0 i przeksztatcajac uzyskane wyrazenie otrzymujemy (po ciagu
przeksztalcen) oszacowanie (*) na liczbe k w terminach liczby m:

o<f—k+1+%
2 m

0<k(-3+=)+1,

—1 < k(—5+-),

12 kG- o
=

s Er =
k<

Dla m = 3 (3-kat) mamy: k < 32732 = 6. Z tego wynika, ze w parkietazu tym wystepowac
moze jedynie klepka 3-katna w parze z inng klepka 3-katna, 4-katna, 5-katng lub 6-katna.

Dla m = 4 (4-kat) mamy: k < % = 4. Stad gdy plytka II rodzaju jest 4-katna, ptytka
I rodzaju takze musi by¢ 4-katna (z zatozenia, ze k = m).

W pozostatych przypadkach, czyli dla m > 4 nalezy przeksztatci¢ nieréwno$¢ (*) otrzymujac
k<2 2 =222 _ 2. (1+-2). Wiedzac, ze m > 4 uzyskujemy oszacowanie ro-
) m-—2 m-—2 m-—2
dzaju k-kata.
2
k<2-(1 +ZE),
k < 2(11 + ;),
k<3 .
Oczywiscie k € N, stad k = 3. Jednakze ptytke 3-katng rozpatrzyliSmy wyze;.
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Podsumowujac, jedyne mozliwosci wspotwystepowania katnosci k i m ptytek poszczegdlnych
dwoch rodzajow w N2R-parkietazu to: 3-kat i 3-kat, 3-kat 1 4-kat, 3-kat 1 5-kat, 3-kat 1 6-kat
oraz 4-kat i 4-kat.

5 Opis typow symetrii plytek wielokato-
wych

W tym rozdziale, jako wazny krok przed przystgpieniem do klasyfikacji parkietazy, opisze
wszystkie potencjalne typy symetrii omawianych w poprzednim rozdziale ptytek. Kazda z nich
posiada pewien nietrywialny typ symetrii lub jest niesymetryczna. W celu utatwienia oraz roz-
roznienia klepek, w kazda z nich wpisze symbol, ktory przedstawia dany typ symetrii.

Zgodnie z twierdzeniem Leonarda da Vinci (zobacz [2] Weyl, str. 85, 125 oraz [1] Coxeter,
str. 51) kazda figura majaca skonczenie wiele symetrii ma doktadnie jeden sposrod ponizszych
typow symetrii (dlan > 1):

1) n-krotna kalejdoskopowa,
2) n-krotna obrotowa.
Omowmy te typy symetrii.

Symetria n-krotna kalejdoskopowa
Symetria ta oznacza, ze figura posiada n osi symetrii, przecinajacych si¢ w jednym punkcie S

1 w réwnych odstepach katowych %. Symetriami sg wtedy rowniez obroty o wielokrotnosci

kata %00 wokol tego samego punktu S. Taki typ symetrii oznacza¢ bedziemy symbolem Dn.
Jezelin = 1, to figura posiada doktadnie jedng o§ symetrii.

Na Rysunku 10 znajduje si¢ przyktad figury o typie symetrii D3, gdzie niebieskie proste ozna-
czaja osie symetril.

o

Rysunek 10.

Symetria n-krotna obrotowa

Symetria ta oznacza, ze figura jest przeprowadzona na samg siebie przez n obrotow wokot
360°

ustalonego punktu S, o katy bedace wielokrotnosciami kata , W tym obrot zerowy 1 sg to

n
jedyne symetrie takiej figury. Taki typ symetrii oznacza¢ bedziemy symbolem C,. Jezeli

n = 1, to figura nie posiada innych symetrii niz o obr6t o 0°, czyli jest niesymetryczna.
Na Rysunku 11 przedstawiam przyktad figury o typie symetrii Ca.

12
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W celu przedstawienia wszystkich typow symetrii klepek postuze si¢ ponizszym lematem.

Rysunek 11.

Lemat 5.1. Jesli typ symetrii m-kgta to C,, lub D,, to n jest dzielnikiem liczby m.

Dowod Lematu 5.1.
W celu udowodnienia Lematu 5.1 osobno rozpatrzymy grupe symetrii C,, i osobno grupe¢ Sy-
metrii D,,.

Jesli m-kqt ma typ C,, t0 n|m.

Zgodnie z definicjg symetrii n-krotnej obrotowej (C,,), m-kat posiada §rodek obrotowej symetrii
S. Srodek ten nie moze by¢ jego wierzchotkiem, poniewaz nietrywialny obrot wokét wierz-
chotka nigdy nie przeprowadza wielokata na siebie. Oczywiste jest, ze wierzchotki pod wpty-
wem symetrii (w tym przypadku pod wplywem obrotoéw) przechodza na wierzcholki.

W zwiazku z tym, wielokrotno$ci podstawowego obrotu o kat %00 przeprowadzaja dowolny

wierzchotek kolejno na parami rozne wierzcholki. Zatem caty zbior wierzchotkow dzieli si¢ na
podzbiory ztozone z n wierzchotkéw. Zatem m jest wielokrotno$cig n. o

Jesli m-kqt ma typ D, t0 n|m.

Rozwazmy obroty bedace symetriami m-kata. Sg to obroty o wielokrotnosci %00 wokot ustalo-
nego punktu S. Analogicznie jak w pierwsze] czgsci dowodu, wierzchotki przeprowadzane

. L 360° . C . . )
s przez wielokrotno$ci podstawowego obrotu o kat — kolejno na parami r6zne wierzchotki.
Stad caly zbior wierzchotkéw dzieli si¢ na podzbiory ztozone z n wierzchotkéw. O

Chcemy opisa¢ ptytki o poszczeg6lnych typach symetrii wraz ze wskazaniem typow ich
krawedzi 1 wierzchotkéw. Ponizsze definicje opisuja, co rozumiemy przez typy krawedzi
1 wierzchotkow parkietazu.

Definicja 5.2. Wierzchotki parkietazu sq tego samego typu, gdy uktad plytek wokot obu tych
wierzchotkow jest taki sam. Dokladniej, wierzcholki sq tego samego typu, gdy zestaw plytek
otaczajgcych pierwszy wierzcholek mozna przeksztalci¢ na zestaw plytek otaczajgcych drugi
wierzcholek przez pewng izometrig plaszczyzny.

O definicji krawedzi tego samego typu wspomnialam w Rozdziale 3.2 i definicja ta mowi,
ze krawedzie majg ten sam typ, jezeli odpowiadaja sobie przez pewne symetrie ptytki.

Zanim przejdziemy do omowienia wszystkich potencjalnych typow symetrii klepek, przed-
stawi¢ dwie wlasnosci, opisane w ponizszych obserwacjach, ktore sa konsekwencjami regular-
nosci.
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Obserwacja 5.3. W N2R-parkietazu, jezeli wierzchotki sq tego samego typu i wystepujg
w roznych plytkach (lub jezeli rozne wierzchotki sq tego samego typu i wystepujq w tej samej
phytce), to majq jednakowe stopnie.

Zestaw plytek otaczajacy dany wierzchotek mozna przeksztalci¢ na zestaw plytek otacza-
jacy wierzchotek tego samego typu przez pewna izometri¢ plaszczyzny, stad stopnie tych

wierzchotkdw muszg by¢ rowne.

Obserwacja 5.4. Niech ptytka I rodzaju bedzie k-kgtem, natomiast ptytka Il rodzaju m-kqgtem.

Zalozmy, ze typy krawedzi plytki | rodzaju to: ai, az ... , as — typy niesymetryczne oraz
b1, by, ... ,br— typy symetryczne, zas typy krawedzi plytki Il rodzaju to: a4, a3, ..., dg — typy
niesymetryczne oraz B4, B, ..., Bs; — typy symetryczne. Wowczas typy krawedzi pierwszej

plytki odpowiadajq wzajemnie jednoznacznie typom krawedzi drugiej plytki, w sposob respek-
tujqcy symetrycznosc¢/niesymetrycznosc. W szczegolnosci s = s'ir =1,

Jest tak, poniewaz zgodnie z Definicja 3.10 mowiacg o regularnosci, krawedzie symetryczne
zawsze przylegaja do krawedzi symetrycznych, a niesymetryczne do niesymetrycznych, oraz
ze krawedz ustalonego typu w ptytce I rodzaju przylega zawsze do krawedzi jednego ustalo-
nego typu w plytce Il rodzaju.

5.1 Typy symetrii plytek 3-katnych oraz typy ich krawedzi i wierz-

cholkow

Zgodnie z Lematem 5.2 otrzymujemy jedynie cztery mozliwe typy symetrii ptytki 3-katne;j:
Ci1, D4, C3 oraz Ds. Dla uproszczenia rysunkow, klepki N2R-parkietazu (3-katne) przedstawiac
bede schematycznie jako ptytki wielokatne. Jednakze nalezy pamigtaé, ze ksztatty klepek
0 poszczeg6lnych typach symetrii moga by¢ bardziej ,,fantazyjne”.

Typy obrotowe C; i C5 tatwo opisaé, poniewaz wierzchotki musza cyklicznie na siebie prze-
chodzi¢. Trojkat o typie symetrii D, to trojkat, ktory ma jedng o$ symetrii i musi ona przecho-
dzi¢ przez doktadnie jeden z wierzchotkow 1 przeksztatca¢ na siebie dwa pozostate (transpono-
wac). Jezeli nie przechodzitaby przez zaden wierzchotek, to kazdy z wierzchotkéw miatby swoj
obraz, a nie jest to mozliwe przy nieparzystej liczbie wierzchotkow. Typ kalejdoskopowy D;
rowniez tatwo opisac, poniewaz trojkat o tym typie ma trzy osie symetrii, ktore przechodza
przez trzy wierzchotki. Ponizej (Rysunek 12) zamieszczam ilustracje 3-katnych klepek o po-
szczegolnych typach symetrii wraz z oznaczeniami typow krawedzi oraz z zaznaczeniem typow
wierzchotkow. Krawedzie oznaczone roznymi literami majg rézne typy, natomiast wierzchotki
niekoniecznie. Wierzchotki oznaczone roznymi literami sg tylko potencjalnie rdzne, poniewaz
w dalszych rozwazaniach moze si¢ okazac, ze sa jednakowego typu. Jezeli ptytka posiada wig-
cej niz jeden wierzcholek oznaczony ta sama literg (np. A) to wierzchotki te na pewno sg tego
samego typu. Krawedz niesymetryczna oznaczona jest pojedyncza strzatka, natomiast krawedz
symetryczna oznaczona jest dwoma strzaltkami skierowanymi w przeciwne strony lub strzatek
tych nie posiada (dla czytelno$ci rysunku).

Do kazdej z ptytek trojkatnych dopisana jest takze litera albo symbol, ktory ma doktadnie
ten sam typ symetrii co klepka (Rysunek 12). Dlaczego stosujemy to oznaczenie? Pozwoli nam
to miedzy innymi szybko rozroznia¢ klepki 3-katne 1 tatwo je identyfikowac¢. Analogiczne sym-
bole zastosujemy pdzniej réwniez dla klepek 4-katnych, 5-katnych i 6-katnych.
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(31) (32)

el
.

a b
A F ~ 3 A T N @
c < B AL <> A
o b
G D,
(33) (34)
A A
a /1 y @ 2 A Iy @
A < N, A <> A
a a
C3 Dy

Rysunek 12. Typy symetrii klepek 3-kgtnych

(31) Do ptytki niesymetrycznej dopisana jest litera F, co oznacza wlasnie niesymetryczno$¢
ptytki, jako ze litera F nie posiada nietrywialnych symetrii. Wszystkie trzy krawedzie sg roz-
nych typow, stad uzywam trzech r6znych oznaczen: a, b i c¢. Oprdocz tego wszystkie wierzchotki
sg potencjalnie roznych typow — stad ponownie trzy rézne oznaczenia: A, B i C (w dalszych
rozwazaniach okaze si¢, czy rzeczywiscie beda one réznych typow).

(32) Ptytka druga jest trojkatem o osi symetrii bedgcej symetralng jej podstawy i przechodzacej
przez przeciwlegly wierzcholek, taki typ reprezentuje litera T. Wspomniana o$ symetrii prze-
chodzi przez krawedz, co daje nam jedynie dwa typy krawedzi: a oraz b, przy czym a jest
typem krawedzi niesymetrycznej, zas b symetrycznej. Analogicznie otrzymujemy potencjalnie
dwa typy wierzchotkow A i B.

(33) Ptytka trzecia przedstawia typ symetrii obrotowej C; — symetriami ptytki sg obroty o wie-
lokrotnos¢ kata 120° wokot ustalonego punktu S, co reprezentuje symbol ,,tréjnog”. W zwigzku
z tym krawedzie oraz wierzchotki poprzez te symetri¢ przechodzg na siebie cyklicznie i posia-
daja wszystkie ten sam typ.

(34) Ptytka czwarta to trojkat posiadajacy trzy osie symetrii, dlatego wpisano symbol trojkata

rownobocznego. Analogicznie jak powyzej, wierzchotki 1 krawedzie posiadajg ten sam jeden
typ.
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5.2 Typy symetrii plytek 4-katnych oraz typy ich krawedzi i wierz-
cholkow

Zgodnie z Lematem 5.2 jedynymi mozliwymi typami symetrii ptytek 4-katnych sg C; i D;
dla i rownego 1, 2 oraz 4. Zatem wydawac by sie¢ moglo, ze typéw symetrii bedzie szes¢. Jed-
nakze na przyktad typ symetrii D; oraz D, mozna opisa¢ dwojako, w zalezno$ci, czy o$ symetrii
przechodzi¢ bedzie przez parg przeciwleglych wierzchotkow, czy przez parg przeciwleglych
krawedzi. Typy obrotowe tatwo opisac, poniewaz wierzchotki muszg cyklicznie na siebie prze-
chodzi¢. Ponizej zamieszczam rysunki tych klepek jako kwadratow. Pamigtajmy jednak, ze jest
to tylko schematyczne uproszczenie, gdyz ksztalt ptytek moze by¢ w rzeczywistosci rozmaity.
Analogicznie jak w Podrozdziale 5.1, na kazdej figurze zaznaczone zostaty typy krawedzi, po-
tencjalne typy wierzchotkdw oraz symbol reprezentujacy dany typ symetrii (Rysunek 13). Inne
typy symetrii nie s3 mozliwe dzicki Lematowi 5.2.

(41) (42) (4s)
A E') A A <a_> A A 2 B
A A
a i Va a| (a afh Z Vv a
" v
A* § A A" < ;> § A B* < b A
Cy D, C
(44) (4s) (4e)
A LI A ? <’ A A Q B
Y N /< S
B« <> . < L
c B A b C D d< C
Dl Dl Cl
(47) (4e)
A b A A <2 B

2] H Ay aa va
v Vv

X B+ -
A b A a A

D, D,

Rysunek 13. Typy symetrii klepek 4-kgtnych
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(41) Ptytka ta przedstawia typ symetrii obrotowej C,— symetriami plytki sa obroty o wielokrot-
nos¢ kata 90° wokot punktu S lezgcego wewnatrz ptytki, co przedstawia symbol ,,czworondg”.
Krawedzie oraz wierzcholtki poprzez te symetrie przechodzg na siebie cyklicznie 1 posiadaja
wszystkie ten sam typ.

(42) Druga ptytka posiada cztery osie symetrii: wzdtuz symetralnych dwoch par bokéw oraz
dwoch przekatnych. W zwigzku z tym znowu wszystkie krawgdzie majg ten sam typ a, oraz
wierzchotki majg ten sam typ A.

(43) Trzecia ptytka przedstawia typ symetrii obrotowej C, — symetriami ptytki sg obroty o wie-
lokrotno$¢ kata 180°, czemu odpowiada litera Z wpisana w czworokat, gdyz posiada typ syme-
trii obrotowej C,. W tym przypadku sg dwa typy krawedzi a i b oraz dwa potencjalnie rézne
typy wierzchotkow A i B (w dalszych rozwazaniach okaze sig, czy rzeczywiscie beda one roz-
nych typow).

(44) Czwarta ptytka przedstawia typ symetrii kalejdoskopowej D;, kiedy ptytka ma jedna o$
symetrii wzdluz symetralnej jednej pary bokéw réwnoleglych, dlatego wpisano litere A.
W klepce tej sg trzy typy krawedzi: a (typ krawedzi niesymetrycznej), b i ¢ (typy krawedzi
symetrycznych), poniewaz tylko dwie krawedzie zostaly przeksztatcone na siebie przez o$ sy-
metrii. Oraz dwa potencjalnie rézne typy wierzchotkéw: A i B.

(4s) Ptytka pigta przedstawia typ symetrii kalejdoskopowej Dy, kiedy figura posiada tylko jedng
o$ symetrii wzdtuz jednej z przekatnych. W klepce tej sa dwa typy krawedzi a i b, ktore sg
niesymetryczne oraz trzy potencjalnie rozne typy wierzchotkéw: A, B i C, poniewaz tylko jedna
para wierzchotkow przeksztatca si¢ przez o$ symetrii na siebie.

(46) Plytka szosta to ptytka niesymetryczna, dlatego wpisano liter¢ F, ktora nie posiada nietry-
wialnych symetrii. Wszystkie krawedzie klepki sg niesymetryczne i wszystkie sg roznych ty-
pow a, b, c oraz d oraz cztery potencjalnie rozne typy wierzchotkow: A, B, C oraz D. W dal-
szych rozwazaniach okaze si¢, czy rzeczywiscie beda roznych typow.

(47) Kolejna ptytka posiada dwie osie symetrii, kazda wzdtuz symetralnych dwoch par bokow
rownolegtych. Latwo zauwazy¢, ze wszystkie wierzchotki sg tego samego typu. Przeciwlegle
krawedzie sg tego samego typu, poniewaz transponowane sg poprzez os$ symetrii wzdtuz syme-
tralnej drugiej pary bokéw réwnolegtych. Zatem sg dwa typy krawedzi, obie symetryczne:
aib.

(4s) Ostatnia ptytka posiada dwie osie symetrii, kazda wzdhiz przekatnych. Tym razem klepka
posiada wszystkie krawedzie jednego typu (kazda krawedz transponowana jest na inng krawedz
przez o$ symetrii lub przez ztozenie dwoch symetrii). Natomiast sg dwa potencjalnie rozne typy
wierzchotkéw: A i B, poniewaz przeciwlegte wierzchotki przeksztalcajg si¢ na siebie poprzez
o$ symetrii wzdhuz przekatnej, ktora nie przechodzi przez te wierzchotki.
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5.3 Typy symetrii plytek 5-katnych oraz typy ich krawedzi i wierz-

cholkow

Zgodnie z Lematem 5.2 otrzymujemy jedynie cztery typy symetrii: D, Ds, C; oraz Cs. Po-
nizej zamieszczam ilustracje tych klepek jako pieciokatow foremnych, stosujac analogiczne
oznaczenia jak w przypadku ptytek 3-katnych i 4-katnych. Tak jak w Podrozdziatach 5.1 1 5.2
musimy pamigtac, ze sg to tylko schematyczne uproszczenia, gdyz ksztalt ptytek moze by¢ w
rzeczywistosci rozmaity. W kazda klepke wpisano symbol, ktéry reprezentuje dany typ syme-
trii, zaznaczono typy krawedzi oraz potencjalne typy wierzchotkow (Rysunek 14).

(51) (52)
DA ,AA
a ) // \\\\\ a //,/ “\\\\\\ a
b I PN
29 F e 2¢ ’ ' A
A v d < .B A a < °A
Cy Cs
(53) (54)
/A\‘ A
a 7[,// \I_ a a ,/"\\\\\\
= =L = =2
A q ‘ A B{,,/ ‘\.\\\?B

c
Ds D,

Rysunek 14. Typy symetrii klepek 5-kgtnych

(51) Pierwsza ptytka jest niesymetryczna. Wpisano w nig liter¢ F, ktora nie posiada nietrywial-
nych symetrii. Klepka ta posiada pi¢¢ potencjalnie roznego typu wierzchotkow: A,B,C,D i E
oraz pi¢¢ typow niesymetrycznych krawedzi: a,b,c,d i e.

(52) Druga klepka przedstawia typ symetrii obrotowej Cs — symetriami ptytki sa obroty o wie-
lokrotnos$ci kata 72° wokot ustalonego punktu S lezacego wewnatrz ptytki. Wierzchotki cy-
klicznie na siebie przechodza, dlatego wszystkie sg tego samego. Krawedzie rowniez przecho-
dza na siebie przez obroét, sg tego samego typu i sg niesymetryczne.

(53) Trzecia ptytka posiada typ symetrii kalejdoskopowej Dg, kiedy posiada pi¢¢ osi symetrii,
kazda wzdhuz symetralnej jednego z bokoéw 1 przechodzaca przez jeden z wierzchotkow. Kazdy
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wierzchotek przeksztatca si¢ na sgsiedni poprzez jedng z tych osi, dlatego kazdy jest tego sa-
mego typu. Podobnie jest z krawedziami, rowniez sg jednego typu i dodatkowo wszystkie sg
symetryczne.

(54) Czwarta ptytka przedstawia typ symetrii kalejdoskopowej D;. W tym przypadku jest tylko
jedna o$ symetrii wzdhuz symetralnej tylko jednego boku i przechodzaca przez jeden wierzcho-
fek. Latwo zauwazy¢ na Rysunku (54), ze dwie pary wierzchotkow przeksztalcajg si¢ na siebie.
W zwiagzku z tym sg trzy potencjalnie rozne typy wierzchotkdéw: A, B i C oraz trzy typy krawe-
dzi: dwie niesymetryczne: a i b i jedna symetryczna c.

5.4 Typy symetrii plytek 6-katnych oraz typy ich krawedzi i wierz-

cholkow

Zgodnie z Lematem 5.2 powinni$my otrzymaé osiem typdw symetrii: Dy, D,, D3, Dg, C;,
C,, C3 oraz Cg. Jednakze jest ich dziesigC. Jest tak, poniewaz typy kalejdoskopowe D; 1 Ds
moga by¢ rézne. Zalezy, czy osie symetrii przechodza przez wierzchotki, czy nie. Ponizej (Ry-
sunek 15) zamieszczam rysunki tych klepek jako sze$ciokaty foremne, stosujagc ponownie ana-
logiczne oznaczenia. Ponownie musimy pamigtaé, ze sa to tylko schematyczne uproszczenia,
gdyz ksztalt ptytek moze by¢ w rzeczywistosci rozmaity. W kazda klepke wpisano symbol,
ktoéry reprezentuje dany typ symetrii oraz zaznaczono typy krawedzi i potencjalne typy wierz-
chotkow.
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Rysunek 15. Typy symetrii klepek 6-kgtnych

(61) Pierwsza klepka jest niesymetryczna, dlatego posiada szes$¢ typow krawedzi niesymetrycz-
nych: a,b,c,d, e i f oraz sze$¢ potencjalnie réznych typoéw wierzchotkow: A, B,C,D,E i F.

(62) Kolejna klepka przedstawia typ symetrii kalejdoskopowej D,. Posiada tylko jedng 0§ sy-
metrii wzdhuz dluzszej przekatnej szeSciokata. Ma cztery potencjalnie rézne typy wierzchot-
kéw: A,B,C i D, ktore w dalszych rozwazaniach moga okaza¢ si¢ w rzeczywisto$ci tych sa-
mych typow i tak jak wida¢ na rysunku 62 sa trzy typy krawedzi, poniewaz przeksztatcaja si¢
na siebie przez o$ symetrii 1 s3 niesymetryczne: a, b i c.

(63) Trzecia klepka to typ symetrii obrotowej C; — symetriami klepki sg obroty o wielokrotnosci
kata 120° wokot ustalonego punktu S lezacego wewnatrz klepki. Co drugi wierzchotek jest
transponowany cyklicznie na siebie, dlatego sa dwa potencjalnie rozne typy wierzchotkow:
A1 B. Podobnie jest z krawedziami, co druga przechodzi na siebie przez obrot wokot punktu S,
wiec sg dwa typy niesymetrycznych krawedzi: a i b.

(64) Nastepna ptytka to typ symetrii obrotowej C, i jej symetriami sg obroty o wielokrotnosci
kata 180°. Trzy pary przeciwleglych krawedzi przechodzg na siebie poprzez ten obrot (zatem
mamy trzy typy krawedzi niesymetrycznych a, b i c¢). Tak samo jest z wierzchotkami, sg trzy
potencjalnie rozne typy: A, B i C.
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(65) Piata Klepka to typ symetrii obrotowej Cg i jej symetriami sg obroty o wielokrotnosci kata
60° wokot punktu S. Kazdy wierzchotek przechodzi na sgsiedni przez obrot wokot punktu S,
zatem wszystkie sg tego samego typu A. Analogicznie, kazda krawedz przechodzi cyklicznie
na sgsiednia, stad wszystkie sg tego samego typu a.

(66) Szosta klepka to typ symetrii kalejdoskopowej Dg 1 posiada ona sze$¢ osi symetrii: trzy
wzdhuz symetralnych przeciwlegtych bokow i trzy wzdhuz dtuzszych przekatnych szesciokata.
W zwigzku z tym ptytka ta ma wszystkie wierzchotki tego samego typu A oraz wszystkie kra-
wedzie tego samego typu a i dodatkowo wszystkie sg symetryczne.

(67) Kolejna klepka to réwniez typ symetrii kalejdoskopowej D; — osig symetrii klepki jest
jedna prosta wzdhuz symetralnej jednej pary bokoéw przeciwleglych. Tak jak to wida¢ na ry-
sunku 67 dwie krawedzie sg symetryczne i sg roznych typoéw: b i d. Natomiast cztery krawedzie
niesymetryczne sg parami réznych typow: aic. Klepka posiada trzy potencjalnie rdzne typy
wierzchotkow: A, B i C, poniewaz pary wierzchotkéw przeksztatcaja si¢ na siebie wzajemnie
poprzez t¢ jedng o$ symetrii.

(65) Osma klepka przedstawia typ symetrii kalejdoskopowej D,. Klepka ta posiada dwie osie
symetrii: jedna wzdtuz symetralnej jednej pary bokéw réwnoleglych i jedna wzdhuz dhuzszej
przekatnej. W tym przypadku mamy dwie krawedzie symetryczne tego samego typu b i cztery
krawedzie niesymetryczne tego samego typu a. Podobnie, klepka posiada dwa wierzchotki tego
samego typu B i cztery wierzchotki tego samego typu A.

(69) Nastepna klepka przedstawia rowniez typ symetrii kalejdoskopowej D3 i ma trzy osie sy-
metrii wzdhuz wszystkich trzech dtuzszych przekatnych szesciokata. W zwigzku z tym klepka
ma dwa potencjalnie r6zne typy wierzchotkow: A i B (tak jak wida¢ to na Rysunku 69) oraz
wszystkie krawedzie niesymetryczne 1 tego samego typu a.

(610) Ostatnia klepka przedstawia typ symetrii kalejdoskopowej D5 i ma rowniez trzy osie sy-
metrii, tym razem wzdluz wszystkich trzech symetralnych par przeciwlegtych bokow. Zatem
mamy sze$¢ wierzchotkow tego samego typu A oraz dwa typy krawedzi symetrycznych: a i b.

6 Typ kombinatoryczny

Zanim przejdziemy do ostatecznej klasyfikacji N2R-parkietazy, postuzymy si¢ kolejnym
pojeciem. Z poprzedniego rozdzialu wiemy, ktore katnosci k i m plytek poszczegolnych dwoch
rodzajow moga potencjalnie wspotwystepowac. Zastandwmy si¢ teraz, jak rozpatrze¢ wszyst-
kie mozliwe przypadki ich wspdiwystepowania.

Tworzac N2R-parkietaz bedziemy kolejno przystawia¢ krawedzie klepek k-katnych do kra-
wedzi klepki m-katnej. O tym, w jaki sposob to zrobi¢, powie nam kolejne pojecie.

Definicja 6.1. Typ kombinatoryczny N2R-parkietazu to zestaw informacji obejmujgcy: kqt-
nosci m i k plytek poszczegolnych rodzajow, ich typy symetrii, stopnie poszczegolnych wierz-
chotkow w klepkach obu rodzajow, a takze informacje o sposobie przylegania do siebie ptytek
obu rodzajow. Informacja o przyleganiu zawiera przy tym nastepujgce dane: wzajemne jedno-
znaczne przyporzqgdkowanie typom krawedzi ptytki I rodzaju typow krawedzi ptytki 11 rodzaju
(odpowiadajgce przyleganiu ptytek do siebie wzdluz tych krawedzi w catym parkietazu), i po-
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nadto, dla krawedzi o typach niesymetrycznych, dodatkowa informacja o zgodnosci lub nie-
zgodnosci orientacji plytek przy przyleganiu wzdtuz tych krawedzi. Ostatnia informacja jest
potrzebna tylko wtedy, gdy typy symetrii obu klepek nie zawierajq odbi¢, tzn. gdy plytki nie sq
identyczne ze swoimi lustrzanymi odbiciami.

Schemat typu kombinatorycznego tatwo mozna przedstawi¢ na przyktadzie parkietazu
Eschera uzytego w Podrozdziale 3.2. Rysunek 16 przedstawia N2R-parkietaz, ktérego ptytkami
sg klepki 3-katne, obie o tym samym typie symetrii D;. Stopnie poszczegolnych wierzchotkow
to: 4, 8, 8 (w obu ptytkach), co wida¢ na rysunku. Ptytki przylegaja wzdluz krawedzi syme-
trycznych typu b, a krawedz typu a w ptytce I rodzaju przystawiamy do krawedzi tego samego
typu w klepce Il rodzaju.

Rysunek 16.

Rysunek 17 przedstawia schemat typu kombinatorycznego, gdzie ptytka pierwszego ro-
dzaju jest 6-kat o typie symetrii D;, natomiast klepka drugiego rodzaju jest 3-kat o typie syme-
trii C;. Najpierw ustalamy jakie$ wyjSciowe potozenie obu plytek na ptaszczyznie. Nast¢pnie
przystawiamy klepki wzdhuz krawedzi tego samego typu wystepujacej w ptytkach obu rodza-
jow zgodnie lub niezgodnie z orientacja. Zgodnos$¢ orientacji ptytek oznacza, ze ptytka I ro-
dzaju przylega do ptytki 1l rodzaju bez obracania jej na drugg strong, zas niezgodno$¢ oznacza
obrdcenie plytki na drugg strong. Zachowanie orientacji ptytki bedziemy oznacza¢ symbolem
+, natomiast zmiang orientacji ptytki symbolem —.

I
|
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; |
c l
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4
!

Rysunek 17.

Rysunek 18 przedstawia, co 0znacza przystawienie plytek do siebie z zachowaniem lub nie
orientacji.
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W dalszych czesciach pracy, opisujac typ kombinatoryczny, ptytki obu rodzajow od razu
przytozymy do siebie wzdluz jednej krawedzi, natomiast sposoby przylegania ptytek wzdluz
pozostatych krawedzi bedzie ilustrowat schemat typu kombinatorycznego. Jego wyglad be-
dziemy przedstawia¢ dwojako, albo za pomocg zaznaczenia, ktora krawedz przylega do ktore;,
wraz z symbolem + lub —, albo od razu bedziemy przypisywaé typy i zwroty krawedzi na
wszystkich bokach klepki 1l rodzaju (Rysunek 19).

Rysunek 19. Schematy typéw kombinatorycznych

Zastanowmy sig, co to znaczy, ze dwa typy kombinatoryczne sg rOwnowazne, czyli ze majg
ten sam typ.

Definicja 6.2. Mowimy, ze dwa N2R-parkietaze majg ten sam typ kombinatoryczny, jesli oba
rodzaje plytek pierwszego parkietazu mozna tak utozsamic¢ z oboma rodzajami ptytek drugiego
parkietazu (identyfikujgc ze sobg poszczegolne wierzchotki i boki plytek), ze po tym utozsamie-
niu wszystkie wymienione w definicji typu kombinatorycznego dane i parametry doktadnie sie

pokrywajq.

Definicj¢ t¢ zilustrujemy na przyktadzie dwoch pozornie réznigcych si¢ N2R-parkietazy
(Rysunek 20). Pierwszym z nich jest parkietaz, ktorego plytkami obu rodzajow sa klepki 4-
katne (parkietaz z dwoma me¢zczyznami). Obie plytki posiadajg typ symetrii €y, czyli sg niesy-
metryczne, natomiast wszystkie wierzchotki N2R-parkietazu sg stopnia 4. Na Rysunku 20
strzatkami 1 literami zaznaczony jest schemat typu kombinatorycznego, a ptytki przylegaja
wzdhuz krawedzi typu d. Drugi z przedstawionych N2R-parkietazy rowniez ma ptytki obu ro-
dzajow o typie symetrii C; i1 o katno$ci rownej 4, a wszystkie wierzchotki parkietazu sg rowniez
stopnia 4. Analizujac przyleganie klepek parkietazu (z jaszczurka i koniem) wzdhuz krawedzi
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typu c, wydaje si¢, ze maja one inny typ kombinatoryczny. Jednakze, kiedy przygladniemy si¢
przyleganiu ptytek obu rodzajow wzdtuz krawedzi typu d (czyli tak jak w przypadku pierw-
szego parkietazu) zobaczymy, ze sposOb przylegania jest identyczny. Skoro wszystkie wymie-
nione w definicji typu kombinatorycznego dane i parametry si¢ pokrywaja, to parkietaze te
majg ten sam typ kombinatoryczny.

Rysunek 20. Dwa rézne schematy reprezentujqgce ten sam typ kombinatoryczny

Typy kombinatoryczne, ktore sa analogiczne z doktadnos$cig do odbicia pary klepek
wzdhuz wspdlnej osi symetrii, np. takie jak przedstawione na Rysunku 21, rowniez beda row-
nowazne (symetryczne), zgodnie z Definicjg 6.2.

(o~ S
A<\‘__\ /b
c ‘e

Rysunek 21. Réwnowazne typy kombinatoryczne
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Uwaga 6.2. Ten sam typ kombinatoryczny moze by¢ zapisany za pomocq kilku roznych sche-
matow.

W kolejnych rozdziatach, analizujac poszczeg6lne potencjalne parkietaze, moze si¢ okazac,
ze kilka réznych schematow opisuje ten sam typ kombinatoryczny. W zwiagzku z tym, w Roz-
dziale 8, strategia szukania wszystkich mozliwych typow kombinatorycznych bedzie sktadac
si¢ z dwoch krokoéw: najpierw rozpatrywaé bedziemy wszystkie potencjalne schematy typow
kombinatorycznych, a potem dodatkowo sprawdzimy, ktore z nich reprezentujg jeden i ten sam
typ.

7 Dalsze ograniczenia na katnos¢ klepek

Z Rozdzialu 4 wiemy, jakie potencjalne pary katnosci klepek moga wystepowaé w N2R-
parkietazach. Zastandéwmy si¢ teraz, czy wszystkie przypadki warto rozpatrywaé. W tym roz-
dziale pokazemy, ze dwie spos$rdd potencjalnych pigciu par katnosci klepek nie dadzg si¢ zrea-
lizowa¢ w zadnym N2R-parkietazu. Mozna je wykluczy¢ dzigki rownaniu na charakterystyke
Eulera i zastosowaniu go dla parkietazu indukowanego na torusie, ale w sposob nieco subtel-
niejszy niz w Rozdziale 4.

7.1 Wykluczenie pary 3-kat i 4-kat

Ponizej przedstawiam analiz¢ opcji, gdzie I rodzajem klepki jest 3-kat, natomiast II rodzaj
klepki to 4-kat.

Postugujac si¢ informacjami zawartymi w Rozdziale 5.1 przygladnijmy si¢ liczbom typow
krawedzi symetrycznych i1 niesymetrycznych w 3-katnych ptytkach o poszczego6lnych typach
symetrii.

Typ symetrii: (B1) (32 (33) (34)
Liczba krawedzi symetrycznych: 0 1 0 1
Liczba krawedzi niesymetrycznych: 3 1 1 0

Natomiast zgodnie z informacjami zawartymi w Rozdziale 5.2 w 4-katnych klepkach o po-
szczegblnych typach symetrii mamy nastepujace liczby typow krawedzi symetrycznych i nie-
symetrycznych:

Typ symetrii: (41)  (42) (43) (4a) (45) (46) (47) (49)

Liczba krawedzi symetrycznych: 0 1 0 2 0 0 2 0
Liczba krawedzi niesymetrycznych: 1 0 2 1 2 4 0 1

Zgodnie z Obserwacja 5.4, jedyne potencjalne pary 3-kat 1 4-kat, z ktodrych mozna poten-
cjalnie zbudowa¢ N2R-parkietaz to pary o typach symetrii:
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Zauwazmy, ze w przypadku pary (33) — (4s) 4-kat ma potencjalnie dwa typy wierzchotkow.
Jednakze, kiedy te ptytke przystawiamy z 3-katem, ktory posiada wszystkie wierzchotki jed-
nego typu, to okazuje si¢, ze wierzchotki w tym 4-kacie rowniez muszg by¢ wszystkie tego
samego typu. Powyzsze trzy przypadki mozemy rozpatrze¢ jednoczesnie. Niech () bedzie par-
kietazem jednego z poszczegodlnych trzech rodzajow 1 niech ()’ bedzie indukowanym parkieta-
zem na pewnym torusie, tak jak jest to opisane w Podrozdziale 4.1.

Zalézmy, ze w parkietazu ()’ jest t 3-katow i ¢ 4-katow. Wtedy liczba krawedzi wynosi
K = 3t = 4c, a z tego wynika, ze ¢ = Zt. Liczba §cian wynosi zatem S =t + ¢ = Zt. Ustali-
lismy, ze we wszystkich trzech przypadkach wszystkie wierzcholki sg tego samego typu, wiec
liczba 3-katnych klepek wokot wierzchotkow jest stata i oznaczymy ja przez p. Wtedy liczba

wszystkich wierzchotkow parkietazu rowna jest liczbie W = %. Wiemy to, poniewaz tgcznie
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we wszystkich klepkach trojkatnych jest 3 - t wierzchotkdéw i kazdy z nich jest w ten sposob
liczony p razy.

Postugujac si¢ rownaniem na charakterystyka Eulera dla torusa oraz podstawiajac uzyskane
wyrazenia otrzymujemy:
W—-K+S§=0,
3t 7
= —3t+-t=0/:t#0,
p 4
3247,
p 4 4

5

3— Zp = 0,

—12

==

Jednakze uzyskany wynik nie jest liczba naturalna, stad przypadki te nie sa mozliwe.

7.2 Wykluczenie pary 3-kat i 5-kat

Ponizej przedstawiam analizg opcji, gdzie I rodzajem klepki jest 3-kat, natomiast II rodzaj
Klepki to 5-kat.

Zgodnie z informacjami zawartymi w Rozdziale 5.1 oraz tak jak jest to opisane w Rozdziale
7.1. liczby typow krawedzi symetrycznych 1 niesymetrycznych w 3-katnych klepkach o po-
szczegblnych typach symetrii przedstawiajg si¢ nastepujaco:

Typ symetrii: (B1) (B2 (33) (3a)
Liczba krawedzi symetrycznych: 0 1 0 1
Liczba krawedzi niesymetrycznych: 3 1 1 0

Natomiast zgodnie z informacjami zawartymi w Rozdziale 5.3 w 5-katnych klepkach o po-
szczegbOlnych typach symetrii mamy nastgpujace liczby typoéw krawedzi symetrycznych 1 nie-
symetrycznych:

Typ symetrii: (51) (B52) (53) (54)
Liczba krawedzi symetrycznych: 0 0 1 1
Liczba krawedzi niesymetrycznych: 5 1 0 2

Zgodnie z Obserwacja 5.4, jedyne potencjalne pary 3-kat — 5-kat, z ktérych mozna zbudo-
wacé N2R-parkietaz to pary o typach symetrii:
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W obu parach typdéw symetrii, pary klepek maja wszystkie wierzchotki tego samego typu,
a zatem wszystkie wierzchotki potencjalnego parkietazu maja ten sam stopien. Do kazdego
wierzchotka przylega taka sama liczba ptytek 3-katnych i liczbe t¢ oznaczymy przez p. Rozu-
mowanie nalezy przeprowadzi¢ analogicznie jak w Rozdziale 7.1.

Analiz¢ rozpoczynamy od rozpatrzenia parkietazu indukowanego na torusie. W zwigzku
z tym zat6zmy, ze w tym parkietazu indukowanym na torusie jest t 3-katow i ¢ 5-katow. Liczba
krawedzi wynosi wtedy K = 3t = 5¢, co daje nam zaleznos$¢ ¢ = gt. Liczba §cianto S =t +

c= %t. Natomiast liczba wierzchotkéw wynosi W = %, bo do kazdego wierzchotka przylega

p 3-katnych klepek.

Postuzmy si¢ rownaniem na charakterystyke Eulera i podstawiajgc za wielkosci W, K i S
odpowiednie wyrazenia przedstawione powyzej otrzymujemy nastepujacy ciag zaleznosci:
W—-K+S5=0,
3t 8, /.

;—3t+gt—0/.t¢0,

3 15 8

y s Ts= 0/
7

3_Ep_01

_ 15
=,

Jednakze uzyskany wynik nie jest liczbg naturalng, stad przypadki te rowniez nie sg moz-
liwe.
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8 Systematyczna analiza par 3-kat
| 6-kat, 3-kat i 3-kat oraz 4-kat i 4-kat

W ponizszym rozdziale przedstawi¢ doktadng analize pozostatych potencjalnych par kat-
nosci klepek wystepujacych w N2R-parkietazach (Rozdziat 4.2). Jezeli potencjalna para typow
symetrii klepek prowadzi do jakiego$ parkietazu, pokaze jak moze wygladac taki N2R-parkie-
taz. Wszystkie rysunki wykonywatam osobiscie w programie GeoGebra oraz Paint.

8.1 Para 3-kat — 6-kat

Postugujac si¢ informacjami zawartymi w Rozdziale 5.1 i tak jak jest to opisane w Rozdziale
7.1, przygladnijmy si¢ liczbom typoéw krawedzi symetrycznych i1 niesymetrycznych w 3-kat-
nych ptytkach o poszczegolnych typach symetrii:

Typ symetrii: (B)) (B2 (33) (34)
Liczba krawedzi symetrycznych: 0 1 0 1
Liczba krawedzi niesymetrycznych: 3 1 1 0

Natomiast zgodnie z informacjami zawartymi w Rozdziale 5.4, w 6-katnych klepkach
o poszczegolnych typach symetrii mamy nastgpujace liczby typow krawedzi symetrycznych
I niesymetrycznych:

Typ symetrii: (61) (62) (63) (64) (65) (66) (67) (6e) (69) (610)
Liczba krawedzi symetrycznych: 0 o 0 0 O 1 2 1 0 2
Liczba krawedzi niesymetrycznych: 6 3 2 3 1 0 2 1 1 O

Zgodnie z Obserwacja 5.4, jedyne potencjalne pary typow symetrii klepek 3-katnych 1 6-
katnych, z ktorych mozna zbudowa¢ N2R-parkietaz to:
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Rysunek 24.

Lemat 8.1. Wszystkie wierzchotki N2R-parkietazu o Klepkach 3-kgtnych i 6-kqtnych majg sto-
pien 4.

Dowod Lematu 8.1.

Rozwazmy dowolny N2R-parkietaz P o klepkach 3-katnych i 6-katnych oraz indukowany prze-
zen parkietaz Q na torusie. Zat6zmy, ze w parkietazu Q indukowanym na torusie jest t klepek
3-katnych i s 6-katnych. Liczba krawedzi wynosi zatem K = 3t = 6s, a z tego z kolei wynika,

zes = % t. Natomiast liczba $cianto S =t + s = %t. Zgodnie z Lematem 4.2 zachodzi nieréw-

no$¢ W < % Rownos¢ zachodzi tylko wtedy, gdy do kazdego wierzchotka przylegaja doktad-
nie dwie klepki 3-katne. Z drugiej strony, z charakterystyki Eulera wida¢, ze:
O=W-K+S=W-3t+ % =W — % Zatem otrzymujemy W = %, co oznacza, ze wokot
kazdego wierzchotka sg doktadnie dwie klepki 6-katne 1 dwie klepki 3-katne, wystepujace na
przemian. To za$ oznacza, ze kazdy wierzcholek ma stopien 4. o

Przechodzimy teraz do sprawdzenia, czy wyzej wymienione potencjalne pary typéw syme-
trii ptytek prowadzg do jakichs parkietazy. A jesli tak, to wyznaczymy wszystkie mozliwe typy
kombinatoryczne.

Zgodnie z Obserwacja 5.4, kazdemu typowi krawedzi w klepce trojkatnej odpowiada do-
ktadnie jeden typ krawedzi w klepce sze$ciokatnej (para typow przylegtych). Ponadto, tak jak
to mowi Definicja 6.1 typu kombinatorycznego, ptytki przylegaja do siebie wzdtuz kazdej pary
typow przyleglych tych krawedzi albo w taki sposob, ze ptytki przylegaja przez przesunigcie
ich do siebie dang krawedzig (co bedziemy oznacza¢ symbolem + ) albo w taki sposéb, ze po
przesunigciu klepki jednego rodzaju do klepki drugiego rodzaju, te ktora przystawiamy musimy
obroci¢ ,,na drugg strone” (co bedziemy oznacza¢ symbolem — ).

Dla uproszczenia rozwazan, bez straty ogdlnosci przyjmiemy jedna par¢ typoéw przylegtych
jako zadang z gory, co graficznie zilustrujemy po prostu zestawieniem ze sobg plytki trojkatnej
z sze$ciokatng wzdhuz jednej pary bokow.

Nastepnie rozwazymy wszystkie mozliwe potencjalne kombinacje przylegtych par dla po-
zostalych typow bokow, wraz z kombinacjami zgodnos$ci lub przeciwno$ci orientacji (oznaczo-
nych symbolami + lub —), czyli przedstawimy schematy wszystkich potencjalnych typéw kom-
binatorycznych.

Wypiszemy teraz wszystkie schematy typow kombinatorycznych i nast¢pnie sprawdzimy,
czy prowadzg one do N2R-parkietazy.
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Para typow symetrii (31) — (62)

Pierwszego przytozenia do siebie ptytek dokonujemy wzdtuz krawedzi plytki szesciokatnej
roztacznej z jej osig symetrii. Krawedz o typie oznaczonym literg b odbija si¢ wzgledem osi
symetrii ptytki sze$ciokatnej, dajac druga krawedz tego samego typu b (Rysunek 25).

Rysunek 25.

Tworzac N2R-parkietaz bedziemy kolejno przystawia¢ krawedzie klepek trojkatnych do
krawedzi klepki szesciokatnej. Na ilustracjach Rysunku 26 narysowane sg linie, ktore obrazuja,
ktore krawedzie przystawiamy oraz z jaka orientacja. W zwigzku z tym, Ze sze$ciokatna ptytka
jest symetryczna, do pozostatych (nie zaznaczonych linig) bokow ptytki trojkatne beda przy-
stawa¢ w sposOb wynikajacy z opisu przylegania bokéw zaznaczonych linig. Wszystkie poten-
cjalne kombinacje linii 1 znakdéw opisujacych typ kombinatoryczny przedstawione sg na Ry-
sunku 26.

d)

32



9)

Rysunek 26.

Teraz zaczniemy analize¢ przypadkow, przystawiajac plytki trojkatne do szes$ciokatnych
zgodnie ze schematem typu kombinatorycznego. Latwo zauwazy¢, ze zamiast wypisywac
i sprawdzac wszystkie osiem przypadkoéw, niektdre z nich mozna zbiorowo odrzucié. Ograni-
czajac si¢ do jednego przystawienia (zobrazowanego na Rysunku 27) odrzucimy wspolnym
argumentem trzy przypadki.

Rysunek 27.

Zaczynamy od dwdch pierwszych zestawionych ze sobg ptytek, ktore oznaczamy numerami
1. Nastgpnie zgodnie ze schematem typu kombinatorycznego przystawiamy do 6-katnej phytki
o numerze 1 plytki 3-katne (symbolizujg to zielone numery 2 1 3). Jak juz wczes$niej wspomnie-
lismy, okazuje sig¢, ze kolejna ptytka szesciokatna, ktdra powinna przylega¢ do 3-katnych ptytek
o numerach 2 i1 3 ma widoczne typy krawedzi niezgodne ze schematem ustalonym na wyjscio-
wej plytce 6-katnej. Obrazuje to Rysunek 28.

Rysunek 28.

W zwigzku z tym mozemy od razu wykluczy¢ przypadki b), c) oraz d) z Rysunku 26. Przy-
padek d) jest analogiczny do przypadku c¢) zgodnie z Definicjg 6.2 typéw kombinatorycznych
rownowaznych z Rozdziatu 6.

Podobnie, rozwazajac schemat typu kombinatorycznego z ponizszego Rysunku 29, mo-

zemy wykluczy¢ inne trzy przypadki.
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Rysunek 29.

Zeby to zobaczy¢, najpierw przystawiamy do siebie wyjsciowe ptytki, ktore oznaczamy
numerem 1. Nastepnie, zgodnie ze schematem typu kombinatorycznego przystawiamy
do ptytki 6-katnej, zgodnie z orientacja, 3-katne klepki o numerach 2 i 3. Znowu okazuje sig,
ze wtedy plytka o numerze 4 to ptytka 6-katna, w ktorej widoczne typy krawedzi nie zgadzaja
si¢ ze schematem ustalonym na wyj$ciowej plytce 6-katne;.

Rysunek 30.

Analiza opisana na Rysunku 30 wyklucza trzy przypadki e), g) oraz h). Ten ostatni jest analo-
gicznym przypadkiem do e). Wynika to z definicji typu kombinatorycznego zawartej w Roz-
dziale 6. Zostaja nam do rozwazenia przypadki a) oraz f) z Rysunku 26.

Ad. a) Na Rysunku 31 zaznaczone sa kolorem zielonym ptytki, w kolejnosci przystawiania.
Na poczatku zestawiamy ze sobg klepki wyjsciowe o numerze 1. Nastepnie, zgodnie ze sche-
matem typu kombinatorycznego przystawiamy ptytki 3-katne (oznaczone numerem 2). Phytki
o numerze 3 sg odbiciem plytek o numerze 2 wzgledem osi symetrii ptytki 6-katnej. Przysta-
wianie kolejnych ptytek nastgpuje zgodnie z ustalonym schematem, w kolejnosci wskazanej
kolejnymi oznaczeniami numerowymi.
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Rysunek 31.

Dostawianie calej serii ptytek nie prowadzi na razie do Zadnej sprzecznosci. Jak mogliby-
$my si¢ przekonacd, ze powyzszy typ kombinatoryczny prowadzi do N2R-parkietazu? Co zna-
czy, ze dana reguta pozwala zbudowac parkietaz na catej plaszczyznie?

Postuzmy si¢ pojeciem réwnolegloboku powtarzalnos$ci. Aby znalez¢ taki réwnolegtobok
najpierw (zaczynajac od pary wyjsciowych ptytek) przystawiamy klepki zgodnie ze schematem
typu kombinatorycznego do momentu, az odnajdziemy ptytke, ktora jest obrazem przez trans-
lacje o pewien wektor U jednej z wyjsciowych ptytek. Kiedy znajdziemy drugg ptytke (rowniez
bedgca obrazem przez translacj¢ o pewien wektor ¥, o innym kierunku niz 1) otrzymamy row-
noleglobok rozpigty na tych wektorach i bedziemy nazywac go réwnoleglobokiem powtarzal-
nosci. Jesli dany typ kombinatoryczny prowadzi¢ bedzie do N2R-parkietazu, to rownolegtobok
powtarzalno$ci bedziemy zaznacza¢ czerwonym kolorem, tak jak na Rysunku 32. W tym przy-
padku réwnoleglobok taki jest prostokatem.
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|:5. b - 5
{\f |
C C
TYP KOMBINATORYCZNY (6-3)1
| JEGO ROWNOLEGELOBOK POWTARZALNOSCI

Rysunek 32.
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Majac taki rownolegtobok powtarzalno$ci, zapelnimy calg plaszczyzng przesunietymi ko-
piami takich réwnoleglobokow, otrzymujac N2R-parkietaz catej ptaszczyzny zgodny z przyje-
tym typem kombinatorycznym (Rysunek 33). Réwnoleglobok ten pozwolit nam przekonac sig,
ze mamy do czynienia z prawdziwym, a nie tylko potencjalnym typem kombinatorycznym
N2R-parkietazu. Typ ten oznaczymy symbolem (6-3)1.
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Rysunek 33. N2R-parkietaz utworzony z typu kombinatorycznego (6-3)1

Ad. f) W tym przypadku, postepujac analogicznie jak to jest opisane w podpunkcie a), rOwniez
otrzymamy N2R-parkietaz (Rysunek 34).

TYP KOMBINATORYCZNY (6-3)2
I JEGO ROWNOLEGLOBOK POWTARZALNOSCI

Rysunek 34.
Odkrywamy kolejny typ kombinatoryczny prawdziwego N2R-parkictazu. Oznaczymy go

symbolem (6-3)2 (Rysunek 34). Rownoleglobok powtarzalnosci ukazany jest na Rysunku 34,
za$ fragment parkietazu utworzonego przez zestawienie rownoleglobokow na Rysunku 35.
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Rysunek 35. N2R-parkietaz utworzony z typu kombinatorycznego (6-3)2

Para typow symetrii (31) — (64)

Przechodzimy do analizy typéw kombinatorycznych potencjalnych N2R-parkietazy,
ktorych klepki maja typ symetrii 3; oraz 6,. W tym przypadku ptytka 6-katna posiada typ sy-
metrii C,, a wigc jest obrotowo symetryczna wzgledem obrotu o kat 180° wokot pewnego
punktu. Dlatego krawedzZ typu b pojawi si¢ rowniez jako przeciwlegly bok 6-kata, jak to zostato
pokazane na Rysunku 36.

Rysunek 36.

Tworzac potencjalny parkietaz bedziemy kolejno przystawiac boki klepek 3-katnych do bo-
kow klepki 6-katnej. Ponizej, na Rysunku 37, prezentuja si¢ wszystkie mozliwe sposoby przy-
stawienia ptytek. Jak poprzednio, pozostate boki 6-kata sg tych samych typéw co boki z wy-
znaczonymi regutami przylegania. Zatem reguty te wyznaczaja tez reguty dla tamtych bokdow.

a)

N
2
/

B~ ~.C

A b A
.

/
=4
\\



d)

b A

9)

Rysunek 37.

Teraz zaczniemy analiz¢ wszystkich przypadkow, przystawiajac ptytki 3-katne do 6-kat-
nych zgodnie ze schematem typu kombinatorycznego. Liczby zaznaczone na poszczegdlnych
ptytkach obrazujg kolejnos$¢ przystawiania. RoOwnolegltobok powtarzalnosci otrzymamy, jesli
znajdziemy dwie ptytki, ktore sa obrazem poprzez translacje w roznych kierunkach wyjsciowe;j
ptytki trojkatnej oznaczonej zawsze numerem 1.

Ad. a) Otrzymujemy kolejny typ kombinatoryczny prawdziwego N2R-pakiteazu oznaczony
symbolem (6-3)3 (Rysunek 38).

TYP KOMBINATORYCZNY (6-3)3
1 JEGO ROWNOLEGLOBOK POWTARZALNOSCI

Rysunek 38.
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Ad. b) Otrzymujemy kolejny typ kombinatoryczny prawdziwego N2R-parkietazu oznaczony
symbolem (6-3)4 (Rysunek 39).
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TYP KOMBINATORYCZNY (6-3)4
I JEGO ROWNOLEGLOBOK POWTARZALNOSCI

i

Rysunek 39.

Ad. ¢) Przypadek ten jest rownowazny do b) z doktadnoscig do odbicia pary klepek wzdtuz
wspolnej osi symetrii. O rdwnowazno$ci typéw kombinatorycznych méwi definicja typu kom-
binatorycznego umieszczona w Rozdziale 6.

Ad. d) Przystawiajac kolejno ptytki, zgodnie z numeracjg jak na Rysunku 40, okazuje sig,
ze ptytka o numerze 4 (6-katna) ma inny zwrot krawedzi niz ptytka wyjsciowa. Jak poprzednio,
oznacza to, ze reguly przylegania z przypadku d) sg sprzeczne z warunkami definicji regular-
nosci parkietazu.

Rysunek 40.

Okazuje sig¢, ze rowniez w tym przypadku da si¢ odrzuci¢ kilka dalszych przypadkow z Ry-
sunku 37, rozpatrujac sposob przylegania tylko jednej pary krawedzi (Rysunek 41).

b A

Rysunek 41.

Na poczatek przystawiamy do siebie wyjSciowe plytki o numerach 1. Nast¢pnie, zgodnie
z typem kombinatorycznym, przystawiamy dwie klepki 3-kagtne o numerze 2 pamigtajgc,
ze ptytka 6-katna ma typ symetrii obrotowej. Wtedy dwie pozostate krawedzie klepki 6-katne;
musza by¢ typu a. W kolejnym kroku przystawiamy plytke 6-katng z numerem 3 i okazuje sig,
ze plytka 3-katna (numer 4) powinna mie¢ dwie krawegdzie typu a, CO jest sprzeczne z jej typem
symetrii
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Rysunek 42

Sposob przylegania jednej pary krawedzi, ktory opisuje Rysunek 41, pojawia si¢ w trzech
przypadkach: e), f) oraz g) z Rysunku 37. Oznacza to, ze argument z powyzszego akapitu wy-
klucza naraz te trzy przypadki. Pozostaje nam do rozwazenia przypadek h).

Ad. h) Przystawiajac kolejno plytki zgodnie z numeracja okazuje si¢, ze 3-katne ptytki o nu-
merach 5 1 6 s3 obrazem przez translacj¢ wyjsciowej ptytki trojkatnej, dzigki czemu otrzymu-
jemy rownoleglobok powtarzalnos$ci. Mamy kolejny typ kombinatoryczny prawdziwego N2R-
parkietazu (Rysunek 43).

Rysunek 43.

Okazuje sie, co nie tatwo zaobserwowac, ze typ kombinatoryczny przypadku h) i (6-3)4 sa
rownowazne. Mozna to wykry¢ za pomoca schematu typu kombinatorycznego, gdy wyj$ciowy
trojkat przylegajacy do szesciokata zastagpimy jednym z innych trojkatow 1 gdy odpowiednio
dostosujemy oznaczenie bokdéw. Zatem przypadek h) odpowiada juz wczesniej znalezionemu
typowi kombinatorycznemu (6-3)a.

Para typow symetrii (32) — (6s)

Ten przypadek jest charakterystyczny, poniewaz ptytka 3-katna posiada jedng krawedz sy-
metryczng, podobnie jak ptytka 6-katna. Dlatego, zgodnie z definicja N2R-parkietazu przysta-
wiamy oba rodzaje ptytek wtasnie tg krawedzig, co daje nam jedynie dwie mozliwos$ci poten-
cjalnych parkietazy (Rysunek 44).
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Rysunek 44.

Ad. a) Pierwszy schemat przystawania prowadzi do prawdziwego N2R-parkietazu o poniz-
szym réwnolegtoboku powtarzalnosci (Rysunek 45).

TYP KOMBINATORYCZNY (6-3)5
[ JEGO ROWNOLEGLOBOK POWTARZALNOSCI
Rysunek 45.

Ad. b) Drugi schemat nie pozwala zrealizowa¢ N2R-parkietazu, co ilustruje Rysunek 46.

Rysunek 46.
We wszystkich trzech ponizszych przypadkach istnieje jeden sposob przystawienia ptytek.
Okazuje sie, ze kazdy sposob prowadzi do rownolegtoboku powtarzalnosci. Prezentuja to po-
nizsze ilustracje (Rysunek 47, 48 i 49).
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Para typow symetrii (33) — (65)

TYP KOMBINATORYCZNY (6-3)s
[JEGO ROWNOLEGLOBOK POWTARZALNOSCI

Rysunek 47.

Para typow symetrii (33) — (69)

TYP KOMBINATORYCZNY (6-3)7
[ JEGO ROWNOLEGLOBOK POWTARZALNOSCI

Rysunek 48.

Para typdéw symetrii (34) — (66)

TYP KOMBINATORYCZNY (6-3)g
1 JEGO ROWNOLEGLOBOK POWTARZALNOSCI

Rysunek 49.
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Podsumowujac, jedynie z od§miu schematow odpowiadajacych potencjalnym typom kombi-
natorycznym dla par ptytek 3-kat — 6-kat mozna uzyska¢ N2R-parkietaze. Ponizej przedsta-
wiam podsumowanie sktadajgce si¢ z diagraméw typow kombinatorycznych oraz z fragmen-
tow N2R-parkietazy odpowiadajacych tym typom wraz z zaznaczaniem pojedynczego rowno-
legtoboku powtarzalnosci. Dla czytelnosci rysunkéw N2R-parkietazy zaznaczytam typy kra-
wedzi tylko w réwnolegtoboku powtarzalnos$ci.

Jak mozemy si¢ ostatecznie przekonaé, ze typy kombinatoryczne np. (6-3)11 (6-3)2 sg rozne,
chociaz klepki, ktore tworzg typ kombinatoryczny maja ten sam typ symetrii (31) — (62)? Dla
odrdznienia typu kombinatorycznego (6-3)1 0d typu (6-3)2 postuzy nam nast¢pujgce wyjasnie-
nie. Po jednej stronie osi symetrii 6-kata wszystkie trzy ptytki 3-katne maja raz t¢ samg orien-
tacj¢ - (6-3)1, a raz rozne orientacje - (6-3)2. Podobnie mozemy rozroznié typy kombinatoryczne
(6-3)3 1 (6-3)a. W (6-3)3 wszyscy 3-katni sasiedzi majg tg samg orientacje, a w (6-3)s 3-katni
sgsiedzi maja rézne orientacje.

Numer Typ kombinatoryczny N2R-parkietaz
(6-3)1
b
Al b | Wb
|
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Numer

Typ kombinatoryczny

(6-3)3

N2R-parkietaz

(6-3)4

(6-3)s
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N2R-parkietaz

Typ kombinatoryczny

Numer

(6-3)s

(6-3)7

(6-3)s
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8.2 Para 3-kat — 3-kat

Postugujac si¢ informacjami zawartymi w Rozdziale 5.1, przygladnijmy si¢ liczbom typow
krawedzi symetrycznych i niesymetrycznych w klepkach 3-katnych o poszczegdlnych typach
symetrii:

Typ symetrii: (B1) (B2 (33) (3a)
Liczba krawedzi symetrycznych: 0 1 0 1
Liczba krawedzi niesymetrycznych: 3 1 1 0

Zgodnie z Obserwacja 5.4, otrzymamy potencjalnie pary klepek 3-katnych o tych samych
typach symetrii. W celu rozrdznienia klepki I rodzaju od klepki II rodzaju, wewnatrz klepki 11
rodzaju umiescimy inny symbol reprezentujacy dany typ symetrii, np. w parze typéw symetrii
(31) — (31) uzytam liter F oraz G. Potencjalne pary typow symetrii klepek 3-katnych i 3-katnych,
z ktorych mozna zbudowa¢ N2R-parkietaz to:

(31) — (3u): A A
a b a \ b'
A ~ 7
F G
c? < B ¢¥ < B
c c'
(32) — (32): B B
a N a a' a
v T AN .| U M
al <> N A Al <> A
b B’
(33) — (33): A A
2 «/@ y @ a' A é < °
A ‘/ < A A £ < ' A
a
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(34) — (3a): A A

a4 K, @ A r, @
-
AVANS c A
Al <> A At <> A
a d

Rysunek 50.

Przy pomocy réwnania charakterystyki Eulera obliczymy, ile wielokatow spotyka si¢ w da-
nym wierzcholku. Stosujac znane juz nam oznaczenia, zatézmy, ze w parkietazu jest t trojka-
tow I rodzaju i s trojkatow Il rodzaju. Liczba krawedzi wynosi wtedy K = 3t = 3s. Z czego
wynika, ze s = t. Liczba $cian wynosi zatem S = t + s = 2t.

Wypiszemy teraz wszystkie schematy typow kombinatorycznych i nastgpnie sprawdzimy,
czy prowadza one do N2R-parkietazy.

Para typow symetrii (31) — (31)

Ustalili$my, ze ptytka 3-katna ma potencjalnie trzy typy wierzchotkow, wigc mozemy zato-
zy¢, ze liczba 3-katnych klepek I rodzaju wokot wierzchotka typu A wynosi p, wokot wierz-
chotka typu B wynosi q i v wokoét C. Rozpatrzymy teraz poszczegodlne przypadki mozliwych
roéwnosci 1 nierdwnosci pomiedzy liczbami p, g, 7.

| przypadekp =q =71
Liczba wszystkich wierzchotkéw wynosi W = %. Zgodnie z rownaniem na charakterystyka

Eulera mamy 0 =W —K + S = %— 3t + 2t. Po przeksztatceniach otrzymujemy roéwnania

3t . . i . . .
o= t, z czego oczywiscie wynika, ze p = q = r = 3. Oznacza to, ze stopnie wszystkich

wierzchotkow sg takie same 1 wynoszg 6, poniewaz do kazdego wierzchotka przylegaja 3 trdj-
katy I rodzaju i 3 trojkaty II rodzaju.

Analogicznie, jak w przypadku 3-kat — 6-kat, bedziemy weryfikowaé wszystkie potencjalne
schematy typéw kombinatorycznych w celu wyznaczenia wszystkich rownolegtobokoéw powta-
rzalnosci, ktore tworzg N2R-parkietaz. Po przylozeniu do siebie ptytek wzdtuz pierwszej pary
krawedzi, pozostate dwie pary moga by¢ do siebie przyktadane na 8 sposobow przedstawionych
schematami na Rysunku 51.
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Rysunek 51.

Teraz zaczniemy analiz¢ wszystkich przypadkdw, przystawiajac ptytki trojkatne I rodzaju
do ptytek tréjkatnych II rodzaju zgodnie ze schematem typu kombinatorycznego. Podobnie jak
w Podrozdziale 8.1 zielone liczby na rysunkach beda oznaczaty kolejnos¢ przystawiania ptytek.

Ad a) W pierwszym ze schematdéw plytka o numerze 7 i1 plytka o numerze 8 s3 obrazem przez
translacje wyjsciowej trojkatnej ptytki, dlatego po potaczeniu odpowiadajacych wierzchotkow
otrzymamy wektory, ktdre tworza réwnoleglobok powtarzalno$ci. Otrzymujemy prawdziwy
typ kombinatoryczny N2R-parkietazu i oznaczymy go symbolem (3-3)1 (Rysunek 52).

TYP KOMBINATORYCZNY (3-3)1
[ JEGO ROWNOLEGLOBOK POWTARZALNOSCI

Rysunek 52.

Ad. b) W tym schemacie, przystawiajac ptytki wokot jednego wierzchotka, ptytka o numerze
5 powinna mie¢ ten sam zwrot krawedzi co wyjsciowa plytka o numerze 1 tego samego rodzaju.
Dlatego parkietaz o takim schemacie typu kombinatorycznego nie istnieje (Rysunek 53).
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Rysunek 53.

Ad. ¢) Przypadek ten jest rownowazny do b) z doktadnos$cia do odbicia pary klepek wzdtuz
wspolnej osi symetrii. O rdwnowazno$ci typéw kombinatorycznych mowi definicja typu kom-
binatorycznego umieszczona w Rozdziale 6.

Ad. d) Otrzymujemy kolejny schemat typu kombinatorycznego, ktory prowadzi do réwnole-

globoku powtarzalnos$ci, ktory tworzy prawdziwy N2R-parkietaz. Oznaczymy go symbolem
(3-3)2. (Rysunek 54).

TYP KOMBINATORYCZNY (3-3)2
1 JEGO ROWNOLEGLOBOK POWTARZALNOSCI
Rysunek 54.
Ad. e) Otrzymujemy kolejny typ kombinatoryczny, z ktérego mozna rozwinag¢ N2R-parkietaz

na catej ptaszczyznie. Ro6wnoleglobok powtarzalnosci zaznaczony jest na czerwono (Rysunek
55).

TYP KOMBINATORYCZNY (3-3)3
[ JEGO ROWNOLEGLOBOK POWTARZALNOSCI

Rysunek 55.
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Ad. f) Okazuje si¢, ze w tym przypadku otrzymujemy typ kombinatoryczny rownowazny
z typem kombinatorycznym w przyktadzie d). Jest tak, poniewaz jesli w przypadku d) przypa-
trzymy si¢ na sposob przylegania ptytek obu rodzajow wzdtuz krawedzi a, to otrzymamy sche-
mat typu kombinatorycznego z obecnego przyktadu f) (Rysunek 56).

a '\\
a
b =\b
b
g F
Y y © L - ¥ 7\\'
v&“ﬂ_ ~ = ,.--’E:

Rysunek 56.

Ad. g) Przypadek ten jest rownowazny do f) zgodnie z Definicjg 6.2 typow kombinatorycznych
réwnowaznych z Rozdziatu 6.

Ad. h) Z tego schematu typu kombinatorycznego nie otrzymamy N2R-parkietazu, poniewaz
przystawiajac klepki obu rodzajow naprzemiennie wokoét jednego wierzchotka, okazuje sie,
ze ptytka o numerze 5 ma inny zwrot strzalek niz wyjsciowa ptytka tego samego rodzaju (Ry-
sunek 57).

Rysunek 57.

Il przypadek.p = q # r.

W trojkacie I rodzaju sa dwa wierzchotki wokot ktérych wystepuje ta sama liczba ptytek
I rodzaju i oznaczmy t¢ liczbe przez p. Natomiast, liczba ptytek I rodzaju wokoét trzeciego
wierzchotka jest inna 1 oznaczymy ja przez r. W zwiazku z tym liczba wierzchotkow parkietazu

wynosi W = % + £ Korzystajac z rOwnania na charakterystyke Eulera oraz przeksztalcajac je
otrzymujemy:
0=W-K+S=2+"-3t+2t,

2
2oty

p T
W ostatniej zaleznosci tatwo zauwazy¢, ze gdyby p = 2, to % = 0, co jest niemozliwe. Po wy-

znaczeniu z rOwnania zmiennej r otrzymujemy r = p%.

e p = 3,wtedy r = 3, co jest sprzeczne z zalozeniem, ze p # r
e p=4,wtedyr=2iq=+4%
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e Qgdyp >4tor= ﬁ = % =1+ ﬁ < 1+ 1 = 2. Codaje sprzeczno$¢ zgodnie z Le-

matem 4.2 jako, ze liczba p powinna by¢ nie mniejsza niz 2.

Podsumowujac, jedyny uktad liczb p, q, r spetniajacych nasze wymaganiatop = 4, q = 4,
r = 2. Oznacza to, ze stopnie tych trzech rodzajow wierzcholtkow parkietazu wynosza odpo-
wiednio 8, 8 i 4. W trojkatnej ptytce drugiego rodzaju stopnie wierzchotkow tez musza wynosié
8, 814. Na Rysunku 58 liczby obok wierzchotkéw oznaczaja liczbe klepek jednego z rodzajow
wokot tego wierzchotka. Wynika to z definicji N2R-parkietazu, ktora méwi o wystepowaniu
klepek na przemian. Z tego tez wzgledu, w dalszych schematycznych rysunkach pracy jako
trojkatne klepki obu rodzajow wezmiemy trojkaty o katach: %ﬂ , %ﬂ i %n, czyli 45°,45°i90°.

W kazdym z dwoch rodzajow trojkatow jest doktadnie jeden bok taczacy wierzchotki stop-
nia 8. Trojkaty te muszg zatem przylega¢ do siebie wzdtuz tych wiasnie bokéw. Tworzac par-
kietaz bedziemy kolejno przystawia¢ boki klepek trojkatnych I rodzaju do bokéow klepek 11
rodzaju. Na Rysunku 58 prezentuja si¢ wszystkie mozliwe sposoby przystawienia ptytek.

a) b) c) d)
4 4 4 4
i - -
+
a b a/ b a b a/ b,
+ - + -
2 & 4 2 < 4 2 c 4 2 c 4
~ N < ~
€) f) 9) h)
4 4 4 4
+ + - -
a b a/ b a/ b a/ b
+ - + -
4 4
2 c< 4 2 c< 4 2 C< 2 C<
Rysunek 58.

Szybko okazuje si¢, ze ponownie nie trzeba rozpatrywaé doktadnie wszystkich o$miu przy-
padkow. Ograniczajac si¢ do wyboru jednej pary typoéw przylegtych krawedzi (Rysunek 59),
wykluczymy od razu trzy typy kombinatoryczne: c), d) oraz przez analogi¢ takze b).

2 c 4
~
Rysunek 59.
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Po przystawieniu klepki I rodzaju, okazuje si¢, ze wierzchotek oznaczony liczbg 2 powinni-
$my przystawi¢ do wierzchotka oznaczonego liczbg 4, co oczywiscie jest sprzeczne i obrazuje
to Rysunek 60.

4 2
4
1 4
N A

1 a 2 b

2 Ce wd
-~ g -
Rysunek 60.

Jest jeszcze inny wybor pary typow przyleglych krawedzi (Rysunek 61), ktory rownie
szybko wyklucza trzy typy kombinatoryczne: ¢), f) i przez analogi¢ takze g).

4
a +
b
2 c 4
~
Rysunek 61.

Ponownie, przystawiajac ptytke I rodzaju o numerze 2 zgodnie z przyjetym typem kombi-
natorycznym, okazuje si¢, ze przystawiamy wierzchotek oznaczony liczbg 2 do wierzchotka
oznaczonego liczba 4, co nie jest mozliwe (Rysunek 62).

*
4 2
4 1 | 2
A : o A
4|2
2 _ \a
~C
Rysunek 62.

Tak wiec pozostaja nam dwa typy kombinatoryczne a) oraz h), dzigki ktorym otrzymamy
réwnolegloboki powtarzalnos$ci prowadzace do prawdziwych N2R-parkietazy.

Ad. a) Przystawiajac ptytki zgodnie z zielong numeracja okazuje si¢, ze plytki o numerze 419

sg obrazem przez translacje wyjsciowej ptytki I rodzaju o numerze 1. Laczac odpowiednie
wierzchotki otrzymujemy réwnoleglobok powtarzalnosci (Rysunek 63).

52



a e Lol A -
N = o A F
9 C c
c - S
0 8
N7 c b 13 -
6 v
— )
5 7
< >
1 2
o 4
apt b /{: ol a =~
N\ N £
F 3O
< >< €<
TYP KOMBINATORYCZNY (3-3)4
1 JEGO ROWNOLEGEOBOK POWTARZALNOSCI

Rysunek 63.

Ad. h) Przystawiajac klepki zgodnie z typem kombinatorycznym odnajdujemy klepki I rodzaju
o numerach 4 19, ktdre sg obrazem przez translacj¢ wyjsciowej klepki I rodzaju. Otrzymujemy

réwnoleglobok powtarzalnosci, ktory rozwija si¢ w N2R-parkietaz catej plaszczyzny (Rysunek
64).

[21]
.
0}
|
o
()
>m
&

TYP KOMBINATORYCZNY (3-3)5
[ JEGO ROWNOLEGLOBOK POWTARZALNOSCI

Rysunek 64.

Il przypadek.p #q, q #1, p # .
Stosujac oznaczenia liczby plytek I rodzaju wokot trzech wierzchotkéw potencjalnie réznych

typow odpowiednio jako p,q ir, otrzymujemy liczbe wierzchotkow rowng W = £+ 2 + ;
Podstawiajgc wyrazenia opisujace liczbe krawedzi 1 liczbe $cian do rdwnania na charaktery-
styke Eulera otrzymamy zaleznos¢ % + 2 + ; = t, czyli: % + é + % = 1 i oznaczymy to ostatnie

roOwnanie jako (*).
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Zalozmy, 7ze p < q <r. Wtedy 1 =%+%+%<%+%+%=§, z czego wynika, ze p < 3.
W zwigzku z tym i zgodnie z Lematem 1 p = 2. Wyznaczajac niewiadomg q z rownania (*)

otrzymujemy, ze q = :Trz
Poniewazp = 2o0razp < q < r,wigc r = 4. Rozwazymy poszczeg6lne przypadki dla wszyst-

kich mozliwo$ci wartosci r, poczawszy od r = 4.

o 1 =4, wtedy q = 4, co jest sprzeczne z zatozeniem, ze r # q (brak rozwigzan),
10 o
e r=5wtedyq= 5 ale g € N (brak rozwigzan),

o gdyr>6toq=—--=222

r—2 r—2
Ale wtedy jest to sprzeczne z zatozeniemp < q <.

=2(1+—2)<2(1+%)=3,Ztegowynika,Zeq = 2.

2
r—

Podsumowujac, jedyny uktad liczb p < q < r speliajacych nasze wymagania to p = 2,
q = 3, r = 6. Czyli stopnie poszczegolnych wierzchotkow klepki I jak i II rodzaju wynosza
odpowiednio 4, 6 i 12. Analogicznie jak w Il przypadku, w schematycznych rysunkach jako

trojkatne klepki obu rodzajow wezmiemy trojkaty o katach: %,%ﬂ i %T’ czyli 90°, 60° i 30°.

Okazuje sie, ze nie jest konieczna analiza wszystkich mozliwych typow kombinatorycz-
nych. Jest tak, poniewaz liczba plytek I rodzaju wokoét poszczegdlnych wierzchotkéw w klep-
kach obu rodzajow wynosi: p = 2, ¢ = 3 ir = 6. Zatem, plytke drugiego rodzaju musimy
przystawi¢ do klepki I rodzaju krawedzia taczaca wierzchotki oznaczone na Rysunku 65 jako
31 6 (co odpowiada oznaczeniom q i r) do krawedzi taczacej wierzchotki oznaczonych tymi
samymi liczbami. Wtedy musimy przystawi¢ ptytke I rodzaju (o zielonym numerze 2) krawe-
dzig taczacg wierzchotki oznaczone jako 2 i 6 i wiemy, ze krawedz ta jest typu a i przystawiona
jest do klepki II rodzaju z zachowaniem orientacji. Nastgpnie przystawiamy znowu ptytke
pierwszego rodzaju do plytki II rodzaju (zielony numer 3) krawedzig laczaca wierzchotki
0 oznaczone liczbami 2 1 3, czyli krawedzig typu c. Zatem otrzymaliSmy ptytke II rodzaju
o numerze 1 1 mozemy wywnioskowac z niej schemat typu kombinatorycznego.

Rysunek 65.

Powyzsza analiza prowadzi do jednego poprawnego schematu typu kombinatorycznego
(Rysunek 66), dzigki ktoremu otrzymamy rownoleglobok powtarzalnosci (Rysunek 67). Za-
wiera on duzg liczbe klepek, dlatego nie zaznaczatam w nim kolejnos$ci przystawiania, aby nie
popsu¢ czytelnosci.
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Rysunek 67.

Para typdw symetrii (32) — (32)

Kazda z dwdch rodzajow ptytek ma w tym przypadku doktadnie jedng krawedz symetryczng
w zwiazku z tym obie plytki maja potencjalnie dwa typy wierzchotkéw: A oraz B. Rysujac
schematy potencjalnych typow kombinatorycznych, klepki bedziemy przystawia¢ symetrycz-
nymi krawedziami, tak jak tego wymaga jeden z dwoch warunkéw regularnosci dla N2R-par-
kietazy (patrz Definicja 3.10). Oznaczmy liczbe klepek I rodzaju wystepujacych wokot wierz-
chotkow poszczegdlnych dwoch rodzajow odpowiednio przez p i q, przyczym niech p oznacza
liczbe klepek I rodzaju przy wierzchotkach krawedzi symetrycznych.

| przypadek. p = g
Wtedy liczba wszystkich wierzchotkow wynosi: W = %. Analogicznie jak w podpunkcie

(31) — (31) dla pierwszego przypadku z rownania na charakterystyke Eulera otrzymujemy,
ze p =q = 3. W zwiazku z tym, ze krawedz typu b w plytce I rodzaju jest symetryczna,
to krawedzie typu a sg symetryczne wzgledem osi symetrii krawedzi b. Tak jest rowniez
w plytce Il rodzaju. Dzigki temu otrzymujemy dwa przypadki (Rysunek 68), z ktorych po-
wstang N2R-parkietaze (Rysunki 69 i 70).
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Rysunek 68.
Ad. a)
TYP KOMBINATORYCZNY (3-3)7
1 JEGO ROWNOLEGELOBOK POWTARZALNOSCI
Rysunek 69.
Ad. b)

TYP KOMBINATORYCZNY (3-3)s
1 JEGO ROWNOLEGLOBOK POWTARZALNOSCI

Rysunek 70.

Il przypadek. p # q
Liczba wierzchotkéw N2R-parkietazu wynosi wtedy W = %-&-2 . Sytuacja ta prowadzi

do réwnania znanego nam juz z Il przypadku podpunktu (31) — (31) i otrzymujemy zatem p = 4
i g = 2. Plytki przystawiamy symetrycznymi kraw¢dziami i podobnie jak w poprzednim Przy-
padku I, otrzymujemy jedynie dwa sposoby przystawienia ptytek (Rysunek 71).
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b)

Rysunek 71.

Ad. a) Przystawiajac ptytki zgodnie z zielong numeracja, okazuje sie¢, ze ptytki o numerze 4 1 9
sg obrazem przez translacje wyjsciowej plytki I rodzaju o numerze 1. Laczac odpowiednie
wierzchotki otrzymujemy rownoleglobok powtarzalnosci (Rysunek 72).

1 Vi \,? 4
&z >a <;
TYP KOMBINATORYCZNY (3-3)9

I JEGO ROWNOLEGLOBOK POWTARZALNOSCI

Rysunek 72.

Ad. b) Po probie przystawienia ptytki o numerze 2 okazuje sig¢, ze stopnie w wierzchotkach
potencjalnego parkietazu nie sg rowne. Dlatego nie otrzymamy rownolegtoboku podstawo-
wego z tego sposobu przystawienia ptytek (Rysunek 73).

Rysunek 73.
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Para typow symetrii (33) — (33)

Ptytki maja jeden typ wierzchotka: A. Oznaczmy zatem przez p liczbe plytek I rodzaju wo-
kot dowolnego wierzchotka potencjalnego N2R-parkietazu o takich ptytkach. Wtedy liczba

wszystkich wierzchotkéw wynosi: W = %. Analogicznie jak w podpunkcie (31) — (31) przy-
padku pierwszego otrzymujemy p = 3. Obie ptytki posiadaja symetrie obrotowe o wielokrot-

nos¢ kata 120° wokot $rodka trojkata. Przystawienie ptytki II rodzaju daje nam ten sam zwrot
strzatek. Prowadzi to do jednego typu kombinatorycznego (Rysunek 74).

- "
SW

TYP KOMBINATORYCZNY (3-3)10
1 JEGO ROWNOLEGLOBOK POWTARZALNOSCI

Rysunek 74.
Para typow symetrii (34) — (34)

Podobnie jak w poprzedniej sytuacji plytki majg jeden typ wierzchotka: A. W przypadku
tym da si¢ stworzy¢ tylko jeden N2R-parkietaz, poniewaz wszystkie krawedzie ptytek sg sy-
metryczne (Rysunek 75).

TYP KOMBINATORYCZNY (3-3)11
1 JEGO ROWNOLEGLOBOK POWTARZALNOSCI

Rysunek 75.

Podsumowujac, jedynie z jedenastu schematoéw typow kombinatorycznych przystawiania
klepek trojkatnych mozna uzyska¢ NZ2R-parkietaze. Podsumowujac, przedstawimy teraz
wszystkie typy kombinatoryczne razem z fragmentami N2R-parkietazy i z zaznaczeniem poje-
dynczego rownolegtoboku powtarzalnosci. W przypadku, gdy dany typ kombinatoryczny N2R-
parkietazu zostat wykorzystany przez Mauritsa Eschera w jednej z jego kompozycji, dotagczymy
takze ilustracje takiej kompozycji.
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Numer Typ kombinatoryczny N2R-parkiectaz
(3-3)11

i

8.3 Para 4-kat — 4-kat

Postugujac si¢ informacjami zawartymi w Rozdziale 5.2, przygladnijmy si¢ liczbom typow
krawedzi symetrycznych i niesymetrycznych w klepkach 4-katnych o poszczegoélnych typach
symetrii:

Typ symetrii: (41) (42) (43) (42) (45) (46) (47) (4s)
Liczba krawedzi symetrycznych: 0 1 0 2 0 0 2 0
Liczba krawedzi niesymetrycznych: 1 0 2 1 2 4 0 1

Zgodnie z Obserwacja 5.4, jedyne potencjalne pary typéw symetrii klepek 4-katnych obu
rodzajow, z ktérych mozna zbudowac¢ N2R-parkietaz to:

(41) — (41): A 2 A A 2 A
a A f\ ‘ : va a A %% va
A < A A < A
(42) — (42): A a A A a A
a f\a a/\ .

v v
A <> A R - A
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43) — (43): b
(43) - (43) A 3 B A b B
al Z Va al S va
. < !
B b A B <b A
44) — (44):
(49) - (49 ae b A A b,
al A Mha ah T Aa
B <= B B* <> B
C o
4s) — :
(4s) — (4s) B <° A g < A
anf /< Ab al v Ab
At < - <<
b C A b C
(46) — (de): b
A, > B A, £ B
an F vec aA G e
D+ < - <
d © P d ¢
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(47) — (47): A b A A b A

Ai <g> A At <B> A
(48) — (49): A <2 B A <° B
ap va ap + va
B* > B+

a A >a A
(41) — (4e): A 3 A A <° B
ah va aa va

A* < B* >
=] A a A

43) — (4s): a b
(43) — (4s) B < A A - B

At < B * < A
b C b
Rysunek 76.
Podobnie jak w przypadku pary 3-kat — 3-kat, w celu rozréznienia klepki I rodzaju od klepki
II rodzaju w parach klepek tego samego typu symetrii w drugiej ptytce umieszczono inny sym-
bol reprezentujacy dany typ symetrii.
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Lemat 8.2. Wszystkie wierzchotki N2R-parkietazu zbudowanego z obu ptytek czworokgtnych
majq stopien 4.

Dowdd Lematu 8.2.

Rozwazmy parkietaz indukowany na torusie z potencjalnego N2R-parkietazu. Zatézmy,
ze w parkietazu tym jest t czworokatow I rodzaju i s czworokatéw Il rodzaju. Liczba krawedzi
wynosi zatem K = 4t = 4s a z tego z kolei wynika, ze s = t. Natomiast liczba $cian to
S =t +s = 2t. Zgodnie z Lematem 1, W < 2. Rownos¢ zachodzi tylko wiedy, gdy do kaz-
dego wierzchotka przylegaja doktadnie dwa 4-katy kazdego z rodzajow. Z drugiej strony,
z charakterystyki Eulera wida¢, ze: 0 =W — K + S =W — 4t + 2t = W — 2t. Zatem otrzy-
mujemy W = 2t. Skoro liczba wierzchotkow jest rowna 2t, to znaczy, ze wokot jednego wierz-
chotka sg doktadnie dwa czworokaty I rodzaju i dwa czworokaty II rodzaju, wystepujace na
przemian. To za$ oznacza, ze kazdy wierzchotek ma stopien 4. o

Wypiszemy teraz wszystkie schematy typéw kombinatorycznych 1 nast¢pnie sprawdzimy,
czy prowadza one do N2R-parkietazy.

Para typow symetrii (41) — (41)

W tym przypadku otrzymujemy tylko jedng mozliwo$¢ przystawienia ptytek, poniewaz obie
ptytki maja typ symetrii obrotowej i jej symetriami sa obroty o wielokrotnosci kata 90°.
Otrzymujemy prawdziwy typ kombinatoryczny, ktory przedstawiony jest na Rysunku 77.

NE N4
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1 1
a % a
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TYP KOMBINATORYCZNY (4-4)1
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Rysunek 77.

Para typow symetrii (42) — (42)

W zwiazku z tym, ze klepki obu rodzajow majg wszystkie krawedzie symetryczne, tego
samego typu, to otrzymujemy jeden typ kombinatoryczny, a z niego N2R-parkietaz przedsta-
wiony na Rysunku 78.
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TYP KOMBINATORYCZNY (4-4),
1 JEGO ROWNOLEGLOBOK POWTARZALNOSCI
Rysunek 78.

Para typow symetrii (43) — (43)

Przystawiajac ptytki obu rodzajow wzdtuz krawedzi o typie a otrzymujemy dwa poten-
cjalne typy kombinatoryczne. Wiemy, ze obie ptytki majg typ symetrii obrotowej, wigc nalezy

rozpatrze¢ tylko dwa przypadki (Rysunek 79), ktére prowadza do N2R-parkietazy (Rysunek 80
I Rysunek 81).

a) + b) —
h f_“'\_ R h f’_"‘\- -
d da
2 v 8 3 v d
b b
Rysunek 79.
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Rysunek 80.
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Rysunek 81.

Para typow symetrii (44) — (44)

Obie plytki przystawiamy wzdtuz krawedzi symetrycznych. Wiemy, ze dwie niesyme-
tryczne krawedzie w kazdej z obu klepek sa tego samego typu (poniewaz obie klepki maja typ
symetrii kalejdoskopowej D, ), wiec otrzymujemy dwa potencjalne schematy typéw kombina-

torycznych (Rysunek 82).

a)

Okazuje si¢, ze oba schematy typéw kombinatorycznych przedstawionych na Rysunkach 83 i
84 prowadza do N2R-parkietazy catej ptaszczyzny.

a)

b)

Rysunek 82.

> &
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c I; b e
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Rysunek 83.
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Rysunek 84.

Para typow symetrii (4s) — (4s)

W tym przypadku ptytki obu rodzajow maja typ symetrii kalejdoskopowej i osig symetrii
kazdej z klepek jest jedna przekatna czworokata. Przystawiamy klepki wzdhuz krawedzi typu b
1 otrzymujemy dwa mozliwe potozenia klepki II rodzaju. Wystarczy dokona¢ analizy jednego
typu kombinatorycznego, poniewaz potozenie klepki Il rodzaju zalezy od poczatkowego przy-
stawienia klepek wzdtuz krawedzi typu b, raz z dodatnia orientacjg (lewa ilustracja Rysunku
85), a raz z ujemng orientacjg (prawa ilustracja Rysunku 85).

a, R VU 9
a a
A //\ ; /< ;
be 1 b . be
Rysunek 85.

Ostatecznie otrzymujemy dwa potencjalne typy kombinatoryczne (Rysunek 86).

a) b)
% 55 S
a b a a b a
be >b 1 be L %
Rysunek 86.

Ad. a) Przystawiajac ptytki zgodnie z numeracja oznaczong kolorem zielonym otrzymujemy
rownolegtobok powtarzalnosci, a z niego N2R-parkietaz catej ptaszczyzny (Rysunek 87)
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Rysunek 87.

Ad. b) Przystawiajac ptytki zgodnie z numeracja oznaczong kolorem zielonym otrzymujemy
rownolegtobok powtarzalnos$ci, a z niego N2R-parkietaz catej plaszczyzny (Rysunek 88).
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TYP KOMBINATORYCZNY (4-4)s
[ JEGO ROWNOLEGLOBOK POWTARZALNOSCI

AN

Rysunek 88.
Para typow symetrii (46) — (46)

W tym przypadku Klepki obu rodzajow majg niesymetryczne krawedzie potencjalnie roz-
nych typow. Przystawiamy klepki wzdtuz jednej z krawedzi, a nastgpnie mamy 3! mozliwos$ci
przystawienia trzech krawedzi plytki pierwszego rodzaju do trzech krawedzi ptytki II rodzaju.
Kazde z tych przystawien moze by¢ zwigzane z dodatnia, albo ujemng orientacjg przystawianej
ptytki. Daje to nam 23 - 3! sposobow przystawien klepek obu rodzajow, czyli 48 potencjalnych
typow kombinatorycznych.

Na Rysunku 89 przedstawione sg wszystkie schematy tych czterdziestu o§miu typéw kom-
binatorycznych.
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Rysunek 89.

Rozpatrzenie wszystkich schematoéw z osobna byloby pracochtonne, wigc zaczetam zasta-
nawia¢ si¢ nad catymi grupami diagraméw, ktére mozna wykluczy¢ wspdlnym argumentem.
Okazuje sig, ze tatwo mozna to zrobi¢. Jedna para przylegtych typoéw krawedzi, ktora wyklucza
osiem przypadkow (a wraz z analogicznymi symetrycznymi nawet 24) zilustrowana jest na

Rysunku 90.
>- /

Rysunek 90.

Przystawiajac wyjsciowe klepki zaznaczone zielonym numerem 1, a nastepnie klepke I ro-
dzaju (numer 2) zgodnie ze schematem typu kombinatorycznego, okazuje si¢, ze ptytka II ro-
dzaju (numer 3) powinna mie¢ dwie krawedzie typu b. Daje nam to sprzeczno$¢, poniewaz
klepka o typie symetrii (46) posiada wszystkie krawedzie o réznych typach (Rysunek 91).

<
b
3 2 d
a
&/
C
a 1 1
d
Rysunek 91.
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Para przylegtych typow krawedzi przedstawiona na Rysunku 90 wyklucza wszystkie
schematy typoéw kombinatorycznych, ktére zawieraja ten sposob przylegania, a takze analo-
giczne symetryczne schematy. Sg to typy o numerach: 9, 10, 11, 14, 15, 16, 25, 26, 27, 28, 31,
32, 33, 35, 36, 37, 38, 39, 41, 42, 43, 44, 46, 47.

Kolejny wybor pary przylegtych krawedzi (Rysunek 92) wyklucza inne cztery schematy
typow kombinatorycznych: 19, 20, 22 oraz 23.

b

c

e

Rysunek 92.

Zgodnie z Rysunkem 93, przystawiamy klepki I rodzaju (numer 2) do klepki wyjsciowej
I rodzaju, zgodnie wyborem pary przylegtych krawedzi. Nastepnie do krawedzi typu ¢ Klepki
I rodzaju dostawiamy klepke II rodzaju (numer 3) oraz ponownie klepke I rodzaju (numer 4)
do krawedzi typu d ptytki 3. Okazuje sig, ze plytka Il rodzaju powinna mie¢ wtedy dwie kra-
wedzie typu ¢, CO jest sprzeczne z jej typem symetrii.

b
2
d
b b
d d
b
2 3
d
Rysunek 93.

Kolejny wybor pary przyleglych krawedzi wyklucza trzy typy kombinatoryczne, ktore za-
wieraja ten sposob przylegania (Rysunek 94). Sa to typy 3, 5 oraz 6.

/"—F—_\

c
a

Rysunek 94.

Na poczatek, zgodnie z Rysunkiem 95, przystawiamy klepki I rodzaju o numerze 2 do wyj-
sciowej klepki Il rodzaju wedtug wyboru pary przylegtych krawedzi, a nastgpnie klepki o nu-
merach 3 i 4. Szybko okazuje si¢, ze wyjsciowa klepka II rodzaju musiataby mie¢ dwie krawe-
dzie jednakowego typu d, co jest sprzeczne z typem symetrii klepki.
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Rysunek 95.

Nastepny wybor pary przylegtych krawedzi (Rysunek 96) wyklucza dwa diagramy sposrod
tych, ktore nie zostaly jeszcze odrzucone: 29 i 45.

Rysunek 96.

Przystawiajac klepki zgodnie z numeracja zaznaczong na zielono, okazuje sie, ze klepka II
rodzaju (numer 3) powinna mie¢ dwie krawedzie tego samego typu a (Rysunek 97).

b
2 [ 3
° o >
1 4 1y 2
d C
Rysunek 97.

Kolejne dwa schematy typoéw kombinatorycznych (13 i 40) sg symetryczne, a wigc, zgodnie
z Definicjg 6.2, opisuja rownowazne typy kombinatoryczne (Rysunki 98 1 99). Okazuje sig,
ze schematy te takze mozemy wykluczyc¢.

b b

I S A ol

d

Rysunek 99. Rysunek 98.
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Przystawiamy do ptytki II rodzaju, zgodnie ze schematem typu kombinatorycznego, ptytki
I rodzaju (numer 2) i okazuje si¢, ze chcac przystawié ptytki Il rodzaju otrzymujemy sprzecz-
nos¢ z wyjsciowa klepka II rodzaju (Rysunek 100).
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ey N

Rysunek 100.

Ostatni schemat, ktory rowniez mozna wykluczy¢, to schemat typu kombinatorycznego
o numerze 18 (Rysunek 101).

b’

o
S
>7L

Rysunek 101.

Przystawiajac ptytki zgodnie z numeracja oznaczong na zielono na Rysunku 102, okazuje
sig, ze plytki Il rodzaju, ktore powinny przylega¢ na przemian z klepkami I rodzaju majg inny
zwrot strzatek (oznaczono czerwonymi petlami) niz wyjsciowa klepka Il rodzaju o numerze 1.

N o
5
o
" N

Rysunek 102.

Takim oto sposobem wykluczyli§my szybko az 36 schematow potencjalnych typéw kom-
binatorycznych, z ktérych nie mozna uzyska¢ N2R-parkietazy. Pozostale typy kombinato-
ryczne (jest ich 12) przedstawione na Rysunku 103, prowadza do N2R-parkietazy calej ptasz-
czyzny i przedstawig¢ teraz ich rownolegloboki powtarzalno$ci oraz fragmenty tych parkietazy.
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1) + 8) 24)

2) + 12) + 30)
/—’_—\ e 2 ¢ </ N%
4) 17) 34)

Rysunek 103.

Z Rozdziatu 6, ktory definiuje typ kombinatoryczny, wiemy, ze symetryczne schematy opi-
suja ten sam typ kombinatoryczny. W tym przypadku, symetryczne schematy to: 417, 12 1 34,
30148. W takim razie, w kazdej parze mozemy rozpatrze¢ po jednym przypadku, co daje nam
9 typow kombinatorycznych. Jednakze, okazuje si¢, ze rowniez sposrod tych dziewigciu N2R-
parkietazy plaszczyzny mozna znalez¢ takie, ktore majg ten sam typ kombinatoryczny. N2R-
parkietaze pochodzace od schematow 2, 4 1 21 maja ten sam typ kombinatoryczny (Rysunek
104), jak i rowniez 8 i 24 maja ten sam typ kombinatoryczny (Rysunek 105). Pozostawimy
czytelnikowi doktadniejsze uzasadnienie tych obserwacji.
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Rysunek 104. Parkietaze pochodzqce od schematow 2), 4) i 21) o jednakowym typie parkietazy

b

(Y]

d
Rysunek 105. Parkietaze pochodzqce od schematéw 8) i 24) o jednakowym typie parkietazy




Podsumowujac, pozostaje nam 6 rdznych typéw kombinatorycznych dla N2R-parkietazy
z klepkami o typach symetrii (46) — (46) (Rysunki od 106 do 111).

Ad. 1)
b b b
4 d d d
D+ 4 ¢ D -
3|2
b N,
b b
F'i'G | F
d d d
TYP KOMBINATORYCZNY (4-4)9
[ JEGO ROWNOLEGLOBOK POWTARZALNOSCI
Rysunek 106.
Ad. 2)
b b d d b
- F § 6 E 4 e o F
7
b
d d b d
S i Yy @ F 1 1 o
3 |2 4 6
b b d d b
1 (1 2 5 7
- F ¥ 6 E 4 e P F 3
d d h b d

TYP KOMBINATORYCZNY (4-4)10
[ JEGO ROWNOLEGEOBOK POWTARZALNOSCI

Rysunek 107.
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Ad. 8)

TYP KOMBINATORYCZNY (4-4)11
1 JEGO ROWNOLEGEOBOK POWTARZALNOSCI

Rysunek 108.

Ad. 12)
° - ¢ c” b
° F \ G F - bf\ (o] al F °|/
R 9 10 11 12
a b - d 9 Ac :| a b_
7 6 5 |2 5
< /c \\h <b 1'0 .
1|1 2

a

TYP KOMBINATORYCZNY (4-4)12
[ JEGO ROWNOLEGLOBOK POWTARZALNOSCI

Rysunek 109.
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Ad. 17)

Ad. 48)
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b d b

TYP KOMBINATORYCZNY (4-4)13
| JEGO ROWNOLEGEOBOK POWTARZALNOSCI

Rysunek 110.
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TYP KOMBINATORYCZNY (4-4)14
1 JEGO ROWNOLEGEOBOK POWTARZALNOSCI

Rysunek 111.
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Para typow symetrii (47) — (47)

Przystawiamy Kklepki obu rodzajow symetrycznymi krawe¢dziami i otrzymujemy jeden typ
kombinatoryczny, a z niego N2R-parkietaz calej ptaszczyzny (Rysunek 112).

b b
3 2
| X ° H °
b b

alHalxﬂ

TYP KOMBINATORYCZNY (4-4)15
1 JEGO ROWNOLEGEOBOK POWTARZALNOSCI

Rysunek 112.

Para typow symetrii (4g) — (4s)

Przystawiamy klepki obu rodzajow jedng z krawedzi tego samego typu i otrzymujemy jeden
typ kombinatoryczny. Jest tak, poniewaz symetriami klepki sa osie symetrii wzdhuz obu prze-
katnych. W ten sposob otrzymujemy N2R-parkietaz (Rysunek 113).
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TYP KOMBINATORYCZNY (4-4)16
1JEGO ROWNOLEGLOBOK POWTARZALNOSCI

Rysunek 113.



Para typow symetrii (41) — (4g)

Kolejny przypadek znowu prowadzi do jednego typu kombinatorycznego. Osie symetrii
klepki II rodzaju przeksztatcajg jedng z krawedzi na pozostate trzy krawedzie. Otrzymujemy

kolejny réwnoleglobok powtarzalnosci, a z niego N2R-parkietaz catej ptaszczyzny (Rysunek
114).

a_- a‘<
TYP KOMBINATORYCZNY (4-4)17
[ JEGO ROWNOLEGLOBOK POWTARZALNOSCI

Rysunek 114.
Para typow symetrii (43) — (4s)

Ptytka II rodzaju ma typ symetrii kalejdoskopowej, czyli jej osig symetrii jest jedna z prze-
katnych czworokata. W zwiagzku z tym mozemy od razu na rysunku zaznaczy¢ odbitg krawedz
typu a, co daje nam dwa przypadki (Rysunek 115). Analogicznie jak w przypadku pary typow
symetrii (4s) — (4s), te typy kombinatoryczne sg rownowazne, gdyz klepki na poczatku przysta-
wione sg raz wzdhuiz krawedzi typu a z dodatnig orientacja (lewy rysunek), a raz z ujemna
(prawy rysunek).

>h > >b
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\ \
ALy A I A \(
°< b< <,
Rysunek 115.

Pozostate dwie krawedzie sg tego samego typu b, wigc mamy dwa potencjalne typy kombina-
toryczne.
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Rysunek 116.
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Ad. a) Pierwszej mozliwo$ci Rysunku 116 nie da si¢ rozwing¢ do N2R-parkietazu, co obrazuje
ilustracja z Rysunku 117. Przystawiajac klepki zgodnie z zielong numeracja, okazuje sie,
ze klepka I rodzaju oznaczona zielonym numerem 3 ma dwie sgsiednie krawedzie typu a,
co jest sprzeczne z wyj$ciowa klepka tego samego typu.

a
oz~
=

"
N

Rysunek 117.

Ad. b) Przystawiajac klepki zgodnie z drugim typem kombinatorycznym otrzymujemy row-
nolegtobok powtarzalnosci, a z niego prawdziwy N2R-parkietaz (Rysunek 118).
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TYP KOMBINATORYCZNY (4-4)15
1 JEGO ROWNOLEGELOBOK POWTARZALNOSCI

Rysunek 118.

Podsumowujac, jedynie z osiemnastu schematow typow kombinatorycznych przystawiania
klepek 4-katnych do klepek 4-katnych mozna uzyska¢ N2R-parkietaze calej ptaszczyzny.
Przedstawimy teraz wszystkie prawidlowe typy kombinatoryczne razem z fragmentami N2R-
parkietazy wraz z zaznaczeniem pojedynczego rownolegloboku powtarzalnosci. W przypadku,
gdy dany typ kombinatoryczny pojawil si¢ wéréd kompozycji Mauritsa Eschera, dotaczymy
rowniez ilustracje takiej przyktadowej kompozycji.
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Typ kombinatoryczny
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9 Lista typow kombinatorycznych N2R-
parkietazy

Przedostatni z rozdziatow tej pracy dotyczy podsumowania wszystkich parkietazy omawia-
nej przeze mnie klasy parkietazy. Po pracochtonnych obliczeniach, uzyskatam 37 réznych ty-
poéw kombinatorycznych. Umiescitam je w ponizszej tabeli wraz z przyjeta numeracja oraz

z utworzonych z nich fragmentami N2R-parkietazy ptaszczyzny.
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Numer Typ kombinatoryczny N2R-parkiectaz
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10 N2R-parkietaze Eschera i ich typy
kombinatoryczne

Jak juz wspomnialam we wstepie pracy, holenderski grafik M. C. Escher migdzy innymi
tworzyl kompozycje bedace regularnymi parkietazami ptaszczyzny. Udato mi si¢ znalez¢ 58
takich parkietazy ,,escherowskich”, a wsrdd nich jest 36, ktore kwalifikujg si¢ jako N2R-par-
kietaze. Grafik stworzyt mozaiki jedynie dla pary 4-kat 1 4-kat (30 parkietazy) oraz dla pary 3-
kat 1 3-kat (pozostale 6 parkietazy). Nie znalaztam wsrod jego kompozycji bedacych N2R-par-
kietazami zadnej, ktora odpowiadataby parze 3-kat 1 6-kat. Najwiecej parkietazy utworzyt dla
typu kombinatorycznego (4-4)12. Doktadna liczba typoéw kombinatorycznych wykorzystanych
przez Eschera to 12. Ponizej na Rysunkach od 119 do 130 prezentuj¢ wszystkie kompozycje
Eschera bedace N2R-parkietazami ze wskazaniem ich typoéw kombinatorycznych. Wszystkie
reprodukcje znajdujg si¢ na stronie internetowej Fundacji Eschera [3].

Typ kombinatoryczny (3-3)::
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Rysunek 119
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Typ kombinatoryczny (3-3):
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Typ kombinatoryczny (3-3)7:

Rysunek 122
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Typ kombinatoryczny (4-4)s:

[£22

Typ kombinatoryczny (4-4)s:

18N SN
) 9§
N NN
1aN 1SN 1S

Rysunek 124

Typ kombinatoryczny (4-4)s:
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Typ kombinatoryczny (4-4)10:
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Typ kombinatoryczny (4-4)11:
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Typ kombinatoryczny (4-4)13:
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Rysunek 130

Escher preferowat typy parkietazy, w ktorych oba rodzaje ptytek sg niesymetryczne. Jedyne
przyktady jego kompozycji, w ktérych ptytki majg symetrie wlasne, to te z Rysunku 122
(typ (3-3)7), z Rysunku 123 (typ (4-4)s) oraz z Rysunku 124 (typ (4-4)s). Escher zrealizowat
wszystkie typy parkietazy, w ktorych obie plytki sg 4-katne i1 nie majg symetrii wiasnych. Sa to
typy o numerach: (4-4)o, (4-4)10, (4-4)11, (4-4)12, (4-4)131 (4-4)14. Natomiast, wsrod typow parkie-
tazy, w ktorych obie ptytki sg 3-katne i1 obie ptytki nie posiadajg symetrii wtasnych, nie zreali-
zowal typow: (3-3)s, (3-3)s oraz (3-3)s.
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Rysunek 131 przedstawia N2R-parkietaz o typie kombinatorycznym (3-3)4, ktorego Escher
migdzy innymi nie zdotat zrealizowaé. Utworzony zostal wlasnorgcznie w programie Paint,
natomiast jedna z ptytek parkietazu zostata wykorzystana z parkietazu Eschera o typie kombi-
natorycznym (3-3)2. Pozostawimy czytelnikowi mozliwo$¢ stworzenia wiasnych kompozycji
innych typow parkietazy, ktorych grafik nie zrealizowat.
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Rysunek 131. N2R-parkietaz o typie kombinatorycznym (3-3)a
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