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Wstep

Niniejsza praca dotyczy klasyfikacji parkietazy izotoksalnych o niesymetrycznych
krawedziach. Definicja tej klasy parietazy znajduje sie w Rozdziale 1 (patrz Definicje
91 10). W tej pracy zostaly zbadane i sklasyfikowane typy kombinatoryczne, ktére
wystepuja wérod izotoksalnych parkietazy o niesymetrycznych krawedziach. Rezul-
tat ten nie jest catkiem nowy, gdyz zostal sformutowany w Rozdziale 6.4 ksiazki
Grunbauma i Shepharda [1]. W pracy [1] autorzy jedynie szkicuja dowod tego rezul-
tatu i odwotujg sie przy tym do dosy¢ zaawansowanych poje¢ i metod opisanych w tej
samej ksigzce. Dowod przedstawiony w niniejszej pracy magisterskiej jest zupetnie
inny i nowy, a jego cecha jest uzycie jedynie elementarnych metod i srodkdw.

Praca zostata napisana w sposob przystepny, elementarny i zrozumiaty dla czy-
telnika, ktéry interesuje sie matematyka, ale niekoniecznie jg studiuje. Moze by¢
lekturg dla uczniow szkot ponadpodstawowych, jak rowniez studentow kierunkow
Scistych.

W pierwszym rozdziale zajmiemy si¢ najpierw podstawowymi definicjami, ktore
pozniej beda moglty pomoéce czytelnikowi lepiej zrozumie¢ kolejne omawiane zagad-
nienia. P6zniej, w kolejnych podrozdziatach, bedg omawiane rézne pojecia, fakty
i lematy, ktére beda wykorzystywane w Rozdziale 2, podczas analizy typéw kom-
binatorycznych parkietazy izotoksalnych o niesymetrycznych krawedziach. Bardzo
waznym pojeciem bedzie pojecie symbolu, ktore bedzie odgrywato gtéwna role pod-
czas klasyfikacji parkietazy izotoksalnych o niesymetrycznych krawedziach. Ta kla-
syfikacja sfinalizuje si¢ w rozdziale trzecim, w ktérym to wczesniej rozpatrywane
potencjalne typy kombinatoryczne zostana poparte konkretnymi przyktadami. Ca-
tos¢ pracy zakonczy twierdzenie, ktore okaze sie by¢ wynikiem niniejszej pracy.

Rysunki, ktore powstaly w pierwszym rozdziale zostaty w wigkszosci przygoto-
wane samodzielnie, niektére z nich zostaly zaczerpniete z dziet Eschera [5]. Z ko-
lei wszystkie przyktady parkietazy izotoksalnych o niesymetrycznych krawedziach
w rozdziale trzecim w calosci zostaly zaczerpniete z ksiazki [1]. Podstawowe defini-
cje z pierwszego rozdziatu zostaly zaczerpniete z pracy magisterskiej [3], a inspiracja
do znajdowania rozwiazan réwnan matematycznych podczas wspomnianej klasyfi-
kacji byla praca licencjacka [2].

Cata praca zostala napisana tak, by czytelnik nie miat potrzeby odwotywania sie
do innych Zrédet. Wszystkie tresci i dowody, ktore znalazty sie w tej pracy sa owoca-
mi pracy autorki, wspartej fachows pomoca, ogromnym do$wiadczeniem i cennymi
radami opickuna tej pracy, prof. dr hab. Jacka Swiatkowskiego.






1 Charakterystyka parkietazy izotoksalnych o nie-
symetrycznych krawedziach

1.1 Podstawowe pojecia dotyczace parkietazy

W tym podrozdziale wprowadzimy podstawowe definicje. Zostaly one zaczerp-
niete z pracy [3]. Z kolei Rysunki 1 — 3 sa zaczerpniete z dziel Eschera [5].

Definicja 1. Parkietazem nazywamy pokrycie plaszczyzny pewnymi figurami,
zwanymi klepkami, Scisle do siebie przylegajacymi i nie zachodzacymi na siebie.

Definicja wyklucza mozliwo$é¢ powstawania dziur miedzy klepkami.

Definicja 2. Klepka to figura na ptaszczyznie, ograniczona zamknieta linia bez
samoprzecie¢; linie te nazywaé bedziemy brzegiem klepki.

Klepki czesto bedziemy nazywaé¢ plytkami parkietazu.

klepka parkietazu

Tt - P 2

Rysunek 1: Klepka parkietazu.

Definicja 3. Wierzchotek parkietazu to punkt, w ktérym stykaja sie co najmniej
trzy przylegajace do siebie ptytki.

wierzchotek parkietazu
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Rysunek 2: Wierzchotek parkietazu.



Definicja 4. Krawedz parkietazu to fragment brzegu ptytki pomiedzy dwoma
kolejnymi wierzchotkami parkietazu.

krawed? parkietazu

Rysunek 3: Krawedz parkietazu.

Definicja 5. Plytki przylegte to ptytki majace wspolng krawedz.

Definicja 6. Stopien plytki to liczba wierzchotkéow parkietazu nalezacych do da-
nej phytki.

Definicja 7. Stopien wierzchotka to liczba plytek wystepujacych wokét tego
wierzchotka.

Definicja 8. Parkietaz zwyczajny to parkietaz, w ktorym kazda ptytka ma sto-
piefi wiekszy lub réwny 3 oraz czes¢ wspélna dwéch dowolnych ptytek (o ile sie
przecinaja) to albo pojedynczy wierzcholek parkietazu, albo pojedyncza krawedz.

Definicja 9. Izotoksalnym parkietazem nazywamy parkietaz zwyczajny, ktory
ma wszystkie krawedzie jednakowo potozone wzgledem catego parkietazu. Oznacza
to, ze symetrie parkietazu sa tranzytywne na jego krawedziach.

W niniejszej pracy bedziemy zajmowac sie izotoksalnymi parkietazami o niesy-
metrycznych krawedziach.

Definicja 10. Izotoksalnym parkietazem o niesymetrycznych krawedziach na-
zywamy taki parkietaz izotoksalny, ze dla kazdych dwoéch krawedzi parkietazu ist-
nieje doktadnie jedna symetria parkietazu przeprowadzajaca jedng z tych krawedzi
na druga. W szczegdlnosci, jedyna symetria parkietazu przeprowadzajaca dowolng
krawedz na sama siebie jest symetria tozsamosciowa.

W dalszej czedci pracy wszystkie parkietaze beda parkietazami izotoksalnymi
o niesymetrycznych krawedziach.



1.2 Pojecie flagi oraz typow flag

Wprowadze teraz pojecie flagi, aby utatwi¢ zrozumienie nastepnych pojec.

Definicja 11. Flagg parkietazu nazywamy trojke sktadajaca sie z wierzchotka,
krawedzi, ktéra zawiera ten wierzchotek i ptytki, ktéra przylega do danej krawedzi.
Flage F' bedziemy oznaczali:

F = (w’ k7p)7

gdzie w — wierzchotek, k — krawedz, ktéra zawiera ten wierzchotek, p — ptytka, ktéra
przylega do tej krawedzi.

Przyktad 12. Przyklad flagi F' = (w, k, p) oznaczonej symbolem (e).

Rysunek 4: Przyktad flagi.

Na rysunkach, flagi mozna oznaczaé symbolem (e), ktérego potozenie jednoznacz-
nie definiuje wierzchotek, krawedz, ktéra zawiera ten wierzchotek i ptytke, ktéra
przylega do tej krawedzi.

Na Rysunku 5 pokazano wiele flag, ktére moga wystepowaé w parkietazu. Kazda
z flag oznaczona symbolem (o) lezy przy zadanym wierzchotku, krawedzi, ktora
zawiera ten wierzchotek oraz lezy w ptytce, ktéra przylega do tej krawedzi.

Rysunek 5: Flagi w parkietazu.

Rozrézniamy rozne rodzaje flag:

a) flagi lezace przy krawedzi k — sa to flagi, w ktérej wystepuje zadana kra-
wedz k
Przy jednej krawedzi wystepuja 4 flagi: Fy = (wy,k,p1), Fo = (wq,k,p2),
F3 = (wo, k,p2), Fy = (wa, k, p1). Te sytuacje przedstawia Rysunek 6.
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Rysunek 6: Przyktad flag lezacych przy krawedzi k.

b) flagi lezace przy wierzcholku w — sa to flagi, w ktérych wystepuje ten

zadany wierzchotek w

Graficznie oznacza to, ze symbol reprezentujacy te flage znajduje sie przy
danym wierzchotku. Jezeli stopien danego wierzchotka wynosi n, to flag wy-
stepujacych przy nim jest 2n: Fi = (w, ki, p1),F2 = (w, k1, pa), F3 = (w, k2, p2),
Fy = (w; ]{32,]93), ceey F2n—1 = (w7 kn’pn)a F2n = (w, kmpl)'

Na Rysunku 7 pokazany jest wierzchotek w trzeciego stopnia, zatem flag przy
wierzchotku w jest 6.

Rysunek 7: Przyktad flag lezacych przy wierzchotku w.

flagi zawarte w plytce p — sa to flagi, w ktorych wystepuje zadana plytka p

Mamy N wierzchotkéw w ptytce, a w kazdym wierzchotku ptytki sg dwie flagi.
Zatem mamy 2N takich flag.

Na Rysunku 8 pokazana jest ptytka p, ktéra ma 4 wierzchotki. Mozemy za-
uwazy¢, ze flag zawartych w plytce p jest 8.

Rysunek 8: Przyktad flag zawartych w ptytce p.
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Uwaga 13. Mozemy wyrozni¢ jeszcze jeden rodzaj flagi — flaga zawarta w danej
plytce p, lezaca przy ustalonym wierzchotku w, nalezacym do tej plytki.
Krawedz jest niezdeterminowana. W kazdym ustalonym wierzchotku plytki w ist-
nieja dwie takie flagi: Fy = (w, k1,p), Fo = (w, ke, p). Taka sytuacje przedstawia
Rysunek 9.

Rysunek 9: Przyktad flag zawartych w ptytce p, lezace przy wierzchotku w.

Definicja 14. Jesli pewna symetria T" parkietazu przeprowadza wierzchotek w; flagi
F} na wierzchotek wy flagi Fy, krawedz k; flagi | na krawedz ko flagi F, oraz ptytke
pp flagi ) na plytke p, flagi F5, to méwimy, ze symetria 1" parkietazu przeprowadza
flage F; na flage F,. Gdy pewna symetria parkietazu przeprowadza jedng z flag
na druga to méwimy, ze te dwie flagi parkietazu sg tego samego typu.

Fakt 15. Niech Q bedzie dowolnym parkietaZem izotoksalnym o niesymetrycznych
krawedziach. W parkietazu € istniejq doktadnie 4 typy flag.

Dowadd. Do ustalonej krawedzi parkietazu €2 przylegaja 4 flagi, poniewaz kazda kra-
wedz ma 2 wierzchotki oraz do kazdej krawedzi przylegaja 2 plytki.

Teraz pokazemy, ze te 4 flagi przylegajace do ustalonej krawedzi k sg parami
réznych typéw. Niech Fy = (wq, k,p1) i Fo = (ws, k, p2) to flagi lezace przy krawedzi
k w parkietazu €2, gdzie w; i wy to wierzchotki, ktore nalezg do krawedzi k, a p;
i po to plytki, ktére maja wspdlng krawedz k. Zatézmy, ze Fy # F;, a to znaczy,
ze wy # we lub p; # po. Zalézmy nie wprost, ze istnieje symetria T' parkietazu 2,
ktora przeprowadza flage I na flage F5. 7 tego wynika, ze symetria T' parkietazu €2
przeprowadza wierzchotek w; na wierzchotek wy, krawedz £k na siebie oraz ptytke p;
na ptytke po, a to oznacza, ze istniejg dwie rézne symetrie parkietazu ) — tozsamo-
Sciowa i nietozsamo$ciowa, przeprowadzajace krawedz k na siebie, co jest sprzeczne
z Definicja 10.

Teraz uzasadnimy, ze kazda inna flaga parkietazu €2 jest tego samego typu, co
jedna z 4 flag przylegajacych do krawedzi k. Niech F’ bedzie dowolng inng flaga
parkietazu €2 i przyjmijmy oznaczenie, ze F' = (w', k', p"). Z Definicji 10 wiemy,
ze istnieje dokladnie jedna symetria T' parkietazu € przeprowadzajaca krawedz k'
na krawedz k. Zatem ta sama symetria 1" przeprowadza flage F' na jedng z 4 flag
lezacych przy krawedzi k. Z powyzszego wynika, ze flaga F” jest tego samego typu,
co jedna z 4 flag lezacych przy krawedzi k. m

Fakt 16. Niech ) bedzie dowolnym parkietazem izotoksalnym o niesymetrycznych
krawedziach. Jesli w pewnej plytce p parkietazu Q flaga typu a wspotwystepuje z flagg
typu b lezgcg przy tym samym wierzchotku w zawartg w plytce p, to kazda flaga typu
a w parkietazu §2 ma jako sgsiada w tym samym wierzchotku, do ktorego przylega,
w plytce, w ktorej jest zawarta, flage typu b.
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Uwaga 17. Ten fakt obejmuje zaréwno przypadek, gdy typ b jest rézny od typu a,
jak i przypadek, gdy typ b jest tym samym typem, co typ a.

Dowdd Faktu 16. Niech F, = (w,ky,p) i F, = (w, ks, p) beda flagami typu a i b
parkietazu €2, lezace przy wspolnym wierzchotku w zawarte w ptytce p, jak w zato-
zeniach Faktu 16.

Niech F! bedzie dowolna inna flaga typu a parkietazu 2. Przyjmijmy oznaczenie,
ze F! = (W', K',p'). Zatem jest to flaga lezaca przy wierzchotku w' i zawarta w plytce
p’. Niech F” bedzie drugg flaga lezaca przy tym samym wierzchotku w' zawartg w
ptytce p’. Wtedy F” = (w', k", p’), gdzie k" jest inna krawedzia zawarta w plytce p’
niz krawedz k'. Mamy pokazaé, ze flaga F” jest flaga typu b.

Korzystajac z Definicji 14 wiemy, ze pewna symetria 1" parkietazu {2 przeprowa-
dza flage F, na flage F!. Zatem T'(w) = w', T'(ky) = k' oraz T'(p) = p', czyli

T(w, ki, p) = (w', K, p).
Zauwazmy, ze ta sama symetria T przeprowadza flage Fj, na flage F”, bo
T(w, ka,p) = (w', K", p').
Zatem flaga F” jest flaga typu b. O

Fakt 18. Niech Q) bedzie dowolnym parkietazem izotoksalnym o niesymetrycznych
krawedziach. Jesli w pewnej ptytce p parkietazu Q2 flaga typu a ma przy drugim koncu
krawedzi k, do ktorej przylega, flagg typu b, to kazda flaga typu a w parkietazu €2 ma
przy drugim koncu krawedzi, do ktorej przylega oraz w tej samej plytce, w ktorej jest
zawarta, flage typu b.

Uwaga 19. Ten fakt obejmuje zaréwno przypadek, gdy typ b jest rézny od typu a,
jak i przypadek, gdy typ b jest tym samym typem, co typ a.

Dowéd Faktu 18. Niech F, = (wi,k,p) i F, = (we, k,p) beda flagami typu a i b
parkietazu 2, lezace przy wspolnej krawedzi k zawarte w ptytce p, jak w zalozeniach
Faktu 18.

Niech F] bedzie dowolng inna flaga typu a parkietazu Q i przyjmijmy oznacze-
nie F! = (w', k', p'). Zatem jest to flaga lezaca przy wierzchotku w’ i krawedzi £’
zawarta w plytce p’. Niech F” bedzie drugg flaga zawarta w tej samej plytce p’ i le-
zaca przy drugim koricu krawedzi k'. Wtedy F” = (w”, k', p'), gdzie w” jest innym
wierzchotkiem krawedzi k' niz wierzchotek w’. Mamy pokazadé, ze flaga I jest flaga
typu b.

Korzystajac z Definicji 14 wiemy, ze pewna symetria T" parkietazu €2 przeprowa-
dza flage F, na flage F.. Zatem T (w,) = w', T'(k) = k' oraz T(p) = p/, czyli

T(wy, k,p) = (W', K, p).
Zauwazmy, ze ta sama symetria T przeprowadza flage Fy na flage F”, bo
T(wy, k,p) = (w", K, p').
Zatem flaga F” jest flagg typu b. ]
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Fakt 20. Niech Q bedzie dowolnym parkietaZem izotoksalnym o niesymetrycznych
krawedziach. Jesli w parkietazu 2 flaga typu a ma po drugiej stronie krawedzi k, do
ktorej przylega, przy tym samym wierzchotku w, przy ktorym lezy, flage typu b, to
kazda flaga typu a w parkietazu 2 ma po drugiej stronie krawedzi, do ktorej przylega
oraz przy tym samym wierzchotku w, przy ktorym lezy, flage typu b.
Uwaga 21. Ten fakt obejmuje zaréwno przypadek, gdy typ b jest rézny od typu a,
jak i przypadek, gdy typ b jest tym samym typem, co typ a.
Dowdd Faktu 20. Niech F, = (w,k,p1) i F, = (w,k,ps) beda flagami typu a i b
parkietazu €2, lezace przy wspolnym wierzchotku w oraz przy wspolnej krawedzi k,
jak w zatozeniach Faktu 20.
Niech F bedzie dowolna inna flaga typu a parkietazu €2 i przyjmijmy oznaczenie
F! = (W', K, p'). Zatem jest to flaga lezaca przy wierzchotku w' i krawedzi k' zawarta
w plytce p”. Niech F” bedzie drugg flagg lezaca przy tym samym wierzchotku w’ po
drugiej stronie krawedzi k'. Wtedy F" = (w', k', p"), gdzie p” jest inna plytka lezaca
przy krawedzi k' niz ptytka p’. Mamy pokazaé, ze flaga F” jest flaga typu b.
Korzystajac z Definicji 14 wiemy, ze pewna symetria T parkietazu €2 przeprowa-
dza flage F, na flage F!. Zatem T'(w) = w’, T'(k) = k" oraz T'(p1) = p', czyli

T(w,k,p1) = (W', K, p).
Zauwazmy, ze ta sama symetria T' przeprowadza flage Fy na flage F”, bo
T(w, k,ps) = (w', k', p").
Zatem flaga F” jest flaga typu b. m
Definicja 22. Jezeli wy, ws, ..., w, to kolejne wierzchotki w ptytce p, to flagi, ktore
wystepuja w tej ptytce mozemy zapisa¢ w nastepujacym porzadku:
(wr, [wiws], p), (w2, [wiws], p), (w2, [waws], p), (ws, [waws], p), . . .,
(Wi, [Wn—1, W], p), (Wi, [Wn, w1l ), (w1, [wy, w1], p),

gdzie [w;, w; 1] oznacza krawedZ zawierajaca wierzchotki w; i wiyq dlai=1,... n.

Takie uporzadkowanie bedziemy nazywali cyklicznym porzadkiem flag w plyt-
ce. Rysunek 10 przedstawia przyktad ptytki, ktéra ma n wierzchotkéw. Zatem flagi
Fi, F,, ... Fy, oznaczaja odpowiednio flagi (wy, [wiws)], p), (we, [wyws], p), (wa, [wews], p),
(w37 [w2w3],p), SRR (wm [wn—b wn],p), (U)m [wm w1]7p)7(w17 [wm w1],p>.

Rysunek 10: Przyktad cyklicznego porzadku flag w ptytce p.
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Definicja 23. Jezeli ky, ko, ..., k, to kolejne krawedzie w wierzchotku w, to flagi,
ktore wystepuja przy tym wierzchotku mozemy zapisa¢ w nastepujacym porzadku:

(’U), k?l, [kle]), (w, ]{?2, [k’lkg]), (w, k’g, [k?gk’g]), (’U), k?g, [l{fgl{?g]), ceey
(wv K, [kn*b kn])? (w7 ko, [knv kl])a (w7 ki, [kna kl])a

gdzie [k;, kiy1] oznacza plytke zawierajaca krawedzie k; i k;y 1, potozona pomiedzy
nimi, dlai=1,...,n.

Takie uporzadkowanie bedziemy nazywali cyklicznym porzadkiem flag wo-
k6t wierzchotka. Rysunek 11 przedstawia przyktad wierzchotka, z ktérego wycho-
dzi n krawedzi. Zatem flagi F}, Fy, ... Fy, oznaczaja odpowiednio flagi (w, k1, [k1ks]),
(w, ]{32, [k?lkfg]), (w, ]{?2, [k?gkfg,]), (w, ]{?3, [k?gkfg,]), ceey (’U), ]{Zn, [k?n_l, kn]); (U), k’n, [k?n, kl]),
(U}, ]{?1, [k‘n, k’l])

Rysunek 11: Przyktad cyklicznego porzadku flag wokot wierzchotka w.

Fakt 24. Jesli przy pewnych dwéch wierzchotkach parkietazu wystepujq flagi tego
samego typu a, to stopnie tych wierzchotkow sq jednakowe oraz cykliczne porzqdk:
typow flag wokot tych wierzchotkow tez sq jednakowe.

Dowdd. Niech F, i F. beda flagami typu a wystepujacymi przy wierzchotkach od-
powiednio w i w’, przy czym w # w'.

Korzystajac z Definicji 14 wiemy, ze pewna symetria T' parkietazu przeprowadza
flage F, na flage F.. Zatem T'(w) = w'. Z tego, ze symetria T' parkietazu przeprowa-
dza wierzchotek w parkietazu na wierzchotek w’ wynika, ze symetria T' parkietazu
przeprowadza flagi lezace przy wierzchotku w na flagi lezace przy wierzchotku w’,
a zatem flag przy wierzchotku w jest tyle samo, co flag przy wierzchotku w’. Liczba
flag wystepujacych przy wierzchotku w to podwojenie stopnia wierzchotka. 7 tego
wynika, ze stopnie wierzchotkéw w i w’ tez sa jednakowe.

Zauwazmy, ze jesli symetria T parkietazu przeprowadza wierzchotek w parkietazu
na wierzchotek w’, i jesli Fi,..., F, jest cyklicznie uporzadkowanym ciggiem flag
wokot wierzchotka w, to T'(FY),...,T(F,) jest cyklicznie uporzadkowanym ciggiem
flag wokét wierzchotka w'. Zauwazmy, ze typy flag F; oraz T'(F;) sa jednakowe, dla
i =1,...,n, zatem cykliczne porzadki typow flag wokdét wierzchotka w i w’ tez sg
jednakowe. O]
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1.3 Charakterystyka symboli parkietazu

Symbol parkietazu, to informacja jakiego typu sasiadow przy wspélnym wierz-
chotku we wspdlnej ptytce maja flagi poszczegdlnych typow. Dzigki Faktowi 16 wie-
my, ze typ sasiada przy wspélnym wierzchotku we wspolnej ptytce jest jednoznaczny
dla kazdego typu. Zatem mamy dwie mozliwosci:

1) sasiad ma ten sam typ,
2) sasiad ma inny typ.

Cztery typy flag mozemy zatem pogrupowa¢ w podzbiory jednoelementowe lub
dwuelementowe, przy czym kazdy typ nalezy do doktadnie jednego takiego podzbio-
ru.

Definicja 25. Niech 2 bedzie dowolnym parkietazem izotoksalnym o niesymetrycz-
nych krawedziach. Symbol parkietazu () to sposéb podzielenia 4 typow wystepu-
jacych w nim flag na podzbiory (jednoelementowe lub dwuelementowe), takie ze
kazdy z tych podzbioréw reprezentuje typy flag wspétwystepujacych przy pewnym
wierzchotku w pewnej ptytce.

Oznaczmy przez a, b, ¢, d cztery rozne typy flag, lezace przy krawedzi k, przy czym
flaga typu a lezy przy wierzchotku w; i jest zawarta w ptytce pp, flaga typu b lezy
przy wierzchotku w; i jest zawarta w ptytce po, flaga typu c lezy przy wierzchotku ws
i jest zawarta w plytce ps oraz flaga typu d lezy przy wierzchotku wy i jest zawarta
w plytce p;. Takie oznaczenie flag ilustruje Rysunek 12.

Wy

W3

Rysunek 12: Oznaczenie flag.

Oznaczenia flag a, b, ¢, d w takim porzadku bedziemy uzywali w Definicji 26.

Definicja 26. O parach flag (a,b) i (¢,d) méwimy, ze sa to pary flag lezace
w poprzek, o parach flag (a,c) i (b,d) méwimy, ze sa to pary flag lezace po
skosie, a o parach flag (a,d) i (b,¢) méwimy, ze sa to pary flag lezace wzdtuz.

Zastanowimy sie teraz, ile rodzajéw potencjalnych symboli moze pojawiaé sie

w parkietazach izotoksalnych o niesymetrycznych krawedziach. Ponizej rozpatrzymy
wszystkie przypadki.
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I) W symbolu wystepuje dwuelementowy podzbiér ztozony z flag lezacych w po-
przek. Wtedy pozostale dwie flagi spetniajg jeden z nastepujacych warunkow:

1) pozostate 2 flagi tworza drugi dwuelementowy podzbidr. Zatem caly sym-
bol sktada si¢ z dwéch dwuelementowych zbiorow ztozonych z flag leza-
cych w poprzek.

2) pozostate 2 flagi tworza w symbolu 2 podzbiory jednoelementowe.

II) W symbolu wystepuje dwuelementowy podzbiér ztozony z flag lezacych po
skosie. Wtedy pozostate dwie flagi spetniaja jeden z nastepujacych warunkow:

1) pozostate 2 flagi tworza drugi dwuelementowy podzbidr. Zatem caly sym-
bol sktada sie z dwoch dwuelementowych zbioréw ztozonych z flag leza-
cych po skosie.

2) pozostale 2 flagi tworza w symbolu 2 podzbiory jednoelementowe.

IIT) W symbolu wystepuje dwuelementowy podzbiér ztozony z flag lezacych wzdtuz.
Wtedy pozostale dwie flagi spelniaja jeden z nastepujacych warunkow:

1) pozostate 2 flagi tworza drugi dwuelementowy podzbior. Zatem caly sym-
bol sktada sie z dwoch dwuelementowych zbioréw ztozonych z flag leza-
cych wzdhuz.

2) pozostate 2 flagi tworza w symbolu 2 podzbiory jednoelementowe.

IV) W symbolu nie wystepuje zaden dwuelementowy podzbiér (wszystkie opcje
dwuelementowego podzbioru juz rozpatrywali$émy w punktach I, II i III). Za-
tem mamy 4 podzbiory jednoelementowe.

Whiosek 27. Podsumujmy wszystkie rodzaje potencjalnych symboli, ktore moga
wystapi¢ w izotoksalnym parkietazu o niesymetrycznych krawedziach. Rozrézniamy
7 rodzajéw symboli sktadajacych sie z:

1) dwéch dwuelementowych zbioréw, ztozonych z flag lezacych w poprzek,

2) jednej pary flag lezacej w poprzek oraz dwéch flag tworzacych podzbiory jed-
noelementowe,

3) dwdéch dwuelementowych zbioréw, ztozonych z flag lezacych po skosie,

4) jednej pary flag lezacej po skosie oraz dwéch flag tworzacych podzbiory jed-
noelementowe,

5) dwo6ch dwuelementowych zbioréw, ztozonych z flag lezacych wzdhuz,

6) jednej pary flag lezacej wzdtuz oraz dwoch flag tworzacych podzbiory jedno-
elementowe,

7) czterech flag tworzacych podzbiory jednoelementowe.
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1.4 Charakterystyka typéw wierzchotkéw i typéw plytek
parkietazu

W tym rozdziale wprowadzimy pojecie typéw wierzchotkéw i typow ptytek par-
kietazu. Przeanalizujemy takze ilos¢ takich typoéw w parkietazach izotoksalnych
o niesymetrycznych krawedziach w zaleznosci od symbolu takiego parkietazu.

Definicja 28. Méwimy, ze wierzcholki parkietazu () sg tego samego typu,
gdy pewna symetria parkietazu €2 przeprowadza jeden z tych wierzchotkéw na drugi.

Definicja 29. Méwimy, ze plytki parkietazu () sg tego samego typu, gdy
pewna symetria parkietazu {2 przeprowadza jedna z tych ptytek na druga.

Ponizsze lematy pozwola nam scharakteryzowaé, ile typéw wierzchotkéw oraz
plytek moze pojawi¢ sie w izotoksalnym parkietazu €2 o niesymetrycznych krawe-
dziach.

Lemat 30. Jesli w symbolu parkietazu ) pojawia sie dwuelementowy podzbior zto-
zony z flag lezgeych po skosie lub wzdtuz, to wszystkie wierzchotki parkietazu € sq
tego samego typu.

Dowad. Niech a, b beda typami flag lezacymi po skosie lub wzdtuz i tworzacymi dwu-
elementowy podzbiér w symbolu. Niech F,, i F, beda flagami przy krawedzi k o tych
typach. Wtedy F, = (wi,k,p), Fy, = (wa, k,p'), gdzie wy, ws to rézne wierzchotki
krawedzi k, za$ ptytki p i p’ lezace przy krawedzi k moga by¢ rézne lub jednakowe
(nie jest to dla nas istotne).

Niech F' bedzie flagg wspotwystepujaca z flaga F, przy tym samym wierzchotku
wy w tej samej ptytce py. Z definicji symbolu, flaga F' ma typ b, czyli jest tego samego
typu, co flaga Fj. Zatem istnieje symetria T" parkietazu €2 przeprowadzajaca flage F’
na flage F,. Zauwazmy, ze wéwczas T'(w;) = wq. Z tego wynika, ze wierzcholek w,
jest tego samego typu, co wierzchotek ws.

Teraz pokazemy, ze kazdy inny wierzchotek parkietazu €2 jest tego samego typu,
co wierzcholki w; i we. Niech w’ bedzie dowolnym innym wierzchotkiem parkietazu
Q2. Niech k' bedzie dowolng krawedzig zawierajaca wierzcholek w'. 7 izotoksalno-
Sci parkietazu €2, istnieje symetria T przeprowadzajaca krawedz k' na krawedz k.
Zauwazmy, ze ta sama symetria 1] parkietazu €2 przeprowadza wierzchotek w' na
wierzchotek wy lub ws. Z tego wynika, ze wszystkie wierzchotki parkietazu €2 sa tego
samego typu. O

Lemat 31. Jesli w symbolu parkietazu €2 nie pojawia sie dwuelementowy podzbior
ztozony z flag lezgcych po skosie lub wzdtuz, to wszystkie wierzchotki parkietazu €2
sq dwoch roznych typow oraz koncami kazdej krawedzi sq wierzchotki dwaoch roznych
typow. Typy wystepuje "ma przemian’.

Dowdd. Niech F,, Fy, F,., F; beda flagami odpowiednio typu a,b,c,d lezacymi wo-
két krawedzi k, takie ze F, = (wy,k,p1), Fy = (w1, k,p2), F. = (we,k,ps), Fy =
(we, k,p1), gdzie wy 1 wy to wierzchotki krawedzi k oraz p; i py to plytki lezace przy
krawedzi k.

Niech F' bedzie flagg wspotwystepujaca z flagg F, przy tym samym wierzchotku
w1 W tej samej plytce p;. Z definicji symbolu, flaga F' nie moze by¢ typu ¢ lub d,
poniewaz w symbolu parkietazu €2 nie pojawia si¢ dwuelementowy podzbiér ztozony
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z flag lezacych po skosie lub wzdtuz. Zatem flaga F' moze mieé¢ typ a lub typ b.
7 Faktéw 16 oraz 20 wynika, ze przy wierzchotku wy nie wystepuje zadna flaga typu
¢ lub d. Wynika to z tego, ze w symbolu parkietazu 2 pojawi sie dwuelementowy
podzbidr ztozony z flag lezacych w poprzek lub/i pojawia sie flagi, ktére tworza
podzbiory jednoelementowe. Zatem wokot wierzchotka w; beda pojawiaty sie tylko
typy flag a i b. Analogiczne rozumowanie mozemy przeprowadzié¢ dla wierzchotka
wa, z tym, ze wokdt wierzchotka wy bedg pojawiaty sie tylko typy flag ¢ i d. Zatem
przy wierzchotku w; mamy inne typy flag, niz przy wierzchotku ws, a wiec symetria
T parkietazu () nie przeprowadza wierzchotka wsy na wierzchotek w;. Z tego wynika,
ze przy krawedzi k mamy 2 rézne typy wierzchotkow wy i ws.

Teraz pokazemy, ze w caltym parkietazu €2 mamy 2 rézne typy wierzchotkow.
Niech wierzchotki w] oraz w) beda dowolnymi innymi wierzchotkami parkietazu €2,
niz wierzchotki w; oraz wy,bedacymi koncami wspolnej krawedzi. Niech &’ bedzie
krawedzia parkietazu 2 zawierajaca wierzchotki w) oraz w). Z izotoksalnosci parkie-
tazu €, istnieje symetria 17 przeprowadzajgca krawedz k' na krawedz k. Zauwazmy,
ze ta sama symetria T} parkietazu przeprowadza wierzcholek w} na wierzchotek w;
lub na wierzchotek wy. Bez straty ogdlnosci, zatdézmy, ze symetria T; parkietazu
przeprowadza wierzchotek w] na wierzchotek wy, a wigc ta sama symetria 77 prze-
prowadza wierzchotek w), na wierzchotek wsy. Z tego wynika, ze wierzcholek w] jest
tego samego typu, co wierzcholek wy oraz wierzcholek w) jest tego samego typu, co
wierzchotek ws. Zatem w parkietazu €2 mamy 2 rézne typy wierzchotkow.

7 tego, ze przy kazdej krawedzi parkietazu {2 mamy 2 rézne typy wierzchot-
kow i w caltym parkietazu () istnieja 2 roézne typy wierzchotkéw wynika, ze typy
wierzchotkéw wystepuja "na przemian”. m

Lemat 32. Jesli w symbolu parkietazu 2 pojawia sie dwuelementowy podzbior zto-
zony z flag lezgcych w poprzek lub po skosie, to w tym parkietazu wszystkie plytki sq
tego samego typu.

Dowdd. Niech a,b beda typami flag lezacymi w poprzek lub po skosie i tworzgcymi
dwuelementowy podzbiér w symbolu. Niech F, i F}, beda flagami przy krawedzi k
o tych typach. Wtedy F, = (w1, k,p1), Fp = (W', k, p2), gdzie wy i w' to wierzchotki
krawedzi k, moga by¢ rézne lub jednakowe (nie jest to dla nas istotne), za$ p; i po
to rozne ptytki lezace przy krawedzi k.

Niech F' bedzie flaga wspotwystepujaca z flaga F, przy tym samym wierzchotku
wi; w tej samej plytce p;. Z definicji symbolu, flaga F ma typ b, czyli jest tego
samego typu, co flaga Fj. Zatem istnieje symetria T" parkietazu () przeprowadzajaca
flage F' na flage Fy,. Zauwazmy, ze wowczas T'(p1) = po. Z tego wynika, ze ptytka p;
jest tego samego typu, co ptytka ps.

Teraz pokazemy, ze kazda inna ptytka parkietazu €2 jest tego samego typu, co
ptytki p; i po. Niech p’ bedzie dowolng inng ptytka parkietazu €2. Niech £’ bedzie
dowolng krawedzig zawierajaca plytke p'. Z izotoksalnosci parkietazu 2, istnieje
symetria T; przeprowadzajaca krawedz k' na krawedZ k. Zauwazmy, ze ta sama
symetria T} parkietazu Q2 przeprowadza plytke p’ na ptytki p; lub po. Z tego wynika,
ze wszystkie ptytki parkietazu €2 sg tego samego typu. O

Lemat 33. Jesli w symbolu parkietazu €2 nie pojawia sie dwuelementowy podzbior
ztozony z flag lezgcych w poprzek lub po skosie, to w tym parkietazu wystepuje dwa
rozne typy plytek. Ponadto, plytki parkietazu €2, leZgce po dwoch stronach dowolnej
krawedzi tego parkietazu, majg rozne typy.
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Dowadd. Niech F,, Fy, F., Fy beda flagami odpowiednio typu a,b,c,d lezacymi wo-
két krawedzi k, takie ze F, = (wy,k,p1), Fy = (w1, k,p2), Fe = (we,k,ps), Fy =
(wa, k, p1), gdzie wy i wy to wierzcholki krawedzi k oraz p; i ps to plytki lezace przy
krawedzi k.

Niech F' bedzie flagg wspotwystepujaca z flagg F, przy tym samym wierzchotku
wy w tej samej ptytce p;. Z definicji symbolu, flaga F' nie moze by¢ typu b lub c,
poniewaz w symbolu parkietazu €2 nie pojawia sie dwuelementowy podzbiér ztozony
z flag lezacych w poprzek lub po skosie. Zatem flaga F' moze mie¢ typ a lub typ d.
Z Faktow 16 oraz 18 wynika, ze w plytce p; nie wystepuje zadna flaga typu b lub
c. Wynika to z tego, ze w symbolu parkietazu 2 pojawi sie dwuelementowy pod-
zbiér ztozony z flag lezacych wzdtuz lub/i pojawia sie flagi, ktére tworza podzbiory
jednoelementowe. Zatem w plytce p; beda pojawiaty sie tylko typy flag a i d. Ana-
logiczne rozumowanie mozemy przeprowadzi¢ dla ptytki ps, z tym, ze w plytce po
beda pojawialy sie tylko typy flag b i ¢. Zatem w ptytce p; mamy inne typy flag, niz
w plytce po, a wiec symetria T parkietazu €2 nie przeprowadza ptytki ps na plytke
p1. Z tego wynika, ze przy krawedzi £ mamy 2 rozne typy ptytek p; i ps.

Teraz pokazemy, ze w calym parkietazu 2 mamy 2 rézne typy ptytek. Niech
ptytki p} oraz p, beda dowolnymi innymi plytkami parkietazu 2, niz ptytki p;
oraz ps, przylegajacymi do wspélnej krawedzi. Niech k' bedzie krawedzig parkietazu
Q) zawierajaca plytki p| oraz p). Z izotoksalnosci parkietazu (2, istnieje symetria
T, przeprowadzajaca krawedz k' na krawedZ k. Zauwazmy, ze ta sama symetria
Ty parkietazu przeprowadza plytke p| na plytke p; lub na plytke ps. Bez straty
og6lnosci, zaldézmy, ze symetria 77 parkietazu przeprowadza ptytke p) na plytke p,
a wigc ta sama symetria T} przeprowadza plytke p), na plytke ps. Z tego wynika, ze
plytka p] jest tego samego typu, co ptytka p; oraz ptytka p) jest tego samego typu,
co ptytka ps. Zatem w parkietazu €2 mamy 2 rézne typy ptytek.

7 tego, ze przy kazdej krawedzi parkietazu 2 mamy 2 rézne typy ptytek i w catym

parkietazu € istnieja 2 rozne typy ptytek wynika, ze ptytki parkietazu €2, lezace po
dwdbch stronach dowolnej krawedzi tego parkietazu, maja rézne typy. O]
Definicja 34. Typ kombinatoryczny parkietazu izotoksalnego o niesyme-
trycznych krawedziach moéwi nam o tym, jaki symbol wystepuje w parkietazu
oraz jaki jest stopien wierzchotkéw poszczegdlnych typoéw oraz stopien ptytek po-
szczegblnych typow.
Przyktad 35. Na Rysunku 13 sa pokazane dwa rézne parkietaze, ale majace ten
sam typ kombinatoryczny. Oba parkietaze maja wierzchotki i ptytki stopnia 4 oraz
wystepuje w nich symbol, ktory sktada si¢ z dwoch dwuelementowych zbioréw, zto-
zonych z flag lezacych w poprzek.

Rysunek 13: Przyktad réznych parkietazy o tym samym typie kombinatorycznym.
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Celem mojej pracy jest znalezienie wszystkich typéw kombinatorycznych jakie
wystepuja wsérod izotoksalnych parkietazy o niesymetrycznych krawedziach.
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2 Analiza typow kombinatorycznych parkietazy
izotoksalnych o niesymetrycznych krawedziach

W tym rozdziale wprowadzimy pomocniczy parkietaz €2*, ktory pochodzi od
parkietazu €.

Niech €2 bedzie parkietazem izotoksalnym o niesymetrycznych krawedziach (po-
tencjalnie moze mieé¢ krzywoliniowe krawedzie). Niech Q* bedzie powstalym z par-
kietazu €2 parkietazem z "rozprostowanymi" krawedziami. To znaczy, ze zbior wierz-
chotkéw parkietazu Q* jest taki sam, jak zbior wierzchotkow parkietazu €2, natomiast
krawedzie w parkietazu €2* sa prostymi odcinkami miedzy wierzchotkami, ktére sg
polaczone krawedzig w parkietazu €2. Z kolei ptytki przeksztalcaja sie w wielokaty.

Symetrie parkietazu {2 pozostaja symetriami parkietazu €2*. Wierzchotki, krawe-
dzie i ptytki w parkietazu 2 odpowiadaja wzajemnie jednoznacznie wierzchotkom,
krawedziom i ptytkom w parkietazu 2%, a zatem flagi tez. Typom flag w parkietazu
Q* przypisujemy te same typy flag, ktore miaty przed modyfikacja w parkietazu §2.

Teraz przytoczmy znany fakt, ktéry mozemy znalezé w [4] (problem nr 22.23 na
str. 398, a rozwigzanie na str. 405-406).

Fakt 36. Suma miar kgtéw w M-kgcie wynosi (M — 2) - 180°.
Przytoczmy réwniez nastepujacy oczywisty fakt.

Fakt 37. Suma miar kgtow w parkietazu 0 wokot dowolnego wierzchotka wynosi
360°.

Teraz przytoczymy fakt, ktory bedziemy wykorzystywali w analizie typéw kom-
binatorycznych parkietazy izotoksalnych o niesymetrycznych krawedziach.

Fakt 38. Jesli przy kqgcie o plytki p parkietazu 0 wystepujo flagi tych samych
typow, co przy kgcie o plytki p', to miary tych kqtéw sq jednakowe.

Dowadd. Niech F, i F, bedg flagami w parkietazu 2* odpowiednio typu a i b wyste-
pujacymi przy wierzchotku w w plytce p oraz F! i F] beda flagami w parkietazu
Q* odpowiednio typu a i b wystepujacymi przy wierzchotku w’ w plytce p’. Niech
réwniez kat a bedzie katem zawartym w wierzchotku w ptytki p, a kat o bedzie
katem zawartym w wierzchotku w’ ptytki p'.

Korzystajac z definicji typu flagi (Definicja 14) wiemy, ze pewna symetria T
parkietazu 2* przeprowadza flage F, na flage F oraz ta sama symetria 1" parkietazu
2* przeprowadza flage Fj, na flage Fy, zatem symetria T' przeprowadza kat o na kat
o/. Wiemy réwniez, ze symetria T' parkietazu Q* zachowuje katy. Zatem miara kata
« jest taka sama jak miara kata o'. O]

Rozpatrzmy teraz po kolei kazdy symbol, jaki moze potencjalnie wystepowac
w parkietazu (2 w celu znalezienia, jakie mogg by¢ stopnie wierzchotkéw poszczegdl-
nych typoéw oraz stopnie plytek poszczegdlnych typéw w parkietazu o takim sym-
bolu.

Pomyst na znajdywanie rozwiazan réwnan pojawiajacych si¢ w podrozdziatach
2.1 — 2.7 zostal zaczerpniety z pracy [2].
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2.1 Symbol, ktéry sklada sie z dwéch dwuelementowych
zbioréow, zlozonych z flag lezacych w poprzek.

7 Lematu 32 wiemy, ze w tym parkietazu wszystkie ptytki sa tego samego typu.
7 Lematu 31 wiemy, ze w tym parkietazu wszystkie wierzchotki sa dwoch réznych
typéw oraz typy wystepuja "na przemian’.

Wprowadzmy oznaczenia: M — stopien ptytki parkietazu €2, a m,n — stopnie
wierzchotkéw parkietazu €2, gdzie m,n, M € N oraz m,n, M > 3.

Przeanalizujmy teraz typy flag zawarte w plytce p stowarzyszonego parkietazu
2* o rozprostowanych krawedziach. Ustalmy flagi o typach a,b,c,d wokot krawe-
dzi k w odpowiedniej kolejnosci: F, = (wy, k,p), F, = (w1, k,p'), F. = (ws, k,p),
F; = (wa, k,p'). Przy tych oznaczeniach, rozpatrywany w tym podrozdziale symbol
sktada si¢ z podzbioréw {a, b} oraz {c, d}. Nastepnie korzystajac z definicji symbolu
oraz Faktow 16 oraz 18 oznaczmy flagi o typach a, b, ¢, d, ktore beda pojawiaty sie
w plytce p. Przedstawia to Rysunek 14.

¢ 'd
wy
b a
Fb Fa b
k p
E.| F,; C
c d
Wo
b a

Rysunek 14: Analiza typow flag w plytce.

Analizujac Rysunek 14 oraz korzystajac z Faktu 38 mozemy zauwazy¢, ze w plyt-
ce p miara co drugiego kata sie powtarza. Wynika z tego, ze stopien ptytki bedzie
parzysty. Mozemy to zapisa¢ symbolicznie: M = 2k, gdzie k € N oraz k > 2.

Teraz przeanalizujmy typy flag lezace przy wierzchotkach parkietazu Q*. Korzy-
stajac z definicji symbolu oraz Faktéw 16 oraz 20 oznaczmy flagi o typach a, b, c,d,
ktére beda pojawialy sie wokot wierzchotkéw wy oraz wo. Analizujac typy flag, jakie
bedg sie pojawialy wokot wierzchotka wy oraz wy mozemy zauwazyé, ze we wszyst-
kich katach wokol wierzchotka w; beda pojawialy sie flagi o typach a i b. Z kolei
we wszystkich katach wokot wierzchotka wy beda pojawiaty sie flagi o typach c i d.
Przedstawia to Rysunek 15.
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Rysunek 15: Analiza typow flag wokdt wierzchotkéw.

Bez straty ogoélnosci, niech n oznacza stopien wierzchotka wy, za§ m — stopien
wierzchotka wsy, gdzie m,n > 3.

Niech « i g oznaczaja miary katéw parkietazu Q*, gdzie a to kat o typach flag
aib, zas B to kat o typach flag c i d. Korzystajac z Faktu 37 mozemy zapisac, ze
m-a = 360° oraz n- [ = 360°. Z tego wynika, ze o = % oraz 3 = %. Korzystajac
z Faktu 36 mozemy zapisa¢ réwnanie na sume miar katow w M — kacie

M M
—a+—- -pF=(M-2)-180°.
2 2
Whpisujac odpowiednie zatozenia, ze M = 2k oraz a = % ipg= @ uzyskujemy
2k 360° 2k 360°
— —t+ — — = (M —2)-180°.
2 m * 2 n ( )
Po przeksztatceniu mamy
Loan 0
m n kO

Znajdziemy teraz wszystkie rozwigzania réwnania (1) w liczbach naturalnych
takich, ze k > 2,m > 3,n > 3. Podstawmy do tego réwnania k£ = 2. Mamy réwnanie

1 1 1

m n 2

Wyznaczmy z tego rownania parametr m. Po przeksztalceniach otrzymujemy

2n
n—2

m =

Korzystamy z tego, ze m > 3 i uzyskujemy oszacowanie, ze n < 6, pamietajac, ze
k,n,m € N. Zatem dla k£ = 2 mamy rozwigzania:

k=2 n=23 m =6,
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k=2 n=4
k=2 n==~6

m =4,
m = 3.
Zauwazmy, ze pierwsze i trzecie rozwiazanie rézni sie jedynie zamiana rél parame-
tréw m i n (stopni wierzchotkéw poszczegdlnych dwéch typéw), wiec bedziemy je
dalej traktowac jak jedno rozwigzanie.

Analogicznie sprawdzmy, co uzyskamy dla & = 3. Mamy réwnanie

1 1 2

m n 3
Wyznaczmy z tego rownania parametr m. Po przeksztalceniach otrzymujemy:

B 3n
- n—3

m

Korzystamy z tego, ze m > 3 i uzyskujemy oszacowanie, ze n < 3, pamietajac, ze
k,n,m € N. Zatem dla k = 3 mamy rozwigzanie:

Sprawdzmy teraz, co bedzie si¢ dziato dla k > 4. Z réwnania (1) wyznaczamy
parametr k, czyli k = —""— oraz k > 4. Wyznaczmy z tej nieréwnosci parametr m.

mn—nm—m

Mamy m < 3;*2 1+ Wiemy rowniez, ze m > 3. Zatem
in
> 3,
3n—4 7~
wiec ostatecznie
12
n % Ea

co nam daje sprzecznos¢ z n > 3. Zatem réwnanie (1) nie ma zadnych rozwiazan
w przypadku, gdy k& > 4.

Przechodzac do podsumowania, jedynymi potencjalnymi mozliwosciami dla war-
tosci parametréw m,n, M (w obecnosci symbolu, ktéry sklada sie z dwoch dwuele-
mentowych zbioréw, ztozonych z flag lezacych w poprzek) sa

M=4 n=3

M=1 n=4
M =6 n=3

3 3 3
I
W o o
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2.2 Symbol, ktéry sklada sie z jednej pary flag lezacej w po-
przek oraz dwoch flag tworzacych podzbiory jednoele-
mentowe.

7 Lematu 32 wiemy, ze w tym parkietazu wszystkie ptytki sa tego samego typu.
7 Lematu 31 wiemy, ze w tym parkietazu wszystkie wierzchotki sg dwoch réznych
typow oraz typy wystepuja "na przemian', zatem stopien ptytki parkietazu bedzie
parzysty.

Wprowadzmy oznaczenia: M — stopien ptytki parkietazu €2, a m,n — stopnie
wierzchotkéw parkietazu €, gdzie m,n, M € N oraz m,n > 3.

Przeanalizujmy teraz typy flag zawarte w ptytce p stowarzyszonego parkietazu
0* o rozprostowanych krawedziach. Ustalmy flagi o typach a,b,c,d wokdét krawe-
dzi k w odpowiedniej kolejnosci: F, = (wy,k,p), Fy, = (w1, k,p'), F. = (we, k,p),
Fy = (ws,k,p'). Bez straty ogélnosci, ustalmy, ze flaga o typie a wystepuje w po-
przek z flaga o typie b, z kolei flagi o typie ¢ i d tworzg podzbiory jednoelementowe.
Przy tych oznaczeniach, rozpatrywany w tym podrozdziale symbol sktada si¢ z pod-
zbioréw {a, b}, {c} oraz {d}. Nastepnie korzystajac z definicji symbolu oraz Faktow
16 oraz 18 oznaczmy flagi o typach a,b,c,d, ktore beda pojawiaty sie w plytce p.
Przedstawia to Rysunek 16.

Rysunek 16: Analiza typow flag w ptytce.

Analizujac Rysunek 16 oraz korzystajac z Faktu 38 mozemy zauwazy¢, ze w plyt-
ce p miary katow o typach a, b powtarzaja sie cyklicznie co 2, zas miary katow o ty-
pach ¢ i d powtarzaja sie cyklicznie co 4, a zatem mozemy zapisaé, ze M = 4k, gdzie
ke Noraz k > 1.

Teraz przeanalizujmy typy flag lezace przy wierzchotkach parkietazu €2*. Wokot
wierzcholtkéw wq oraz wy pojawiajg sie flagi o typach a, b, ¢ i d, ktore tworzag podzbio-
ry {a,b}, {c} i {d}. Nastepnie korzystajac z definicji symbolu oraz Faktéow 16 oraz
20 oznaczmy flagi o typach a,b, c i d, ktore beda pojawialy sie wokét wierzchotkow
wy oraz ws. Przedstawia to Rysunek 17.
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Rysunek 17: Analiza typow flag wokdt wierzchotkéw.

Analizujac Rysunek 17 mozemy zauwazy¢, ze stopienn wierzchotka wy jest parzy-
sty. Bez straty ogdlnosci, niech m oznacza stopien wierzchotka w;, zas n — stopien
wierzchotka wsq, zatem n = 2[, gdzie | € N oraz | > 2, czylin > 4, a ponadto m > 3.

Niech «, i 7 oznaczaja miary katéw wewnetrznych plytki, gdzie a to kat
o typach flag a i b, zas (3 to kat o typach flag ¢, a v to kat o typach flag d. Korzystajac
z Faktu 37 mozemy zapisac, ze m - a = 360° oraz 5 - B+ 5 -y = 360°. Z tego wynika,
Zea—360 orazﬂ—i—’y—M

Korzystajqc z Faktu 36 mozemy zapisa¢ réwnanie na sume miar katow w M —
kacie

M M
5 at o (B+7)=(M—2)-180°.
Whisujac odpowiednie zatozenia, ze M = 4k, n = 2l oraz a = % ig+vy= %0'2
uzyskujemy
4k 360° 4k 360° -2
— - — = (4k — 2) - 180°.
2 m + 2 21 (4k —2) - 180
Po przeksztatceniu mamy
! —I— = + ! =1 (2)
20 2k '

Znajdziemy teraz wszystkie rozwigzania réwnania (2) w liczbach naturalnych
takich, ze m > 3,1 > 2,k > 1. Podstawmy do tego réwnania k£ = 1. Mamy réwnanie

1 1
21 2
Wyznaczmy z tego rownania parametr [. Po przeksztalceniach otrzymujemy
m
[ = ——.
m—2

Korzystamy z tego, ze [ > 2 i uzyskujemy oszacowanie, ze m < 4, pamig¢tajac, ze

k,l,m € N. Zatem dla £ = 1 mamy rozwigzania:
k=1 m =3 [=3 n==06 M
k=1 m =4 [=2 n=4 M = 4.



Sprawdzmy teraz, co bedzie si¢ dziato dla k > 2. Z réwnania (2) wyznaczamy
parametr k, czyli k = 5 md oraz k > 2. Wyznaczmy z tej nieréwnosci parametr

Im—2l—m
[. Mamy [ < 331711. Wiemy rowniez, ze | > 2. Zatem
2m
> 2
3m—4~ "

wiec ostatecznie
m < 2,

co nam daje sprzeczno$¢ z m > 3. Zatem réwnanie (2) nie ma zadnych rozwiazan
w przypadku, gdy m > 3.

Przechodzac do podsumowania, jedynymi potencjalnymi mozliwosciami dla war-
tosci parametréw m, n, M (w obecnosci symbolu, ktéry sklada sie z jednej pary flag
lezacej w poprzek oraz dwoch flag tworzacych podzbiory jednoelementowe) sa

M=4 n=3 m=6,

2.3 Symbol, ktéry sktada sie z dwéch dwuelementowych
zbiorow, zlozonych z flag lezacych po skosie.

7 Lematu 32 wiemy, ze w tym parkietazu wszystkie ptytki sg tego samego typu.
7 Lematu 30 wiemy, ze w tym parkietazu wszystkie wierzchotki sg tego samego typu.

Wprowadzmy oznaczenia: M — stopien ptytki parkietazu €2, a m — stopien wierz-
chotka parkietazu €2, gdzie m, M € N oraz m, M > 3.

Przeanalizujmy teraz typy flag zawarte w ptytce p stowarzyszonego parkietazu
Q* o rozprostowanych krawedziach. Ustalmy flagi o typach a,b, c,d wokot krawe-
dzi k w odpowiedniej kolejnosci: F, = (wy, k,p), [, = (w1, k,p'), F. = (ws, k, p),
Fy = (wa, k,p’). Przy tych oznaczeniach, rozpatrywany w tym podrozdziale symbol
sktada sie z podzbioréw {a, c} oraz {b, d}. Nastepnie korzystajac z definicji symbolu
oraz Faktow 16 oraz 18 oznaczmy flagi o typach a, b, c,d, ktére beda pojawiaty sie
w plytce p. Przedstawia to Rysunek 18.

b d
wy
c a
Fb Fa =
i p
F.| F;4 b
b d
Wa
£ a

Rysunek 18: Analiza typow flag w plytce.
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Analizujac Rysunek 18 oraz korzystajac z Faktu 38 mozemy zauwazy¢, ze w ptyt-
ce p miara co drugiego kata sie powtarza. Zatem z tego wynika, ze ptytka jest pa-
rzystokatem. Mozemy to zapisa¢ symbolicznie: M = 2k, gdzie k € N oraz k > 2,
czyli M > 4.

Teraz przeanalizujmy typy flag lezace przy wierzchotkach parkietazu Q*. Korzy-
stajac z Faktow 16 oraz 20 oraz z definicji symbolu mozemy zauwazy¢, ze wokot
wierzchotkéw wy oraz wy pojawiaja sie pary flag lezace po skosie, czyli tworza pod-
zbiory {a,c} oraz {b,d}. Przedstawia to Rysunek 19.

Rysunek 19: Analiza typow flag wokdt wierzchotkéw.

Analizujac Rysunek 19 mozemy zauwazy¢, ze stopien wierzchotkow w tym par-
kietazu jest parzysty. Mozemy to zapisa¢ nastepujaco m = 2[, gdzie [ € N oraz [ > 2,
czylim > 4.

Niech « i 8 oznaczajg miary katéw wewnetrznych ptytki, gdzie o to kat o typach
flag a i ¢, zas f to kat o typach flag b i d. Korzystajac z Faktu 37 mozemy zapisac,
ze 5o+ 3 - = 360°. Z tego wynika, ze a + 3 = %0'2.

Korzystajac z Faktu 36 mozemy zapisa¢ rownanie na sume miar katéow w M —
kacie
A;[-a+]\24-5:(M—2)-180°.

Whpisujac odpowiednie zatozenia, ze M = 2k oraz o + 3 = % uzyskujemy
2k 360° -2
— = (2k — 2) - 180°.
T ( )
Po przeksztatceniu mamy
1 N 1 (3)
m o 2k 2

Znajdziemy teraz wszystkie rozwiazania réwnania (3) w liczbach naturalnych ta-
kich, ze m > 4, k > 2.Wyznaczmy z tego rownania parametr k. Po przeksztalceniach
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otrzymujemy
oM
m—2

Korzystamy z tego, ze k > 2 i uzyskujemy oszacowanie, ze m < 4. Wiemy réwniez,
ze m = 4. Zatem mamy jedno rozwigzanie dla parametru m, czyli m = 4, a z tego
wynika, ze k = 2, a zatem M = 4.

Przechodzac do podsumowania, jedynym potencjalnym rozwigzaniem dla warto-
Sci parametréw m, M (w obecnosci symbolu, ktory sktada sie z dwéch dwuelemen-

towych zbioréw, ztozonych z flag lezacych po skosie) jest

M=4 m = 4.

2.4 Symbol, ktéry sklada sie z jednej pary flag lezacej po
skosie oraz dwoéch flag tworzacych podzbiory jednoele-
mentowe.

Z Lematu 32 wiemy, ze w tym parkietazu wszystkie ptytki sa tego samego typu.
Z Lematu 30 wiemy, ze w tym parkietazu wszystkie wierzchotki sa tego samego typu.

Wprowadzmy oznaczenia: M — stopien ptytki parkietazu €2, a m — stopien wierz-
chotka parkietazu 2, gdzie m, M € N oraz m, M > 3.

Przeanalizujmy teraz typy flag zawarte w ptytce p stowarzyszonego parkietazu
0* o rozprostowanych krawedziach. Ustalmy flagi o typach a, b, ¢, d wokét krawedzi
k w odpowiedniej kolejnosci: F, = (w1, k,p), F, = (w1, k,p2), F. = (we, k,p), Fy =
(wa, k, p2). Bez straty ogdlnosci, ustalmy, ze flaga o typie a wystepuje po skosie z flaga
o typie ¢, z kolei flagi o typie b i d tworza podzbiory jednoelementowe. Przy tych
oznaczeniach, rozpatrywany w tym podrozdziale symbol sktada si¢ z podzbioréw
{a,c}, {b} oraz {d}. Nastepnie korzystajac z definicji symbolu oraz Faktéw 16 oraz
18 oznaczmy flagi o typach a, b, ¢, d, ktére beda pojawiaty sie w ptytce p. Przedstawia
to Rysunek 20.

Rysunek 20: Analiza typow flag w plytce.

Analizujac Rysunek 20 oraz korzystajac z Faktu 38 mozemy zauwazy¢, ze w ptyt-
ce p miary katow o typach a, c powtarzaja si¢ cyklicznie co 2, zas miary katow o ty-
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pach b i d powtarzaja sie cyklicznie co 4, a zatem mozemy zapisac, ze M = 4k, gdzie
ke Noraz k > 1.

Teraz przeanalizujmy typy flag lezace przy wierzchotkach parkietazu €2*. Wokot
wierzchotkéw wq oraz wy pojawiajg sie flagi o typach a, b, ¢ i d, ktore tworzag podzbio-
ry {a,c}, {b}, {d}. Nastepnie korzystajac z definicji symbolu oraz Faktow 16 oraz 20
oznaczmy flagi o typach a, b, ¢, d, ktore beda pojawialty sie wokot wierzchotkow wy
oraz wsy. Przedstawia to Rysunek 21.

Rysunek 21: Analiza typow flag wokét wierzchotkow.

Analizujac Rysunek 21 mozemy zauwazy¢, ze pary symboli wystepujace w ko-
lejnych katach wokét wierzchotkéw powtarzaja sie cyklicznie co 4. Wynika stad,
ze stopien m wierzchotka jest podzielny przez 4. Mozemy to zapisa¢ nastepujaco
m = 4l, gdzie [ € N oraz [ > 1, czyli m > 4.

Niech «, 8 i 7 oznaczaja miary katéw wewnetrznych plytki, gdzie a to kat
o typach flag a i ¢, za$ [ to kat o typach flag b, a v to kat o typach flag d. Korzystajac
z Faktu 37 mozemy zapisaé, ze % - o+ 7 - (8 4+ ) = 360°. Z tego wynika, ze
B4+~ =2(360°—72-a).

Korzystajac z Faktu 36 mozemy zapisa¢ rownanie na sume miar katéow w M —
kacie
A;-a+]§f~(ﬁ+’y):(]\/[—2)-180°.

Whpisujac odpowiednie zalozenia, ze M = 4k, m = 4l oraz 5+ v = %(360o )
uzyskujemy

4k 4k 4 41
. = °o_ . = (4k — 2) - 180°.
5 a—|—4 4l<360 5 04) (4k —2) - 180
Po przeksztatceniu mamy
1 1
R 4
2T (4)
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Znajdziemy teraz wszystkie rozwigzania réwnania (4) w liczbach naturalnych
takich, ze k > 1,1 > 1. Wyznaczamy teraz z réwnania (4) parametr [, czyli [ =
oraz wiemy, ze [ > 1. Zatem mozemy zapisac

K >1

2k—17 "

Wyznaczmy z tej nierownosci parametr k. Mamy k& < 1. Wiemy réwniez, ze k > 1.

Zatem jedynym rozwigzaniem jest £ = 1. Dla tego parametru otrzymujemy m = 4

oraz M = 4.

Przechodzac do podsumowania, jedynym potencjalnym rozwigzaniem dla war-

tosci parametréw m, M (w obecnosci symbolu, ktory sktada sie z jednej pary flag
lezacej po skosie oraz dwdch flag tworzacych podzbiory jednoelementowe) jest

_k_
2k—1

M=4 m = 4.

2.5 Symbol, ktéry sktada sie z dwéch dwuelementowych
zbioréw, zlozonych z flag lezacych wzdluz

7 Lematu 33 wiemy, ze w tym parkietazu ptytki sa dwéch réznych typéw oraz
plytki parkietazu lezace po dwdch stronach dowolnej krawedzi maja rézne typy.
Z Lematu 30 wiemy, ze w tym parkietazu wszystkie wierzchotki sa tego samego
typu.

Wprowadzmy oznaczenia: M, N — stopnie ptytek parkietazu €2, a m — stopien
wierzchotka parkietazu €2, gdzie m, M, N € N oraz m, M, N > 3.

Przeanalizujmy teraz typy flag zawarte w ptytkach p; i py stowarzyszonego par-
kietazu 2* o rozprostowanych krawedziach. Ustalmy flagi o typach a,b,c,d wokdt
krawedzi k w odpowiedniej kolejnosci: F, = (wy, k,p1), Fy, = (wi,k,p2), F. =
(wa, k,p1), Fy = (we, k,ps). Przy tych oznaczeniach, rozpatrywany w tym podroz-
dziale symbol sktada sie z podzbioréw {a,d} oraz {b, c}. Nastepnie korzystajac z de-
finicji symbolu oraz Faktow 16 oraz 18 oznaczmy flagi o typach a, b, ¢, d, ktore beda
pojawialty sie w ptytkach p; i py. Przedstawia to Rysunek 22.

a d
Wy
® . d a
E ¢ Fb Fa d
P2 k D1
b F.| F4 a
® € b a d
Wa
d a

Rysunek 22: Analiza typow flag w ptytkach.

Analizujac Rysunek 22 oraz korzystajac z Faktu 38 mozemy zauwazy¢, ze w ptyt-
ce p; wszystkie miary katéw sa takie same, podobnie jak w ptytce ps.
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Niech « i 8 oznaczajg miary katéw wewnetrznych ptytki, gdzie a to kat o typach
flag a i d, za$ 8 to kat o typach flag b i c¢. Niech M oznacza stopien plytki p;, zas N
— stopien ptytki po, gdzie M, N > 3.

Korzystajac z Faktu 36 mozemy zapisa¢ rownanie na sume miar katow w M —
kacie

M- -a=(M-2)-180°

oraz w N — kacie
N-5=(N—-2)-180°.
7 tego wynika, ze a = % - 180° oraz 3 = % - 180°.
Przeanalizujmy teraz typy flag zawarte wokét wierzchotkdéw wi i we. Korzystajac
z definicji symbolu oraz Faktéw 16 oraz 20 wokét tych wierzchotkéw beda naprze-
miennie wystepowaty katy o i 3, zatem stopien wierzchotka m bedzie parzysty,
mozemy to zapisaé¢ nastepujaco: m = 2k, gdzie k e Ni k > 2.
Korzystajac z Faktu 37 mozemy zapisac, ze
m

m
— o+

— . 3 = 360°.
2 57

.. . . .. . . M2 o ) °
Whpisujac odpowiednie zatozenia, ze m = 2k oraz a = ~5;7-180°1 f = =5=-180
uzyskujemy

2k M -2 2k N =2

. 1 o . 1 [¢] — O'
5 i 80° + 5 N 80 360
Po przeksztatceniu otrzymujemy
! + ! + L 1 (5)
kM N

Podobne réwnanie wystapito w podrozdziale 2.1. Parametr m z réwnania (1)
zastapimy parametrem M z réwnania (5). Analogicznie, parametr n zastapimy pa-
rametrem N. Oszacowania dla parametrow k, N, M pozostaja takie same jak osza-
cowania dla parametrow k,n, m. Zatem mozemy przytoczy¢ rozwigzania.

Jedynymi potencjalnymi mozliwos$ciami dla wartosci parametréw m, M, N (w obec-
nosci symbolu, ktéry sktada sie z dwoch dwuelementowych zbioréw, ztozonych z flag
lezacych wzdtuz) sa

SIS
I

= ==
Il
W s O

3 3 3
Il
S N

2.6 Symbol, ktéry sktada sie z jednej pary flag lezacej wzdluz
oraz dwoch flag tworzacych podzbiory jednoelemento-
we.

7 Lematu 33 wiemy, ze w tym parkietazu ptytki sa dwéch réznych typéw oraz

plytki parkietazu lezace po dwdéch stronach dowolnej krawedzi maja rézne typy.
7, Lematu 30 wiemy, ze w tym parkietazu wszystkie wierzchotki sa tego samego

typu.
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Wprowadzmy oznaczenia: M, N — stopnie ptytek parkietazu €2, a m — stopien
wierzchotka parkietazu €, gdzie m, M, N € N oraz m, M, N > 3. Bez straty ogdlno-
Sci, niech M oznacza stopien ptytki py, zas N — stopien ptytki py, gdzie M, N > 3.

Przeanalizujmy teraz typy flag zawarte w ptytkach p; i ps stowarzyszonego par-
kietazu €2* o rozprostowanych krawedziach.. Ustalmy flagi o typach a,b,c,d wo-
két krawedzi k& w odpowiedniej kolejnosci: F, = (wn, k,p1), Fy = (w1, k,ps), Fr =
(wa, k,p1), Fy = (ws, k,p2). Bez straty ogdlnosci, ustalmy, ze flaga typu a wyste-
puje w parze z flaga typu d, tworzac pare flag lezacg wzdtuz, a flagi typu b i ¢
tworza podzbiory jednoelementowe. Przy tych oznaczeniach, rozpatrywany w tym
podrozdziale symbol sklada sie z podzbioréw {a, d}, {b}, {c}. Nastepnie korzystajac
z definicji symbolu oraz Faktéw 16 oraz 18 oznaczmy flagi o typach a, b, ¢, d, ktore
beda pojawiaty sie w ptytkach p; i po. Przedstawia to Rysunek 23.

a d
wy
T = d a
e R | E d
P2 L P1
b F.| F, a
® b [ a d
Wa
d a

Rysunek 23: Analiza typow flag w ptytkach.

Analizujac Rysunek 23 oraz korzystajac z Faktu 38 mozemy zauwazy¢, ze w plyt-
ce p; wszystkie miary katow o typie a, d sa takie same, zas w plytce po miary katéw
o typach b i ¢ powtarzaja si¢ cyklicznie co 2, a zatem mozemy zapisac, ze N = 21,
gdzie [ € N oraz [ > 2.

Niech o, 8 i v oznaczajg miary katow wewnetrznych ptytki, gdzie a to kat
o typach flag a i d, B to kat o typach flag b, za$ v to kat o typach flag c.

Korzystajac z Faktu 36 mozemy zapisa¢ réwnanie na sume miar katow w M —
kacie

M- -a=(M-2)-180°

oraz w N — kacie

N N
— - — -y = (N —2)-180°.
5 Ot r=( )

7 tego wynika, Zeaz%-lSOo orazﬁ—i—’y:%-%oo.

Przeanalizujmy teraz typy flag zawarte wokét wierzchotkéw wq i we. Korzystajac
z Faktow 16 oraz 20 mozemy zauwazy¢, ze wokot tych wierzchotkéw beda cyklicznie
wystepowaly katy w kolejnosci «, 3, o, v zatem stopien wierzchotka m bedziemy
mogli zapisa¢ jako m = 4k, gdzie k € N i k > 1. Kat a wystepuje cyklicznie co 2,
zas katy [ 1 v wystepuja cyklicznie co 4.
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Korzystajac z Faktu 37 mozemy zapisa¢, ze

m m
- . — 360°.
5 1 (B+7)

Whpisujac odpowiednie zatozenia do powyzszego réwnania, ze N = 2, m = 4k
N

oraz o = % -180° i B4y = T—z - 360° uzyskujemy

k M -2 4k 20-2

5 i —l—4 7-360 = 360°.
Po przeksztatceniu otrzymujemy
1 1 1
—+=4+—==1
VAETRET: (6)

Podobne réwnanie wystapito w podrozdziale 2.2. Parametr m z réwnania (2) za-
stapimy parametrem M z réwnania (6). Oszacowania dla parametréw m, k, [l pozo-
staja takie same jak oszacowania dla parametrow M, k, [. Zatem mozemy przytoczy¢
rozwiazania.

Jedynymi potencjalnymi mozliwo$ciami dla wartosci parametréw M, N, m (w obec-
nosci symbolu, ktory sktada sie z jednej pary flag lezacej wzdtuz oraz dwoch flag
tworzacych podzbiory jednoelementowe) sa

m =4

N
m =4 N

3 M =6,
4 M = 4.

2.7 Symbol, ktory sklada sie z czterech flag tworzacych pod-
zbiory jednoelementowe.

7 Lematu 33 wiemy, ze w tym parkietazu ptytki sa dwdch réznych typéw oraz
plytki parkietazu lezace po dwdch stronach dowolnej krawedzi maja rézne typy.
Z Lematu 31 wiemy, ze w tym parkietazu wszystkie wierzchotki sa dwdch réznych
typow oraz typy wystepuja "na przemian'.

Wprowadzmy oznaczenia: M, N — stopnie ptytek parkietazu €2, a m,n — stopnie
wierzchotkéw parkietazu €2, gdzie m,n, M, N € N oraz m,n, M, N > 3.

Przeanalizujmy teraz typy flag zawarte w ptytkach p; i py stowarzyszonego par-
kietazu €2* o rozprostowanych krawedziach.. Ustalmy flagi o typach a,b,c,d wo-
két krawedzi k& w odpowiedniej kolejnosci: F, = (wn, k,p1), Fy, = (w1, k,ps), Fr =
(wa, k,p1), Fy = (wa, k,pa). Przy tych oznaczeniach, rozpatrywany w tym podroz-
dziale symbol sktada si¢ z podzbioréw jednoelementowych {a}, {b}, {c}, {d}. Na-
stepnie korzystajac z definicji symbolu oraz Faktéw 16 oraz 18 oznaczmy flagi o ty-
pach a, b, c,d, ktére beda pojawiaty sie w ptytkach p; i ps. Przedstawia to Rysu-
nek 24.
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Rysunek 24: Analiza typow flag w ptytkach.

Bez straty ogolnosci, niech M oznacza stopien ptytki p;, zas§ N — stopien ptytki
P2, gdzie M, N > 3.

Analizujac Rysunek 24 oraz korzystajac z Faktu 38 mozemy zauwazy¢, ze w plyt-
ce p; miary katéw o typach a i d powtarzaja sie cyklicznie co 2. Zas w plytce po
miary katéw o typach b i ¢ wystepuja cyklicznie co 2. Mozemy zapisa¢, ze M = 2j
oraz N = 2k, gdzie j,k € N oraz j, k > 2.

Niech a, 5, v i § oznaczajg miary katow wewnetrznych plytki, gdzie o to kat
o typach flag a, § to kat o typach flag b, v to kat o typach flag ¢, zas d to kat
o typach flag d.

Korzystajac z Faktu 36 mozemy zapisa¢ rownanie na sume miar katow w M —
kacie

M
St = (M= 2)-180°

2
oraz w N — kacie
N N
S B4y = (N —2)-180°.
5 O+ 5= )
7 tego wynika, Zea+5:%-3600 orazﬁ%—vz%-i’)ﬁoo.

Teraz przeanalizujmy typy flag lezace przy wierzchotkach w; i wy parkietazu
Q*. Wokot wierzchotka w, pojawiaja sie flagi o typach a i b, ktére tworzg podzbiory
jednoelementowe {a} i {b}. Z kolei woké6t wierzchotka we pojawiaja sie flagi o typach
¢ 1 d, ktore tworza podzbiory jenoelementowe {c} i {d}.

Zatem mozemy zauwazy¢, ze stopien wierzchotka w; i wy parkietazu Q* jest
parzysty. Mozemy to zapisa¢ nastepujaco m = 2[, n = 2f, gdzie [, f € N oraz
I,f =2 czylim,n > 4.

Korzystajac z Faktu 37 mozemy zapisac, ze

m m
St =360°
g ot h

oraz
n m
5 — -0 = 360°.
2 773

Z tego wynika, ze o + 3 = 302 oraz 4 § = 02,
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7 ponizszych réwnan

M -2
5:7' ©
o+ 360

N-2
B+y=—""360°

N

360° - 2
a+ =

360° - 2
Y+ =

mozemy zapisa¢ rownanie zalezne od parametréw M, N, m,n:

- 360° + ——— - 360° =
M + N m n

M—2 N -2 360"-2+360°-2

Upraszczajac otrzymujemy

7 tego, ze M,N,m,n > 4 wynika, ze kazda z odwrotnosci jest mniejsza lub
. 1 S1 01 01 1 1
réwna od 1 Czyh M N m'n < 1
Zatem
1 N 1 N 1 N 1 <1
M N m n

Aby w powyzszej nieréwnosci zaszta rownosé, zadna z tych odwrotnosci nie moze
by¢ mniejsza niz i, czyli z tego wynika, ze

1 1 1

B 1 1
M 4 N 4’ m

a wiec ostatecznie

Podsumowujac, jedynymi potencjalnymi mozliwo$ciami dla wartosci parametrow
m,n, M, N (w obecnosci symbolu, ktory sktada sie z czterech flag tworzacych pod-
zbiory jednoelementowych sa

M=14 N=4 m =4 n = 4.
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2.8 Podsumowanie potencjalnych typéw kombinatorycznych
parkietazy izotoksalnych o niesymetrycznych krawedziach.

Podsumujmy teraz wszystkie potencjalne typy kombinatoryczne parkietazy izo-
toksalnych o niesymetrycznych krawedziach. Rozrézniamy 13 typéw kombinatorycz-
nych jakie moga wystapi¢ wérod izotoksalnych parkietazy o niesymetrycznych kra-
wedziach.

Typy kombinatoryczne o symbolu, ktory sktada sie z:

e dwoch dwuelementowych zbioréw, ztozonych z flag lezacych w poprzek o:

1) stopniu wierzchotkéw: {3, 6},
stopniu ptytek: {4},

2) stopniu wierzchotkéw: {4},
stopniu ptytek: {4},

3) stopniu wierzchotkéw: {3},
stopniu ptytek: {6};

e jednej pary flag lezacych w poprzek oraz dwoch flag tworzgcych podzbiory
jednoelementowe o:

4) stopniu wierzchotkéw: {3, 6},
stopniu ptytek: {4},

5) stopniu wierzchotkéw: {4},
stopniu ptytek: {4};
e dwoch dwuelementowych zbioréw, ztozonych z flag lezacych po skosie o:
6) stopniu wierzchotkéw: {4},
stopniu ptytek: {4};
e jednej pary flag lezacej po skosie oraz dwéch flag tworzacych podzbiory jed-
noelementowe o:
7) stopniu wierzchotkéw: {4},
stopniu plytek: {4};
e dwdbch dwuelementowych zbioréw, ztozonych z flag lezacych wzdhuz o:

8) stopniu wierzchotkéw: {4},
stopniu ptytek: {3, 6},
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9) stopniu wierzchotkéw: {4},
stopniu ptytek: {4},

10) stopniu wierzchotkéw: {6},
stopniu ptytek: {3};

e jednej pary flag lezacej wzdtuz oraz dwéch flag tworzacych podzbiory jedno-
elementowe o:

11) stopniu wierzchotkéw: {4},
stopniu ptytek: {3, 6},

12) stopniu wierzchotkéw: {4},
stopniu plytek: {4};

e czterech flag tworzacych podzbiory jednoelementowe o:

13) stopniu wierzchotkéw: {4},
stopniu ptytek: {4}.
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3 Klasyfikacja izotoksalnych parkietazy o niesy-
metrycznych krawedziach

W poprzednim rozdziale znalezlismy 13 potencjalnych typéw kombinatorycznych
dla parkietazy izotoksalnych o niesymetrycznych krawedziach. W tym rozdziale po-
kazemy, ze kazdy z tych 13 potencjalnych typéw kombinatorycznych rzeczywiscie
jest typem kombinatorycznym pewnego parkietazu izotoksalnego o niesymetrycz-
nych krawedziach. Przyktady te pokazuje ponizsza Tabela 1. Rysunki, ktore wyste-
puja w Tabeli 1 sa zaczerpniete z ksiazki [1].

Tabela 1: Przyktady parkietazy izotoksalnych o niesymetrycznych krawedziach.

Ip | symbol stopien przyktad

1. | Symbol, ktéry sklada | e wierzchotkow: {3, 6}
sie z dwéch dwuele- | o plytek: {4}
mentowych  zbioréw,
ztozonych  z  flag
lezacych w poprzek.

2. e wierzchotkéw: {4}
o plytek: {4}

3. e wierzchotkow: {3}
e plytek: {6}

4. | Symbol, ktéry skta- | e wierzchotkéw: {3, 6}
da sie z jednej pa- | e plytek: {4}

ry flag lezacych w po-
przek oraz dwdéch flag
tworzacych podzbiory
jednoelementowe.

el
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e plytek: {4}

")

Ip | symbol stopien przyktad
5. e wierzchotkéw: {4}
e plytek: {4}

6. | Symbol, ktory sklada | e wierzchotkéw: {4}
sic z dwoch dwuele- | o plytek: {4}
mentowych  zbioréw,
ztozonych  z  flag
lezacych po skosie.

7. | Symbol, ktéry skta- | e wierzchotkéw: {4}
da sie z jednej pa- | e plytek: {4}
ry flag lezacej po sko-
sie oraz dwoch flag
tworzacych podzbiory
jednoelementowe.

8. | Symbol, ktory sklada | e wierzchotkéw: {4} - )
sie z dwbéch dwuele- | o plytek: {3, 6}
mentowych  zbioréw,
ztozonych  z  flag
lezacych wzdtuz.

9. e wierzchotkow: {4}

o
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Ip | symbol stopien przyktad

10. e wierzchotkow: {6}
o plytek: {3}

11. | Symbol, ktéry sktada | e wierzchotkéw: {4}

sie z jednej pary | e plytek: {3, 6} L
flag lezacej wzdtuz
oraz dwoch flag two-
rzacych podzbiory
jednoelementowe.

12. e wierzchotkow: {4}
o plytek: {4}

13. | Symbol, ktéry skta- | e wierzchotkéw: {4}
da si¢ z czterech flag | e plytek: {4}
tworzacych podzbiory
jednoelementowe.

Ostatecznym podsumowaniem calej pracy jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 39. Istnieje dokladnie 13 typow kombinatorycznych izotoksalnych par-
kietazy o niesymetrycznych krawedziach.

Opis tych typow znajduje sie w Tabeli 1.
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