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1 Wstep

Tematem pracy jest klasyfikacja parkietazy izohedralnych (regularnych) o niesymetrycz-
nych plytkach. Klasyfikacje te przeprowadzamy w sposéb zaproponowany przez Johna Conway’a
w ksiazce " Symmetries of Things” [1], dokonaliémy jednak istotnych uzupelnien majacych na celu
utatwienie czytelnikowi jej zrozumienie. PrzedstawiliSmy kompletne rozumowanie, co odréznia
nasze ujecie od prowizorycznego szkicu dowodu zawartego w [1]. Rozwinelismy wiele szczegdlo-
wych rozumowan zupelnie nieobecnych w [I]. Wezesniej taka klasyfikacja byla przeprowadzona
innymi, bardziej tradycyjnymi metodami, przedstawionymi w ksiazce B. Griinbauma i G. C. She-
pharda ”Tilings and Patterns”.

Warto wspomnieé, ze parkietaze izohedralne sa czesto wykorzystywane w sztuce, gdyz
odpowiadajg intuicyjnemu pojeciu regularnosci. Pomimo restrykcyjnych zasad ich tworzenia,
parkietaze tego typu moga by¢ bardzo réznorodne. Byly szeroko wykorzystywane przez holen-
derskiego malarza i grafika M. C. Eschera w jego pracach. Dzieta Eschera czesto sa tego typu
parkietazami, na ktére zostaly naniesione skromne wzory pomagajace rozpoznaé znajdujace sie
na nich obiekty.

Na poczatku niniejszej pracy przytaczamy pojecia i obserwacje, ktére beda niezbedne do
przeprowadzenia pézZniejszego rozumowania. W Rozdziale 2 podajemy mozliwe cechy symetrii
wzordéw plaskich oraz opisujemy wszystkie 17 typoéw symetrii takich wzoréw wraz z przyktadami.
W Rozdziale 3 przechodzimy do pojecia charakterystyki Fulera oraz do definicji orientowalno-
Sci powierzchni i ich klasyfikacji. Rozdzial 4 zawiera podstawowe informacje o krzywych na
powierzchniach. Bardzo waznym pojeciem, ktére wyrdznia przedstawiona przez nas metode kla-
syfikacji, jest pojecie orbifoldu. Jego definicje i wlasno$ci postanowiliémy wiec szeroko opisaé
w Rozdziale 5, stuza bowiem za punkt wyjscia do gléwnej czesci pracy. Podstawowe informa-
cje o parkietazach, w tym o parkietazach izohedralnych, wprowadziliémy w Rozdziale 6, aby
nastepnie w Rozdziale 7 rozwazy¢ zaleznosé miedzy parkietazem izohedralnym a orbifoldem.

Ostatni rozdzial pracy dotyczy samej klasyfikacji — wczesniej przedstawione definicje,
obserwacje i wlasnoéci prowadza bezposrednio do znalezienia wszystkich typéw parkietazy izo-
hedralnych o niesymetrycznych ptytkach za pomocs ich orbifoldow.

Rozdzialy 2, 3, 5 oraz 6 zawieraja material przygotowawczy, na ogét zaczerpniety z rozma-
itych pozycji literatury, ale dostosowany do potrzeb niniejszej pracy. Rozdzial 4 zawiera dobrze
znane, lecz nieopisane informacje, ktore zostaly opracowane samodzielnie. Rozdzialy 7 i 8 za-
wieraja gtéwna badawcza czesé pracy.

Prace te mozna zatem uznaé za rozszerzenie i uzupelnienie tresci zawartych w [I], zas$ gtéw-
nym jej celem jest przyblizenie czytelnikowi (réwniez mniej zaawansowanemu matematycznie)
wspomnianej klasyfikacji. Napisana zostala tak, by gléwna idea byla zrozumiata bez potrzeby
odwolywania sie do innych zrodet.



2 Symetrie plaszczyzny

W tym rozdziale zajmiemy si¢ krétkim oméwieniem typdw symetrii wystepujacych we wzo-

rach ptaskich. Temat ten jest dobrze znany i zostal zaczerpniety z [I] (Rozdzial 2 zatutulowany
"Plannar Patterns”, str. 15-27) oraz [7] (Rozdzial 1 zatytulowany ”Symetrie na plaszczyznie”
oraz Rozdzial 2 zatytulowany ”Symetrie wzoréw plaskich”, str. 7-24), gdzie przedstawiono go
w sposOb bardzo przystepny.

2.1

Rodzaje izometrii ptaszczyzny

Izometrie plaszczyzny to przeksztalcenia zachowujace ksztalty i rozmiary obiektéw znaj-

dujacych sie na ptaszczyznie. Wyrdézniamy nastepujace rodzaje izometrii ptaszczyzny:

1.

Symetria translacyjna (translacja). Jest to przeksztalcenie, ktére kazdy punkt plaszczyzny
przesuwa o ustalony wektor.

. Obrgt. Obrotem wokét punktu X o kat a nazywamy przeksztatcenie, ktére kazdy punkt

plaszczyzny przemieszcza po okregu o srodku w punkcie X i promieniu bedacym odlegto-
$cig danego punktu od punktu X o kat a (przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara). Punkt
X nazywamy $rodkiem symetrii obrotowe;.

Symetria osiowa (odbicie). Odbiciem wzgledem prostej k nazywamy przeksztalcenie, ktére
kazdemu punktowi A plaszczyzny przyporzadkowuje punkt A’ lezacy na prostej prostopa-
dtej do k i przechodzacej przez A, potozony w tej samej odlegtoéci od prostej k& co punkt
A, lecz po drugiej stronie tej prostej.

Symetria z poslizgiem. Jest to zlozenie symetrii osiowej wzgledem pewnej osi L i trans-
lacji o niezerowy wektor réwnoleglty do tej osi. Prosta L nazywamy wtedy osia symetrii
z poslizgiem.

Symetrycznym dyskretnym wzorem plaskim (w skrécie, wzorem plaskim) nazywamy wzor

na plaszczyznie spelniajacy nastepujace warunki:

o (symetryczno$é) istnieja niezerowe wektory translacji w dwéch réznych kierunkach zacho-

2.2

wujace wzér plaski,

(dyskretnosé) dlugosci wektoréw translacyjnych symetrii wzoru nie moga byé¢ dowolnie
krétkie.

Cechy symetrii wzoréw ptlaskich

Symetria wzoru ptaskiego nazywamy dowolne przeksztalcenie izometryczne, ktére ten wzor

zachowuje. Wyrdzniamy nastepujace cechy symetrii wzoréw na plaszczyznie:

e Pojedyncze lustra. Sa to osie symetrii wzoru nieprzecinajace sie z zadnymi innymi osiami

symetrii tego wzoru. Méwimy, ze lustra sa tego samego rodzaju, jesli przechodzg przez
analogiczne fragmenty wzoru (réwnowaznie, jesli istnieje symetria wzoru przeksztalcajaca
jedno z nich na drugie). Nietrudno pokazaé, ze dowolny wzoér plaski posiada skonczenie
wiele rodzajow pojedynczych luster. Tego faktu nie bedziemy tutaj dowodzi¢, wynika on
jednak tatwo z dyskretnosci wzoru. Przykiad wzoru posiadajacego dwa rodzaje pojedyn-
czych luster przedstawia Rysunek



Rysunek 1: Wz6r z zaznaczonymi dwoma rodzajami pojedynczych luster (proste czerwone i pro-
ste zielone) [I]

o Punkty kalejdoskopowe n-krotne. Sa to punkty przeciecia n osi symetrii wzoru (dla n > 2).
Liczbe n nazywamy wtedy rzedem punktu kalejdoskopowego. Mowimy, ze punkty kalejdo-
skopowe sa tego samego rodzaju, gdy istnieje symetria wzoru przeksztalcajaca jeden z nich
na drugi. We wzorze moze wystepowac kilka rodzajéw punktéw kalejdoskopowych tego
samego rzedu. Z warunku dyskretnosci wzoru tatwo wynika, ze w kazdym wzorze pla-
skim wystepuje najwyzej skonczenie wiele rodzajéw punktow kalejdoskopowych. Przyktad
wzoru posiadajacego trzy rodzaje punktéw kalejdoskopowych przedstawia Rysunek [2]

Rysunek 2: Wzér z zaznaczonymi trzema rodzajami punktéw kalejdoskopowych (czerwone to
punkty 2-krotne, za$ niebieskie i zielone — 4-krotne) [I]

o Punkty obrotowe n-krotne. Sa to $rodki symetrii obrotowej wzoru niebedace punktami
kalejdoskopowymi. Z dyskretno$ci wzoru wynika, ze dla kazdego punktu obrotowego A ist-
nieje n > 2 takie, ze obroty wokot punktu A bedace symetriami wzoru to doktadnie obroty
o wielokrotnosci kata %’T Te liczbe n nazywamy krotnoscig punktu obrotowego lub be-
dziemy méwié, ze A jest punktem obrotowym n-krotnym. Méwimy, ze punkty obrotowe sa
tego samego rodzaju, gdy istnieje symetria wzoru przeksztalcajaca jeden z nich na dru-
gi. We wzorze moze wystepowaé kilka rodzajéw punktéw obrotowych tego samego rzedu.
7 dyskretnosci wzoru wynika, ze kazdy wzér zawiera skoniczenie wiele rodzajéw punktéw
obrotowych. Przyktad wzoru posiadajacego trzy rodzaje punktéw obrotowych przedstawia
Rysunek

° ° o -
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Rysunek 3: Wzér z zaznaczonymi trzema rodzajami punktéw obrotowych (czerwone to punkty
2-krotne, za$ fioletowe i zielone — 4-krotne) [I]

e Specjalne symetrie z poslizgiem. Sa to takie symetrie z poslizgiem bedace symetriami wzoru,
ktorych osie nie przecinaja sie z osiami symetrii wzoru. Mowimy, ze specjalne symetrie



z podlizgiem sa tego samego rodzaju, jesli ich osie przechodza przez analogiczne fragmenty
wzoru. Z Twierdzenia[2.3| wynika, ze we wzorze ptaskim wystepuja co najwyzej dwa rodzaje
specjalnych symetrii z poslizgiem. Przyklad wzoru posiadajacego dwa rodzaje specjalnych
symetrii z poSlizgiem przedstawia Rysunek [4]

Rysunek 4: Wzoér z zaznaczonymi osiami specjalnych symetrii z poslizgiem dwoéch rodzajéw
(proste czerwone i proste niebieskie) [I]

2.3 Typy symetrii wzoréw ptlaskich

Sygnaturg Conway’a wzoru plaskiego nazywamy symbol oznaczajacy zbior cech symetrii
tego wzoru. Przyjmijmy nastepujace oznaczenia:
o — brak cech symetrii poza symetriami translacyjnymi,
* — dotyczy obecnosci symetrii osiowych i ewentualnych punktéow kalejdoskopowych,
x — dotyczy obecnosci specjalnych symetrii z poslizgiem.
Kazdy rodzaj pojedynczego lustra to osobny znak * w zapisie sygnatury. Jesli we wzorze wyste-
puje k rodzajow punktéw kalejdoskopowych, ktére maja rzedy ni,ne,...,ng, to w sygnaturze
pojawia sie ciag nine . . . ng poprzedzony kolejnym znakiem *. Jeli we wzorze pojawia sie [ rodza-
jow punktéw obrotowych, majacych rzedy mi, mo,..., m;, w sygnaturze na poczatku pojawia
sie ciag mimeo ...my. Zaréwno rzedy punktow kalejdoskopowych, jak obrotowych z reguty wy-
mieniamy w porzadku nierosnacym. Gdy we wzorze pojawiaja sie jedynie specjalne symetrie
z po$lizgiem, sygnatura przyjmuje posta¢ x x; gdy oprocz specjalnych symetrii z podlizgiem po-
jawiaja sie inne cechy symetrii, na koncu sygnatury dopisujemy znak x. Ogdlna posta¢ sygnatury
wzoru moze wyglada¢ nastepujaco:

® O
® XX
rodzaje pojedynczych
luster

e mimso... My TR *n1Ng...Nng X, przy czym kazdy z czterech fragmentow sy-

~—_——— ~————

rzedy punktéw rzedy punktéw
obrotowych kalejdoskopowych

gnatury moze wystepowac lub nie.

Méwimy, ze dwa wzory plaskie maja ten sam typ symetrii, jesli maja te sama sygnature Con-
way’a.

Przyklad 2.1. Sygnatura 7 * 332X oznacza, ze we wzorze znajduja sie:
e 1 rodzaj punktéw obrotowych rzedu 7,
e 3 rodzaje punktéw kalejdoskopowych o rzedach 3, 31 2,
e specjalna symetria z poslizgiem.

W tym wzorze nie wystepuja pojedyncze lustra.

Przykltad 2.2. Sygnatura 33 * * x x65 oznacza, ze we wzorze wystepuja:
e 2 rodzaje punktéw obrotowych rzedow 3,

e 3 rodzaje pojedynczych luster,



e 2 rodzaje punktéw kalejdoskopowych rzedéw 6 i 5.
W tym wzorze nie wystepuja specjalne symetrie z poslizgiem.

Twierdzenie 2.3. Wystepuje dokladnie 17 typow symetrii wzordw plaskich. Sq¢ one opisane
nastepujgcymi sygnaturami Conway’a:

o — wzory posiadajgce jedynie symetrie translacyjne,

sk — wzory postadajgce jedynie dwa rodzaje pojedynczych luster,

632, 442, 333, 2222 — wzory posiadajgce jedynie punkty obrotowe,

%632, %442, %333, %2222 — wzory posiadajgce jedynie punkty kalejdoskopowe,

4x2, 3x3, 2x%22 — wzory posiadajgce jedynie punkty obrotowe ¢ kalejdoskopowe,

22x — wzory posiadajgce jedynie dwa rodzaje punktow obrotowych i jeden rodzaj pojedynczych
luster,

22x — wzory posiadajgce dwa rodzaje punktow obrotowych i specjalng symetrie z poslizgiem,
*X — wzory posiadajgce pojedyncze lustro i specjalng symetrie z poslizgiem,

X X — wzory posiadajgce dwa rodzaje specjalnej symetrii z poslizgiem.

Dowdd tego twierdzenia mozna znalezé w [4] oraz w [§]. Szkic dowodu znajduje sie réwniez
w [I] (Rozdzial 3 zatytulowany ”The Magic Theorem”, str. 29-49), uzupelniony i rozwiniety

w [7].

Ponizej przedstawiamy przyklady wzordéw realizujacych wszystkie mozliwe typy symetrii

wzoréw plaskich (Rysunki [5 - [21] zaczerpnelismy z [I]).

=

Rysunek 5: Typ o [I]

Rysunek 7: Typ 632 [I] Rysunek 8: Typ 442 [I]
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Rysunek 9: Typ 333 [I]
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Rysunek 13: Typ %333 [1]
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Rysunek 15: Typ 4 x 2 [I]
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Rysunek 17: Typ 2 x 22 [I]

Rysunek 16: Typ 3 x 3 [I]

Rysunek 18: Typ 22x [1]
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Rysunek 19: Typ 22x [1]

Rysunek 21: Typ xx [I]

3 Charakterystyka Eulera powierzchni

W tym rozdziale przypomnimy klasyfikacje powierzchni orientowalnych, nieorientowal-
nych, z brzegiem oraz bez brzegu, a takze sposéb wyznaczania ich charakterystyk Eulera. Infor-
macje zawarte w tym rozdziale mozna znalezé w [5] oraz [7] (Rozdzial 4 zatytulowany ”Dowdd
Magicznego Twierdzenia”, str. 42-54).

3.1 Charakterystyka Eulera

Definicja 3.1. Triangulacja powierzchni jest to podzial powierzchni na obszary tréjkatne w taki
sposob, ze kazde dwa obszary tworza w przekroju zbiér pusty, pojedynczy wierzchotek albo
pojedyncza krawedz. [11]

Fakt 3.2. Niech T oznacza liczbe trojkgtnych obszaréw triangulacji, W — liczbe wierzchotkow
triangulacji, K — liczbe krawedzi triangulacji. Dla ustalonej powierzchni wielkos¢ T+ W — K nie
zalezy od wyboru triangulacyi.

Fakt mozemy znalezé w [I] (Rozdzial 7 zatytulowany ”Euler’s Map Theorem”, Twier-
dzenie 7.1, str. 85) oraz w [2] (Wniosek 8, str. 141).

Definiujemy charakterystyke Eulera, dzielac dana powierzchnie na obszary tréjkatne. [10]
Definicja 3.3. Charakterystyka Eulera powierzchni F' to liczba:
X(F)=T+W - K,

gdzie:

T — liczba tréjkatnych obszaréw triangulacji,
W — liczba wierzchotkéw triangulaci,

K — liczba krawedzi triangulacji.

Zauwazmy, ze charakterystyka Eulera danej powierzchni jest niezalezna od wyboru trian-
gulacji.
3.2 Klasyfikacja powierzchni spdjnych
Powierzchnie bez brzegu

W celu przytoczenia klasyfikacji wszystkich powierzchni spéjnych, zajmiemy si¢ najpierw
powierzchniami bez brzegu. Mozemy wyré6zni¢ dwa typy powierzchni: orientowalne i nieoriento-
walne.
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Definicja 3.4. Powierzchnia jest nieorientowalna, jesli zawiera jako podzbiér pewna wstege
Mobiusa. W przeciwnym wypadku jest ortentowalna.

Twierdzenie 3.5. KazZda powierzchnia orientowalna bez brzegu jest z dokladno$cig do home-
omorfizmu jedng z ponizszych.:

o sferg (ozn. ¥g),
e torusem (ozn. 1),

o preclem z g otworami (ozn. Xg), gdzie g > 2.

Rysunek 22: Powierzchnie orientowalne, kolejno: g, 1, 3o

Rysunek 23: Powierzchnie X,

Dla wszystkich powierzchni orientowalnych mozemy obliczy¢ charakterystyki Eulera ze
wzoru

X(Xg) =2-2g (3.1)

dla g > 0.

Twierdzenie 3.6. Wszystkie powierzchnie nieorientowalne bez brzegu tworzymy, usuwajgc ze
sfery wnetrza n parami roztgeznych dyskow i do kazdej krzywej brzegowej usunietego dysku do-
tagczamy, abstrakcyinie, wzdluz brzegu wstege Mobiusa. Dla ustalonego n wszystkie powierzchnie
powstate w ten sposob sq¢ homeomorficzne. Powierzchnie powstalq w powyzszy sposob oznaczamy
przez P,.

Dla powierzchni nieorientowalnych obliczamy charakterystyke Eulera nastepujaco:
X(P,)=2-n (3.2)

dlan > 1.
Na nasza uwage szczegdlnie zastuguja nastepujace powierzchnie nieorientowalne bez brzegu:

e plaszczyzna rzutowa (P),
e butelka Kleina (P).

Na Rysunkach [24] i 25| przedstawiamy inne sposoby uzyskiwania tych dwoéch powierzchni
poprzez sklejanie bokéw prostokata. Boki tego samego koloru sklejamy zgodnie z kierunkiem
strzatek, aby otrzymaé¢ dana powierzchnie.

11
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Rysunek 24: Plaszczyzna rzutowa Rysunck 25: Butelka Kleina

Powierzchnie z brzegiem

Wiéréd powierzchni z brzegiem rowniez mozemy wyrézni¢ powierzchnie orientowalne i nie-
orientowalne.

Twierdzenie 3.7. Kazda z powierzchni z brzegiem powstaje przez wyciecie z pewnej powierzchni
bez brzegu wnetrz n parami rozlgcznych dyskéw (n > 1).

Charakterystyki Eulera takich powierzchni to
X(F) = x(F)—n (3-3)

gdzie F jest pewna powierzchnia bez brzegu, zas F' jest powierzchniag utworzong z F po wycieciu
n dyskow.
Szczegdblnie istotne dla nas beda nastepujace powierzchnie z brzegiem:

e dysk (sfera z wycietym jednym dyskiem),
e pierscien (sfera z wycietymi dwoma dyskami).

Powierzchnia, na ktéra zwrdcimy szczegdlna uwage, jest wstega Mobiusa. Jest to po-
wierzchnia nieorientowalna, ktéra powstaje z plaszczyzny rzutowej poprzez wyciecie z niej jed-
nego dysku. Inny sposéb uzyskania tej powierzchni, poprzez sklejanie bokéw prostokata zgodnie
z kierunkiem strzatek, przedstawia Rysunek

Y

-

Rysunek 26: Wstega Mobiusa

Zauwazmy, ze F' jest orientowalna doktadnie wtedy, gdy F jest orientowalna.

Fakt 3.8. [J] KaZda spojna powierzchnia jest jednoznacznie zdeterminowana przez trzy para-
metry:

e orientowalnosc,
e charakterystyke Fulera,

o liczbe komponent brzegu.
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Przyktad 3.9. Niech F bedzie powierzchnia spdjna, orientowalna, bez brzegu, ktérej charak-
terystyka Eulera wynosi -6. Zgodnie z mamy

2—-29g=—-6
2g =8
g=4

Zatem F jest preclem z czterema otworami.

Przyktad 3.10. Niech I’ bedzie powierzchnia sp6jna, nieorientowalna, majaca 1 komponente
brzegu. Niech x(F) = 0. Niech F' bedzie powierzchnia, z ktérej otrzymujemy powierzchnie
F, wycinajac dysk. Zgodnie z zachodzi:

X(F) = x(F) — 1
0=x(F)—1
X(F) =1

Poniewaz F jest powierzchnia nieorientowalna bez brzegu, zgodnie z mamy:

~

X(F)=2-k
1=2—k
k=1

Zatem F' jest plaszczyzna rzutowa, a F' — wstega Mobiusa.

4 Krzywe na powierzchniach

W tym rozdziale znajdziemy informacje dobrze znane, ale opracowane samodzielnie z po-
wodu braku dogodnych Zrodet.

Przeanalizujemy krzywe, wzdluz ktérych mozna rozcia¢ dang powierzchnie, aby w ten
sposéb uzyskaé¢ nowa powierzchnie. Wszystkie rozwazane przez nas krzywe na powierzchniach
beda krzywymi bez samoprzecigé¢. W pierwszej kolejno$ci musimy rozrézni¢ krzywe rozspajajace
i nierozspajajace powierzchnie. Interesowaé¢ nas bedzie rozpoznawanie powierzchni powstalej
przez rozciecie wzdluz krzywej nierozspajajacej. Szczegdlnie wazne beda dwa rodzaje krzywych:
zamkniete zawarte we wnetrzu danej powierzchni oraz niezamknigte, taczace 2 punkty brzegowe,
a poza tym przebiegajace przez wnetrze danej powierzchni.

Wiéréd krzywych zamknietych zawartych w powierzchniach mozemy wyréznié krzywe jed-
nostronne i dwustronne.

Definicja 4.1. Krzywa zamknietg zawartg w pewnej powierzchni nazwiemy jednostronng, jezeli
bliskie otoczenie tej krzywej na powierzchni jest wstega Mobiusa.

Zauwazmy, ze krzywe jednostronne moga wystepowaé jedynie na powierzchniach nieorien-
towalnych. Przyktad krzywej jednostronnej na wstedze Mobiusa przedstawia Rysunek
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Rysunek 27: Krzywa jednostronna na wstedze Mobiusa [12]

Definicja 4.2. Krzywa zamknigta zawartag w danej powierzchni niebedaca krzywa jednostronng
nazywamy krzywg dwustronng.

Otoczenie krzywej dwustronnej na powierzchni jest zamknigtym pasem, ktéry krzywa ta
rozcina na dwa wezsze pasy — stad nazwa dwustronnoéci. Przyktad takiej krzywej na butelce
Kleina znajdziemy na Rysunku 28]

6’7 Y Y

Rysunek 28: Krzywa dwustronna na butelce Kleina [9]

Wéréd krzywych zawartych w powierzchniach z brzegiem powinnismy zwroci¢ uwage na
krzywe wlasciwie wlozone (w powierzchnie z brzegiem).

Definicja 4.3. Krzywa wlasciwie wlozona w powierzchnie z brzegiem jest to krzywa, ktéra nie
jest zamknieta, lecz jej konice leza na brzegach danej powierzchni, podczas gdy pozostate punkty
krzywej naleza do wnetrza tej powierzchni.

Przyklad krzywej wladciwie wlozonej we wstege Mobiusa mozemy zobaczyé na Rysun-

ku 29

LY

|

Rysunek 29: Krzywa wlasciwie wlozona we wstege Mobiusa [12]

Fakt 4.4. Rozcinajgc powierzchnie orientowalng wzdiuz krzywej nierozspajajgcej, otrzymamy
powierzchnie orientowalng.
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Dowdd. Zalézmy nie wprost, ze po rozcieciu pewnej powierzchni orientowalnej F' mozemy otrzy-
maé powierzchnie nieorientowalng F’. Z definicji nieorientowalnosci, powierzchnia F’ zawiera
wstege Mobiusa. Sklejajac powierzchnie F' wzdluz linii rozcinajacej, otrzymamy ponownie po-
wierzchnie F', ktéra rowniez zawiera wstege Mobiusa. W ten sposéb otrzymujemy sprzeczno$é
z orientowalnoscia powierzchni F. O

W przypadku powierzchni nieorientowalnych, mozemy otrzymac, rozcinajac je wzdiuz
krzywej nierozspajajacej, zaréwno powierzchnie orientowalne, jak nieorientowalne. Mozemy to
zaobserwowaé, analizujac Przyktad

Przyktad 4.5. Mamy dang butelke Kleina P». Jest to powierzchnia nieorientowalna, jej charak-
terystyka Eulera wynosi: x(P,) = 2 — 2 = 0. Rozwazmy powierzchnie otrzymane przez rozciecie
jej wzdtuz réznego rodzaju krzywych nierozspajajacych.

Nierozspajajaca krzywa zamknieta jednostronna

Rozcinajac butelke Kleina wzdluz krzywej zamknigtej jednostronnej I', otrzymujemy powierzch-
ni¢ F’ z jedna komponenta brzegu. Obliczmy charakterystyke Eulera otrzymanej powierzchni.
Liczba obszaréw tréjkatnych triangulacji nie ulega zmianie, gdyz mozemy tak wybraé trian-
gulacje, aby brzegi obszaréw zawieraly linie ciecia. Dla tak wybranej triangulacji oznaczmy
przez n liczbe wierzchotkéw tej triangulacji zawartych w krzywej I'. Wéwczas liczba krawedzi
tej triangulacji zawartych w I' réwniez wynosi n. Wtedy liczba wierzchotkéw i liczba krawedzi
triangulacji powierzchni F’ zwiekszy sie o n, gdyz kazdy z wierzchotkéw i kazda z krawedzi
zawartych w krzywej I' pojawi si¢ dwukrotnie na brzegu powierzchni F”.

T =T
W' =W +n
K'=K+n

Zatem x(F') =T+ W' - K' =T+W+n—-K-n=T+W - K =0.

Zgodnie z twierdzeniami klasyfikujacymi:

e Jedli F jest powierzchnig orientowalna, to

2—-29g—-1=0
2g =1

1

925

F' nie moze by¢ wiec powierzchnia orientowalng.
e Jedli I jest powierzchnig nieorientowalng, to

2—-n—1=0

n=1

F' powstaje z plaszczyzny rzutowej przez wyciecie jednego dysku.

Otrzymana powierzchnia jest wiec wstega Mdbiusa.

Nierozspajajaca krzywa zamknieta dwustronna
Rozcinajac butelke Kleina wzdtuz krzywej zamknietej dwustronnej I', otrzymujemy powierzchnie
F' 7z dwiema komponentami brzegu. Obliczmy charakterystyke Eulera otrzymanej powierzchni.
Liczba obszaréw tréjkatnych triangulacji nie ulega zmianie, gdyz mozemy tak wybraé trian-
gulacje, aby brzegi obszaréw zawieraly linie ciecia. Dla tak wybranej triangulacji oznaczmy
przez n liczbe wierzchotkéw tej triangulacji zawartych w krzywej I'. Woéwcezas liczba krawedzi
tej triangulacji zawartych w I' réwniez wynosi n. Wtedy liczba wierzchotkéw i liczba krawedzi
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triangulacji powierzchni F’ zwickszy sie o n, gdyz kazdy z wierzcholkéw i kazda z krawedzi
zawartych w krzywej I' pojawi si¢ dwukrotnie na brzegu powierzchni F”.

T =T
W' =W +n
K'=K+n

Zatem x(F) =T+ W - K' =T+W+4+n—-K-n=T+W — K =0.

Zgodnie z twierdzeniami klasyfikujacymi:
o Jesli F' jest powierzchnia orientowalna, to

2-29—-2=0
g=0

F' powstaje ze sfery przez wyciecie dwoéch dyskéw.

e Jesdli F jest powierzchnig nieorientowalng, to

2—-nm—2=0

n=20

F’ nie moze by¢ wiec powierzchnig nieorientowalna.
Otrzymana powierzchnia jest wigc pierscieniem.

Przyktad 4.6. Rozwazmy krzywa wlasciwie wlozong we wstege Mobiusa, majaca konce w réz-
nych punktach brzegu i zalézmy, ze jest to krzywa nierozspajajaca. Wstega Mobiusa jest po-
wierzchnia nieorientowalna, majaca 1 komponente brzegu i charakterystyke Eulera x(F) = 0.
Rozcinajac ja wzdtuz krzywej wlasciwie wlozonej nierozspajajacej, mozemy tatwo zaobserwowac,
ze otrzymujemy powierzchnie z jedna komponenta brzegu (fakt ten zostawiamy do uzasadnie-
nia czytelnikowi). Obliczmy charakterystyke Eulera otrzymanej powierzchni. Liczba obszaréw
trojkatnych triangulacji nie ulega zmianie, gdyz mozemy tak wybraé triangulacje, aby brzegi
obszaréw zawieraly linie ciecia. Dla tak wybranej triangulacji oznaczmy przez n liczbe krawedzi
tej triangulacji zawartych w krzywej I'. Wéwczas liczba wierzchotkéw tej triangulacji zawartych
w I wynosi n+ 1. Wtedy liczba krawedzi triangulacji powierzchni F’ zwigkszy sie o n, za$ liczba
wierzchotkow zwigkszy si¢ o n + 1, gdyz kazdy z wierzchotkéw i kazda z krawedzi zawartych
w krzywej I' pojawi sie dwukrotnie na brzegu powierzchni F”.

=T
W =W+n+1
K'=K+n

Zatem x(F') =T +W' - K' =T+W+4+n+1-K-n=T+W+1-K=1.

Zgodnie z twierdzeniami klasyfikujacymi:

e Jedli I jest powierzchnig orientowalng, to

2-2g—1=1
2g =0
g=0

F' powstaje ze sfery przez wyciecie jednego dysku.
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e Jesdli F jest powierzchnig nieorientowalng, to
2—-n—-1=1

n=20

F' nie moze by¢ wiec powierzchnia nieorientowalna.
Otrzymana powierzchnia jest wiec dyskiem.

Warto zauwazy¢, ze do wyznaczenia powstalej powierzchni nie musieliémy znac jej oriento-
walnosci. W tych przypadkach wystarczyta znajomosé liczby komponent brzegu i charakterystyki
Eulera. Obserwacje z Przykladéw 1 [4.6] mozemy uogdlni¢ do nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 4.7. 1. Gdy krzywa zamknieta nierozspajajgca, rozcinajgca dang powierzchnie
jest jednostronna, liczba komponent brzegu zwieksza sie o 1, zas gdy jest dwustronna —
zwieksza sie o 2.

2. Rozcinajgc dang powierzchnig wzdtuz krzywej zamknietej nierozspajajgcej, otrzymujemy
powierzchnie, ktorej charakterystyka Eulera jest taka sama, jok wyjsciowej powierzchni.

3. Rozcinajgc powierzchnie wzdiuz nierozspajajgoce; krzywej wlasciwie wioZonej, otrzymujemy
powterzchnie, ktorej charakterystyka Fulera jest wieksza o 1 od wyjsciowej.

Dowad. 1. Zgodnie z Definicja bliskie otoczenie krzywej jednostronnej na rozcinanej po-
wierzchni jest wstega Mobiusa. Ma zatem, zgodnie z nazwa, jedna strone, wiec krzywa
rozcinajaca tworzy jedna komponente brzegu. Poniewaz zawiera sie ona we wnetrzu po-
wierzchni wyjsciowej, liczba komponent brzegu zwieksza sie o 1.

Krzywa dwustronna rozcina swoje bliskie otoczenie na dwa pasy. Brzeg kazdego z nich za-
wiera kopie krzywej rozcinajacej, otrzymujemy zatem powierzchnie o dwoch dodatkowych
komponentach brzegu.

2. Po rozcieciu danej powierzchni F krzywa I', otrzymujemy powierzchni¢ F’. Bez wzgledu na
to, czy I jest krzywa jednostronna, czy dwustronng, liczba obszaréw trojkatnych triangu-
lacji nie ulegnie zmianie, poniewaz mozemy wybraé taka triangulacje, aby brzegi obszaréw
zawieraly linie ciecia. Dla tak wybranej triangulacji oznaczmy przez n liczbe wierzchotkow
tej triangulacji zawartych w krzywej I'. Wowczas liczba krawedzi tej triangulacji zawartych
w ' réwniez wynosi n. Wtedy liczba wierzchotkow i liczba krawedzi triangulacji powierzch-
ni F’ zwigkszy sie o n, gdyz kazdy z wierzchotkéw i kazda z krawedzi zawartych w krzywej
I' pojawi si¢ dwukrotnie na brzegu powierzchni F”.

T =T
W' =W +n
K'=K+n

Zatem x(F') =T 4+W' —-K' =T4+W+n—-K-n=T+W — K = x(F).

3. Po rozcieciu powierzchni F krzywa I' wlasciwie wlozong w F, otrzymamy powierzchni¢ F”.
Liczba obszaréow tréjkatnych nie ulega zmianie, poniewaz mozemy wybra¢ taks triangu-
lacje, aby brzegi obszaréw zawieraly linie ciecia. Dla tak wybranej triangulacji oznaczmy
przez n liczbe krawedzi tej triangulacji zawartych w krzywej I'. Wowczas liczba wierzchot-
kéw tej triangulacji zawartych w I wynosi n+1 (gdyz jest to liczba wierzchotkéw laczacych
n krawedzi zawartych w I'). Wtedy liczba krawedzi triangulacji powierzchni F’ zwiekszy
sie o n, za$ liczba wierzchotkéw zwiekszy sie o n + 1, gdyz kazdy z wierzchotkow i kazda
z krawedzi zawartych w krzywej I' pojawi si¢ dwukrotnie na brzegu powierzchni F”.

T =T
W' =W +n+1
K =K+n
Zatem x(F') =T +W' - K' =T+W+n+1-K-n=T+W -K+1=x(F) + 1.

O
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5 Orbifold wzoru ptaskiego

W tym rozdziale przytoczymy pojecie orbifoldu oraz przedstawimy, jak wygladaja orbifol-
dy poszczegdlnych typoéw symetrii wzoréw plaskich. Przedstawimy rowniez, w postaci wyciggu
z opisu zawartego w [I] (Rozdzial 15 zatytulowany ”Types of Tilings”, str. 185-196), orbifoldy
wszystkich typow symetrii wzoréw plaskich.

5.1 Orbifold

Podczas rozwazania typoéw symetrii wzoréow plaskich, duze znaczenie miato rozréznienie
rodzajow poszczegdlnych cech symetrii. Z definicji wzoru ptaskiego, a szczegdlnie ze wzgledu
na wystepujace w nim symetrie translacyjne, wiemy, ze jezeli w danym wzorze ptaskim wyste-
puje pewna cecha symetrii, wystepuje nieskoniczenie wiele cech symetrii tego samego rodzaju.
Z tego wzgledu bedziemy utozsamiaé¢ wszystkie cechy symetrii danego rodzaju (np. wszystkie
pojedyncze lustra tego samego rodzaju). Wprowadzimy teraz pojecia odnoszace sie do wzordw
plaskich.

Definicja 5.1. Orbitg danego punktu nazywamy zbior wszystkich punktow tego samego rodza-
ju, tzn. wszystkich punktéw, ktore moga by¢ przeksztatcone na ten punkt przez pewng symetrie
WZOru.

Definicja 5.2. Orbifoldem wzoru plaskiego nazywamy zbiér zlozony z orbit, powstaly przez
utozsamienie wszystkich punktow lezacych w tej samej orbicie.

Zadaniem, ktorym zajmiemy sie w tym podrozdziale, bedzie zrozumienie, czym tak na-
prawde jest orbifold i jaka jest jego geometryczna natura.

W malym fragmencie ptaszczyzny, na ogét tatwo stwierdzi¢, ktore punkty z tego fragmentu
nalezg do tej samej orbity. Mozna zatem ustali¢, jak wyglada fragment orbifoldu zbudowany
z orbit przecinajacych niepusto taki fragment plaszczyzny. Mozemy zatem przeanalizowad, jak
wygladaja lokalne fragmenty orbifoldu na podstawie lokalnych fragmentéw plaszczyzny.

Wiekszoéé punktéow wzoru plaskiego nie lezy w bliskim otoczeniu punktéw, ktére sg na
nie przeksztalcane przez pewna symetrie tego wzoru, co oznacza, ze nie naleza one do zadnej osi
symetrii wzoru oraz nie sa punktami obrotowymi. Takie punkty nazywamy punktami zwyczaj-
nymi wzoru. Nietrudno przekonad sie, ze punkt zwyczajny ma zawsze male otoczenie zlozone
z samych punktéw zwyczajnych. Fragment orbifoldu ztozony z punktéw z takiego otoczenia moze
by¢ utozsamiony z tym otoczeniem, zatem w poblizu punktu zwyczajnego orbifold lokalnie wy-
glada jak powierzchnia. Podczas tworzenia orbifoldu wzoru, punkty zwyczajne sa przeksztalcane
na punkty zwyczajne orbifoldu, to znaczy nie staja sie zadnymi elementami charakterystycznymi
orbifoldu.

Mozna tatwo sie przekonaé, ze niektore cechy symetrii sg przeksztalcane na charaktery-
styczne elementy orbifoldu:

e Punkty lezace na pojedynczych lustrach sa przeksztalcane na punkty brzegowe orbifoldu.

Rysunek 30: Punkty brzegowe orbifoldu

e Punkty kalejdoskopowe (bedace punktami przeciecia kilku osi symetrii wzoru) sa prze-
ksztalcane na punkty narozne orbifoldu. Rzedem punktu naroznego orbifoldu nazwiemy
rzad punktu kalejdoskopowego, ktory zostal nan przeksztatcony. Punkty kalejdoskopowe
rzedu n sg przeksztalcane w punkty narozne, ktorych kat wewnetrzny ma miare 7.
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Rysunek 31: Punkty narozne orbifoldu

e Punkty obrotowe sg przeksztalcane na punkty stozkowe orbifoldu. Rzedem punktu stoz-
kowego nazywamy rzad punktu obrotowego, ktoéry zostal przeksztalcony na dany punkt
stozkowy. Stozek powstaty z punktu stozkowego rzedu n, po rozcieciu wzdtuz tworzacej,

. . ., 2
daje wycinek kotowy o kacie érodkowym =T.

B A

Rysunek 32: Punkty stozkowe orbifoldu

Obserwacje te moga wydac sie czytelnikowi trudne do zrozumienia i zastosowania, przy-
blizymy je jednak w kolejnym rozdziale, co pomoze w wyjasnieniu zasady tworzenia orbifoldéw.

Zauwazmy, ze danemu wzorowi plaskiemu mozemy jednoznacznie przyporzadkowaé jego
orbifold, postugujac sie powyzszymi obserwacjami. Wystepowanie réznych cech symetrii prowa-
dzi do pojawienia si¢ réznych cech orbifoldu. Orbifold tworzymy, ”nawijajac” ptaszczyzne w taki
sposéb, ze odpowiadajace sobie elementy wzoru do siebie przylegaja.

Fakt 5.3. Kazidy orbifold jest powierzchniq, do ktdrej mogq nalezeé elementy specjalne:
o punkty brzegowe,
e punkty narozine (na brzegu),

o punkty stozkowe (wewngtrz).

Orbifold z obrazem wzoru na nim zakodowuje pelna informacje na temat wyjsciowego
wzoru, ktorego odtworzenie mozna sobie wyobrazié¢ jako rozwijanie orbifoldu na ptaszczyznie.
Mozemy zatem, majac dany orbifold, jednoznacznie wskazaé¢ wzér plaski, ktéry mu odpowiada.

5.2 Orbifoldy poszczegdlnych typéw symetrii

Na podstawie obserwacji zawartych w [I] (Rozdzial 15 zatytutowany ”Types of Tilings”,
str. 185-196) oraz [7] (Rozdzial 4 zatytulowany ”"Dowdd Magicznego Twierdzenia”, str. 42-53),
oméwimy, jak wygladaja orbifoldy poszczegdlnych typéw symetrii wzoréw plaskich. Zauwaz-
my, ze za kazdym razem we wzorze plaskim wystepuja symetrie translacyjne w dwéch réznych
kierunkach. W pierwszym kroku mozemy zatem utozsami¢ wszystkie punkty plaszczyzny z od-
powiadajacymi im punktami znajdujacymi sie w réwnolegloboku podstawowym (czyli réwno-
legltoboku, ktérego bokami sa dwa najkrétsze niewspolliniowe wektory translacji zachowujacej
wzér).

Typ symetrii o

Wzor ptaski o typie symetrii o nie posiada zadnych cech symetrii, z wyjatkiem symetrii
translacyjnych w dwoch réznych kierunkach. Po utozsamieniu punktéw plaszczyzny z punktami
rownolegloboku podstawowego, nalezy jeszcze utozsamié rownolegle boki tego réwnolegtoboku,
sklejajac je ze soba. W ten sposéb otrzymujemy torus bedacy orbifoldem kazdego wzoru o tym
typie symetrii.
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Rysunek 33: Wzér o typie symetrii o jest przeksztalcany w torus

Typ symetrii *x

W przypadku tego typu symetrii mamy do czynienia z dwoma rodzajami réwnolegltych
pojedynczych luster. Zgodnie z wczesniejszymi obserwacjami, kazde z nich musi stanowi¢ brzeg
orbifoldu. Poniewaz nie maja one punktéw wspdélnych, otrzymamy dwie komponenty brzegu.
Wektory prostopadie do pojedynczych luster i przechodzace przez analogiczne fragmenty wzo-
ru, zostaja utozsamione, jak w przypadku torusa. Otrzymana w ten sposéb powierzchnia to
powierzchnia boczna walca, ktorej brzegi to §lady po pojedynczych lustrach wzoru.

Rysunek 34: Wzér o typie symetrii xx jest przeksztalcany w powierzchnie boczng walca

Warto w tym miejscu zauwazy¢, ze powierzchnia boczna walca jest homeomorficzna z pierscie-
niem zawartym miedzy dwoma wspotérodkowymi okregami o réznych promieniach. Fakt ten
bedzie pomocny w podzniejszych rozwazaniach.

Wzory posiadajace jedynie punkty obrotowe

W celu znalezienia orbifoldu danego typu symetrii, mozemy skupié si¢ na rozwazaniu wie-
lokata fundamentalnego. Jest to najmniejszy wielokat przecinajacy sie niepusto z kazda orbita
wystepujaca w danym wzorze plaskim. Na Rysunkach 35 - [49] przedstawiono metode tworzenia
orbifoldéw danych typoéw symetrii za pomoca wyznaczania wielokatow fundamentalnych i skle-
jania bokoéw wielokata zgodnie z kierunkiem takich samych strzatek.

W przypadku wzoréw ptlaskich posiadajacych jedynie punkty obrotowe, jedynymi ele-
mentami charakterystycznymi orbifoldu sa punkty stozkowe, bedace sladami po tych wlasnie
punktach obrotowych. Kazdy punkt obrotowy n-krotny danego rodzaju zostaje przeksztatcony
w punkt n-krotny stozkowy danego rodzaju. W przypadku k rodzajéw punktéw obrotowych
orbifoldem jest pewna powierzchnia bez brzegu. Okazuje sie, ze powierzchnie tych orbifoldow sa
homeomorficzne ze sfera.
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Typ 632

Rysunek 35: Wzdr o typie symetrii 632 jest przeksztalcany w sfere z trzema punktami stozkowymi

Typ 442
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Rysunek 36: Wzdr o typie symetrii 442 jest przeksztatcany w sfere z trzema punktami stozkowymi

Typ 333
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Rysunek 37: Wzdr o typie symetrii 333 jest przeksztatcany w sfere z trzema punktami stozkowymi
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Typ 2222
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Rysunek 38: Wzor o typie symetrii 2222 jest przeksztalcany w sfere z czterema punktami stoz-
kowymi

Wzory posiadajace jedynie punkty kalejdoskopowe

W przypadku wzoréw ptaskich posiadajacych jedynie punkty kalejdoskopowe, jedynymi
elementami charakterystycznymi orbifoldu sa punkty narozne — $élady po punktach kalejdosko-
powych. Osie symetrii wzoru sg przeksztalcane na punkty brzegowe. Kazdy punkt kalejdoskopo-
wy n-krotny danego rodzaju zostaje przeksztalcony w punkt n-krotny narozny danego rodzaju,

czyli w kat o mierze . W przypadku k rodzajéw punktéw obrotowych o rzedach ny,ng, ..., ny,
orbifoldem jest wielokat o k wierzcholkach i miarach katow wewnetrznych =, =, .., % Oka-

zuje sie, ze powierzchnia orbifoldu jest homeomorficzna z dyskiem.

Typ %632

3

Rysunek 39: Wzér o typie symetrii %632 jest przeksztalcany w trojkat o miarach katéw we-

wnetrznych g, 5, 5

Typ *x442

. 4

Rysunek 40: Wzér o typie symetrii %442 jest przeksztalcany w trojkat o miarach katéw we-

wnetrznych 7, 7, 5
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Typ *x333
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Rysunek 41: Wzér o typie symetrii %333 jest przeksztalcany w trojkat o miarach katéw we-

T T T
wnetrznych 5, 5, %

Typ %2222
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Rysunek 42: Wzér o typie symetrii %2222 jest przeksztalcany w czworokat o miarach katow
wewnetrznych 2,2 2 T

27272772

Wzory posiadajace jedynie punkty obrotowe i kalejdoskopowe

Dla wzoréw o typach symetrii posiadajacych jedynie punkty obrotowe i kalejdoskopowe,
elementami charakterystycznymi orbifoldu sa slady po tych wtasnie punktach. Osie symetrii
wzoru sg przeksztalcane na punkty brzegowe, punkty n-krotne kalejdoskopowe danego rodzaju
— na punkty n-krotne narozne danego rodzaju, zas punkty obrotowe k-krotne danego rodzaju
sg przeksztalcane na punkty stozkowe k-krotne danego rodzaju. Rowniez w tym przypadku po-
wierzchnia orbifoldu jest homeomorficzna z dyskiem.

Typ 42

. *
2

SN
Rysunek 43: Wzér o typie symetrii 4 x 2 jest przeksztalcany w powierzchnie boczna stozka

z punktem naroznym 2-krotnym na brzegu
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Rysunek 44: Wzor o typie symetrii 3 * 3 jest przeksztalcany w powierzchnie boczng stozka
z punktem naroznym 3-krotnym na brzegu

Typ 2x22

Rysunek 45: Wzor o typie symetrii 2 * 22 jest przeksztalcany w powierzchnie boczng stozka
z dwoma punktami naroznymi 2-krotnymi na brzegu

Typ symetrii 22«

W tego typu wzorach mamy do czynienia z dwoma rodzajami puntéw obrotowych rze-
du 2 i z jednym rodzajem pojedynczych luster. Punkty obrotowe sa przeksztalcane na punkty
stozkowe orbifoldu, zas osie symetrii stanowig brzeg orbifoldu. Uzyskana powierzchnia jest ho-
meomorficzna z dyskiem.
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Rysunek 46: Wzor o typie symetrii 22% jest przeksztalcany w dysk z dwoma punktami stozko-
wymi wewnatrz

Typ symetrii 22x

We wzorach o takim typie symetrii mamy dwa rodzaje punktéw obrotowych i jeden rodzaj
specjalnej symetrii z poslizgiem. Punkty obrotowe sa przeksztalcane na punkty stozkowe dwoch
rodzajow rzedu 2. Okazuje sie, ze obecnosé specjalnych symetrii z poslizgiem jest odpowiedzial-
na za nieorientowalnos¢ powierzchni orbifoldu. Orbifoldem jest plaszczyzna rzutowa z dwoma
wyréznionymi punktami stozkowymi.
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Rysunek 47: Wzor o typie symetrii 22x jest przeksztalcany na plaszczyzne rzutowa z dwoma
wyrdznionymi punktami stozkowymi

Typ symetrii *x

Dla wzoréw o tym typie symetrii jedynymi elementami charakterystycznymi orbifoldu sa
punkty brzegowe bedace $ladami po pojedynczych lustrach. Specjalne symetrie z poslizgiem
odpowiadaja za nieorientowalnosé¢ powierzchni orbifoldu. Orbifoldem jest wstega Mobiusa.

/ /] /] /] /] /]

|

|

Rysunek 48: Wzér o typie symetrii *x jest przeksztalcany we wstege Mobiusa

Typ symetrii x x

Wrzory o typie symetrii x x sa przeksztatcane w orbifold bedacy butelka Kleina. Specjalne
symetrie z poslizgiem odpowiadajg za nieorientowalnos¢ powierzchni orbifoldu, pozostate punk-
ty plaszczyzny sa przeksztalcane w punkty zwyczajne orbifoldu.
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Rysunek 49: Wzér o typie symetrii x x jest przeksztalcany w butelke Kleina

6 Parkietaze

W tym rozdziale przytoczymy podstawowe definicje zwiazane z pojeciem parkierazu izo-
hedralnego. Wprowadzimy rozréznienie typow parkieazy izohedralnych, co pomoze zdefiniwac,
pod jakim katem bedzie prowadzona klasyfikacja. Informacje zawarte w tym rozdziale zostaty
szeroko opisane w [3].

Definicja 6.1. ParkietaZem plaszczyzny nazwiemy pokrycie calej ptaszczyzny figurami, z kto-
rych kazda jest ograniczona zamknieta linia bez samoprzecieé¢ (zwana brzegiem figury) w taki
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sposéb, ze figury te na siebie nie zachodza, tzn. cze$¢ wspdolna dwdch figur musi lezeé na brzegu
kazdej z nich. Figury te nazywamy plytkam: lub klepkami parkietazu.

Przyktad 6.2. W przypadku Rysunku nie mamy do czynienia z parkietazem, poniewaz
figury jednego rodzaju nie sg ograniczone pojedyncza linig, lecz dwiema liniami.

Rysunek 50: Podzial ptaszczyzny niebedacy parkietazem

Parietazami, ktore beda nas najbardziej interesowaé, sa parkietaze zwyczajne.

Definicja 6.3. Z parkietazem zwyczajnym mamy do czynienia, gdy dowolne dwie ptytki sa albo
rozlaczne, albo maja dokladnie jeden punkt wspdlny, albo ich czesé wspdlna to pojedyncza linia
majaca poczatek i koniec zawarte w linii brzegowej kazdej z tych dwoch ptytek.

Przyktad 6.4. Rozwazmy parkietaze:

o ) Rysunek 52: Parkietaz niezwyczajny
Rysunek 51: Parkietaz niezwyczajny

Parkietaze przedstawione na Rysunkach i nie sa parkietazami zwyczajnymi, poniewaz
w pierwszym przypadku czeScig wspolna dwoch plytek sa dwa odcinki, a w drugim — dwa
wierzchotki.

W parkietazach zwyczajnych definiujemy:
e wierzcholek (wezel) parkietazu — punkt nalezacy do wiecej niz dwéch plytek parkietazu;

o krawedZ parkietazu — fragment linii granicznej ustalonej ptytki pomiedzy kolejnymi we-
ztami parkietazu; kazda krawedz parkietazu jest czescig wspolng doktadnie dwoch plytek;

e plytke zawierajaca w swoim brzegu n wierzchotkow parkietazu oraz n krawedzi parkietazu
nazywamy plytkq n-boczng;

o stopien wierzcholka parietazu — liczba krawedzi parkietazu wychodzacych z tego wierz-
chotka;

e typ walencyjny klepki — cykliczny ciag liczb réwnych stopniom kolejnych wierzchotkéw
parkietazu na brzegu plytki w miare obchodzenia po obwodzie.
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Definicja 6.5. Parkietaz zwyczajny nazwiemy reqularnym (izohedralnym), gdy ptytki tego par-
kietazu tworza jedna klase tranzytywnosci wzgledem symetrii tego parkietazu. Oznacza to, ze
kazda plytka daje sie przeprowadzi¢ na dowolng inng przez pewng symetrie calego parkietazu.

W zwyczajnym parkietazu regularnym:
e wszystkie pltytki maja jednakowe ksztalty,
e wszystkie pltytki maja ten sam typ walencyjny,

e kazda plytka jest potozona w identyczny sposéb wzgledem ptytek z nig nieroztacznych, co
znaczy, ze nie mozna odrézni¢ ptytek, poniewaz lokalnie sg one identyczne oraz identycznie
potozone wzgledem ptytek sasiednich.

Przyklad 6.6. Rozwazmy parkietaz zwyczajny przedstawiony na Rysunku

Rysunek 53: Parkietaz zwyczajny z dwoma rodzajami plytek

Mamy tu do czynienia z dwoma rodzajami pltytek. Na brzegu ptytek pierwszego rodzaju znajduje
sie 6 wierzchotkéw parkietazu, a na brzegu plytek drugiego rodzaju — 4 wierzchotki. Typy
walencyjne tych klepek wynosza [3, 4, 3, 3, 4, 3] i [3, 3, 3, 3]. Nie jest to zatem parkietaz
izohedralny.

Dwa parkietaze izohedralne o jednakowych typach walencyjnych klepek moga réznic sie requiams
przylegania klepek sasiadujacych. Sa to reguty informujace o tym, ktére boki klepki przylegaja
do siebie nawzajem i czy przyleganiu towarzyszy zmiana orientacji plytek. Zmiana taka wynika
z wystepowania konkretnych cech symetrii parkietazu:

e Jezeli sasiednia plytka powstaje z poprzedniej przez obrét lub translacje, orientacja zostaje
zachowana.

e Jezeli sasiednia plytka powstaje z poprzedniej przez symetrie osiowa lub symetrie z posli-
zgiem, orientacja zostaje zmieniona.

Reguly przylegania sa zapisywane schematycznie w nastepujacy sposéb:
e oznaczamy wszystkie krawedzie pojedynczej plytki;

e sprawdzamy, do jakich krawedzi w sasiednich plytkach (wspélnych z wybrana plytka) przy-
legaja poszczegdlne krawedzie wybranej plytki (to znaczy sa na nie przeksztalcane przez
pewna symetrie catego parkietazu), takie krawedzie laczymy w pary; krawedzie przylegte
do samych siebie laczymy ze soba (taka sytuacje oznaczamy punktem);

e weryfikujemy, czy przeksztalcenie przeprowadzajace potaczone krawedzie zachowuje, czy
zmienia orientacje plytki; zachowywanie orientacji oznaczamy znakiem "+, za$ jej zmiane
— znakiem "-".

Definicja 6.7. Typem (kombinatorycznym) parkietazu izohedralnego nazywamy zapis zawiera-
jacy informacje na temat typu walencyjnego klepek oraz sposobu przylegania pojedynczej klepki
z klepkami z nia sasiadujacymi.

Typ kompinatoryczny parkietazu jest opisywany przez diagram parkietazu izohedralnego.

27



Definicja 6.8. Diagram parkietazu izohedralnego jest to schemat ilustrujacy typ walencyjny
pojedynczej klepki parkietazu oraz reguly przylegania klepek.

Diagram zawierajacy typ walencyjny klepki oraz schematyczne oznaczenie regut przylega-
nia przedstawimy na przykladzie. Oznaczenia graficzne sa zgodne z [3].

Przyktad 6.9. W parkietazu izohedralnym przedstawionym na Rysunku [54] sasiadujace ptytki
powstaja przez pétobrot albo symetrie osiowa. Mozemy zatem schematycznie zaznaczy¢ przyle-
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Rysunek 54: Parkietaz izohedralny

Schematycznie mozemy przedstawi¢ reguty przylegania na Rysunku [p5]

4 4
®
+
¢ )
4 * 4

Rysunek 55: Typ kombinatoryczny

Znaki ”—" oznaczajg zmiane orientacji ptytki, za$ znaki ”+”, zachowanie orientacji.

Przykltad 6.10. Rozwazmy parkietaz izohedralny o innym typie symetrii, przedstawiony na
Rysunku [56]

Rysunek 56: Parkietaz izohedralny

28



W tym przypadku mozemy schematycznie przedstawié reguly przylegania na Rysunku[57}

3 3
" +
3 + 3
+ +
3 3

Rysunek 57: Reguly przylegania

Majac dany ksztalt pojedynczej klepki oraz typ kombinatoryczny parkietazu, mozemy
jednoznacznie odtworzy¢ caly parkietaz, zaczynajac od pojedynczej klepki i ”doklejajac” kolejne
sasiednie klepki na podstawie regut przylegania.

Przykltad 6.11. Rozwazmy parkietaz izohedralny o typie kombinatorycznym jak na Rysunku
B8 i plytkach o danym trdéjkatnym ksztalcie, jak na Rysunku [59}

12

Rysunek 58: Typ kombinatoryczny Rysunek 59: Ksztalt klepki

Otrzymujemy parkietaz:

— N

~ ~

Rysunek 60: Parkietaz izohedralny
Na podstawie ksztattu ptytki i typu kombinatorycznego parkietazu mozemy jednoznacznie okre-
sli¢ wyglad catego parkietazu.

Definicja[6.12] pomoze nam zrozumie¢ cel pracy prowadzacy do sklasyfikowania wszystkich
parkietazy izohedralnych o niesymetrycznych ptytkach.

Definicja 6.12. Méwimy, ze dwa parkietaze izohedralne maja ten sam typ kombinatoryczny,
jesli ich diagramy sa réwnowazne. Oznacza to, ze typy walencyjne klepek w tych parkietazach
sg takie same oraz reguly przylegania kolejnych klepek sa takie same.

Celem pracy jest znalezienie wszystkich typow kombinatorycznych parkietazy izohedral-
nych o niesymetrycznych plytkach.
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7 Orbifold parkietazu izohedralnego

Jak juz wczesniej wspomnieliémy, kazdemu orbifoldowi odpowiada doktadnie jeden typ
symetrii wzoru. Dodatkowo, jedli na danym orbifoldzie odtworzymy znajdujacy sie w tej cze-
Sci plaszczyzny fragment wzoru, bedziemy w stanie zrekonstruowaé caly wzoér. Analogicznie
mozemy postapi¢ w przypadku parkietazy. Poniewaz kazdy parkietaz regularny jest w szczegdl-
noéci wzorem ptaskim, ma pewien typ symetrii. Mozemy zatem rozwazy¢ odpowiadajacy temu
parkietazowi orbifold, wraz z zaznaczonym na jego powierzchni grafem utworzonym z wierzchot-
kéw i krawedzi parkietazu. Wprowadzimy teraz kilka niezbednych definicji i oznaczen. Przez
Q) oznaczmy parkietaz regularny, a przez Oq, orbifold parkietazu 2.

Definicja 7.1. Szkieletem parkietazu £ nazywamy zbiér wszystkich krawedzi i wszystkich wierz-
chotkéw tego parkietazu (ozn. Xq).

Definicja 7.2. Grafem szkieletowym parkietazu € na orbifoldzie Oq nazywamy graf ztozony
z orbit odpowiadajacych punktom szkieletu parkietazu g, czyli wierzchotkom i punktom kra-
wedzi parkietazu Q (ozn. T'g).

Celem tego rozdziatu bedzie opisanie wlasnoéci grafu szkieletowego parkietazu regularnego
o niesymetrycznych klepkach. Analogicznie jak w przypadku wzoréw ptaskich, mozemy réwniez
jednoznacznie przeksztalcié dowolny parkietaz izohedralny w jego orbifold (wraz z naniesionym
szkieletem parkietazu). W ten sposéb otrzymujemy Twierdzenie

Twierdzenie 7.3. Zachodzi bijekcja miedzy zbiorem parkietazy izohedralnych i zbiorem ich or-
bifoldéw (z naniesionymi szkieletami w postaci grafow szkieletowych).

Wtasnosci szkieletu parkietazu regularnego o niesymetrycznych klepkach

Ustalmy plytke P parkietazu regularnego 2. Kazda orbita zawarta w parkietazu ) prze-
cina P doktadnie raz, z wyjatkiem orbit punktéw szkieletu g, ktére moga przecina¢ P kilka
razy. Orbifold Oq mozemy zatem wyobrazi¢ sobie jako powierzchnie utworzonga z ptytki P po-
przez sklejenie tych punktéw jej brzegu, ktore nalezg do tej samej orbity. Graf szkieletowy I'q to
podzbidr, jaki tworza punkty z brzegu plytki P na powstalej powierzchni orbifoldu Ogq. Rozci-
najac orbifold Og wzdtuz grafu szkieletowego I', otrzymamy ponownie pltytke P. Z tego opisu
wynikaja nastepujace wlasnosci grafu szkieletowego I'g (Twierdzenia i .

Twierdzenie 7.4. Po rozcieciu orbifoldu Oq wzdluz grafu szkieletowego I'q otrzymujemy dysk.

Dowdd. Rozcinajac orbifold Oq wzdtuz grafu szkieletowego I'q, otrzymujemy pojedyncza ptytke
parkietazu. Takie rozciecie musi zatem prowadzi¢ do uzyskania powierzchni homeomorficznej
z dyskiem. O

Twierdzenie 7.5. Graf szkieletowy U'q jest spdjny.

Dowdd. Graf szkieletowy I' jest fragmentem krawedzi ptytki parkietazu, wzdtuz ktorego rozci-
najac orbifold Ogq, otrzymujemy pojedyncza ptytke parkietazu. Jest on spdjny, poniewaz w prze-
ciwnym wypadku otrzymalibySmy po rozcieciu orbifoldu Oq wzdtuz krzywej I'q powierzchnie
z kilkoma komponentami brzegu, ktéra nie jest homeomorficzna z dyskiem reprezentujacym
pojedyncza klepke parkietazu. O

Twierdzenie 7.6. Niech P bedzie punktem stozkowym orbifoldu Oq. Wowczas graf szkieletowy
I'q musi przechodzi¢ przez punkt P.

Dowdd. Zalézmy nie wprost, ze graf szkieletowy nie przechodzi przez pewien punkt stozkowy
orbifoldu. Wtedy punkt obrotowy, ktérego $ladem jest punkt stozkowy znajduje sie wewnatrz
klepki, co oznacza, ze plytki parkietazu maja symetrie wlasne. Stanowi to sprzeczno$é z niesy-
metrycznoscia klepek. O

Twierdzenie 7.7. Caly brzeg orbifoldu Oq musi zawieraé sie w jego grafie szkieletowym I'q.
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Dowdd. Brzeg orbifoldu jest $ladem po osiach symetrii parkietazu. Dotyczy to zaréwno pojedyn-
czych luster i osi symetrii przecinajacych si¢ w punktach kalejdoskopowych. Zalézmy nie wprost,
ze istnieje fragment brzegu orbifoldu, ktéry nie zawiera si¢ w grafie szkieletowym. Oznacza to, ze
fragment osi symetrii wzoru znajduje sie wewnatrz klepki, co prowadzi do istnienia jej symetrii
wlasnych i sprzecznoéci z niesymetrycznoscia ptytek. O

Twierdzenie 7.8. Zwyczajny punkt orbifoldu Oq (niebedgcy punktem stozkowym, ani brzego-
wym) nie moze byé punktem koricowym grafu I'q.

Dowdd. Zatézmy nie wprost, ze pewien punkt zwyczajny P orbifoldu Ogq jest punktem konco-
wym grafu I'g. Po odtworzeniu parkietazu €2, punkt P zostanie przeksztalcony w pewien punkt
zwyczajny P’ parkietazu Q, zawarty w szkielecie Y. Poniewaz w bliskim otoczeniu punktu
P’ nie wystepuja zadne cechy symetrii wzoru, punkt P’ bedzie punktem koncowym szkieletu Xg.
Otrzymujemy sprzeczno$¢, poniewaz szkielet parkietazu nie moze mie¢ punktéw koncowych. [

8 Parkietaze izohedralne o niesymetrycznych klepkach

W ostatnim rozdziale przedstawiamy klasyfikacje parkietazy regularnych o niesymetrycz-
nych klepkach. Uzyskamy ja przez przeanalizowanie wszystkich mozliwych potozen grafu szkie-
letowego ' parkietazu €2 przez rzutowanie plaszczyzny parkietazu ) na orbifold Oq. Analiza
ta polega na przedstawieniu grafu szkieletowego I'g na orbifoldzie Oq parkietazu €2 jako su-
me krzywych 'y, ..., ', z ktérych kazda bedzie odpowiadaé kolejnej fazie rozcinania orbifoldu
Oq, aby po ostatnim rozcieciu otrzymaé dysk, ktéry utozsamiamy z pojedyncza plytka parkie-
tazu Q (zgodnie z Twierdzeniem [7.4)).

8.1 Parkietaze nieposiadajace symetrii nietranslacyjnych

W przypadku parkietazy, ktorych jedynymi symetriami sg translacje, orbifoldem Ogq par-
kietazu jest torus. W grafie szkieletowym I'q musi zawieraé¢ sie zamknieta krzywa 'y, ktéra nie
rozspaja torusa. Jesli zaczniemy poruszaé sie po grafie I'g, zaczynajac w dowolnym punkcie,
w pewnym momencie znajdziemy sie na wczesniej odwiedzonej czesci grafu ', poniewaz nie ma
w tym przypadku zadnych wolnych koncéw grafu szkieletowego na orbifoldzie (zgodnie z Twier-
dzeniem . Taki fragment grafu I'g do pierwszego ponownego odwiedzenia pewnego punktu
utworzy krzywa zamknietg bez samoprzecie¢ znajdujaca sie na powierzchni torusa. Poniewaz
torus jest powierzchnia orientowalna, krzywa I'; jest dwustronna. Po rozcieciu otrzymujemy
powierzchnie¢ spéjna Of,. Poniewaz Ogq jest powierzchnia orientowalna, réwniez Og, musi byé
orientowalna (zgodnie z Faktem [1.4)). Zgodnie z Twierdzeniem x(0g) = x(0Ogq) oraz liczba
komponent brzegu zwigksza si¢ o 2. Og, jest powierzchnig orientowalna z dwiema komponenta-
mi brzegu, ktérej charakterystyka Eulera x(Of) = 0. Aby przekonaé sig, jaka to powierzchnia,
rozwigzujemy nastepujace réwnanie:

X(Zg)—2:0
2-29—2=0
g=0

Zatem O, jest sferg z wycietymi dwoma dyskami. Nie jest ona homeomorficzna z dyskiem,
musimy zatem rozwazy¢ krzywa I'y rozcinajaca powierzchnie Og,. Graf szkieletowy I'g jest sp6j-
ny (zgodnie z Twierdzeniem , wiec kolejny jego fragment (krzywa I's) musi zaczynaé sie
w pewnym punkcie A krzywej I'1. Zaczynajac od tego punktu, poruszamy sie po krzywej I's. Po-
niewaz na orbifoldzie nie ma wolnych koncéow grafu, dotrzemy do pewnego punktu B na krzywej
I'; albo na krzywej I'y, ktéry juz wezesniej odwiedziliSmy. W efekcie tego ciecia otrzymujemy
powierzchnie Of.

Mamy trzy potencjalne mozliwosci umieszczenia krzywej I's tak, aby otrzymacé spdjny graf
szkieletowy I'q bedacy suma 'y U I's:

1. Ty ma poczatek na brzegu Og, i koniec na I'y;

2. T'; ma poczatek i koniec na tej samej komponencie brzegu Og;
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3. I'; ma poczatek i koniec na réznych komponentach brzegu Og,.

Zauwazmy, ze I'y jest krzywa lokalnie dwustronna, a poniewaz Oy, jest powierzchnig orientowal-
na, Og réwniez jest powierzchnia orientowalng.

W przypadku 1. po rozcieciu orbifoldu wzdtuz grafu szkieletowego, otrzymujemy po-
wierzchnie z trzema komponentami brzegu (pierwsza — ta komponenta brzegu powierzchni
0g, ktéra jest rozlaczna z krzywa Iy, druga — zamknietym fragmentem krzywej I's wyznaczo-
nym przez punkt B i trzecia — zaczynajaca sie w punkcie A, przechodzacy przez krzywa 'y az
do punktu B, nastepnie przez fragment krzywej 'y konczacy sie¢ w punkcie A i te komponente
brzegu powierzchni Oy,, ktéra zawierala punkt A). Opisana sytuacje przedstawia Rysunek

e, B .

Rysunek 61: Graf szkieletowy I'q na torusie

Obliczmy charakterystyke Eulera powierzchni Og). Wybierzmy taka triangulacje, w ktérej
w punktach A i B znajduja sie¢ wierzchotki triangulacji. Liczba obszaréw tréjkatnych triangulacji
nie ulega zmianie, gdyz mozemy tak wybraé triangulacje, aby brzegi obszaréw zawieraly linie
cigcia. Dla tak wybranej triangulacji oznaczmy przez n liczbe krawedzi tej triangulacji zawartych
w krzywej I's. Wowczas liczba wierzchotkéw tej triangulacji zawartych w I'e réwniez wynosi
n. Wtedy liczba krawedzi triangulacji powierzchni Of) zwigkszy si¢ o n, gdyz kazda z krawedzi
zawartych w krzywej I’y pojawi sie dwukrotnie na brzegu powierzchni Og. Liczba wierzchotkéw
triangulacji zwiekszy sie o n + 1, poniewaz kazdy wierzcholek zawarty w krzywej I's pojawi sie
dwukrotnie na brzegu powierzchni Op,, a ponadto wierzcholek B pojawi si¢ jeszcze raz, poniewaz
graf w jego bliskim otoczeniu dzieli powierzchnie na trzy czesci.

=T
W'=W+n+1
K'=K+n

Zatem x(OQ) =T"4+W"-K"=T+W+n+1-K —-n=T+W — K +1 = 1. Na podstawie
twierdzenia klasyfikujacego powierzchnie z brzegiem, sprawdzamy, jaka to powierzchnia:

X(Eg)_3:1
2—-29g—-3=1
g=—1

Nie istnieje taka powierzchnia spdjna, mozemy wiec wykluczyé¢ przypadek 1.

W przypadku 2. postepujemy podobnie. Réwniez tym razem po rozcieciu orbifoldu wzdtuz
grafu szkieletowego, otrzymujemy powierzchnie z trzema komponentami brzegu (pierwsza — ta
komponenta brzegu powierzchni Of,, ktéra jest roztaczna z krzywa I's, druga — suma krzywej
I'y oraz fragmentu komponenty brzegu powierzchni Og, wyznaczonego przez punkty A i B i trze-
cig — zaczynajaca sie w punkcie A, przechodzaca przez krzywa I's az do punktu B i zawierajaca
fragment komponenty brzegu powierzchni F’ zaczynajacy si¢ w punkcie B i koficzacy si¢ w punk-
cie A. Opisana sytuacje przedstawia Rysunek [62]
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Rysunek 62: Graf szkieletowy I'q na torusie

Obliczmy charakterystyke Eulera powstalej powierzchni. Wybierzmy taks triangulacje,
w ktérej w punktach A i B znajduja si¢ wierzchotki triangulacji. Liczba obszaréw tréjkatnych
triangulacji nie ulega zmianie, gdyz mozemy tak wybraé triangulacje, aby brzegi obszaréw zawie-
raly linie ciecia. Dla tak wybranej triangulacji oznaczmy przez n liczbe krawedzi tej triangulacji
zawartych w krzywej I'a. Wowczas liczba wierzcholtkow tej triangulacji zawartych w I'y wyno-
sin+ 1, jezeli A # B oraz n, jezeli A = B. Wtedy liczba krawedzi triangulacji powierzchni
O¢, zwiekszy sie o n, gdyz kazda z krawedzi zawartych w krzywej 'y pojawi si¢ dwukrotnie na
brzegu powierzchni Og. Liczba wierzcholtkéw triangulacji zwiekszy sie o n + 1, poniewaz kaz-
dy wierzcholek zawarty w krzywej I's pojawi si¢ dwukrotnie na brzegu powierzchni Of), (jezeli
A = B, wierzcholek B pojawi sie trzykrotnie, poniewaz w jego bliskim otoczeniu graf dzieli
powierzchnie na trzy czeéci, wiec liczba wierzchotkéw triangulacji réwniez zwiekszy sie o n+ 1).

T//:T
W'=W+n+1
K'=K+n

Zatem x(O4) =T"+W'"—-K"=T+W+n+1-K-n=T+W—-K+1=1. W tym przypad-
ku réwniez po rozcieciu orbifoldu, otrzymujemy powierzchnie z trzema komponentami brzegu
i charakterystyka Eulera x(Og¢)) = 1. Tak jak w przypadku 1., nie istnieje taka powierzchnia
spéjna.

W przypadku 3. po rozcigciu orbifoldu wzdtuz grafu szkieletowego, otrzymujemy krzywa
I'y wlasciwie wlozona w powierzchnie Of,. Moze ona mieé poczatek i koniec w puntach, ktére po
ponownym sklejeniu w torus dadza ten sam punkt lub dwa rézne punkty. Of) jest powierzchnia
orientowalng, poniewaz orientowalna byla powierzchnia Og,. Jest ona spéjna, poniewaz w ten
sposéb wybrali$my krzywa I's. Policzmy, ile komponent brzegu ma Og). Jesli zaczniemy od punk-
tu wspdlnego I'y oraz I'e, poruszajac sie po brzegu Og), otrzymamy kolejno pierwsza komponente
brzegu powierzchni Of,, krzywa I's, druga komponente brzegu powierzchni Og, i znéw krzywa
I'y (ze wzgledu na jej dwustronno$é). Of) ma wiec jedng komponente brzegu. Opisang sytuacje
przedstawia Rysunek [63]

Charakterystyka Eulera powierzchni O, zgodnie z Twierdzeniem 4.7, wynosi x(Og;) = 0+1 = 1.
Sprawdzamy, jaka to powierzchnia:

X(3g) —1=1
2-2g—-1=1
g=0

Jest to sfera z wycietym dyskiem, czyli z doktadnoscig do homeomorfizmu — dysk.

33



Rysunek 63: Graf szkieletowy I'q na torusie

Krzywa 'y moze mieé¢ poczatek i koniec w tym samym punkcie krzywej I'y (Rys. lub
w réznych punktach tej krzywej (Rys. . Mamy wiec dwa mozliwe polozenia grafu szkieletowego
' parkietazu 2 na orbifoldzie Oq typu symetrii o.

Rysunek 64: Graf szkieletowy I'q na torusie ~ Rysunek 65: Graf szkieletowy ' na torusie

W pierwszym przypadku graf szkieletowy ' sktada si¢ z dwdch krzywych dwustronnych
I'y i Ty majacych jeden punkt wspélny, ktory dzieli kazda z nich na dwie czesci. Prowadzi
to do pojawienia sie czterech krawedzi klepki w parkietazu. Stopien kazdego z wierzchotkéw
wynosi 4, poniewaz sg one obrazami punktu wspolnego krzywych I'y i I'y. Jako Zze mamy tutaj
do czynienia jedynie z symetriami translacyjnymi, krawedzie sa przeksztalcane na krawedzie do
nich réwnolegle z zachowaniem orientacji (znaki ”+”). Otrzymujemy zatem typ kombinatoryczny
klepki przedstawiony na Rysunku

4 4

4 4
Rysunek 66: Typ kombinatoryczny parkietazu o typie symetrii o

W drugim przypadku graf szkieletowy I'q sklada si¢ z dwoch krzywych dwustronnych
I'1 i 'y majacych dwa punkty wspolne, ktore dziela kazda z nich na trzy czesci. Prowadzi to
do pojawienia sie szeéciu krawedzi klepki w parkietazu. Stopien kazdego z wierzchotkoéw wynosi
3, poniewaz sa one obrazami punktéw wspdlnych krzywych I'y i I's. Jako ze mamy tutaj do
czynienia jedynie z symetriami translacyjnymi, krawedzie sa przeksztalcane na krawedzie do
nich réwnolegle z zachowaniem orientacji (znaki ”+”). Otrzymujemy zatem typ kombinatoryczny
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klepki przedstawiony na Rysunku [67}

3
Rysunek 67: Typ kombinatoryczny parkietazu o typie symetrii o

8.2 Parkietaze z dwoma rodzajami pojedynczych luster

W przypadku parkietazy o typie symetrii *x orbifoldem Ogq jest powierzchnia boczna
walca, ktorej brzeg jest sladem po pojedynczych lustrach parkietazu 2. Jest ona homeomorficzna
ze sfera z wycietymi dwoma dyskami. Zgodnie z Twierdzeniem [7.7] caly brzeg orbifoldu Og musi
zawierac sie w jego grafie szkieletowym I'. Jako pierwsze elementy grafu szkieletowego mozemy
wiec wybraé¢ krzywe I'; i 'y bedace brzegiem orbifoldu. Otrzymaliémy wiec powierzchnie Oq
— sfere z wycietymi dwoma dyskami, ktorej brzeg zawiera sie w grafie szkieletowym I'q.

W tym przypadku postepujemy identycznie, jak w przypadku powierzchni Of, powstalej
z torusa przez rozciecie go krzywa dwustronna (Rozdzial . Krzywa I's laczaca dwie kompo-
nenty brzegu powierzchni Og, rozcina ja, w wyniku czego otrzymujemy dysk. Poniewaz ' i 'y sg
roznymi krzywymi, nie utozsamiamy punktéw na nich i w efekcie otrzymujemy jeden mozliwy
graf szkieletowy ' znajdujacy sie na orbifoldzie Oq.

Rysunek 68: Graf szkieletowy I'q na powierzchni bocznej walca

Mamy krzywe I'y, I'y oraz I's. Poniewaz krzywe I'y i I'9 naleza do brzegu parkietazu, ptytka
znajduje sie po wspdlnej stronie tych krzywych. Krzywa I's jest krzywa lokalnie dwustronna.
Zatem kazda klepka parkietazu ma 4 krawedzie. Slad po krzywej I's zostaje przeksztalcony przez
odbicie wzgledem pojedynczych luster (sladéw po krzywych I'y i I'g), przez co stopien kazdego
wierzchotka wynosi 4. Krawedzie klepki, ktére powstaja z krzywych I'; i I'e, zawieraja sie w po-
jedynczych lustrach parkietazu. Sg zatem przeksztalcane same na siebie pod wplywem symetrii
parkietazu, ktéra jest przeksztalceniem zmieniajacym orientacje. W diagramie parkietazu beda
wiec polaczone same ze soba, ze znakiem ”—”. Krawedzie powstale z krzywej I's przechodza
na krawedzie do nich réwnolegle przez dziatanie translacji. W tym przypadku orientacja jest
zachowana, zostang wiec sparowane ze znakiem ”+4”. Otrzymujemy zatem typ kombinatoryczny
klepki przedstawiony na Rysunku
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Rysunek 69: Typ kombinatoryczny parkietazu o typie symetrii *x

8.3 Parkietaze posiadajgce jedynie punkty obrotowe

Orbifoldami wzoréw posiadajacych jedynie punkty obrotowe sa sfery z wyrdznionymi
punktami stozkowymi. Zgodnie z Twierdzeniem [7.6] graf szkieletowy I'q parkietazu musi prze-
chodzi¢ przez kazdy punkt stozkowy. Poniewaz kazda krzywa zamknieta zawarta w sferze rozspa-
jaja, ['q nie moze zawieraé zadnej krzywej zamknietej. Zatem I'q jest spéjnym grafem taczacym
wszystkie punkty stozkowe orbifoldu Ogq i konczacym si¢ w tych punktach. Taki graf stanowi
jedng komponente brzegu powierzchni Og,. Poniewaz Ogq jest orientowalna, Og, réwniez jest
orientowalna. Zatem Oy, jest dyskiem.

Zauwazmy réwniez, ze na podstawie ksztaltu grafu I'g mozemy okresli¢ ksztatt pojedynczej
plytki parkietazu 2. Wierzchotki parkietazu otrzymujemy na kilka sposobéw:

Fakt 8.1. Niech A bedzie punktem stoZkowym rzedu k, z ktdrego wychodzi n galezi grafu szkie-
letowego T'q.

1. Jesli k > 2 lubn > 1, to po rozcieciu orbifoldu Oq wzdtuz grafu szkieletowego I'q, z punktu
A powstanie n wierzchotkéw stopnia n - k na obwodzie plytki parkietazu.

2. Jesli k =2 in =1, to po rozcieciu orbifoldu Oq wzdtuz grafu szkieletowego 'y, z punktu
A nie powstanie wierzchotek parkietazu.

Dowdd. Poniewaz punkty stozkowe sa sladami po punktach obrotowych, po rozwinieciu po-
wierzchni orbifoldu w parkietaz, punkty takie zostana przeksztalcone w punkty obrotowe.

1. Kazda z n galezi wychodzacych z punktu stozkowego zostanie przeksztalcona w k krawedzi
wychodzacych z wierzchotka parkietazu. Otrzymamy zatem wierzcholek stopnia n - k. Po-
nadto, lokalnie punkt taczacy n galezi grafu szkieletowego dzieli powierzchnie na n czesci.
Kazda z tych czesci jest przeksztalcana na fragment wnetrza klepki parkietazu ograniczo-
nego krawedziami i wierzchotkiem parkietazu. Dlatego takich wierzcholtkéw jest tyle samo,
co takich fragmentow plaszczyzny, czyli n.

2. Gdy z punktu stozkowego rzedu 2 wychodzi jedna galaz grafu szkieletowego, jest ona prze-
ksztalcana w dwa fragmenty krawedzi wychodzace z punktu obrotowego bedacego sladem
po punkcie stozkowym A. Nie powstanie zatem w tym punkcie wierzchotek, poniewaz do
jego utworzenia sa potrzebne przynajmniej trzy takie fragmenty krawedzi. O

Fakt 8.2. Po rozcieciu orbifoldu Oq wzdluz grafu szkieletowego U'q, z punktu zwyczajnego, w kto-
rym lgczy sie n gatezi grafu szkieletowego I'q, powstaje n wierzcholkéw stopnia n na obwodzie
plytki parkietazu.

Dowdéd. Poniewaz w bliskim otoczeniu punktu zwyczajnego nie wystepuje zadna cecha syme-
trii parkietazu, kazdy wierzchotek parkietazu, ktoremu odpowiada ten punkt na orbifoldzie, jest
stopnia n. Ponadto, lokalnie punkt taczacy n galezi grafu szkieletowego dzieli powierzchnie¢ na
n czeéci. Kazda z tych czedci jest przeksztalcana na fragment wnetrza klepki parkietazu ograni-
czony krawedziami i wierzchotkiem parkietazu. Dlatego takich wierzchotkéw jest tyle samo, co
takich fragmentow plaszczyzny, czyli n. O

Zauwazmy nastepujace zaleznodci:

Fakt 8.3. W punkcie zwyczajnym orbifoldu posiadajgcego jedynie punkty stozkowe moze lg-
czyé sie najwyzej tyle galezi grafu szkieletowego I'q, ile punktow stozkowych wystepuje w tym
orbifoldzie.
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Dowdd. Wezmy dowolny orbifold zawierajacy n punktéow stozkowych i niezawierajacy innych
punktow specjalnych. Zalézmy nie wprost, ze w pewnym punkcie zwyczajnym A orbifoldu spo-
tyka sie wiecej niz n gatezi grafu I'g. Wtedy kazda z nich musi koniczy¢ sie w pewnym punkcie
stozkowym B; orbifoldu. Poniewaz takich galezi jest wiecej niz punktow stozkowych, w pew-
nym punkcie stozkowym musza taczy¢ si¢ dwie z nich. Rozwazmy krzywa = bedaca suma takich
dwdéch galezi. Poruszajac sie po takiej krzywej od punktu A, mamy kolejno pierwsza galtaz grafu
I'q, punkt B;, kolejng galaz grafu I'g i ponownie punkt A. Pamietajac, ze w przypadku wzo-
row posiadajacych jedynie punkty obrotowe, orbifoldem jest sfera, otrzymujemy sprzecznosé,
poniewaz = jest krzywa zamknieta rozspajajaca orbifold. O

Fakt 8.4. W punkcie stozkowym orbifoldu posiadajgcego n punktow stozkowych (i nieposiada-
jacego innych punktéw specjalnych) moze lgczyé sie najwyzej n — 1 galezi grafu szkieletowego
Ig.

Dowdd. Wezmy dowolny orbifold zawierajacy n punktéow stozkowych i niezawierajacy innych
punktéow specjalnych. Zalézmy nie wprost, ze w pewnym punkcie stozkowym A orbifoldu spoty-
ka sie przynajmniej n gatezi grafu I'g. Wtedy kazda z nich musi konczy¢ sie w pewnym punkcie
stozkowym B; orbifoldu. Jesli dla pewnej z nich B; = A, to jest ona krzywsa zamknieta, a wiec roz-
spaja orbifold. W przeciwnym razie, poniewaz takich gatezi jest wiecej niz punktéw stozkowych,
w pewnym punkcie stozkowym musza taczy¢ sie dwie z nich. Rozwazmy krzywa = bedaca suma
takich dwdéch gatezi. Poruszajac sie po takiej krzywej od punktu A, mamy kolejno pierwsza galaz
grafu ', punkt B;, kolejng gataz grafu I'g i ponownie punkt A. Pamietajac, ze w przypadku
wzorow posiadajacych jedynie punkty obrotowe, orbifoldem jest sfera, otrzymujemy sprzecznosé,
poniewaz = jest krzywa zamknieta rozspajajaca orbifold. ]

Rozwazmy teraz mozliwe potozenia grafu szkieletowego I'q w przypadku réznych typoéw
symetrii zawierajacych jedynie punkty obrotowe.

Typ symetrii 632

Graf szkieletowy I'q jest grafem spéjnym (zgodnie z Twierdzeniem, nierozspajajacym
orbifoldu. Nie moze zatem zawiera¢ zadnej zamknietej krzywej. Gatezie grafu moga taczy¢ sie
w jednym z trzech punktéw stozkowych albo w punkcie zwyczajnym orbifoldu. Jesli tacza sie
w punkcie stozkowym, zgodnie z Faktem [8.4] i Twierdzeniem [7.6] moga to by¢ jedynie dwie
gatezie konczace sie w pozostatych punktach stozkowych. Jesli taczg sie w punkcie zwyczajnym,
zgodnie z Faktem [8:3]1 Twierdzeniem [7.6] musza to by¢ trzy galezie konczace si¢ w punktach
stozkowych. Graf szkieletowy ' nie moze zawieraé¢ krzywej zamknietej, mamy zatem 4 mozliwe
polozenia grafu szkieletowego ' na orbifoldzie wzoru o typie symetrii 632.

Rysunek 70: Mozliwe polozenia grafu szkieletowego I'q na orbifoldzie wzoru o typie symetrii 632

W pierwszym przypadku po rozcieciu orbifoldu wzdtuz grafu szkieletowego, otrzymuje-
my plytke posiadajaca 1 wierzcholek stopnia 6 powstaly z punktu stozkowego rzedu 6 oraz dwa
wierzchotki stopnia 6 powstale z punktu stozkowego rzedu 3. Krawedzie powstate z gatezi wycho-
dzacej z punktu stozkowego rzedu 6 sa przeksztatcane przez obrot wokot wierzchotka bedacego
§ladem po tym punkcie. Dodatkowo, zgodnie z Faktem [8:1] punkt obrotowy rzedu 2 znajduje
sie na krawedzi taczacej dwa punkty obrotowe rzedu 3. Krawedz ta jest wiec przeksztatcana na
siebie przez obrét (bedacy przeksztalceniem zachowujacym orientacje, stad znak ”+7). Otrzy-
mujemy zatem typ kombinatoryczny klepki przedstawiony na Rysunku
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Rysunek 71: Typ kombinatoryczny parkietazu o typie symetrii 632

W drugim przypadku po rozcieciu orbifoldu wzdtuz grafu szkieletowego, otrzymujemy
plytke posiadajaca 1 wierzcholek stopnia 6 powstaly z punktu stozkowego rzedu 6, 1 wierz-
cholek stopnia 3 powstaly z punktu stozkowego rzedu 3 oraz 2 wierzchotki stopnia 4 powstate
z punktu stozkowego rzedu 2. Krawedzie powstate z gatezi wychodzacych z punktéw stozkowych
rzedu 6 i rzedu 3 sa przeksztalcane przez obrét wokot wierzchotkéw bedacych sladami po tych
punktach. Otrzymujemy zatem typ kombinatoryczny klepki przedstawiony na Rysunku [72]

3

6
Rysunek 72: Typ kombinatoryczny parkietazu o typie symetrii 632

W trzecim przypadku po rozcigciu orbifoldu wzdtuz grafu szkieletowego, mamy ptytke
posiadajaca 1 wierzchotek stopnia 3 powstaly z punktu stozkowego rzedu 3 oraz 2 wierzchotki
stopnia 12 powstale z punktu stozkowego rzedu 6. Krawedzie powstale z galezi wychodzacej
z punktu stozkowego rzedu 3 sa przeksztalcane przez obrét wokdt wierzchotka bedacego sladem
po tym punkcie. Dodatkowo, zgodnie z Faktem [8.I punkt obrotowy rzedu 2 znajduje sie na
krawedzi taczacej dwa punkty obrotowe rzedu 6. Krawedz ta jest wiec przeksztalcana na siebie
przez obrét. Otrzymujemy zatem typ kombinatoryczny klepki przedstawiony na Rysunku [73]

3

12 + 12
Rysunek 73: Typ kombinatoryczny parkietazu o typie symetrii 632

W czwartym przypadku plytka posiada 3 wierzcholki stopnia 3 powstale z polaczenia
trzech galtezi grafu, 1 wierzchotek stopnia 3 powstaty z punktu stozkowego rzedu 3 oraz 1 wierz-
chotek stopnia 6 powstaly z punktu stozkowego rzedu 6. Krawedzie powstate z galezi wychodza-
cych z punktéw stozkowych rzedu 6 i rzedu 3 sa przeksztatcane przez obrot wokét wierzchotkow
bedacych sladami po tych punktach. Dodatkowo, zgodnie z Faktem punkt obrotowy rzedu 2
znajduje sie na krawedzi taczacej dwa wierzcholki powstale z polaczenia gatezi grafu. Krawedz
ta jest wiec przeksztalcana na siebie przez obrét. Otrzymujemy zatem typ kombinatoryczny
klepki przedstawiony na Rysunku [74]
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Rysunek 74: Typ kombinatoryczny parkietazu o typie symetrii 632

Typ symetrii 442

Tym razem mamy do czynienia z punktami stozkowymi rzedu 2 i rzedu 4. Galtezie grafu
moga taczy¢ sie w jednym z punktéw stozkowych albo w punkcie zwyczajnym orbifoldu. Jedli ta-
cza sie w punkcie stozkowym, zgodnie z Faktem [8.4)i Twierdzeniem moga to by¢ jedynie dwie
galtezie koniczace sie¢ w pozostatych punktach stozkowych. Jesli tacza sie w punkcie zwyczajnym,
zgodnie z Faktem [8.3] i Twierdzeniem muszg to by¢ trzy galezie konczace sie w punktach
stozkowych. Graf szkieletowy ['q nie moze zawieraé krzywej zamknietej, mamy zatem 3 mozliwe
potozenia grafu szkieletowego ' na orbifoldzie wzoru o typie symetrii 442.

Rysunek 75: Mozliwe potozenia grafu szkieletowego I'g na orbifoldzie wzoru o typie symetrii 442

W pierwszym przypadku po rozcieciu orbifoldu wzdtuz grafu szkieletowego, otrzymujemy
plytke posiadajaca 1 wierzcholek stopnia 4 powstaly z punktu stozkowego rzedu 4, z ktérego
wychodzi jedna galaz grafu szkieletowego oraz dwa wierzchotki stopnia 8 powstale z punktu
stozkowego rzedu 4, z ktérego wychodzg dwie gatezie grafu szkieletowego. Krawedzie powstate
z pojedynczej galezi wychodzacej z punktu stozkowego rzedu 4 sa przeksztalcane przez obroét
wokét wierzchotka bedacego sladem po tym punkcie. Dodatkowo, zgodnie z Faktem punkt
obrotowy rzedu 2 znajduje sie¢ na krawedzi taczacej dwa punkty obrotowe rzedu 4. Krawedz ta jest
wiec przeksztalcana na siebie przez obrét (bedacy przeksztalceniem zachowujacym orientacje,
stad znak ”+4"). Otrzymujemy zatem typ kombinatoryczny klepki przedstawiony na Rysunku

4

o1

8 8

Rysunek 76: Typ kombinatoryczny parkietazu o typie symetrii 442
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W drugim przypadku po rozcieciu orbifoldu wzdtuz grafu szkieletowego, otrzymujemy
plytke posiadajaca 2 wierzchotki stopnia 4 powstale z punktéw stozkowych rzedu 4 oraz 2 wierz-
chotki stopnia 4 powstate z punktu stozkowego rzedu 2. Krawedzie powstale z gatezi wychodza-
cych z punktow stozkowych rzedu 4 sg przeksztatcane przez obrét wokot wierzchotkow bedacych
sladami po tych punktach. Otrzymujemy zatem typ kombinatoryczny klepki przedstawiony na

Rysunku [77}

4 4

g

4 4

Rysunek 77: Typ kombinatoryczny parkietazu o typie symetrii 442

W trzecim przypadku ptytka posiada 3 wierzchotki stopnia 3 powstale z potaczenia trzech
galezi grafu i 2 wierzchotki stopnia 4 powstale z punktéw stozkowych rzedu 4. Krawedzie powsta-
te z gatezi wychodzacych z punktéw stozkowych rzedu 4 sa przeksztalcane przez obrét wokot
wierzchotkéow bedacych sladami po tych punktach. Dodatkowo, zgodnie z Faktem punkt
obrotowy rzedu 2 znajduje si¢ na krawedzi taczacej dwa wierzchotki powstale z polaczenia ga-
tezi grafu. Krawedz ta jest wiec przeksztalcana na siebie przez obrét. Otrzymujemy zatem typ
kombinatoryczny klepki przedstawiony na Rysunku
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Rysunek 78: Typ kombinatoryczny parkietazu o typie symetrii 442

Typ symetrii 333

W tym przypadku wszystkie punkty stozkowe sa tego samego rzedu. Galezie grafu moga
taczy¢ sie w jednym z punktéw stozkowych albo w punkcie zwyczajnym orbifoldu. Jesli tacza
sie w punkcie stozkowym, zagodnie z Faktem [8:4]1 Twierdzeniem [7.6], moga to by¢ jedynie dwie
gatezie konczace sie w pozostatych punktach stozkowych. Jesli taczg sie w punkcie zwyczajnym,
zgodnie z Faktem [8.3]1 Twierdzeniem [7.6] musza to by¢ trzy galezie konczace si¢ w punktach
stozkowych. Graf szkieletowy ' nie moze zawieraé¢ krzywej zamknietej, mamy zatem 2 mozliwe
polozenia grafu szkieletowego ' na orbifoldzie wzoru o typie symetrii 333.
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Rysunek 79: Mozliwe polozenia grafu szkieletowego I'g na orbifoldzie wzoru o typie symetrii 333

W pierwszym przypadku po rozcieciu orbifoldu wzdtuz grafu szkieletowego, otrzymujemy
plytke posiadajaca 2 wierzcholki stopnia 3 powstate z punktéw stozkowych rzedu 3, z kto-
rych wychodza pojedyncze gatezie grafu szkieletowego oraz dwa wierzchotki stopnia 6 powstate
z punktu stozkowego rzedu 3, z ktérego wychodza dwie galezie grafu szkieletowego. Pojedyncze
krawedzie powstale z galezi wychodzacych z punktéow stozkowych rzedu 3 sa przeksztatcane
przez obrét wokét wierzchotkéw bedacych sladami po tych punktach. Otrzymujemy zatem typ
kombinatoryczny klepki przedstawiony na Rysunku

3

3

Rysunek 80: Typ kombinatoryczny parkietazu o typie symetrii 333

W drugim przypadku ptytka posiada 3 wierzchotki stopnia 3 powstate z potaczenia trzech
gatezi grafu i 3 wierzcholki stopnia 3 powstale z punktéw stozkowych rzedu 3. Krawedzie po-
wstale z gatezi wychodzacych z punktéw stozkowych rzedu 3 sa przeksztatcane przez obrét wokot
wierzchotkéw bedacych sladami po tych punktach. Otrzymujemy zatem typ kombinatoryczny
klepki przedstawiony na Rysunku

3
Rysunek 81: Typ kombinatoryczny parkietazu o typie symetrii 333

Typ symetrii 2222

W tym przypadku wszystkie punkty stozkowe sg tego samego rzedu. Galezie grafu moga
taczy¢ sie w jednym z punktéw stozkowych albo w punkcie zwyczajnym orbifoldu. Jesli tacza
si¢ w punkcie stozkowym, zgodnie z Faktem [8.4]i Twierdzeniem moga to byé¢ dwie lub trzy
galezie koniczace sie w pozostalych punktach stozkowych. Jedli tacza sie w punkcie zwyczajnym,
zgodnie z Faktem [8:3] i Twierdzeniem [7.6] moga to by¢ trzy lub cztery galezie konczace sig
w punktach stozkowych. Graf szkieletowy I'q nie moze zawiera¢ krzywej zamknigtej, mamy
zatem 5 mozliwych polozen grafu szkieletowego I'q na orbifoldzie wzoru o typie symetrii 2222.
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Rysunek 82: Mozliwe potozenia grafu szkieletowego ' na orbifoldzie wzoru o typie symetrii
2222

W pierwszym przypadku po rozcieciu orbifoldu wzdtuz grafu szkieletowego, mamy plytke
posiadajaca 4 wierzcholki stopnia 4 powstale z punktéw stozkowych rzedu 2, z ktérych wy-
chodza po 2 galezie grafu szkieletowego. KrawedZ o powstala z galezi taczacej te punkty jest
przeksztatcana przez obrot woké! punktu A bedacego $ladem po jednym z pozostatych punktéw
stozkowych, a nastepnie przez obrét wokét punktu taczacego krawedz zawierajaca A z obra-
zem krawedzi a. Zatem krawedz « jest przeksztalcana na przeciwlegla krawedz przez zlozenie
dwdéch obrotow bedace przeksztalceniem zachowujacym orientacje. Dodatkowo, zgodnie z Fak-
tem [8.1] punkty obrotowe rzedu 2 znajduja sie na krawedziach laczacych dwa punkty obrotowe
rzedu 2 bedace wczesniej wspomnianymi wierzchotkami. Krawedzie te sa wiec przeksztalcane
na siebie same przez obrét. Otrzymujemy zatem typ kombinatoryczny klepki przedstawiony na

Rysunku [83]
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Rysunek 83: Typ kombinatoryczny parkietazu o typie symetrii 2222

W drugim przypadku po rozcieciu orbifoldu wzdluz grafu szkieletowego, mamy ptytke
posiadajaca 3 wierzcholki stopnia 6 powstale z punktu stozkowego rzedu 2, z ktérego wycho-
dza 3 galezie grafu szkieletowego. Dodatkowo, zgodnie z Faktem punkty obrotowe rze-
du 2 znajduja sie na krawedziach klepki, sa to §lady po pozostalych punktach stozkowych.
Krawedzie te sa wiec przeksztatcane na siebie same przez obrét. Otrzymujemy zatem typ kom-
binatoryczny klepki przedstawiony na Rysunku

—e
6 6
Rysunek 84: Typ kombinatoryczny parkietazu o typie symetrii 2222

W trzecim przypadku po rozcieciu orbifoldu wzdtuz grafu szkieletowego, mamy ptytke
posiadajaca 2 wierzchotki stopnia 4 powstale z punktu stozkowego rzedu 2, z ktérego wychodza
2 galezie grafu szkieletowego oraz 3 wierzcholki stopnia 3 powstate z potaczenia trzech krawedzi
grafu w punkcie zwyczajnym orbifoldu. Krawedz o powstala z galezi taczacej wierzchotki stopnia
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4 i stopnia 3 jest przeksztalcana przez obrét wokét punktu A bedacego §ladem po punkcie stoz-
kowym potaczonym krawedzia z wierzchotkiem stopnia 4, a nastepnie przez obrét wokot punktu
taczacego krawedz zawierajaca A z obrazem krawedzi «. Zatem krawedZ « jest przeksztalcana
na przeciwlegta krawedz przez ztozenie dwoch obrotéw bedace przeksztatlceniem zachowujacym
orientacje. Innym wytlumaczenie tego jest fakt, ze krawedz ta musi byé¢ przeksztalcana na kra-
wedz laczaca punkty tego samego typu oraz ze jedynymi symetriami tego typu parkietazy sa
obroty, ktére zachowuja orientacje. Krawedz taka nie przechodzi sama na siebie, poniewaz mu-
siatoby to zachodzié¢ za sprawa obrotu wzgledem punktu na niej lezacego, a taki punkt obrotowy
nie istnieje. Dodatkowo, zgodnie z Faktem [8.1] punkty obrotowe rzedu 2 znajduja sie na krawe-
dziach taczacych wierzchotki tego samego stopnia (jako $lady po punktach stozkowych, z ktérych
wychodzi jedna galaz grafu szkieletowego). Krawedzie te sa wiec przeksztalcane na siebie same
przez obrot. Otrzymujemy zatem typ kombinatoryczny klepki przedstawiony na Rysunku
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Rysunek 85: Typ kombinatoryczny parkietazu o typie symetrii 2222

W czwartym przypadku po rozcigciu orbifoldu wzdiuz grafu szkieletowego, mamy plytke
posiadajaca 4 wierzchotki stopnia 4 powstale z polaczenia czterech krawedzi grafu w punkcie
zwyczajnym orbifoldu. Dodatkowo, zgodnie z Faktem punkty obrotowe rzedu 2 znajduja
sie na krawedziach laczacych dwa wierzcholki (jako Slady po punktach stozkowych, z ktérych
wychodzi jedna galaz grafu szkieletowego). Krawedzie te sa wiec przeksztalcane na siebie same
przez obrét. Otrzymujemy zatem typ kombinatoryczny klepki przedstawiony na Rysunku [86]
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Rysunek 86: Typ kombinatoryczny parkietazu o typie symetrii 2222

W piatym przypadku po rozcieciu orbifoldu wzdtuz grafu szkieletowego, mamy plytke
posiadajaca 6 wierzchotkéw stopnia 3 powstalych z polaczenia trzech krawedzi grafu w dwdéch
punktach zwyczajnych orbifoldu. Krawedz o powstala z galezi laczacej te punkty jest prze-
ksztalcana przez obrét wokét punktu A bedacego Sladem po jednym z pozostalych punktéw
stozkowych, a nastepnie przez obrét wokot punktu B bedacego $ladem po punkcie stozkowym
bezposrednio polaczonym z tym samym wierzchotkiem, co punkt A. Zatem krawedz o jest
przeksztatcana na przeciwlegla krawedz przez zlozenie dwéch obrotéw bedace przeksztalceniem
zachowujacym orientacje. Dodatkowo, zgodnie z Faktem punkty obrotowe rzedu 2 znajduja
si¢ na krawedziach laczacych wierzcholki tego samego rodzaju (jako slady po punktach stozko-
wych, z ktérych wychodzi jedna galaz grafu szkieletowego). Krawedzie te sa wiec przeksztalcane
na siebie same przez obrét. Otrzymujemy zatem typ kombinatoryczny klepki przedstawiony na

Rysunku
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Rysunek 87: Typ kombinatoryczny parkietazu o typie symetrii 2222

8.4 Parkietaze posiadajace jedynie punkty kalejdoskopowe

Orbifoldami wzoréw posiadajacych jedynie punkty kalejdoskopowe sa dyski z wyrdznio-
nymi punktami naroznymi. Zgodnie z Twierdzeniem [7.7], graf szkieletowy I'q parkietazu musi
zawieraC caty brzeg orbifoldu. Poniewaz kazda krzywa zamknieta zawarta w dysku, jak réwniez
kazda krzywa wtlasciwie wlozona w dysk, rozspaja go, I'q nie moze zawieraé¢ tego rodzaju krzy-
wych. Poniewaz w tego typu parkietazach nie wystepuja punkty stozkowe, graf szkieletowy nie
moze mie¢ koncow wewnatrz dysku. Zatem I'g w calosci pokrywa sie z brzegiem orbifoldu Ogq.

Zauwazmy nastepujacy fakt o parkietazach majacych tego typu symetrie.

Fakt 8.5. Punkty narozne rzedu n orbifoldu Oq, z ktorych nie wychodzg galezie niezawierajgce
sie w brzequ, sq przeksztalcane w wierzchotki stopnia 2n parkietazu €.

Dowdd. Punkty narozne rzedu n orbifoldu sa $ladami po punktach kalejdoskopowych rzedu
n parkietazu. n to liczba osi symetrii przecinajacych sie w tych punktach. Punkt przeciecia
(punkt kalejdoskopowy) dzieli kazda z tych prostych na dwie pdlproste. Otrzymujemy 2n pol-
prostych, ktérych punktem wspolnym jest $lad po punkcie naroznym. Pélproste te zawieraja
krawedzie parkietazu (jest ich réwniez 2n), zas wierzcholek parkietazu jest §ladem po punkcie
naroznym (ma wiec stopnien réwny 2n). O

Typ symetrii %632

W przypadku wzoréw o typie symetrii %632, orbifoldem jest dysk z wyrdznionymi trze-
ma punktami naroznymi o stopniach 6, 3 i 2. Kazdy z tych punktéw jest przeksztalcamy na
wierzcholek parkietazu. Mamy wiec do czynienia, zgodnie z Faktem z trzema wierzchotkami
plytki majacymi stopnie 12, 6 i 4. Krawedzie ptytki sa $§ladami po brzegu orbifoldu. Poniewaz
zawieraja sie w osiach symetrii, sg przeksztalcane na siebie ze zmiana orientacji. Otrzymujemy
zatem typ kombinatoryczny klepki przedstawiony na Rysunku
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Rysunek 88: Typ kombinatoryczny parkietazu o typie symetrii 632

Typ symetrii %442

W przypadku wzoréw o typie symetrii %442, orbifoldem jest dysk z wyrdznionymi trze-
ma punktami naroznymi o stopniach 4, 4 i 2. Kazdy z tych punktéw jest przeksztalcamy na
wierzcholek parkietazu. Mamy wiec do czynienia, zgodnie z Faktem z trzema wierzchotkami
plytki majacymi stopnie 8, 8 i 4. Krawedzie plytki sa sladami po brzegu orbifoldu. Poniewaz
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zawierajg sie¢ w osiach symetrii, sa przeksztalcane na siebie ze zmiana orientacji. Otrzymujemy
zatem typ kombinatoryczny klepki przedstawiony na Rysunku

4
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Rysunek 89: Typ kombinatoryczny parkietazu o typie symetrii «884

Typ symetrii %333

W przypadku wzoréw o typie symetrii *333, orbifoldem jest dysk z wyrdznionymi trze-
ma punktami naroznymi stopnia 3. Kazdy z tych punktow jest przeksztalcamy na wierzcholek
parkietazu. Mamy wiec do czynienia, zgodnie z Faktem z trzema wierzchotkami ptytki
majacymi stopien 6. Krawedzie ptytki sa $§ladami po brzegu orbifoldu. Poniewaz zawierajg sie
w osiach symetrii, sg przeksztalcane na siebie ze zmiang orientacji. Otrzymujemy zatem typ
kombinatoryczny klepki przedstawiony na Rysunku [90]
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Rysunek 90: Typ kombinatoryczny parkietazu o typie symetrii *333

Typ symetrii %2222

W przypadku wzordéw o typie symetrii #2222, orbifoldem jest dysk z wyréznionymi cztere-
ma punktami naroznymi stopnia 2. Kazdy z tych punktéw jest przeksztalcamy na wierzchotek
parkietazu. Mamy wiec do czynienia, zgodnie z Faktem z czterema wierzchotkami plytki
majacymi stopien 4. Krawedzie ptytki sa §ladami po brzegu orbifoldu. Poniewaz zawieraja sie
w osiach symetrii, sg przeksztalcane na siebie ze zmiang orientacji. Otrzymujemy zatem typ
kombinatoryczny klepki przedstawiony na Rysunku [91]
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Rysunek 91: Typ kombinatoryczny parkietazu o typie symetrii %2222
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8.5 Parkietaze posiadajgce punkty obrotowe i kalejdoskopowe

W przypadku wzoréw posiadajacych punkty obrotowe i kalejdoskopowe, orbifoldem jest
dysk z wyréznionym punktem stozkowym wewnatrz i wyréznionymi punktami naroznymi na
brzegu. Zgodnie z Twierdzeniem [7.7] caly brzeg orbifoldu musi by¢ zawarty w grafie szkieleto-
wym ['q, za$ zgodnie z Twierdzeniem punkt stozkowy orbifoldu réwniez musi zawieraé sie
w ['q. Przypomnijmy réwniez, ze zgodnie z Twierdzeniem graf szkieletowy musi by¢ spojny,
musi zatem istnie¢ galaz taczaca punkt stozkowy z brzegiem orbifoldu. Mamy nastepujace fakty
dotyczace grafu szkieletowego I'g:

Fakt 8.6. W orbifoldzie bedgcym dyskiem i zawierajgcym k punktow stozkowych, z kazdego
punktu stozkowego moze wychodzi¢ najwyzej k galezi grafu szkieletowego I'q.

Dowdd. Wezmy dowolny orbifold bedacy dyskiem i zawierajacy k punktow stozkowych. Zatézmy
nie wprost, ze w pewnym punkcie stozkowym A orbifoldu spotyka sie przynajmniej k + 1 gatezi
grafu I'g. Wtedy kazda z nich musi konczy¢ sie w pewnym punkcie stozkowym B; orbifoldu albo
na brzegu orbifoldu. Jedli dla pewnej z nich B; = A, to jest ona krzywg zamknieta, a wiec rozspaja
orbifold. Rozwazmy przypadek, gdy pewne dwie rézne gatezie I'; oraz I'; koficzg si¢ w punktach
C i D na brzegu orbifoldu. Poruszajac sie po tych krzywych i po brzegu orbifoldu, mamy kolejno
punkt A, krzywa I[';, punkt C, fragment brzegu orbifoldu zawarty miedzy puntami C'i D, krzywa
I'; oraz ponownie punkt A. Taka krzywa jest wiec krzywa zamknieta zawartg w dysku, a wiec
rozspaja ona dysk. W przypadku, gdy tylko jedna galaZz grafu I'g taczy punkt A z brzegiem
orbifoldu, mamy k galezi wychodzacych z punktu A do pewnych innych punktéw stozkowych,
ktorych jest k—1. Poniewaz takich gatezi jest wiecej niz punktow stozkowych, w pewnym punkcie
stozkowym musza taczy¢ sie dwie z nich. Rozwazmy krzywa = bedaca suma takich dwoch galezi.
Poruszajac sie po takiej krzywej od punktu A, mamy kolejno pierwsza gataz grafu I'q, punkt B;,
kolejng gataz grafu ' i ponownie punkt A. Otrzymujemy sprzeczno$¢, poniewaz = jest krzywa
zamknietg rozspajajaca orbifold. O

Fakt 8.7. Punkt narozny rzedu n, z ktorego wychodzi krawedz grafu szkieletowego I'q majgca
koniec w punkcie stozkowym, jest przeksztatcany w 2 wierzchotki parkietazu stopnia 4n.

Dowdd. Punkt narozny jest elementem brzegu orbifoldu, wiec gataz wychodzaca z punktu naroz-
nego dzieli lokalnie orbifold na dwie czesci. Kazda z tych czesci jest przeksztalcana na fragment
wnetrza klepki parkietazu ograniczony krawedziami i wierzchotkiem parkietazu. Dlatego otrzy-
mujemy dwa wierzcholki parkietazu powstajace z jednego punkty naroznego.

Przeksztalcajac graf szkieletowy I'q w szkielet Y, mamy do czynienia z dwoma rodzajami kra-
wedzi. Pierwsze z nich sa sladami po brzegu orbifoldu. Prowadzac rozumowanie identyczne, jak
w dowodzie Faktu wnioskujemy, ze w kazdym wierzchotku parkietazu spotyka sie 2n takiego
typu krawedzi.

Drugi rodzaj to krawedzie powstajace z galezi taczacej punkt stozkowy z punktem naroznym
orbifoldu. Punktu narozny rzedu n jest przeksztalcany w punkt kalejdoskopowy rzedu n, zas
fragment grafu szkieletowego zawarty w brzegu orbifoldu jest przeksztalcany w osie symetrii
przecinajace sie w tym punkcie. Poniewaz osi tych jest n, dziela one plaszczyzne na 2n czesci.
W kazdym takim fragmencie plaszczyzny z rozwazanego wierzchotka wychodzi krawedz parkie-
tazu bedaca sladem po galezi taczacej punkt narozny z punktem stozkowym orbifoldu. Takich
krawedzi jest wiec 2n.

Mamy wiec w sumie 2n+2n = 4n krawedzi parkietazu wychodzacych z punktu kalejdoskopowego
bedacego sladem po punkcie naroznym orbifoldu. O

Fakt 8.8. Punkt brzegowy orbifoldu niebedgcy punktem naroznym, z ktorego wychodzi k krawedzi
grafu szkieletowego I'q niezawierajgcych sie w brzegu orbifoldu, jest przeksztatcany w k—+1 wierz-
cholkéw parkietazu stopnia 2k + 2.

Dowdd. k galezi wychodzacych z punktu lezacego na brzegu orbifoldu dzieli lokalnie orbifold
na k + 1 czedci. Kazda z tych czedci jest przeksztatcana na fragment wnetrza klepki parkietazu
ograniczony krawedziami i wierzchotkiem parkietazu. Dlatego otrzymujemy k + 1 wierzchotkéw
parkietazu powstajacych z jednego punktu brzegowego.
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Réwniez tym razem mamy do czynienia z dwoma rodzajami krawedzi wychodzacych z punktu
brzegowego, z ktorego wychodza gatezie grafu szkieletowego niezawierajace sie w brzegu orbi-
foldu. Pierwsze z nich to slady po brzegu orbifoldu. Punkt taki dzieli brzeg orbifoldu na dwie
czedci, otrzymujemy wiec dwie poélproste zawierajace krawedzie parkietazu. Stad mamy dwie
krawedzie bedace sladami po brzegu parkietazu.

Drugi rodzaj krawedzi powstaje z gatezi grafu niezawierajacych sie w brzegu orbifoldu. Gdy ma-
my do czynienia z k takimi galeziami grafu szkieletowego I'q, sa one przeksztalcane na krawedzie
nalezace do szkieletu Y. Powstaje k krawedzi znajdujacych sie po jednej stronie prostej bedacej
sladem po brzegu orbifoldu oraz k krawedzi bedacych ich obrazami przez odbicie wzgledem tej
prostej (bedacej osia symetrii parkietazu).

Mamy zatem 2+ 2k krawedzi parkietazu wychodzacych z wierzchotka bedacego $ladem po punk-
cie brzegowym (nienaroznym) parkietazu. O

Typ symetrii 4 x 2

W przypadku typu symetrii 4% 2 mamy do czynienia z punktem stozkowym rzedu 4 i punk-
tem naroznym rzedu 2. Graf szkieletowy ' musi zawieraé¢ zaréwno brzeg orbifoldu i punkt stoz-
kowy. Zgodnie z Faktem [8.6] z punktu stozkowego moze wychodzié¢ tylko jedna galaz grafu Ig.
Poniewaz nie moze to by¢ krzywa zamknieta, musi ona konczy¢ sie na brzegu orbifoldu. Mamy
dwa mozliwe przypadki: moze ona konczyé¢ sie w punkcie naroznym lub w punkcie brzegowym
niebedacym punktem naroznym.

Rysunek 92: Mozliwe potozenia grafu szkieletowego g na orbifoldzie wzoru o typie symetrii 42

W pierwszym przypadku gataz wychodzaca z punktu stozkowego konczy sie w punkcie
naroznym orbifoldu. Zgodnie z Faktem punkt narozny rzedu 2 jest przeksztalcany w 2 wierz-
cholki stopnia 8. Zgodnie z Faktem [.T], punkt stozkowy rzedu 4, z ktérego wychodzi jedna galaz
orbifoldu, jest przeksztalcany w wierzchotek stopnia 4. Krawedzie wychodzace z wierzchotka
stopnia 4 sg przeksztalcane wzajemnie przez obrét, poniewaz wierzchotek bedacy ich punktem
wspoélnym, jest punktem obrotowym rzedu 4. Krawedz aczaca wierzchotki stopnia 8 jest prze-
ksztalcana na siebie przez symetrie osiowa, poniewaz jest fragmentem osi symetrii parkietazu.
Otrzymujemy zatem typ kombinatoryczny klepki przedstawiony na Rysunku

4

8 O 8

Rysunek 93: Typ kombinatoryczny parkietazu o typie symetrii 4 * 2

W drugim przypadku gataz wychodzaca z punktu stozkowego koniczy sie w punkcie brze-
gowym orbifoldu, niebedacym punktem naroznym. Zgodnie z Faktem punkt stozkowy rzedu
4, 7 ktorego wychodzi jedna galaz orbifoldu, jest przeksztalcany w wierzchotek stopnia 4. Zgod-
nie z Faktem punkt narozny rzedu 2 jest przeksztalcany w wierzchotek stopnia 4. Zgodnie
z Faktem punkt brzegowy, z ktérego wychodzi gataz konczaca sie w punkcie stozkowym
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orbifoldu, jest przeksztalcany w dwa wierzchotki stopnia 4. Krawedzie taczace wierzchotki po-
wstale z punktéw lezacych na brzegu orbifoldu sa przeksztalcane na siebie same przez symetrie
osiowg, poniewaz sg one fragmentami osi symetrii parkietazu. Krawedzie wychodzace z wierzchot-
ka bedacego $ladem po punkcie stozkowym sg wzajemnie przeksztatcane przez obrét, poniewaz
wierzchotek ten jest punktem obrotowym parkietazu. Otrzymujemy zatem typ kombinatoryczny
klepki przedstawiony na Rysunku [04]

4 4

4—>—4

Rysunek 94: Typ kombinatoryczny parkietazu o typie symetrii 4 * 2

Typ symetrii 3 %3

W przypadku typu symetrii 3x3 mamy do czynienia z punktem stozkowym rzedu 3 i punk-
tem naroznym rzedu 3. Graf szkieletowy ' musi zawieraé¢ zarowno brzeg orbifoldu i punkt stoz-
kowy. Zgodnie z Faktem [8.6] z punktu stozkowego moze wychodzié¢ tylko jedna galaz grafu Ig.
Poniewaz nie moze to by¢ krzywa zamknieta, musi ona koniczy¢ si¢ na brzegu orbifoldu. Mamy
dwa mozliwe przypadki: moze ona konczy¢ sie w punkcie naroznym lub w punkcie brzegowym
niebedacym punktem naroznym.

Rysunek 95: Mozliwe polozenia grafu szkieletowego I'q na orbifoldzie wzoru o typie symetrii 33

W pierwszym przypadku gataz wychodzaca z punktu stozkowego konczy sie w punkcie na-
roznym orbifoldu. Zgodnie z Faktem [8.7] punkt narozny rzedu 3 jest przeksztalcany w 2 wierz-
chotki stopnia 12. Zgodnie z Faktem punkt stozkowy rzedu 3, z ktérego wychodzi jedna
galaz orbifoldu, jest przeksztalcany w wierzcholek stopnia 3. Krawedzie wychodzace z wierz-
chotka stopnia 3 sa przeksztalcane wzajemnie przez obroét, poniewaz wierzchotek bedacy ich
punktem wspdlnym, jest punktem obrotowym rzedu 3. Krawedz taczaca wierzcholki stopnia
12 jest przeksztalcana na siebie przez symetrie osiowa, poniewaz jest fragmentem osi symetrii
parkietazu. Otrzymujemy zatem typ kombinatoryczny klepki przedstawiony na Rysunku

3

12 - 12
Rysunek 96: Typ kombinatoryczny parkietazu o typie symetrii 3 * 3
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W drugim przypadku gataz wychodzaca z punktu stozkowego koniczy sie w punkcie brze-
gowym orbifoldu, niebedacym punktem naroznym. Zgodnie z Faktem punkt stozkowy rzedu
3, z ktorego wychodzi jedna gataz orbifoldu, jest przeksztalcany w wierzchotek stopnia 3. Zgod-
nie z Faktem punkt narozny rzedu 3 jest przeksztalcany w wierzchotek stopnia 6. Zgodnie
z Faktem [B.8] punkt brzegowy, z ktérego wychodzi galaz konczaca sie w punkcie stozkowym
orbifoldu, jest przeksztalcany w dwa wierzchotki stopnia 4. Krawedzie taczace wierzchotki po-
wstale z punktéw lezgcych na brzegu orbifoldu sa przeksztalcane na siebie same przez symetrie
osiowa, poniewaz sa one fragmentami osi symetrii parkietazu. Krawedzie wychodzace z wierzchot-
ka bedacego sladem po punkcie stozkowym sa wzajemnie przeksztalcane przez obrét, poniewaz
wierzchotek ten jest punktem obrotowym parkietazu. Otrzymujemy zatem typ kombinatoryczny
klepki przedstawiony na Rysunku

6
Rysunek 97: Typ kombinatoryczny parkietazu o typie symetrii 4 x 2

Typ symetrii 2 x 22

W przypadku typu symetrii 2%22 mamy do czynienia z punktem stozkowym rzedu 2 i dwo-
ma punktami naroznymi rzedu 2. Graf szkieletowy I'q musi zawiera¢ zaréwno brzeg orbifoldu
i punkt stozkowy. Zgodnie z Faktem z punktu stozkowego moze wychodzi¢ tylko jedna galaz
grafu I'g. Poniewaz nie moze to by¢ krzywa zamknieta, musi ona konczyé sie na brzegu orbi-
foldu. Mamy dwa mozliwe przypadki: moze ona konczyé sie w punkcie naroznym lub w punkcie
brzegowym niebedacym punktem naroznym.

2 2

Rysunek 98: Mozliwe potozenia grafu szkieletowego I'q na orbifoldzie wzoru o typie symetrii 2+22

W pierwszym przypadku gataz wychodzaca z punktu stozkowego konczy si¢ w punkcie
naroznym orbifoldu. Zgodnie z Faktem punkt narozny rzedu 2, z ktérego wychodzi galaz
grafu szkieletowego taczaca go z punktem stozkowym, jest przeksztalcany w 2 wierzchotki stopnia
8. Zgodnie z Faktem [8.5] drugi punkt narozny rzedu 2 jest przeksztalcany w wierzcholek stopnia
4. Zgodnie z Faktem [B.I] punkt stozkowy rzedu 2, z ktérego wychodzi jedna galaz orbifoldu,
jest przeksztalcany w punkt obrotowy rzedu 2 znajdujacy si¢ na krawedzi parkietazu. Zatem
krawedz, na ktérej sie on znajduje, jest przeksztalcana sama na siebie przez obrét. Krawedzie
taczace wierzchotki powstate z punktow lezacych na brzegu orbifoldu sa przeksztatcane na siebie
same przez symetrie osiows, poniewaz sg one fragmentami osi symetrii parkietazu. Otrzymujemy
zatem typ kombinatoryczny klepki przedstawiony na Rysunku
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Rysunek 99: Typ kombinatoryczny parkietazu o typie symetrii 2 % 22

W drugim przypadku gataz wychodzaca z punktu stozkowego konczy sie w punkcie brze-
gowym orbifoldu, niebedacym punktem naroznym. Zgodnie z Faktem punkt stozkowy rzedu
2, z ktérego wychodzi jedna galaz orbifoldu, jest przeksztalcany w punkt obrotowy rzedu 2 znaj-
dujacy sie na krawedzi parkietazu. Zatem krawedz, na ktorej si¢ on znajduje, jest przeksztatcana
sama na siebie przez obrét. Zgodnie z Faktem [8.5] punkty narozne rzedu 2 sa przeksztalcane
w wierzchotki stopnia 4. Zgodnie z Faktem punkt brzegowy, z ktorego wychodzi gataz kon-
czaca sie w punkcie stozkowym orbifoldu, jest przeksztalcany w dwa wierzcholki stopnia 4.
Krawedzie taczace wierzchotki powstate z punktéow lezacych na brzegu orbifoldu i bedace $la-
dami po brzegu orbifoldu, sa przeksztalcane na siebie same przez symetrie osiowa, poniewaz sg
one fragmentami osi symetrii parkietazu. Krawedzie wychodzace z wierzchotka bedacego $sladem
po punkcie stozkowym sa wzajemnie przeksztalcane przez obrét, poniewaz wierzchotek ten jest
punktem obrotowym parkietazu. Otrzymujemy zatem typ kombinatoryczny klepki przedstawio-
ny na Rysunku

4 . 4
+

4——>—4

Rysunek 100: Typ kombinatoryczny parkietazu o typie symetrii 2 x 22

8.6 Parkietaze posiadajace punkty obrotowe i jeden rodzaj pojedynczych
luster

W tym podrozdziale bedziemy mieli do czynienia z jednym typem symetrii — 22x%. Or-
bifoldem wzoru o tym typie symetrii jest dysk z wyrdéznionymi dwoma rodzajami punktow
stozkowych rzedu 2. Zgodnie z Twierdzeniem [7.7] caly brzeg orbifoldu musi byé zawarty w gra-
fie szkieletowym I'q, zas$ zgodnie z T'wierdzeniem [7.6] punkty stozkowe orbifoldu réowniez musza
zawieraé sie w ['q. Przypomnijmy réwniez, ze zgodnie z Twierdzeniem graf szkieletowy musi
by¢ spéjny, muszg zatem istnieé galtezie taczace punkty stozkowe z brzegiem orbifoldu.

Jesli polaczymy jeden z punktéw stozkowych z brzegiem orbifoldu (takie polaczenie musi
istnie¢ ze wzgledu na spéjnosé ') galezia I'1, nalezy polaczyé drugi punkt stozkowy z istnie-
jacym juz fragmentem grafu szkieletowego galtezia I's. Mamy cztery mozliwosci wyboru takiej
gatezi. Moze ona konczyé¢ sie w drugim punkcie stozkowym, w punkcie wspolnym brzegu or-
bifoldu i krzywej I';, w innym punkcie I'; albo w innym punkcie brzegu orbifoldu. W kazdym
wypadku, po rozcieciu orbifoldu wzdtuz takiego grafu, otrzymujemy dysk, w ktérym z kazdego
punktu stozkowego wychodzi gataz grafu szkieletowego. Nie mozemy juz dotaczyé zadnej gatezi,
poniewaz gdyby taka galaz istniata, to musialaby mieé¢ poczatek i koniec w pewnym punkcie ist-
niejacego juz grafu (oznaczmy te punty przez A i B). Wtedy, rozwazajac krzywa zaczynajaca sie
w A, przechodzaca przez fragment wczedniej istniejacego grafu szkieletowego do punktu B, po-
krywajaca si¢ z nowa galezia i konczaca w punkcie A, otrzymujemy krzywa zamknieta, ktéra
rozspaja dysk. Wszystkie mozliwe polozenia grafu szkieletowego przedstawia Rysunek
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2 2 2 2 2 2 2 2
Rysunek 101: Mozliwe potozenia grafu szkieletowego [' na orbifoldzie wzoru o typie symetrii 22x

W pierwszym przypadku jedna z galezi wychodzi z punktu stozkowego rzedu 2 i kon-
czy sie na brzegu orbifoldu (oznaczmy ja przez I'y), a druga zaczyna sie i konczy w dwdoch
réznych punktach stozkowych orbifoldu (oznaczmy ja przez I's). Zgodnie z Faktem [8.8] punkt
wspOlny brzegu orbifoldu i krzywej I'y jest przeksztalcany w 2 wierzchotki stopnia 4. Zgodnie
z Faktem punkt stozkowy rzedu 2, w ktéorym tacza sie krzywe I'y i 'y, jest przeksztalcany
w 2 wierzchotki parkietazu stopnia 4, zas punkt stozkowy rzedu 2, z ktérego wychodzi krzywa
I'y, jest przeksztalcany w punkt obrotowy znajdujacy sie na krawedzi klepki. Krawedz taka ta-
czy dwa wierzcholki powstate z punktu stozkowego i jest przeksztalcana na siebie przez obrét.
KrawedZ powstala z brzegu orbifoldu jest przeksztalcana na siebie przez symetrie osiows, jako
ze zawiera sie ona w osi symetrii parkietazu. Pozostale krawedzie przechodzg na siebie nawza-
jem przez zlozenie obrotow wzgledem punktéw bedacych sladami po punktach stozkowych, czyli
przez przeksztalcenia zachowujace orientacje. Otrzymujemy zatem typ kombinatoryczny klepki
przedstawiony na Rysunku

4 . 4
+
+
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Rysunek 102: Typ kombinatoryczny parkietazu o typie symetrii 22x

W drugim przypadku z kazdego punktu stozkowego rzedu 2 wychodzi jedna z gatezi kon-
czacych sie we wspdlnym punkcie na brzegu orbifoldu (oznaczmy te galezie przez I'; i I').
Zgodnie z Faktem punkt wspélny brzegu orbifoldu i krzywych I'y i I's jest przeksztalcany
w 3 wierzcholki stopnia 6. Zgodnie z Faktem [B.I] punkty stozkowe rzedu 2 sa przeksztalcane
w punkty obrotowe znajdujace sie na krawedzi klepki. Krawedz taka jest przeksztalcana na
siebie przez obrét. Krawedz powstala z brzegu orbifoldu jest przeksztalcana na siebie przez
symetrie osiowa, jako ze zawiera si¢ ona w osi symetrii parkietazu. Otrzymujemy zatem typ
kombinatoryczny klepki przedstawiony na Rysunku [I03]

_ o
6 6

Rysunek 103: Typ kombinatoryczny parkietazu o typie symetrii 22x

o1



W trzecim przypadku z kazdego punktu stozkowego rzedu 2 wychodzi jedna z gatezi grafu
szkieletowego ' (oznaczmy je przez I'y i I's). Z punktu na brzegu orbifoldu wychodzi gataz
grafu (oznaczmy ja przez I's). Wszystkie galezie I'1, 'y i I's spotykaja sie w pewnym punkcie
zwyczajnym orbifoldu. Zgodnie z Faktem [8.8] punkt wspélny brzegu orbifoldu i krzywej I's jest
przeksztalcany w 2 wierzcholki stopnia 4. Zgodnie z Faktem [8.2] punkt wspoélny krzywych I'y,
'y i I'3 jest przeksztalcany w 3 wierzchotki stopnia 3. Zgodnie z Faktem punkty stozkowe
rzedu 2 sa przeksztalcane w punkty obrotowe znajdujace sie na krawedzi klepki. Krawedz taka
jest przeksztalcana na siebie samg przez obrét. KrawedZ powstata z brzegu orbifoldu jest prze-
ksztalcana na siebie przez symetrie osiowa, jako ze zawiera si¢ ona w osi symetrii parkietazu.
Pozostate krawedzie przechodza na siebie nawzajem przez ztozenie obrotéw wzgledem punktow
bedacych sladami po punktach stozkowych, czyli przez przeksztalcenia zachowujace orientacje.
Otrzymujemy zatem typ kombinatoryczny klepki przedstawiony na Rysunku

3
3 /+/‘\+'\3
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Rysunek 104: Typ kombinatoryczny parkietazu o typie symetrii 22x

W czwartym przypadku z kazdego punktu stozkowego rzedu 2 wychodzi jedna z galezi
koniczacych sie w réznych punktach na brzegu orbifoldu (oznaczmy te galezie przez I'y i I'9).
Zgodnie z Faktem kazdy z punktéw wspolnych brzegu orbifoldu i krzywych 'y i I's jest
przeksztalcany w 2 wierzcholki stopnia 4. Zgodnie z Faktem punkty stozkowe rzedu 2 sa
przeksztatcane w punkty obrotowe znajdujace si¢ na krawedziach klepki. Krawedzie takie sa
przeksztatcane na siebie same przez obrot. Krawedzie powstate z brzegu orbifoldu sa przeksztal-
cana na siebie same przez symetri¢ osiowa, jako ze zawieraja siec one w osiach symetrii parkietazu.
Otrzymujemy zatem typ kombinatoryczny klepki przedstawiony na Rysunku [I05]
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Rysunek 105: Typ kombinatoryczny parkietazu o typie symetrii 22x

8.7 Parkietaze posiadajace specjalne symetrie z poslizgiem

Jak juz wczesniej zauwazyliSmy, wystepowanie specjalnych symetrii z poslizgiem jako sy-
metrii parkietazu, wplywa na nieorientowalnos¢ powierzchni bedacej jego orbifoldem. W tym
podrozdziale zajmiemy sie trzema typami symetrii: xX, X X oraz 22X.

8.7.1 Typ symetrii xx

W przypadku parkietazy o tym typie symetrii, mamy do czynienia z pojedynczymi lustrami
i rownoleglymi do nich osiami specjalnych symetrii z poslizgiem. Orbifoldem Oq jest wstega
Mobiusa, ktorej brzeg jest sladem po pojedynczych lustrach parkietazu. Zgodnie z Twierdzeniem
[7.7] caly brzeg orbifoldu jest zawarty w grafie szkieletowym I'. Poniewaz wstega Mobiusa nie
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jest homeomorficzna z dyskiem, graf szkieletowy musi zawieraé¢ pewna krzywa I'1, ktéra (zgodnie
z Twierdzeniem [7.5)) ma punkt wspdlny z brzegiem orbifoldu. Oznaczmy ten punkt przez A.
Poniewaz na powierzchni orbifoldu nie ma zadnych punktéw stozkowych, zaczynajac od punktu
A i poruszajac si¢ po grafie I'g, musimy w pewnym momencie znalezé¢ si¢ w punkcie B, ktéry
juz wezesniej odwiedzilismy. Mamy 3 mozliwoéci wybrania takiego punktu:

1. T'; ma poczatek na brzegu Oq i koniec na brzegu Oq w punkcie réznym od A,

2. T'; ma poczatek na brzegu Ogq i koniec w punkcie wspélnym brzegu Ogq i I'1 (w punkcie

A),
3. I'1 ma poczatek na brzegu Ogq i koniec na krzywej I'; (poza brzegiem orbifoldu).

W kazdym z tych przypadkdéw, ze wzgledu na nieorientowalnosé wstegi Mobiusa, bedziemy mu-
sieli rozwazy¢ krzywe dwustronne i jednostronne.

Pomocny nam bedzie schemat pokazujacy brzeg wstegi Mobiusa z dotaczona krzywa I';.
Bedzie na nim réwniez dobrze widoczny typ kombinatoryczny ptytek, wytlumaczymy zatem, jak
tworzy¢ taki schemat. Najpierw rysujemy krzywa bedaca brzegiem wstegi Mdbiusa wraz z jej
bliskim otoczeniem zawartym w orbifoldzie. Mozemy je przedstawi¢ jako okrag z waskim pasem
znajdujacym sie po jednej jego stronie (na Rysunku jest to krzywa zamknieta). Nastepnie
dolaczamy odpowiednio konice krzywej (w tym przypadku I'1). Punkty przeciecia (byé moze
krzywej samej ze soba) utworza wierzcholki parkietazu, zas fragmenty krzywych miedzy nimi
— krawedzie. Poruszajac sie po tak narysowanych krzywych, zaznaczamy strzatkami (zgodnie
z kierunkiem obchodzenia) i literami kolejne krawedzie oraz liczbami kolejne wierzchotki; pomo-
ze to w ustaleniu regul przylegania. Uwzgledniajac to, czy poszczegdlne krzywe zamkniete byly
jednostronne, czy dwustronne, obchodzimy schemat do momentu, w ktéorym napotkamy wierz-
chotek, w ktérym juz byliSmy. Jesli przez pewne krawedzie nie przechodziliSmy z ktores strony,
nalezy, zaczynajac w punkcie nalezacym do ktéres z nich, rozpoczaé¢ poruszanie sie po schema-
cie. Jesli przeszliSmy kazda krawedZ z kazdej ze stron (zawartych w rozwazanej powierzchni),
otrzymana powierzchnia ma tyle komponent brzegu, ile razy zaczynaliSmy obchodzenie schema-
tu w pewnym nowym punkcie. Reguty przylegania krawedzi ustalamy na postawie tego, ktore
litery opisuja ten sam fragment krzywej i czy strzaltki sa skierowane zgodnie (wtedy mamy do
czynienia ze zmiang orientacji), czy przeciwnie (wtedy orientacja jest zachowywana). Dziatanie
takiego schematu zobaczymy na przyktadzie wstegi Mobiusa, gdzie krzywa I'1 oznaczymy kolo-
rem czerwonym, a brzeg wstegi Mdbiusa kolorem czarnym.

Przypadek 1. W przypadku 1. krzywa I'y ma poczatek i koniec na brzegu orbifoldu, ale
w réznych punktach A i B. Ze wzgledu na nieorientowalno$é wstegi Mobiusa, mozemy rozwa-
zy¢ przypadki, gdy krzywa taka, wraz z zawartym miedzy jej koncami fragmentem brzegu, jest
krzywa dwustronng lub jednostronna.

Krzywa dwustronna

Rysunek 106: Graf szkieletowy I'q na wstedze Mobiusa
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Poruszajac sie od wierzchotka 1, przechodzimy przez a do wierzcholka 2, a nastepnie przez
b i znajdujemy sie znéw w wierzchotku 1. Poniewaz nie przeszliSmy jeszcze przez wszystkie
fragmenty krzywych po kazdej ze stron, musimy rozpoczaé obchodzenie schematu od jeszcze
nieodwiedzonego wierzchotka 3. Przechodzac kolejne fragmenty krzywych, znajdujemy sie po-
nownie w wierzchotku 3, tym razem kazda ze stron krzywych zostala odwiedzona. Mamy wiec
powierzchnie z dwiema komponentami brzegu. Powierzchnia ta nie jest dyskiem. Sprawdzmy,
czy jest to powierzchnia spdjna.

Wstega Mobiusa jest powierzchnia nieorientowalna, majaca 1 komponente brzegu i charak-
terystyke Eulera x(Oq) = 0. Rozcinajac ja wzdluz krzywej wlasciwie wlozonej nierozspajajacej,
opisanej w tym przypadku, otrzymujemy powierzchni¢ Og, z dwiema komponentami brzegu.
Zgodnie z Twierdzeniem otrzymujemy powierzchnie z charakterystyka Eulera x(Og) = 1.

Zgodnie z twierdzeniami klasyfikujacymi:

e Jedli O, jest powierzchnia orientowalna, to

2—29g—2=1
29 =-1

1

92—5

Zatem nie istnieje taka powierzchnia Og,.
e Jedli O, jest powierzchnia nieorientowalna, to

2—-n-2=1

n=-—1

Zatem nie istnieje taka powierzchnia spéjna Oy,.

Mozemy wiec wykluczy¢ przypadek krzywej dwustronnej majacej poczatek i koniec na brzegu
orbifoldu, ale w réznych punktach A i B.

Krzywa jednostronna

Rysunek 107: Graf szkieletowy I' na wstedze Mobiusa

Poruszajac sie od wierzchotka 1, przechodzimy przez a do wierzchotka 2, nastepnie przez b do
wierzchotka 3 i przez kolejne fragmenty krzywych, az do d konczacego sie w wierzchotku 1. Za-
uwazamy, ze przeszlidmy przez wszystkie fragmenty krzywych po kazdej ze stron. Mamy wigc
powierzchnie z jedng komponenta brzegu. W Przyktadzie sprawdziliSmy, ze taka powierzch-
nia musi by¢ dyskiem.

Nalezy teraz odczytac reguty przylegania poszczegédlnych krawedzi. W tym celu pomoze nam Ry-
sunek [108] na ktérym kolorem pomaranczowym zaznaczono elementy parkietazu, ktére powstana
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przez odbicie poszczegdlnych elementéw orbifoldu wzgledem pojedynczego lustra bedacego Sla-
dem po brzegu orbifoldu.

Rysunek 108: Fragment parkietazu €2 ze szkieletem Y powstaly przez rozwiniecie orbifoldu
Oq na plaszczyznie

Zgodnie ze schematem, mamy do czynienia z ptytka majaca 4 krawedzie (oznaczone kolejno lite-
rami a — d) i 4 wierzcholki stopnia 4 (fragmenty krzywej I'1 sa odbijane przez pojedyncze lustro
bedace §ladem po brzegu orbifoldu). KrawedZ a przylega do krawedzi ¢ ze zmiana orientacji, kra-
wedzie b oraz d sa przeksztalcane same na siebie, poniewaz sa zawarte w pojedynczych lustrach
parkietazu. Otrzymujemy zatem typ kombinatoryczny klepki przedstawiony na Rysunku [I09]

4 o 4

4—o—4

Rysunek 109: Typ kombinatoryczny parkietazu o typie symetrii *x

Przypadek 2. W przypadku 2. krzywa 'y ma poczatek i koniec w punkcie A na brzegu or-
bifoldu. Ze wzgledu na nieorientowalnos¢ wstegi Mobiusa, mozemy rozwazy¢ przypadki, gdy
krzywa taka jest krzywa dwustronna lub jednostronna.
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Krzywa dwustronna

Rysunek 110: Graf szkieletowy I'q na wstedze Mobiusa

Poruszajac sie od wierzchotka 1, przechodzimy przez a i znajdujemy sie znéw w wierzchotku 1.
Poniewaz nie przeszliSmy jeszcze przez wszystkie fragmenty krzywych po kazdej ze stron, mu-
simy rozpoczaé obchodzenie schematu od jeszcze nieodwiedzonego wierzcholka 2. Przechodzac
kolejne fragmenty krzywych, znajdujemy sie ponownie w wierzchotku 2, tym razem kazda ze
stron krzywych zostata odwiedzona. Mamy wiec powierzchnie z dwiema komponentami brzegu.
Powierzchnia ta nie jest dyskiem. Sprawdzmy, czy jest to powierzchnia spdjna.

Wstega Mobiusa jest powierzchnia nieorientowalna, majaca 1 komponente brzegu i cha-
rakterystyke Eulera x(Ogq) = 0. Rozcinajac ja wzdluz krzywej opisanej w tym przypadku,
otrzymujemy powierzchnie z dwiema komponentami brzegu. Obliczmy charakterystyke Eule-
ra otrzymanej powierzchni. Wybierzmy taka triangulacje, w ktérej w punkcie A znajduje sie
wierzcholek triangulacji. Liczba obszaréw tréjkatnych triangulacji nie ulega zmianie, gdyz mo-
zemy tak wybraé triangulacje, aby brzegi obszaréw zawieraly linie ciecia. Dla tak wybranej
triangulacji oznaczmy przez n liczbe krawedzi tej triangulacji zawartych w krzywej I'1. Wowczas
liczba wierzchotkéw tej triangulacji zawartych w I'y réwniez wynosi n. Wtedy liczba krawedzi
triangulacji powierzchni Og, zwigksza sie o n, gdyz kazda z krawedzi zawartych w krzywej I'y
pojawi si¢ dwukrotnie na brzegu powierzchni Of,. Liczba wierzchotkéw triangulacji zwigkszy si¢
o n+ 1, poniewaz kazdy wierzchotek zawarty w I'; pojawi sie dwukrotnie na brzegu powierzchni
0g,, z wyjatkiem wierzcholtka B, ktéry pojawi si¢ trzykrotnie.

=T
W =W+n+1
K =K+n

Zatem x(0q) =T +W' - K' =T+ W+4+n+1-K-n=T+W+1-K=1.

Ponownie otrzymali$émy powierzchni¢ o charakterystyce Eulera x(Og,) = 1, majaca dwie kom-
ponenty brzegu. Bez wzgledu na orientowalnosé, taka powierzchnia spéjna nie istnieje. Mozemy
wiec wykluczyé przypadek krzywej dwustronnej majacej poczatek i koniec w punkcie A na brze-
gu orbifoldu.
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Krzywa jednostronna

Rysunek 111: Graf szkieletowy I'q na wstedze Mobiusa

Poruszajac sie od wierzchotka 1, przechodzimy przez a do wierzchotka 2, nastepnie przez b do
wierzchotka 3 i przez c, ktéry konczy sie w wierzchotku 1. Zauwazamy, ze przeszliSmy przez
wszystkie fragmenty krzywych po kazdej ze stron. Mamy wiec powierzchnie z jedng komponentg
brzegu. Sprawdzamy, jaka to powierzchnia.

Wstega Mobiusa jest powierzchnig nieorientowalna, majaca 1 komponente brzegu i charak-
terystyke Eulera x(Oq) = 0. Rozcinajac ja wzdluz krzywej opisanej w tym przypadku, otrzymu-
jemy powierzchnie z jedng komponentg brzegu. Obliczajac jej charakterystyke Eulera w sposob
identyczny, jak w przypadku krzywej dwustronnej, otrzymujemy x(Og,) = 1.

Zgodnie z twierdzeniami klasyfikujacymi:

o Jedli O, jest powierzchnia orientowalna, to

2-2g—1=1
2g =0
g=70

Zatem Oy, jest sferg z wycietym dyskiem, jest wiec homeomorficzna z dyskiem.

e Jedli O, jest powierzchnia nieorientowalna, to

2—-n—-1=1

n=20

Zatem nie istnieje taka powierzchnia spéjna Oy,.

Rozwazana powierzchnia Oy, jest wigc dyskiem.

Nalezy teraz odczytaé reguly przylegania poszczegdlnych krawedzi. W tym celu pomoze
nam Rysunek na ktérym kolorem pomaranczowym zaznaczono elementy parkietazu, ktore
powstana przez odbicie poszczegdlnych elementéw orbifoldu wzgledem pojedynczego lustra be-
dacego $ladem po brzegu orbifoldu.
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Rysunek 112: Fragment parkietazu () ze szkieletem g powstaly przez rozwiniecie orbifoldu
Oq na plaszczyznie

Zgodnie ze schematem, mamy do czynienia z plytka majaca 3 krawedzie (oznaczone kolej-
no literami a — ¢) i 3 wierzchotki stopnia 6 (fragmenty krzywej I'1 sa odbijane przez pojedyncze
lustro bedace $ladem po brzegu orbifoldu). Krawedz a przylega do krawedzi ¢ ze zmiana orien-
tacji, za$ krawedz b jest przeksztalcana na siebie, poniewaz zawiera sie w pojedynczym lustrze
parkietazu. Otrzymujemy zatem typ kombinatoryczny klepki przedstawiony na Rysunku

6

—e

6 6
Rysunek 113: Typ kombinatoryczny parkietazu o typie symetrii *x

Przypadek 3. W przypadku 3. krzywa ['; ma poczatek w punkcie A na brzegu Oq i koniec
w punkcie B na krzywej I'1 (poza brzegiem orbifoldu). Ze wzgledu na nieorientowalno$é wstegi
Mobiusa, mozemy rozwazy¢ przypadki, gdy krzywa bedaca zamknietym fragmentem krzywej I'y
wyznaczonym przez punkt B, jest krzywa dwustronnag lub jednostronna.
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Krzywa dwustronna

Rysunek 114: Graf szkieletowy I'g na wstedze Mobiusa

Poruszajac sie od wierzchotka 1, przechodzimy przez a i znajdujemy sie znéw w wierzchotku
1. Poniewaz nie przeszliSmy jeszcze przez wszystkie fragmenty krzywych po kazdej ze stron,
musimy rozpoczaé obchodzenie schematu od jeszcze nieodwiedzonego wierzchotka 2. Przecho-
dzac kolejne fragmenty krzywych, znajdujemy sie ponownie w wierzchotku 2, tym razem kazda
ze stron krzywych zostala odwiedzona. Mamy wiec powierzchnie z dwiema komponentami brze-
gu. Powierzchnia ta nie jest dyskiem. Sprawdzmy, czy jest to powierzchnia spéjna.

Wstega Mobiusa jest powierzchnia nieorientowalna, majaca 1 komponente brzegu i cha-
rakterystyke Eulera x(Oq) = 0. Rozcinajac ja wzdluz krzywej opisanej w tym przypadku,
otrzymujemy powierzchni¢ z dwiema komponentami brzegu. Obliczmy charakterystyke Eule-
ra otrzymanej powierzchni. Wybierzmy taka triangulacje, w ktorej w punktach A i B znajduja
sie wierzcholki triangulacji. Liczba obszaréow tréjkatnych triangulacji nie ulega zmianie, gdyz
mozemy tak wybraé triangulacje, aby brzegi obszaréw zawieraly linie ciecia. Dla tak wybranej
triangulacji oznaczmy przez n liczbe krawedzi tej triangulacji zawartych w krzywej I'1. Wowczas
liczba wierzchotkow tej triangulacji zawartych w 'y réwniez wynosi n. Wtedy liczba krawedzi
triangulacji powierzchni Oy, zwieksza sie o n, gdyz kazda z krawedzi zawartych w krzywej I'y
pojawi sie dwukrotnie na brzegu powierzchni Og,. Liczba wierzcholkéw triangulacji zwiekszy sig
o n+ 1, poniewaz kazdy wierzchotek zawarty w I'; pojawi si¢ dwukrotnie na brzegu powierzchni
0g,, z wyjatkiem wierzcholka B, ktéry pojawi si¢ trzykrotnie.

=T
W =W+n+1
K =K+n

Zatem x(Oq) =T +W' - K' =T+W+4+n+1-K-n=T+W+1-K =1.

Ponownie otrzymaliSmy powierzchni¢ o charakterystyce Eulera x(Of) = 1, majaca dwie kom-
ponenty brzegu. Bez wzgledu na orientowalnosé, taka powierzchnia spdjna nie istnieje. Mozemy
wiec wykluczyé przypadek krzywej dwustronnej majacej poczatek w punkcie A na brzegu Ogq
i koniec w punkcie B na krzywej I'1 (poza brzegiem orbifoldu).
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Krzywa jednostronna

Rysunek 115: Graf szkieletowy I'q na wstedze Mobiusa

Poruszajac sie od wierzchotka 1, przechodzimy przez a do wierzchotka 2, nastepnie przez b do
wierzchotka 3 i przez kolejne fragmenty krzywych, az do e konczacego sie w wierzchotku 1.
Zauwazamy, ze przeszliémy przez wszystkie fragmenty krzywych po kazdej ze stron. Mamy wiec
powierzchnie z jedna komponentg brzegu. Sprawdzamy, jaka to powierzchnia.

Wstega Mé6biusa jest powierzchnia nieorientowalna, majaca 1 komponente brzegu i charak-
terystyke Eulera x(Oq) = 0. Rozcinajac ja wzdluz krzywej opisanej w tym przypadku, otrzymu-
jemy powierzchnie z jedng komponenta brzegu. Obliczajac jej charakterystyke Eulera w sposéb
identyczny, jak w przypadku krzywej dwustronnej, otrzymujemy x(Og,) = 1.

Zgodnie z twierdzeniami klasyfikujacymi:

e Jedli O, jest powierzchnia orientowalna, to

2-29—1=1
2g =10
g=0

Zatem Oy, jest sfera z wycigtym dyskiem, jest wigc homeomorficzna z dyskiem.
e Jedli O, jest powierzchnia nieorientowalng, to

2—-n—-1=1

n=>0

Zatem nie istnieje taka powierzchnia spéjna Oy,.

Rozwazana powierzchnia Oy, jest wigc dyskiem.

Nalezy teraz odczytaé reguly przylegania poszczegdlnych krawedzi. W tym celu pomoze
nam Rysunek [I16], na ktérym kolorem pomaranczowym zaznaczono elementy parkietazu, ktére
powstang przez odbicie poszczegdlnych elementéw orbifoldu wzgledem pojedynczego lustra be-
dacego sladem po brzegu orbifoldu.
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Rysunek 116: Fragment parkietazu () ze szkieletem Y powstaly przez rozwiniecie orbifoldu
Oq na plaszczyznie

Zgodnie ze schematem, mamy do czynienia z ptytka majaca 5 krawedzi (oznaczonych kolej-
no literami a — €) i 5 wierzchotkéw. Dwa z nich maja stopien 3 (wierzchotki 1, 2 1 5), a pozostale
sa stopnia 4 (w tych wierzcholkach fragmenty krzywej I'; sa odbijane przez pojedyncze lustro
bedace sladem po brzegu orbifoldu). KrawedZ a przylega do krawedzi e ze zmiang orientacji,
krawedz b do krawedzi d z zachowaniem orientacji, zas krawedz c jest przeksztalcana na siebie ze
zmiang orientacji, poniewaz zawiera sie w pojedynczym lustrze parkietazu. Otrzymujemy zatem
typ kombinatoryczny klepki przedstawiony na Rysunku

3
3 —— 3
+
4 > 4

Rysunek 117: Typ kombinatoryczny parkietazu o typie symetrii *x

8.7.2 Typ symetrii xx

W przypadku parkietazy o tym typie symetrii, mamy do czynienia z dwoma rodzajami
specjalnych symetrii z poslizgiem. Orbifoldem Og jest butelka Kleina. Poniewaz butelka Kleina
nie jest homeomorficzna z dyskiem, graf szkieletowy I' musi zawiera¢ pewna krzywa I'1. Ponie-
waz na powierzchni orbifoldu nie ma zadnych punktéw stozkowych, krzywa I'y musi by¢ krzywa
zamknieta. Moze to by¢ krzywa jednostronna albo dwustronna.

Butelka Kleina rozcieta krzywa dwustronng. Zgodnie z Przykladem w przypadku
rozciecia butelki Kleina krzywa dwustronng, otrzymamy pierscien, czyli sfere z wycietymi dwo-
ma dyskami. Nalezy przy tym pamietaé, ze kazdy z brzegdéw jest Sladem po krzywej I'y, a wiec
kazdy punkt tej krzywej znajduje sie zaréwno na jednym, jak na drugim brzegu powierzchni
Og,. Powierzchnia Of, nie jest homeomorficzna z dyskiem, bedziemy zatem potrzebowaé krzy-
wej I'y rozcinajacej powierzchnie Of,. Krzywa ta w sumie z krzywa I'y daje graf szkieletowy
sp6jny. Powtarzamy rozumowanie, ktére przeprowadzilismy w Podrozdziale [8:1] i otrzymujemy
dwie mozliwo$ci polozenia krzywej I'y na pierscieniu, ktére prowadza do otrzymania dysku O
w wyniku rozciecia butelki Kleina wzdtuz grafu szkieletowego I':
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1. krzywa I'o ma poczatek i koniec w tym samym punkcie krzywej I'1, ale na réznych kom-
ponentach brzegu;

2. krzywa Iy ma poczatek i koniec w roznych punktach krzywej I'1, na ré6znych komponentach
brzegu.

Oba przypadki mozemy przedstawi¢ na schematach, tym razem jednak krzywa I'; jest
krzywa dwustronna, zatem reprezentowana bedzie przez okrag z waskim pasem wokét. Krzywa
I'y oznaczymy kolorem czarnym, a krzywa I's kolorem czerwonym. Poniewaz I'; jest krzywa
dwustronna, zastanoéwmy sie, w jaki sposéb powstate komponenty brzegu do siebie przylegaja
po sklejeniu Og, w Oq. Dla ustalenia uwagi zorientujmy krzywa I'y na butelce Kleina. Rozcinajac
powierzchnie wzdluz I'1, otrzymujemy pierscien, ktéry mozemy schematycznie przedstawi¢ na

Rysunku

S A

Rysunek 118: Pierscien

Brzegi pierscienia powstalego po rozcieciu krzywa zorientowana I'; sa zorientowane prze-
ciwnie. Jest tak, poniewaz gdyby byly zorientowane zgodnie, po ponownym sklejeniu wzdluz
sladu po krzywej I'1, otrzymalibySmy torus, ktory nie jest homeomorficzny z butelka Kleina.

e A S e
e L e -—-
Rysunek 119: Pierscien z brzegami Rysunek 120: Pierscien z brzegami
zorientowanymi zgodnie zorientowanymi przeciwnie
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Przypadek 1.

Rysunek 121: Graf szkieletowy I'g na butelce Kleina

Poruszajac si¢ od wierzchotka 1, przechodzimy przez a do wierzchotka 2, nastepnie przez b do
wierzchotka 3 i przez kolejne fragmenty krzywych, az do d konczacego sie w wierzchotku 1.
Zauwazamy, ze przeszliémy przez wszystkie fragmenty krzywych po kazdej ze stron. Mamy wiec
powierzchnie z jedna komponenta brzegu. Zgodnie z Podrozdziatem O¢, jest dyskiem.

Nalezy teraz odczytac regutly przylegania poszczegélnych krawedzi. Zgodnie ze schematem,
mamy do czynienia z plytka majaca 4 krawedzie (oznaczone kolejno literami a — d) i 4 wierzchol-
ki stopnia 4 (w kazdym wierzcholku spotykaja si¢ 4 fragmenty krzywych). Krawedz a przylega
do krawedzi ¢ ze zmiang orientacji, zas krawedz b do krawedzi d z zachowaniem orientacji. Otrzy-
mujemy zatem typ kombinatoryczny klepki przedstawiony na Rysunku [122]

4 4
+

4 4

Rysunek 122: Typ kombinatoryczny parkietazu o typie symetrii x x

Przypadek 2.

Rysunek 123: Graf szkieletowy I'g na butelce Kleina

Poruszajac si¢ od wierzchotka 1, przechodzimy przez a do wierzchotka 2, nastepnie przez b do
wierzchotka 3 i przez kolejne fragmenty krzywych, az do f konczacego sie w wierzchotku 1.
Zauwazamy, ze przeszliSmy przez wszystkie fragmenty krzywych po kazdej ze stron. Mamy wiec
powierzchnie z jednag komponentg brzegu. Zgodnie z Podrozdziatem O¢, jest dyskiem.

63



Nalezy teraz odczytac regutly przylegania poszczegdlnych krawedzi. Zgodnie ze schematem,
mamy do czynienia z ptytka majaca 6 krawedzi (oznaczonych kolejno literami a — f) i 6 wierzchot-
kéw stopnia 3 (w kazdym wierzcholku spotykaja sie 3 fragmenty krzywych. Krawedz a przylega
do krawedzi e ze zmiang orientacji, krawedz b do krawedzi d réwniez ze zmiana orientacji, za$
krawedz ¢ do krawedzi f z zachowaniem orientacji. Otrzymujemy zatem typ kombinatoryczny
klepki przedstawiony na Rysunku

3
Rysunek 124: Typ kombinatoryczny parkietazu o typie symetrii x x

Butelka Kleina rozcieta krzywa jednostronng. Zgodnie z Przykladem w przypadku
rozciecia butelki Kleina krzywa jednostronng, otrzymamy wstege Mobiusa. W tym przypadku
réwniez musimy pamietaé, ze brzeg jest Sladem po krzywej I'1, a wiec kazdy punkt tej krzywej
znajduje si¢ dwukrotnie na brzegu powierzchni Og,. Powierzchnia Og, nie jest homeomorficzna
z dyskiem, bedziemy zatem potrzebowaé krzywej I'y rozcinajacej powierzchnie Of,. Krzywa ta
w sumie z krzywa I'y daje graf szkieletowy spdjny. Powtarzamy rozumowanie, ktore przepro-
wadziliSmy w Podrozdziale pamietajac o tym, ze kazdy punkt krzywej I'; znajduje sie
dwukrotnie na brzegu powierzchni O,. Zalozenie to sprawi, ze w przypadku krzywej I'; majacej
poczatek i koniec w réznych punktach brzegu powierzchni Og,, bedziemy musieli rozwazy¢ sytu-
acje, w ktorej sa to dwa rézne punkty krzywej I'; oraz sytuacje, w ktérej jest to ten sam punkt.
Otrzymujemy zatem cztery mozliwosci potozenia krzywej I's na pierscieniu, ktére prowadza do
otrzymania dysku O¢, w wyniku rozcigcia butelki Kleina wzdluz grafu szkieletowego I'q:

1. T'2 ma poczatek i koniec w réznych punktach krzywej I'y;

[\)

. 'y ma poczatek i koniec w réznych punktach brzegu Og,, ale w jednym punkcie krzywej I'y;
3. 'y ma poczatek i koniec w tym samym punkcie brzegu Og;
4. Ty ma poczatek na brzegu Oy,, a koniec na krzywej I'y (poza brzegiem Og,).

Wszystkie cztery przypadki przedstawimy na schematach. Tym razem krzywa I'y jest krzywa
jednostronng, zatem reprezentowana bedzie przez odcinek. Na schemacie rysujemy krzywa I'y
wraz z jej bliskim otoczeniem zawartym w orbifoldzie. Mozemy je przedstawié¢ jako odcinek
z waskim pasem wokoél, ktorego dwa konce sa sklejone, jak konce wstegi Mobiusa. Krzywa I’y
oznaczymy kolorem czarnym, a krzywa I's kolorem czerwonym.
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Przypadek 1.
Sytuacje, w ktorej krzywa 'y wraz z zawartym miedzy jej koncami fragmentem krzywej 'y jest

krzywa dwustronna, mozemy wykluczy¢, poniewaz nie powstaje wtedy powierzchnia spéjna (tak
jak w Podrozdziale [8.7.1]).

b c d

Rysunek 125: Graf szkieletowy I'g na butelce Kleina

Poruszajac sie od wierzchotka 1, przechodzimy przez a do wierzchotka 2, nastepnie przez b do
wierzchotka 3 i przez kolejne fragmenty krzywych, az do f konczacego sie w wierzchotku 1.
Zauwazamy, ze przeszliSmy przez wszystkie fragmenty krzywych po kazdej ze stron. Mamy wiec
powierzchnie z jedng komponenta brzegu. Zgodnie z Podrozdziatem O, jest dyskiem.

Nalezy teraz odczytac reguly przylegania poszczegdlnych krawedzi. Zgodnie ze schematem,
mamy do czynienia z plytka majaca 6 krawedzi (oznaczone kolejno literami a — f) i 6 wierzchol-
kéw stopnia 3 (w kazdym wierzchotku spotykaja sie 3 fragmenty krzywych). Krawedz a przylega
do krawedzi e ze zmiang orientacji, krawedz b przylega do krawedzi d ze zmiana orientacji, zas
krawedz ¢ do krawedzi f z zachowaniem orientacji. Otrzymujemy zatem typ kombinatoryczny
klepki przedstawiony na Rysunku

3
Rysunek 126: Typ kombinatoryczny parkietazu o typie symetrii x x

Zauwazmy, ze typ kombinatoryczny tego parietazu wystapit juz, gdy rozcinaliémy butelke Kle-
ina najpierw krzywa dwustronng I';, a pézniej krzywa Iy majaca poczatek i koniec w réznych
punktach krzywej I'y. W tym przypadku rozcinamy butelke Kleina najpierw krzywa jednostron-
ng I'1, a pézniej krzywa I's, ktére przecinaja sie w dwédch réznych punktach. Rozciecia takie sg
rownowazne.
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Przypadek 2.
Sytuacje, w ktorej krzywa 'y wraz z zawartym miedzy jej koncami fragmentem krzywej 'y jest
krzywa dwustronna, mozemy wykluczy¢, poniewaz nie powstaje wtedy powierzchnia spéjna (tak
jak w Podrozdziale .
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Rysunek 127: Graf szkieletowy I'q na butelce Kleina

Poruszajac sie od wierzchotka 1, przechodzimy przez a do wierzchotka 2, nastepnie przez
b do wierzchotka 3 i przez kolejne fragmenty krzywych, az do d konczacego sie w wierzchotku 1.
Zauwazamy, ze przeszliSmy przez wszystkie fragmenty krzywych po kazdej ze stron. Mamy wiec
powierzchnie¢ z jedna komponentg brzegu. Zgodnie z Podrozdziatem Oy, jest dyskiem.

Nalezy teraz odczytaé reguty przylegania poszczegolnych krawedzi. Zgodnie ze schematem,
mamy do czynienia z plytka majaca 4 krawedzie (oznaczone kolejno literami a — d) i 4 wierzchol-
ki stopnia 4 (w kazdym wierzcholku spotykaja sie 4 fragmenty krzywych). KrawedZ a przylega
do krawedzi ¢ ze zmiang orientacji, zas krawedz b do krawedzi d z zachowaniem orientacji. Otrzy-
mujemy zatem typ kombinatoryczny klepki przedstawiony na Rysunku

4 4

4 4

Rysunek 128: Typ kombinatoryczny parkietazu o typie symetrii x x

Zauwazmy, ze typ kombinatoryczny tego parietazu wystapit juz, gdy rozcinaliSmy butelke Kleina
najpierw krzywa dwustronng I'1, a pdzniej jednostronng I', ktére przecinaly sie w jednym punk-
cie. W tym przypadku rozcinamy butelke Kleina najpierw krzywa jednostronna I'i, a pdézniej
krzywa dwustronna I's, ktore przecinaja sie w jednym punkcie. Rozciecia takie sa rownowazne.
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Przypadek 3.
Sytuacje, w ktorej krzywa I's jest krzywa dwustronna, mozemy wykluczy¢, poniewaz nie po-
wstaje wtedy powierzchnia spéjna (tak jak w Podrozdziale [8.7.1)).
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-

Rysunek 129: Graf szkieletowy I'g na butelce Kleina

Poruszajac sie od wierzchotka 1, przechodzimy przez a do wierzchotka 2, nastepnie przez
b do wierzchotka 3 i przez kolejne fragmenty krzywych, az do d konczacego sie w wierzchotku 1.
Zauwazamy, ze przeszliémy przez wszystkie fragmenty krzywych po kazdej ze stron. Mamy wiec
powierzchnie z jedna komponenta brzegu. Zgodnie z Podrozdziatem m ¢ jest dyskiem.

Nalezy teraz odczytac regutly przylegania poszczegélnych krawedzi. Zgodnie ze schematem,
mamy do czynienia z plytka majaca 4 krawedzie (oznaczone kolejno literami a — d) i 4 wierzchol-
ki stopnia 4 (w kazdym wierzcholku spotykaja si¢ 4 fragmenty krzywych). KrawedZ a przylega
do krawedzi d ze zmiana orientacji, zas krawedz b do krawedzi ¢ rowniez ze zmiana orientacji.
Otrzymujemy zatem typ kombinatoryczny klepki przedstawiony na Rysunku [I30]

4 4

4 4

Rysunek 130: Typ kombinatoryczny parkietazu o typie symetrii x x

Przypadek 4.
Sytuacje, w ktorej zamkniety fragment krzywej I's wyznaczony przez jej koniec jest krzywa
dwustronna, mozemy wykluczyé, poniewaz nie powstaje wtedy powierzchnia spéjna (tak jak w

Podrozdziale [8.7.1])).
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Rysunek 131: Graf szkieletowy I'g na butelce Kleina
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Poruszajac sie od wierzchotka 1, przechodzimy przez a do wierzchotka 2, nastepnie przez b do
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wierzchotka 3 i przez kolejne fragmenty krzywych, az do f konczacego sie w wierzchotku 1.
Zauwazamy, ze przeszliSmy przez wszystkie fragmenty krzywych po kazdej ze stron. Mamy wiec
powierzchnie z jedng komponenta brzegu. Zgodnie z Podrozdziatem O¢, jest dyskiem.

Nalezy teraz odczytaé reguty przylegania poszczegdlnych krawedzi. Zgodnie ze schematem,
mamy do czynienia z plytka majaca 6 krawedzi (oznaczone kolejno literami a — f) i 6 wierzchol-
kéw stopnia 3 (w kazdym wierzchotku spotykaja sie 3 fragmenty krzywych). Krawedz a przylega
do krawedzi f ze zmiang orientacji, krawedz b do krawedzi e z zachowaniem orientacji, za$ kra-
wedz ¢ do krawedzi d réwniez ze zmiana orientacji. Otrzymujemy zatem typ kombinatoryczny
klepki przedstawiony na Rysunku [132]

3
Rysunek 132: Typ kombinatoryczny parkietazu o typie symetrii x x

8.7.3 Typ symetrii 22x

Typ symetrii 22x charakteryzuje sie tym, ze oprocz specjalnych symetrii z poélizgiem
posiada dwa rodzaje punktéw obrotowych rzedu 2. Orbifoldem Ogq takiego typu symetrii jest
plaszczyzna rzutowa z dwoma wyrdznionymi punktami stozkowymi. Zgodnie z Twierdzeniem
[7.6] oba punkty stozkowe musza by¢ zawarte w grafie szkieletowym I'g. Poniewaz, zgodnie
z Twierdzeniem graf szkieletowy I'q musi by¢ spdjny, znajdziemy fragment takiego grafu
taczacy punkty stozkowe. Mamy wiec krzywa I'; taczaca punkty stozkowe, wzdtuz ktoérej rozci-
namy orbifold Og, uzyskujac powierzchni¢ Og,. Jest to powierzchnia z jedna komponenta brzegu,
bedaca sladem po krzywej I'y. Sprawdzimy teraz, jaka to powierzchnia.

Obliczmy w tym celu charakterystyke Eulera otrzymanej powierzchni. Ptaszczyzna rzuto-
wa ma charakterystyke Eulera réwna x(Ogq) = 1 i jest powierzchnia nieorientowalna, wiec po-
wierzchnia Og, moze by¢ zaréwno powierzchnig orientowalng, jak nieorientowalna. Wybierzmy
taka triangulacje, w ktérej w punktach stozkowych znajduja si¢ wierzcholtki triangulacji. Liczba
tréjkatnych obszardéw triangulacji nie ulega zmianie, poniewaz mozemy tak wybraé triangulacje,
aby brzegi obszaréw zawieraly sie w linii ciecia. Dla tak wybranej triangulacji oznaczmy przez
n liczbe krawedzi tej triangulacji zawartych w I'1. Wowczas liczba wierzchotkow tej triangulacji
zawartych w 'y wynosi n 4+ 1. Wtedy liczba krawedzi triangulacji powierzchni Og, zwigkszy si¢
o n, gdyz kazda z krawedzi zawartych w I'y pojawi si¢ dwukrotnie na brzegu powierzchni Og,.
Liczba wierzchotkow triangulacji zwiekszy sie o n — 1, poniewaz kazdy wierzchotek zawarty w I'y
pojawi sie dwukrotnie na brzegu powierzchni Og,, z wyjatkiem wierzchotkéw znajdujacych sie
w punktach stozkowych, ktére pojawia sie na nim jednokrotnie.

T =T
K =K+n
W =W +n-1
Zatem x(Oq) =T+ W' +K' =T+W+4+n—-1-K-n=T+W -K—-1=0.

Na podstawie twierdzenie klasyfikujacego powierzchnie z brzegiem, sprawdzamy, jaka to po-
wierzchnia. Rozpatrujemy dwa przypadki:

68



e Jedli O jest powierzchnia orientowalna, to

2—-29—-1=0
2g =1

1

9=35

Oy, nie jest wiec powierzchnia orientowalna.
e Jedli O, jest powierzchnia nieorientowalna, to

2—-m—1=0

n=1

Og, powstaje z plaszczyzny rzutowej przez wyciecie dysku.

Otrzymana powierzchnia jest wiec wstega Mobiusa. Kazdy punkt tej krzywej znajduje sie dwu-
krotnie na brzegu wstegi, z wyjatkiem koncéw linii ciecia, czyli punktéw obrotowych. Ponie-
waz powierzchnia Of, nie jest homeomorficzna z dyskiem, musimy dolaczyé krzywa T'e, ktéra
w sumie z krzywa 'y da graf szkieletowy spdjny. Powtarzamy rozumowanie przeprowadzone
w Podrozdziale B.7.1] pamietajac, ze w tym przypadku punkty lezace na krzywej I'; znajduja
sie dwukrotnie na brzegu powierzchni Of,. Jak w Podrozdziale otrzymujemy 4 mozliwe
polozenia krzywej I's, ktére po rozcieciu wzdtuz I'g daja dysk:

1. I's ma poczatek i koniec w réznych punktach krzywej I'y;

2. T's ma poczatek i koniec w réznych punktach brzegu O, ale w jednym punkcie krzywej
Iy;

3. I's ma poczatek i koniec w tym samym punkcie brzegu Og;
4. T'y ma poczatek na brzegu Oy, a koniec na krzywej I'y (poza brzegiem Og,).

Tym razem jednak na krzywej I'y mamy wyréznione dwa punkty obrotowe. Bedziemy
musieli zatem w kazdym z przypadkow rozwazy¢ sytuacje, gdy krzywa I's ma jeden lub dwa
kofice w pewnym punkcie stozkowym lub w punkcie zwyczajnym. Wszystkie przypadki przesta-
wimy na schematach. Krzywa I'y oznaczymy kolorem czarnym, krzywa 'y kolorem czerwonym,
a punkty stozkowe symbolami [ i A. Podobnie, jak w Podrozdziale wystarczy rozwazac
odpowiednie krzywe jednostronne, z tego samego powodu, co w Podrozdziale [8.7.1]

Przypadek 1. Gdy I's ma poczatek i koniec w réznych punktach krzywej I'y, mamy do roz-
wazenia sytuacje, gdy:

(a) poczatek i koniec krzywej I's sa w punktach stozkowych,
(b) tylko jeden z koncéw krzywej I's jest w punkcie stozkowym,

(c) zaden z koncéw krzywej I'y nie jest w punkcie stozkowym.
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Przypadek 1a.
Sytuacje, w ktorej krzywa 'y wraz z zawartym miedzy jej koncami fragmentem krzywej 'y jest
krzywa dwustronna, mozemy wykluczy¢, poniewaz nie powstaje wtedy powierzchnia spéjna (tak
jak w Podrozdziale .
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Rysunek 133: Graf szkieletowy I'q na plaszczyZnie rzutowej

Poruszajac si¢ od wierzchotka 1, przechodzimy przez a do wierzchotka 2, nastepnie przez b do
wierzchotka 3 i przez kolejne fragmenty krzywych, az do d konczacego si¢ w wierzchotku 1.
Zauwazamy, ze przeszliSmy przez wszystkie fragmenty krzywych po kazdej ze stron. Mamy wiec
powierzchnie z jedna komponenta brzegu. Zgodnie z Podrozdziatem m & Jjest dyskiem.

Nalezy teraz odczytaé reguty przylegania poszczegdlnych krawedzi. Zgodnie ze schematem,
mamy do czynienia z plytka majaca 4 krawedzie (oznaczone kolejno literami a — d) i 4 wierzchotki
stopnia 4 (wierzcholki sa sladami po punktach obrotowych rzedu 2, wiec zgodnie z Faktem
kazdy z nich jest przeksztalcany w 2 wierzchotki stopnia 4). KrawedZ a przylega do krawedzi
¢ ze zmiang orientacji, a krawedz b do krawedzi d réwniez ze zmiang orientacji. Otrzymujemy
zatem typ kombinatoryczny klepki przedstawiony na Rysunku

4 4

4 4

Rysunek 134: Typ kombinatoryczny parkietazu o typie symetrii 22 x
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Przypadek 1b.
Sytuacje, w ktorej krzywa 'y wraz z zawartym miedzy jej koncami fragmentem krzywej 'y jest
krzywa dwustronna, mozemy wykluczy¢, poniewaz nie powstaje wtedy powierzchnia spéjna (tak
jak w Podrozdziale .

5,2 > 3 3>

Rysunek 135: Graf szkieletowy I'q na plaszczyznie rzutowe;

Poruszajac sie od wierzchotka 1, przechodzimy przez a do wierzchotka 2, nastepnie przez b do
wierzchotka 3 i przez kolejne fragmenty krzywych, az do e konczacego sie w wierzchotku 1.
Zauwazamy, ze przeszliémy przez wszystkie fragmenty krzywych po kazdej ze stron. Mamy wiec
powierzchnie z jedna komponenta brzegu. Zgodnie z Podrozdziatem O¢, jest dyskiem.

Nalezy teraz odczytac regutly przylegania poszczegélnych krawedzi. Zgodnie ze schematem,
mamy do czynienia z ptytka majaca 5 krawedzi (oznaczonych kolejno literami a — e) i 5 wierzchol-
kéw — dwa stopnia 4 (wierzcholki te sa $§ladami po punkcie stozkowym rzedu 2, ktéry, zgodnie
z Faktem jest przeksztalcany w 2 wierzcholki stopnia 4) i trzy wierzcholtki stopnia 3 (beda-
ce Sladami po punkcie zwyczajnym, w ktérym spotykaja si¢ trzy galezie grafu szkieletowego).
KrawedZ a przylega do krawedzi d ze zmiana orientacji, a krawedz b do krawedzi e réwniez
ze zmiang orientacji. Na krawedzi ¢ znajduje si¢ punkt obrotowy rzedu 2, wiec zgodnie z Fak-
tem [8.1] jest ona przeksztalcana na siebie przez obrét. Otrzymujemy zatem typ kombinatoryczny
klepki przedstawiony na Rysunku [136]

3 3

Rysunek 136: Typ kombinatoryczny parkietazu o typie symetrii 22 x
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Przypadek 1c.
Sytuacje, w ktorej krzywa 'y wraz z zawartym miedzy jej koncami fragmentem krzywej 'y jest
krzywa dwustronna, mozemy wykluczy¢, poniewaz nie powstaje wtedy powierzchnia spéjna (tak
jak w Podrozdziale .

A € 52 b 3 C}EI
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Rysunek 137: Graf szkieletowy I' na plaszczyZnie rzutowej

Poruszajac sie od wierzchotka 1, przechodzimy przez a do wierzchotka 2, nastepnie przez b do
wierzchotka 3 i przez kolejne fragmenty krzywych, az do f konczacego sie w wierzchotku 1.
Zauwazamy, ze przeszliSmy przez wszystkie fragmenty krzywych po kazdej ze stron. Mamy wiec
powierzchnie z jedng komponentg brzegu. Zgodnie z Podrozdziatem O¢, jest dyskiem.
Nalezy teraz odczytac reguty przylegania poszczegdlnych krawedzi. Zgodnie ze schematem,
mamy do czynienia z plytka majaca 6 krawedzi (oznaczonych kolejno literami a — f) 1 6 wierz-
chotkéw stopnia 3 (bedacych $ladami po punktach zwyczajnych, w ktoérych spotykaja sie trzy
galezie grafu szkieletowego). KrawedZ a przylega do krawedzi d ze zmiana orientacji, krawedz
b do krawedzi f ze zmiana orientacji, zas na krawedziach ¢ i e znajduja sie punkty obrotowe
rzedu 2, wiec zgodnie z Faktem [8.1] krawedzie te sa przeksztalcane na siebie same przez obrot.
Otrzymujemy zatem typ kombinatoryczny klepki przedstawiony na Rysunku

3

3
Rysunek 138: Typ kombinatoryczny parkietazu o typie symetrii 22x

Przypadek 2. Gdy I's ma poczatek i koniec w réznych punktach brzegu Og,, ale w jednym
punkcie krzywej I';, mamy do rozwazenia jedynie sytuacje, gdy poczatek i koniec krzywej I'o
nie sg w punkcie stozkowym. Sytuacje, w ktérej krzywa ['s wraz z zawartym miedzy jej koncami
fragmentem krzywej 'y jest krzywa dwustronng, mozemy wykluczyé, poniewaz nie powstaje
wtedy powierzchnia spéjna (tak jak w Podrozdziale .
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Rysunek 139: Graf szkieletowy I'q na plaszczyznie rzutowej

Poruszajac sie od wierzchotka 1, przechodzimy przez a do wierzchotka 2, nastepnie przez
b do wierzchotka 3 i przez kolejne fragmenty krzywych, az do d konczacego sie w wierzchotku 1.
Zauwazamy, ze przeszliémy przez wszystkie fragmenty krzywych po kazdej ze stron. Mamy wiec
powierzchnie z jedna komponenta brzegu. Zgodnie z Podrozdziatem O¢, jest dyskiem.

Nalezy teraz odczytac regutly przylegania poszczegélnych krawedzi. Zgodnie ze schematem,
mamy do czynienia z plytka majaca 4 krawedzie (oznaczone kolejno literami a — d) i 4 wierzchol-
ki stopnia 4 (kazdy z nich jest $ladem po punkcie zwyczajnym, w ktérym lacza sie cztery galezie
krzywej I'q). Krawedz b przylega do krawedzi d ze zmiana orientacji, a krawedzie a i d przyle-
gaja do samych siebie z zachowaniem orientacji, zgodnie z Faktem 8.1} Otrzymujemy zatem typ
kombinatoryczny klepki przedstawiony na Rysunku

4 4
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Rysunek 140: Typ kombinatoryczny parkietazu o typie symetrii 22x

Przypadek 3. Gdy I's ma poczatek i koniec w tym samym punkcie brzegu Og,, mamy do
rozwazenia sytuacje, gdy:

(a) poczatek i koniec krzywej I's sg w punkcie stozkowym,

(b) poczatek i koniec krzywej I'y nie sa w punkcie stozkowym.
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Przypadek 3a.
Sytuacje, w ktorej krzywa I's jest krzywa dwustronna, mozemy wykluczy¢, poniewaz nie po-
wstaje wtedy powierzchnia spdjna (tak jak w Podrozdziale [8.7.1)).
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b

Rysunek 141: Graf szkieletowy I'q na plaszczyZnie rzutowej

Poruszajac sie od wierzchotka 1, przechodzimy przez a do wierzchotka 2, nastepnie przez b do
wierzchotka 3 i przez c, ktéry konczy sie w wierzchotku 1. Zauwazamy, ze przeszliSmy przez
wszystkie fragmenty krzywych po kazdej ze stron. Mamy wiec powierzchnie z jedng komponentg
brzegu. Zgodnie z Podrozdziatem Oy, jest dyskiem.

Nalezy teraz odczytac reguty przylegania poszczegdlnych krawedzi. Zgodnie ze schematem,
mamy do czynienia z plytka majaca 3 krawedzie (oznaczone kolejno literami a — ¢) i 3 wierzchotki
stopnia 6 (wierzchotki sa $ladami po punkcie obrotowym rzedu 2, wiec zgodnie z Faktem
kazdy z nich jest przeksztalcany w 3 wierzchotki stopnia 6). KrawedZ a przylega do krawedzi
¢ ze zmiang orientacji, a krawedZ b do siebie z zachowaniem orientacji (zgodnie z Faktem [8.1)).
Otrzymujemy zatem typ kombinatoryczny klepki przedstawiony na Rysunku
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Rysunek 142: Typ kombinatoryczny parkietazu o typie symetrii 22x

Przypadek 3b.
Sytuacje, w ktérej krzywa I's jest krzywa dwustronna, mozemy wykluczy¢, poniewaz nie po-
wstaje wtedy powierzchnia spéjna (tak jak w Podrozdziale [8.7.1)).

d C

Rysunek 143: Graf szkieletowy I' na plaszczyznie rzutowe;j
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Poruszajac sie od wierzchotka 1, przechodzimy przez a do wierzchotka 2, nastepnie przez b do
wierzchotka 3 i przez kolejne fragmenty krzywych, az do d konczacego sie w wierzchotku 1. Za-
uwazamy, ze przeszliémy przez wszystkie fragmenty krzywych po kazdej ze stron. Mamy wiec
powierzchnie z jedna komponenta brzegu. Zgodnie z Podrozdziatem O¢, jest dyskiem.
Nalezy teraz odczytac regutly przylegania poszczegélnych krawedzi. Zgodnie ze schematem,
mamy do czynienia z plytka majaca 4 krawedzie (oznaczone kolejno literami a — d) i 4 wierz-
chotki stopnia 4 (wierzchotki sa sladami po punkcie zwyczajnym orbifoldu, w ktérym spotykaja
sie 4 galezie grafu szkieletowego I'). Krawedz a przylega do krawedzi b ze zmiana orientacji,
a krawedzie ¢ i d przylegaja do siebie samych z zachowaniem orientacji (zgodnie z Faktem [8.1)).
Otrzymujemy zatem typ kombinatoryczny klepki przedstawiony na Rysunku
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Rysunek 144: Typ kombinatoryczny parkietazu o typie symetrii 22x

Przypadek 4. Gdy I's ma poczatek na brzegu Oy, a koniec na krzywej I'y (poza brzegiem
0g,), mamy do rozwazenia sytuacje, gdy:

(a) poczatek krzywej I's jest w punkcie stozkowym,
(b) poczatek krzywej I's nie jest w punkcie stozkowym.

Przypadek 4a.
Sytuacje, w ktorej zamkniety fragment krzywej I's wyznaczony przez jej koniec jest krzywa
dwustronna, mozemy wykluczyé, poniewaz nie powstaje wtedy powierzchnia spdjna (tak jak

w Podrozdziale [8.7.1)).
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Rysunek 145: Graf szkieletowy I'q na plaszczyznie rzutowej

Poruszajac si¢ od wierzchotka 1, przechodzimy przez a do wierzchotka 2, nastepnie przez b do
wierzchotka 3 i przez kolejne fragmenty krzywych, az do e konczacego si¢ w wierzchotku 1. Za-
uwazamy, ze przeszlidmy przez wszystkie fragmenty krzywych po kazdej ze stron. Mamy wigc
powierzchnie z jedna komponenta brzegu. Zgodnie z Podrozdzialem O¢, jest dyskiem.
Nalezy teraz odczytaé reguty przylegania poszczegdlnych krawedzi. Zgodnie ze schematem,
mamy do czynienia z plytka majaca 5 krawedzi (oznaczonych kolejno literami a — e) i 5 wierzchol-
kéw — dwa stopnia 4 (wierzchotki te sa §ladami po punkcie stozkowym rzedu 2, ktéry, zgodnie
z Faktem jest przeksztalcany w 2 wierzcholki stopnia 4) i trzy wierzcholki stopnia 3 (beda-
ce Sladami po punkcie zwyczajnym, w ktérym spotykaja sie trzy galezie grafu szkieletowego).
Krawedz a przylega do krawedzi e ze zmiana orientacji, krawedZ b do krawedzi d z zachowaniem
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orientacji, a krawedz ¢ przylega do siebie samej z zachowaniem orientacji (zgodnie z Faktem[8.1)).
Otrzymujemy zatem typ kombinatoryczny klepki przedstawiony na Rysunku
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Rysunek 146: Typ kombinatoryczny parkietazu o typie symetrii 22x

Przypadek 4b.
Sytuacje, w ktorej zamkniety fragment krzywej I's wyznaczony przez jej koniec jest krzywa
dwustronna, mozemy wykluczyé, poniewaz nie powstaje wtedy powierzchnia spéjna (tak jak

w Podrozdziale |8.7.1)).
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Rysunek 147: Graf szkieletowy I'q na plaszczyZnie rzutowej

Poruszajac sie od wierzchotka 1, przechodzimy przez a do wierzchotka 2, nastepnie przez b do
wierzchotka 3 i przez kolejne fragmenty krzywych, az do f konczacego sie w wierzchotku 1.
Zauwazamy, ze przeszliémy przez wszystkie fragmenty krzywych po kazdej ze stron. Mamy wiec
powierzchnie z jedng komponentg brzegu. Zgodnie z Podrozdziatem O, jest dyskiem.

Nalezy teraz odczytaé reguty przylegania poszczegélnych krawedzi. Zgodnie ze schematem,
mamy do czynienia z plytka majaca 6 krawedzi (oznaczonych kolejno literami a — f) i 6 wierz-
chotkéw stopnia 3 bedacych §ladami po punktach zwyczajnych, w ktérych spotykaja sie trzy
galezie grafu szkieletowego). KrawedZ a przylega do krawedzi f ze zmiana orientacji, krawedz
b do krawedzi e z zachowaniem orientacji, a krawedzie c i d przylegaja do siebie samych z za-
chowaniem orientacji (zgodnie z Faktem . Otrzymujemy zatem typ kombinatoryczny klepki
przedstawiony na Rysunku

3

Rysunek 148: Typ kombinatoryczny parkietazu o typie symetrii 22 x
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8.8 Podsumowanie

Korzystajac z metody zaproponowanej przez Johna Conway’a w [1], dokonali$émy kla-
syfikacji parkietazy izohedralnych o niesymetrycznych plytkach. Metoda ta polega na takim
rozcigciu grafem szkieletowym I orbifoldu Oq przyporzadkowanego danemu typowi symetrii,
aby otrzymaé dysk reprezentujacy pojedyncza klepke parkietazu.

Okazalo sie, ze dla kazdego z siedemnastu typow symetrii wzordéw plaskich istnieje przynaj-
mniej jeden typ kombinatoryczny parkietazu izohedralnego realizujacy ten typ symetrii. W su-
mie otrzymaliS§my 46 typow kombinatorycznych parkietazy izohedralnych o niesymetrycznych
ptytkach.

Mozemy tez zauwazy¢, ze kazdy sposréd 46 typéw kombinatorycznych jest jednoznacznie
przypisany do dokladnie jednego typu symetrii parkietazu oraz ze zachodzg ponizsze wynikania:

e w pojedynczej klepce dwie rézne krawedzie przylegaja ze zmiang orientacji wtedy i tylko
wtedy, gdy wérdd symetrii tego parkietazu wystepuje specjalna symetria z poslizgiem;

e w pojedynczej klepce wystepuje krawedz przylegajaca do siebie ze zmiang orientacji wtedy
i tylko wtedy, gdy wsréd symetrii tego parkietazu wystepuje symetria osiowa (w postaci
pojedynczych luster lub punktéow kalejdoskopowych);

e jesli w pojedynczej klepce wystepuje krawedz przylegajaca do siebie z zachowaniem orien-
tacji, to wsrdd symetrii tego parkietazu wystepuje obrot.

Otrzymana klasyfikacja w pelni odpowiada wynikom zawartym w [I] (Rozdzial 15 zaty-
tulowany ”Types of Tilings”, str. 185-196) oraz w [3] (Rozdzial 6.1 zatytulowany ”Incidence
Symbols and Adjacency Diagrams” i Rozdzial 6.2 zatytutowany ” The Classification of Isohedral
Tilings”, str. 269-295).
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