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Wstep

W mojej pracy licencjackiej chciatabym poruszy¢ problem parkietazy pétobrotowych.
Parkietaz potobrotowy charakteryzuje sie tym, ze kazde dwie ptytki tego parkietazu, majgce
wspodlny bok sg swoimi obrazami, powstajgcymi przez obrot o 180° wzgledem $rodka ich
wspdlnego boku.

Celem pracy jest znalezienie wszystkich parkietazy pétobrotowych czyli klasyfikacja.

W pierwszym rozdziale umieszczone zostaty definicje podstawowych pojeé, ktore
beda stosowane w catej pracy, tj. parkietaz, parkietaz wielokgtowy, wierzchotek parkietazu
oraz interesujgca nas najbardziej precyzyjna definicja parkietazu pétobrotowego.

W rozdziale drugim, biorgc pod uwage, ze w parkietazu pétobrotowym wszystkie
ptytki majg ten sam ksztatt, zastanowimy sie nad warunkami, jakie muszg by¢ spetnione, aby
dany wielokat mégt by¢ ptytka parkietazu pétobrotowego.

W trzecim rozdziale uzasadnimy, ze z wielokgtéw, oméwionych w rozdziale drugim,
ktore spetniajg warunki konieczne, faktycznie mozna utworzy¢ parkietaze pétobrotowe.

Ostatecznie, wynikiem catej pracy jest osiggniecie nastepujgcych rezultatow:

z kazdej ptytki, ktdra jest trojkatem oraz z kazdej ptytki, ktéra jest dowolnym czworokgtem
mozna utworzy¢ parkietaz pétobrotowy;

z ptytki, ktéra jest szesciokgtem jest mozliwe utworzenie parkietazu pétobrotowego wtedy

i tylko wtedy, gdy katy wewnetrzne szesciokata, lezagce naprzeciw siebie majg rowne miary
oraz boki lezgce naprzeciw siebie majg te same dfugosci..

z zadnej ptytki, ktéra jest rézna od trdjkata, czworokata i szesciokata nie mozna utworzy¢
parkietazu pétobrotowego.

W celu osiggniecia zamierzonych rezultatdow warto na poczatku zapoznaé sie z
artykutem M. Kordosa, Nadzwyczajne Kafelki [1]oraz z pozycjg ksigzkowg H. Steinhausa,
Kalejdoskop matematyczny [2]. Informacje zawarte w tych Zrédtach nie obejmujg $cistych
uzasadnien matematycznych ani nie przeprowadzajg petnej klasyfikacji interesujgcych nas
parkietazy, jednak tworzg dobrg baze wstepng do omawianego tematu.

W tym miejscu chciatabym jeszcze serdecznie podziekowaé promotorowi niniejszej
pracy, Panu Jackowi Swigtkowskiemu, za wszelkg pomoc, wskazéwki, poswiecony czas,
wyrozumiatos¢ oraz zyczliwosc.



1. Parkietaze potobrotowe

Definicja 1.1. ParkietaZ to pokrycie ptaszczyzny ptytkami scisle przylegajagcymi do siebie, czyli
bez odstepow i bez naktadania sie.

Definicja 1.2. Parkietaz wielokgtowy to pokrycie ptaszczyzny ptytkami, ktore sg wielokatami
i ktdre przylegaja do siebie catymi bokami.

Definicja 1.3. Wierzchofek parkietazu wielokgtowego to wspdlny wierzchotek wielokatow,
tworzacych dany parkietaz.

Definicja 1.4. Parkietaz pétobrotowy to parkietaz wielokgtowy, w ktdrym ptytki

sg przystajgcymi wielokgtami, utozonymi w ten sposdb, ze dla dowolnych dwéch ptytek
parkietazu majacych wspdlny bok, kazda z nich jest obrazem drugiej w obrocie o 180°
wzgledem srodka tego wspdlnego boku.

Przyktady parkietazy pétobrotowych:

Rysunek 1 Rysunek 2

Uwaga 1.1. Zaobserwujmy, ze jesli dla pewnego wielokata P istnieje parkietaz potobrotowy,
ktorego ptytki sg przystajgce do P, to taki parkietaz jest jednoznacznie wyznaczony przez P.
Wybierajac ptytke, ktdéra jest pewnym wielokatem P, chcemy pokry¢ ptaszczyzne
przystajacymi do tego wielokata ptytkami. Wypetnianie obszaru rozpoczynamy od utozenia
pierwszej ptytki. Kolejne ptytki uktadamy w ten sposéb, aby dla utozonej juz i nowej ptytki,
ktére majg wspdlny bok, jedna z nich byta obrazem drugiej w obrocie o 180° wzgledem
Srodka wspodlnej krawedzi. Jezeli uda sie nam dokonac¢ takiego pokrycia ptaszczyzny,

to znaczy, ze utworzylisSmy parkietaz pétobrotowy i to w sposdb jednoznaczny.

Gdy zaistnieje sytuacja inna od opisanej, oznacza to, ze wybrany wielokat P nie nadaje sie do
tego, aby mdgt utworzy¢ parkietaz potobrotowy. Przyktadem jest sytuacja, gdy uktadajac
klepki wedtug omowionego sposobu okazuje sie, ze czes¢ jednej ptytki pokrywa sie

z fragmentem ptytki wczesniej utozonej.



2. Warunki konieczne na ksztatt ptytki w parkietazu potobrotowym
W rozdziale tym zajmiemy sie poszukiwaniem warunkdw, jakie muszg by¢ spetnione,
aby mégt zaistniec parkietaz pétobrotowy. Rozwazac bedziemy warunki, jakie musi spetniac
wielokat bedacy ptytka takiego parkietazu. Nastepnie pod katem tych warunkdw koniecznych
rozwazaé bedziemy kolejne n —katy, dlan € {3,4, ... }.

Nasze badania rozpoczniemy od wyboru jednego wierzchotka danego wielokata.
Bedziemy obserwowaé, w jaki sposdb dana ptytka oraz ptytki do niej sgsiednie mogg pokry¢
fragment ptaszczyzny wokot wybranego wierzchotka.

2.1 Warunki konieczne na katy
Zanim przejdziemy do analizowania poszczegdlnych n — katéw, przypomnijmy sobie
znane witasnosci miarowe wielokgtéw, ktore beda niezbedne przy naszych badaniach oraz
zapoznajmy sie z kluczowg obserwacjg, z ktérej wielokrotnie bedziemy korzysta¢ w dalszej
czesci rozdziatu.

Fakt 2.1. Suma miar kagtéw wewnetrznych w n —kacie jest réwna
(n—2)-180°.

Obserwacja 2.2. Wezmy dowolny wielokat P. Niech wy,w,,ws,...,w, beda kolejnymi
wierzchotkami tego wielokata, natomiast A4, 4,, As, ..., A, niech oznaczajg jego kolejne katy
wewnetrzne odpowiednio przy wierzchotkach wy,w,, w3, ..., w,,. Przez S oznaczmy $rodek
boku wielokata P, faczacego w; z w, (patrz Rysunek 3). Rozwazang ptytke P obracamy o
180° wzgledem S. Powstaje nam dzieki temu obraz ptytki P, ktéry oznaczamy przez P'.
Nastepnie dokonujemy obrotu o 180° wzgledem $rodka tego boku ptytki P’, do ktérego
nalezy wierzchotek w;i ktéry jest rézny od boku zawierajgcego S. Niech S'oznacza srodek
tego boku. W wyniku tego obrotu powstaje obraz ptytki P’. Oznaczmy go przez P". Czynno$¢
te mozemy powtarza¢. Zauwazmy, co dzieje sie wokdt wierzchotka wy. Przy pojedynczym,
wybranym wierzchotku katy w kolejnych obrazach wielokata P tworza sekwencje taka, jak w
danym wielokacie, czyli kolejno Ay, A5, A3, ... A, Ans1 » Apgn - Przy czym w powyzszej
notacji postugujemy sie konwencjg, ze A,.1 = Ay, Ay = A, itd. Niech k oznacza liczbe
ptytek parkietazu, przylegajacych do rozwazanego wierzchotka parkietazu. Przypomnijmy, ze
n oznacza liczbe katow wielokata.
e Gdy k<n wtedy nie kazdy kat wielokata P; znajdzie sie wokét wybranego
wierzchotka parkietazu.
e Gdy k > n wtedy sekwencja katéow A4, A,, Az, ... A, zacznie sie powtarzac i po kacie
A, znowu nastapi kat A;, podobnie po kacie A;bedzie kat A4, itd., az do zapetnienie
ptaszczyzny wokot pojedynczego wierzchotka.



Rysunek 3

Przechodzimy teraz do analizy warunkéw koniecznych na ksztatt ptytki P parkietazu
potobrotowego. Zastanéwmy sie, czy mozliwa jest sytuacja, aby kolejno pojawiajgce sie katy
A4, Ay, As, ... wielokata utworzyty zamkniety ukfad wokét jednego wierzchotka, w taki
sposoéb, aby ich suma wynosita 360°.

Naszg analize rozpocznijmy od n —kata o najmniejszej mozliwej liczbie bokow —
od tréjkata. Przez k bedziemy oznaczac liczbe ptytek parkietazu, przylegajgcych
do rozwazanego wierzchotka parkietazu, zaktadajac, ze utworzy sie zamkniety uktad ptytek.

1. n=3

Zatoimy, ze A4, A,, A3 sq kolejnymi katami wewnetrznymi tréjkata.

Bedziemy sprawdzaé, czy dla poszczegdlnych wartosci k jest mozliwe, aby k ptytek

przystajacych do ustalonego trdjkata zapetnito ptaszczyzne wokdt wybranego

wierzchotka, tworzgc fragment parkietazu pétobrotowego.

o k=2

Poniewaz wiemy, ze suma miar katéw wewnetrznych tréjkata wynosi 180°,
znaczy to, ze
Ay + A, + A; = 180°,

zatem A; + A, < 180°, a wiec tym bardziej A; + A, < 360°.
Oznacza to, ze uktad dwdch katéw trojkata nie pokryje szczelnie fragment
ptaszczyzny wokoét pojedynczego wierzchotka.

e k=3
Poniewaz wiemy, ze suma miar katéw wewnetrznych tréjkata wynosi 180°,
znaczy to, ze
Ay + A, + A; = 180°,



ale 180° # 360°,

zatem konfiguracja trzech katéw tréjkata nie utworzy zamknietego uktadu wokot

jednego wierzchotka, w taki sposdb, aby suma tych trzech katéow wynosita 360°.
e k=4

Rozwazmy, czy mozliwe jest, aby cztery kolejne katy tréjkata wystarczyty

do pokrycia fragmentu ptaszczyzny wokét jednego wierzchotka.

Wiemy, ze A; + A, + A3 = 180° oraz 4; < 180°,

stad wynika, ze

A +A,+A;+ A <360°.

Stad wynika, ze ten przypadek jest niemozliwy.
[ ) k = 5
Podobna sytuacja zachodzi dla uktadu pieciu kolejnych katéw. Mamy nieréwnos¢

Ay + Ay + Ag + Ay + Ay < 360°,

poniewaz A; + A, + A3 = 180° oraz A; + A, < 180° zatem przypadek ten
rowniez nie jest mozliwy.

e k=6
Rozwazmy sytuacje, kiedy wokot wierzchotka pojawi sie szes¢ katow.
Zauwaimy, ze A; +A; + Az + A4 + A, + A3 = 360°,
zatem konfiguracja szesciu katow trdjkata utworzy fragment parkietazu wokét
pojedynczego wierzchotka.

e k>6
Z powyziszych rozwazan wiemy, ze Ay + A, +A;+ A+ A, + A3 = 360°,
zatem jezeli bedziemy dodawac kolejne katy, to ich suma zawsze bedzie wieksza
niz 360°. Oznacza to, ze w parkietazu potobrotowym o ptytkach tréjkatnych
liczba ptytek otaczajacych dany wierzchotek nie moze by¢ wieksza niz 6.

Podsumowujgc nasze powyzisze rozwazania mozemy dojs¢ do wniosku, ze tylko
konfiguracja szesciu jednakowych trdjkatnych ptytek ma szanse utworzy¢ fragment
parkietazu pétobrotowego wokoét pojedynczego wierzchotka.

2. n=4

Zatéimy, ze Aq,A,, Az, A, 53 kolejnymi katami wewnetrznymi czworokata. Bedziemy
sprawdzaé, czy dla poszczegdlnych wartosci k jest mozliwe, aby k ptytek przystajgcych
do ustalonego czworokata zapetnito ptaszczyzne wokdt wybranego wierzchotka, zgodnie
z regutami parkietazu pétobrotowego.

e 1<k<4



Korzystajgc z Faktu 2.1. wiemy, ze suma miar katow wewnetrznych czworokata
wynosi 360°, a zatem otrzymujemy, ze

Ay + A, < 360°
Ay + Ay + Az < 360°

Whnioskujemy stad, ze uktad dwodch lub trzech jednakowych czworokatnych
ptytek nie wystarczy do utworzenia fragmentu parkietazu wokét pojedynczego
wierzchotka.

k=4

Wiemy, ze

A+ A, + Az + A, = 360°

Zauwazmy, ze nie ma przeszkéd w sprawdzanym warunku do tego, aby cztery
jednakowe ptytki czworokatne utworzyty fragment parkietazu pétobrotowego
naokoto ustalonego wierzchotka.

k>4

Korzystajgc z wczesniejszych rozwazan, wiemy, ze

Ay + Ay + Az + Ay = 360°,

Whioskujemy stad, ze dodawanie kolejnych katéw bedzie tworzyto sume, ktéra

bedzie wieksza od 360°, zatem niemozliwe jest utworzenie parkietazu wokét jednego

wierzchotka z liczby ptytek wiekszej niz 4.

Podsumowujac nasze powyzsze rozwazania mozemy dojs¢ do wniosku, ze tylko

konfiguracja czterech katdw czworokgta ma szanse utworzy¢ fragment parkietazu

potobrotowego wokdt pojedynczego wierzchotka.

3. n=5

Zatoimy, ze A4, Ay, Az, Ay, As s3 kolejnymi katami wewnetrznymi pieciokata.

Bedziemy sprawdzaé, czy dla poszczegdlnych wartosci k jest mozliwe, aby k ptytek

przystajacych do ustalonego pieciokata zapetnito ptaszczyzne wokét wybranego

wierzchotka, tworzgc fragment parkietazu pétobrotowego.

k=2

Niech A;,A4, beda katami, ktére zapetniajg catkowicie fragment ptaszczyzny
wokot wierzchotka. Korzystajgc z Obserwacji 2.2. wiemy, ze wokdt pojedynczego
wierzchotka, obchodzac go wielokrotnie na okoto, cyklicznie bedg pojawiac sie
katy Aq,A,,Az,A,,As, A1, A5, A3, ... Poniewaz juz miary katéw A, A, sumuja
sie do 360° zatem powyiszy cigg katédw w istocie bedzie postaci
Aq1,A4,,41,4,, A4, ... Stad otrzymujemy nastepujace réwnosci:

Al :A3 =A5 oraz AZ =A4_



Korzystajgc z Faktu 2.1. wiemy, ze suma miar katéw w pieciokacie wynosi 540°.
Ale zauwazmy, ze

Ay + A, = 360° oraz A; + A, = 360°,
zatem
Ay + Ay + Ag + Ay + As > 7200,

czyli otrzymalismy sprzecznos¢.

Stad wynika, ze w rozwazanym przypadku nie utworzy sie fragment parkietazu
potobrotowego wokét pojedynczego wierzchotka.

k=3

Niech A;, A,, A; beda katami, ktére zapetniajg catkowicie fragment ptaszczyzny
wokot wierzchotka. Z Obserwacji 2.2 wiemy, ze wokét pojedynczego wierzchotka
cyklicznie beda pojawiad sie katy Aq,A,, A3, A4, As, A1, A, ... Poniewaz juz miary
katéow A4, A,, A3z sumuja sie do kata petnego, zatem powyzszy cigg katdéw w
istocie bedzie postaci Ay, Ay, A3, A4, A5, A3, A1 ... Stad  otrzymujemy
nastepujgce réwnosci

A1 :A4 ,A2 :As,A3 :AllAl :Az.
Stad wynika, ze

A1:A2:A3:A4:A5,

Korzystajgc z tego, ze suma miar katdéw wewnetrznych w pieciokacie wynosi
540°, wiemy, ze jeden kat wewnetrzny tego pieciokata wynosi 108°. Ale

Ay + Ay + Ay = 3-108° = 324° = 360°.

Oznacza to, ze analizowana konfiguracja nie utworzy fragmentu parkietazu
potobrotowego.

k=4

Rozwazmy, czy mozliwa jest sytuacja, aby cztery kolejne katy pieciokata
utworzyty odpowiednig konfiguracje wokoto jednego wierzchotka.

Zatézmy, ze wokot jednego wierzchotka schodzg sie cztery katy pieciokata:
Aq,4,,A3,A,. Poniewaz do dyspozycji mamy wiecej katdw niz miejsc, zatem

z Obserwacji 2.2. wynika, ze A; = A;. W tym momencie rozpoczynalibysmy
nowa sekwencje katéw. Po kacie A5 nastepowatby kat A, , ktéry bytby réwny
mierze kata A;. Po kacie A, = A; pojawitby sie kat A; = A,. Doktadajac kolejno
ptytki wokot wierzchotka otrzymujemy nastepujgce réwnosci:

AZ =A1, A3 =A2, A4=A3, AS =A4_
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Po pieciokrotnym powtdérzeniu tego uktadu wokét wierzchotka otrzymamy, ze
A=A, =A;=A, = 4s.

Wiemy zatem, ze miara kazdego kata wewnetrznego tego pieciokata wynosi
108°, zatem

Ay + Ay + Ay + Ay = 4-108° = 432° # 360°.

Oznacza to, ze rozwazana konfiguracja nie utworzy fragmentu parkietazu
potobrotowego wokdt wierzchotka.

k=5

Niech A;,A4,,A3,A,4,As beda katami, ktére zapetniaja catkowicie fragment
ptaszczyzny wokot wierzchotka. Oznacza to, ze katy te sumujg sie do kata
petnego, ale korzystajgc z Twierdzenia 1.1. wiemy, ze suma miar katéw
wewnetrznych pieciokata wynosi 540°, co prowadzi do sprzecznosci

360° = 540°.

Whioskujemy stad, ze wokdét wierzchotka katy pieciokata nie utworza
zamknietego uktadu.

k>5

Niech A4, A5, A3, Ay, As, Aq ... beda kolejnymi katami, ktdre pojawiajg sie wokot
wierzchotka.

Wiemy, ze A; + A, + A3 + A, + A5 = 540°.

Jezeli bedziemy dodawac kolejne katy wokdt wierzchotka, to suma ta bedzie
wieksza od 540°, a wiec i wieksza od 360°, zatem niemozliwe jest utworzenie
parkietazu pétobrotowego.

Podsumowujgc nasze powyzsze rozwazania mozemy dojs¢ do wniosku, ze zadna

konfiguracja katéw pieciokata nie ma szansy na utworzenie fragmentu parkietazu

potobrotowego wokdt pojedynczego wierzchotka.

4. n=6

Zatéimy, ze A4, A, Az, Ay, As, Ag S kolejnymi katami wewnetrznymi szesciokata.

Sprawdzimy, czy dla poszczegdlnych wartosci k jest mozliwe, aby k ptytek przystajacych

do ustalonego szesciokata zapetnito ptaszczyzne wokdt wybranego wierzchotka, tworzgc

fragment parkietazu pétobrotowego.

k=2

Niech A;,A, beda katami, ktére zapetniajg catkowicie fragment ptaszczyzny
wokét wierzchotka.

Korzystajgc z Obserwacji 2.2., otrzymujemy, ze

A1 =A3 =A5 oraz AZ =A4 =A6'

Korzystajgc z faktu, ze suma miar katéw wewnetrznych szesciokata wynosi 720°,
mozemy zapisac nastepujgcg rownosc
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341 +34, = (A + A3 + A5) + (A, + Ay, + Ag) = 720°,
CO Oznhacza, ze
A + Ay = 240°,
ale
240° # 360°,

zatem nie jest mozliwe utworzenie zamknietego uktadu dwéch katéw szesciokata
wokot jednego wierzchotka.

k=3

Rozwazmy, czy trzy katy sze$ciokata, otaczajgce wierzchotek wystarczg na
pokrycie ptaszczyzny wokot tego wierzchotka, tworzgc tym samym fragment
parkietazu pétobrotowego.

Z Obserwacji 1.1 wynikajg nastepujgce réwnosci:

Al = A4, Az = A5, A3 = A6

oznacza to, ze aby byto mozliwe, ze A; + A, + A3 = 360°%to musiatoby
zachodzi¢, ze
A1 +A2 +A3 +A4_ +A5 +A6 = 7200,

ale wiemy, ze suma miar katow wewnetrznych szesciokata wynosi 720°, zatem
whnioskujemy, ze rozwazana sytuacja jest potencjalnie mozliwa. Trzy szesciokaty
mogg utworzy¢ fragment parkietazu potobrotowego wokét jednego wierzchotka,
pod warunkiem, ze katy wewnetrzne szesciokata, lezgce naprzeciw siebie bedg
miaty takie same miary.

k=4

Niech A4, A,, A3, A, beda kolejnymi katami szesciokata, zapetniajagcymi fragment
ptaszczyzny wokdt ustalonego wierzchotka, zgodnie z regutami parkietazu
potobrotowego. Z Obserwacji 1.1 wynika, ze

Al =A5 =A3,A2 =A6 =A4_,
A wiec, aby byto mozliwe, ze

Al +A2 +A3 +A4, = 3600,
to musiatoby zachodzié, ze

Al +A2 +A3+A4_=3600
AS +A6+A1+A2 =3600
A3 +A4+A5 +A6=3600

Dodajac obustronnie stronami otrzymujemy, ze

241 + 24, + 245 + 244 + 245 + 244 = 1080°.
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Ale korzystajac z tego, ze suma miar katow wewnetrznych szesciokata wynosi
720°, otrzymujemy

2(A; + Ay + Az + Ay + As + Ag) = 1440°,

Poniewaz
1080° # 1440°,

otrzymali$my sprzeczno$é, czyli rozwazana liczba ptytek nie utworzy wokot
jednego wierzchotka fragmentu parkietazu pétobrotowego.

e k=5
Niech A4,A,, A3, A4, As beda kolejnymi  katami szesciokata, zapetniajgcymi
fragment ptaszczyzny wokdét ustalonego wierzchotka, zgodnie z regutami
parkietazu pétobrotowego. Obserwujgc sytuacje wokot wierzchotka dochodzimy
do nastepujacej réwnosci:

A1:A6:A5:A4:A3:A2.

Korzystajgc z tego, ze suma miar katéw wewnetrznych szesciokata wynosi 720°,
whnioskujemy, ze miara kazdego kata wewnetrznego w naszym szesciokacie
wynosi 120°. Otrzymujemy zatem

A+ A, + A3+ Ay + A5 =5-120° = 600°,
ale
600° # 360°,
wiec rozwazana sytuacja nie jest mozliwa.
e k=6
Dzieki Faktowi 2.1 wiemy, ze

Al +A2 +A3 +A4,+A5 +A6=7200'

Poniewaz 720° > 360° zatem niemozliwe jest pokrycie ptaszczyzny wokét
jednego wierzchotka dla k = 6 . Tym bardziej niemozliwe jest to dla k > 6,
poniewaz kolejno pojawiajace sie katy wokdét wybranego wierzchotka beda
tworzyty sume wiekszg niz 720°, tym samym bedzie to suma wieksza niz 360°.
Zatem zauwazmy, ze rozwazana sytuacja dla k = 6 jest niemozliwa.

Podsumowujgc nasze powyzisze rozwazania dochodzimy do wniosku, ze tylko
konfiguracja trzech jednakowych sze$ciokgtéw ma szanse utworzy¢ fragment parkietazu
potobrotowego wokdt pojedynczego wierzchotka, pod warunkiem jedynie, ze katy
wewnetrzne szesciokata, lezgce naprzeciw siebie bedg miaty jednakowe miary.

5. n>6

Niech 44, 4,, ..., A, beda kolejnymi katami wewnetrznymi rozwazanego n — kata.
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Niech k oznacza liczbe ptytek, zapetniajgcych szczelnie fragment ptaszczyzny wokot
pojedynczego wierzchotka zgodnie z regutami parkietazu pétobrotowego. Zauwazmy, ze
jezeli bedziemy okrgza¢ dany wierzchotek n razy, to wtedy pojawiaé sie bedg kolejno
katy:

A, Ay, Ay, Aq, Ay, Ay, Age, A

Ciag A4, A,, ..., A, pojawi sie k razy wokdt tego wierzchotka. Dzieki temu otrzymujemy
cigg dtugoscin - k.

Wyznaczmy sume miar katéw w otrzymanym ciggu. Niech S oznacza te sume. Bedziemy
jg oblicza¢ na dwa sposoby.

Sposob 1.

Poniewaz wokét danego wierzchotka k — krotnie pojawiajg sie kolejne katy
rozwazanego n — kata, mozemy zapisac, ze

S = k - (suma miar katoéw wewnetrznych w n — kacie) =
k-(A + -+ A4,)
Korzystajgc z Faktu 2.1. powyzszg réwno$¢ mozemy zapisa¢ w nastepujacy sposéb

S=k-(A; ++A) =k-(n—2)-180°

Sposob 2.

Poniewaz wykonujemy n petnych obrotéw, to sume miar katow w danym ciggu
mozemy obliczy¢ mnozac liczbe petnych obrotéw przez 360°.

S =n-360°.
Poréwnujac wyliczenia sumy miar katow sposobami 1 i 2, otrzymujemy réwnos¢

k(n—2)-180° =n - 360°.

Dzielgc jg obustronnie przez 180°, mamy
k(n—2) = 2n.

Wyznaczajac k, otrzymujemy

Po przeksztatceniu otrzymujemy

k=2(1+i).

n-2
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Po wymnozeniu mamy
_ 4. *
k=2+ —5 (*)
Wida¢, ze k > 2. Gdy n > 6, mamy nieréwnos¢
n—2>4.

Dzielgc obustronnie przez (n — 2), otrzymujemy

1>

n-2

Po dodaniu 2 do obu stron nieréwnosci, mamy
3>2+4—.
n-2

Korzystajgc z (*) zauwazamy, ze k < 3. Ostatecznie otrzymujemy nierownosé¢ 2 <
k < 3, a to oznacza, ze dla wielokatéw o liczbie bokéw wiekszej od szesciu, liczba ptytek
wokoét jednego wierzchotka nie nalezy do liczb naturalnych, czyli nie pokryje ptaszczyzny
zgodnie z warunkami parkietazu pétobrotowego.

Reasumujgc, mozemy stwierdzi¢, ze z kazdej ptytki, ktdra jest tréjkgtem oraz z kazdej ptytki, ktéra jest
dowolnym czworokagtem istnieje szansa na utworzenie parkietazu pétobrotowego. Z ptytki, ktdra jest
szeSciokagtem istnieje szansa na utworzenie parkietazu potobrotowego tylko wtedy, gdy katy
wewnetrzne szesciokata, lezgce naprzeciw siebie majg réwne miary. Natomiast z zadnej ptytki, ktéra
jest rézna od tréjkata, czworokata i szesSciokata nie mozna utworzy¢ parkietazu pétobrotowego.

2.2 Dalsze warunki konieczne dla szeSciokata

W podrozdziale tym przekonamy sie, ze warunek na przystawanie przeciwlegtych
katéw nie jest jedynym warunkiem koniecznym na szesciokatng ptytke, aby dato sie z niej
utworzy¢ parkietaz potobrotowy.

Rozwazmy szesciokat ABCDEF spetniajgcy warunek réwnosci przeciwlegtych bokdéw.
Z poprzedniego podrozdziatu wiemy, ze w takim wypadku tworzac fragment parkietazu
potobrotowego, trzy kopie szesciokata zapetnig fragment ptaszczyzny naokoto wierzchotka.
Dokonajmy poétobrotu wzgledem srodka boku AB. Powstaje nam nowy szesSciokat
A'B'C'D'E'F', ktéry jest obrazem wyjsciowego szesciokata. Nastepnie dokonajmy pétobrotu
sze$ciokata A'B'C'D'E'F' wzgledem $rodka boku A'F’. Powstaje nam kopia sze$ciokata
A'B'C'D'E'F', ktérg nazwiemy A”B"'C""D"E"F" (patrz Rysunek 4). Zauwazmy, ze |BC| =
|E"F"|. Oznacza to, ze |BC| musi by¢ réwne |EF|, czyli lezace naprzeciwko siebie boki BC
oraz EF szesciokata majg jednakowe dtugosci. Podobne rozwazania pokazuja, ze dwa, lezace
naprzeciw siebie boki majg rowne dtugosci, czyli, ze | AB| = |DE| oraz |AF| = |CD|.
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Rysunek 4

Podsumowujgc powyzisze rozwazania dochodzimy do wniosku, ze kolejnym
warunkiem koniecznym dla szesciokgta na zaistnienie fragmentu parkietazu jest to, ze
przeciwlegte boki musza by¢ tej samej dtugosci.

3. Realizacja parkietazy potobrotowych
W rozdziale tym zajmiemy sie uzasadnieniem tego, ze z wielokgtdw omdwionych w rozdziale
drugim, ktore spetniajg warunki konieczne faktycznie mozna utworzy¢ parkietaze pétobrotowe.

3.1 Plytki tréjkatne

Rozpoczniemy od ptytki, ktéra jest dowolnym tréjkatem T. Z ptytki T oraz ptytki T’ do niej
przystajacej tworzymy réwnolegtobok R w taki sposdb, ze ptytka T’ jest obrazem przez pdtobrét
ptytki T wokét srodka jednego z bokow ptytki T (patrz Rysunek 5).
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Rysunek 5

Powstatym réwnolegtobokiem R parkietujemy ptaszczyzne w nastepujacy sposdb. Wezimy
dowolng prostg k nalezgcg do danej ptaszczyzny. Po obu stronach prostej k nakresimy kolejno
nieskonczenie wiele prostych do niej rdwnolegtych, w ten sposéb, aby kazde dwie sgsiednie proste
byty w jednakowej odlegtosci od siebie- rownej dtugosci jednej z wysokosci rownolegtoboku. W ten
spos6b ptaszczyzna zostata podzielona na jednakowe, pasowe obszary, ktdre wyznaczajg sgsiadujgce
proste rdwnolegte. WeZmy teraz prostg [, ktéra tworzy z prostg k kat taki, jak w rownolegtoboku R-
kat a (patrz Rysunek). Po kazdej stronie prostej | poprowadzmy nieskonczenie wiele prostych
rownolegtych do prostej [ rowniez w ten sposéb, aby odlegtos¢ pomiedzy kolejnymi dwoma prostymi
byta taka sama, ale réwna dtugosci drugiej wysokosci réwnolegtoboku R. Zauwazmy, ze proste
rownolegte do prostej k oraz proste rownolegte do prostej [, poprowadzone na ptaszczyznie, dzielg jg
na jednakowe czworokaty, ktérymi sg rownolegtoboki przystajgce do naszego rownolegtoboku R. W
ten sposdb zapetnilismy ptaszczyzne przystajgcymi do siebie rownolegtobokami. Teraz w kazdym z
tych rownolegtobokdw prowadzimy jego przekatng, w taki sposéb, aby otrzymaé dwa identyczne
tréjkaty, jak w rdwnolegtoboku R. Zauwazamy, ze po wykonaniu tej czynnosci ptaszczyzna zostata
pokryta tréjkatami, ktére sg przystajgce do trojkata T (patrz Rysunek 6).Chcemy uzasadnic, ze
parkietaz, ktéry zostat utworzony w ten sposéb jest parkietazem pétobrotowym.

Rysunek 6



Po pierwsze, musimy uzasadni¢, ze kazda para przylegtych tréjkatow, zawarta w kopii
rownolegtoboku R jest utozona zgodnie z warunkami na pétobrotowos¢, czyli kazdy z trojkatéw jest
obrazem drugiej w obrocie o 180°. Ale zauwaimy, ze ten warunek wynika juz z konstrukcji
rownolegtoboku R.

Po drugie, uzasadnienia wymaga fakt, ze trdjkaty przylegte, zawarte w sasiednich
rownolegtobokach réwniez spetniajg warunki na poétobrotowosé. Weimy dowolny fragment
parkietazu, sktadajacy sie z czterech kopi ptytki T, zawartych w dwéch przylegtych rownolegtobokach
(patrz Rysunek 7). Oznaczmy wierzchotki klepki T; przez A;, B;,C;. Wiemy juz, ze ptytka T, jest
obrazem ptytki T; w obrocie o 180° wokodt srodka ich wspdlnego boku zatem A,, By, C, beda
oznacza¢ odpowiednie wierzchotki klepki T, bedace obrazami wierzchotkéw A;, By, C; przez ten
obrot. Plytka Ts jest obrazem ptytki T; przez translacje o wektor A;B;. Oznaczmy jej wierzchotki
przez Az, B3, C3 . Zauwazmy, ze wierzchotki 43, B3, C3 s3 wtedy obrazami wierzchotkéw trojkata T, w
obrocie o 180° wzgledem $rodka boku A,C,. Tym samym, przylegte do siebie tréjkaty, zawarte w
sgsiednich réownolegtobokach tez spetniajg warunki na pétobrotowos¢. To koriczy uzasadnienie, ze
kazdy tréjkat T jest ptytka parkietazu pétobrotowego.

C1 B') A') CQ
T
T; T3
Ay B, (345 B;
Rysunek 7

3.2 Plytki szeSciokatne
Przy realizacji parkietazy pétobrotowych utworzonych z przystajgcych szesciokatnych ptytek
korzysta¢ bedziemy z ponizszych Lematow.

Lemat 3.2.1. (o szesciokacie). Jesli w szesciokgcie katy lezgce naprzeciwko siebie majg jednakowe
miary to boki lezgce naprzeciwko siebie sg réwnolegte. Ponadto jesli w takim szesciokacie boki lezgce
naprzeciw siebie majg te same dfugosci, to szesciokat ten ma srodek symetrii.

Dowdd powyiszego Lematu bedzie dotyczyt szeSciokgtéw wypuktych i bedzie sktadat sie z dwdch
czesci:
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a) Dowdd implikacji: Jesli w szesciokacie katy lezgce naprzeciwko siebie majg jednakowe miary
to boki lezgce naprzeciwko siebie sg rdwnolegte.

b) Dowdd drugiego zdania Lematu: Jesli w takim szesciokacie boki lezace naprzeciw siebie majg
te same dtugosci, to szesciokat ten ma srodek symetrii.

Uzasadnienie dla szesciokgtéw niewypuktych pomijamy, choé nie jest ono wiele trudniejsze.
Pojawiajg sie jednak rozmaite przypadki, ktore ciezko ujgé w kompletnym opisie.

Dowdd a): Niech A,B,C,D,E,F beda kolejnymi wierzchotkami szesciokata. Niech «,f,y beda
trzema kolejnymi katami danego szesciokata lezacymi odpowiednio przy wierzchotkach A, B, C.
Korzystajgc z zatozenia, ze w szesciokacie katy lezgce naprzeciwko siebie majg te same miary,
otrzymujemy nastepujaca sekwencje katéw: a, 5,y, a, 8,y, wystepujaca w tym szesciokacie kolejno
przy wierzchotkach A,B,C,D,E,F (patrz Rysunek 8). Z Faktu 2.1 wiemy, ze suma miar katow
wewnetrznych w szes$ciokgcie wynosi 720°, czyli

2(@+ B+ y) =720°.
Dzielgc obustronnie przez 2 mamy:
a+f+ y=360°

Poprowadzmy przekatng tego szesciokata, ktdra bedzie taczy¢é wierzchotek A z wierzchotkiem D.
Przekatna ta podzielita rozwazany przez nas szesciokat na dwa czworokaty (czworokat ABCD oraz
ADEF) oraz 4FAB = a na dwa katy: 4DAB = § oraz 4FAD = a — §. Korzystajac z tego, ze suma
miar katéw w czworokacie wynosi 360° oraz, ze « + B + y = 360°, otrzymujemy, ze

4ADC = a — 6. Poprowadimy teraz przekatna, taczacg wierzchotek B z wierzchotkiem E. Niech G
bedzie punktem przeciecia sie przekatnej AD z przekatng BE. Niech 4AGB = 6. Zauwazmy, ze katy:
4AGB oraz ADGE sa katami wierzchotkowymi, zatem ich miary sg takie same, réwne 6. Przyjrzyjmy
sie teraz trojkatom: A ABG oraz A DEG. Wiemy, ze suma miar katéw w tréjkacie wynosi 180°, zatem
4ABG + 6 + 0 = 180°, czyli 4AGB = 180° — § — 8. Podobnie w A DEG: 4DEG + 6 + 6 = 180°,
czyli 4DEG = 180° — § — 0,a wiec 4AGB = ADEG. Poniewaz katy w trdojkatach A ABG oraz A DEG
majg takie same miary, wiec z cechy podobienstwa trdjkatéw (kkk) stwierdzamy, ze A ABG oraz A

DEG s3 podobne. Oznacza to, ze boki trdjkatow przy odpowiednich katach sg do siebie
|AB| _ |BG| _ |AG|
IDE| ~ IEG| ~ |DG|
twierdzenia Talesa: Jezeli odcinki wyznaczone przez dwie proste na jednym ramieniu kata sa

proporcjonalne w skali k: k = Skorzystamy teraz z twierdzenia odwrotnego do

proporcjonalne do odpowiednich odcinkdw wyznaczonych na drugim ramieniu kata, to te proste s3

rownolegte.
. . |BG| |AG| . o . L . .
Poniewaz 1261 = pe] = k , wiec odcinki AB oraz DE sg rownolegte. Przy uzasadnianiu rownolegtosci

bokéw BC i EF oraz AF i CD postepujemy analogicznie, co koriczy dowdd.
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Rysunek 8

Dowdd b): Rozwazamy szesciokat, ktorego katy lezgce naprzeciwko siebie majg jednakowe miary,
boki lezgce naprzeciwko siebie sg rownolegte oraz majg te same dtugosci. Niech A,B,C, D, E, F beda
kolejnymi wierzchotkami szesciokagta. Niech «,f,v,a,B,y beda katami wystepujacymi w tym
sze$ciokacie kolejno przy wierzchotkach A,B,C,D, E, F oraz niech |AB| = |DE|,|BC| = |EF|,|CD| =
|AF| (patrz Rysunek 9)Chcemy udowodni¢, ze szesciokat ten ma srodek symetrii, wiec nalezy tu
uzasadnié, ze punkty A i D oraz B i E oraz C i F sg symetryczne wzgledem tego samego punktu.
PoprowadZmy prostg przechodzgcy przez punkty A i D oraz prosty przechodzacg przez punkty C i F.
Te dwie proste przeciety sie w pewnym punkcie X. Wiemy, ze |CD| = |AF| oraz, ze 4FAX = ACDX,
4AFX = 4DCX (katy naprzemianlegte). Korzystajac z cechy przystawania tréjkatow (kbk)
stwierdzamy, ze tréjkaty A AFX i A DCX sg przystajace. Oznacza to, ze |AX| = |DX| oraz |CX| = |FX].
PoprowadZmy teraz prostg przechodzaca przez punkty B i E. Prosta ta przecieta prostg AD w jakims
punkcie Y.Wiemy, ze |AB| = |DE| oraz 4AYB = £DYE (katy wierzchotkowe), ABAY = AEDY (katy
naprzemianlegte) oraz z sumy miar katow trdjkata wiemy, ze ZABY = A4DEY. Korzystajgc z cechy
przystawania tréjkatéw (kbk) stwierdzamy, ze A ABY i A DEY s3 przystajgce. Oznacza to, ze X =Y
oraz, ze |BX| = |EX|, co koriczy dowdd. Zatem szesciokat ten ma $rodek symetrii.
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Rysunek 9

Lemat 3.2.2. (o przesunieciu i pétobrocie). Mamy dany szesciokat o nastepujgcych wtasnosciach:
-jego przeciwlegte katy sg réwne;

-naprzeciwlegte boki sg jednakowej dtugosci.

Jezeli skopiujemy wyjsciowy szesciokat i przesuniemy tak, aby szesciokat wyjsciowy i jego kopia
przylegaty do siebie jednym z bokdéw, to kopia ta jest obrazem wyjSciowego szesciokata przez
potobrot wzgledem srodka wspdlnego boku.

Uwaga 3.2.3. Szesciokat o wtasnosciach podanych w Lemacie 3.2.2 bedziemy nazywali szesciokatem
Srodkowo symetrycznym.

Dowdéd: Niech A,B,C,D,E,F beda kolejnymi wierzchotkami szesciokata. Niech «,5,y,a, 8,y beda
katami, wystepujacg w tym szesciokacie kolejno przy wierzchotkach A,B,C, D, E, F. Niech

|AB| = |DE|,|BC| = |EF|,|CD| = |AF| , wtedy na podstawie Lematu 3.2.1 wiemy, ze AB || DE,

BC || EF,CD || AF. Niech S oznacza $rodek wspdlnego boku szesciokatdw (patrz Rysunek 10).
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Rysunek 10

Aby wykazaé, ze przesunieta kopia jest obrazem przez potobrot wokdt S wyjsciowego szesciokata
nalezy uzasadni¢, ze wierzchotki skopiowanego sze$ciokata powstajg w wyniku symetrii Srodkowej
wzgledem srodka wspdlnego boku obu szesciokgtdw. Poprowadzmy prostg taczacg wierzchotek F z
wierzchotkiem C’. Zauwazmy, ze prosta FC' przecieta bok DE w pewnym punkcie X. Uzasadnimy, ze
jest to $rodek boku DE. Przyjrzyjmy sie powstatym tréjkagtom: A EFX oraz A B'C'X. Wiemy, ze
|EF| = |B'C'|. Zauwazmy, ze AFEX = 4C'B'X = B oraz 4EXF = 4B'XC' (katy wierzchotkowe). Z
sumy miar katow w trojkacie wiemy, ze AEFX = AB'C'X. Z powyzszych obserwacji wiemy,
e A4EFX = 4B'C'X, |EF| =|B'C'|, AFEX = AC'B'X = 3, zatem mozemy skorzysta¢ z cechy
przystawania tréjkatéw (kbk) i stwierdzamy, ze tréjkaty A EFX oraz A B'C'X sg przystajace. Oznacza
to, ze |A'X| = |DX|, czyli punkt X = S oraz |FS| = |C'S]|, czyli punkty F,C’ sg w symetrii srodkowe;j
wzgledem srodka boku DE.

W ten sam sposdb uzasadniamy, ze punkt F’ jest symetryczny do punktu C wzgledem punktu S.
Niech Y bedzie punktem przeciecia prostej CF'. Rozwazamy tu najpierw tréjkaty A CDY oraz A F'A'Y
i z cechy kbk stwierdzamy, ze s one przystajgce, zatem |[CY| = |F'Y| orazY = S.

Poprowadzmy teraz odcinek taczacy wierzchotki B z E'. Odcinek ten przecina bok BD w jakim$
punkcie Z.

Uzasadnimy, ze |BZ| = |E'Z| oraz, ze Z = S. Wiemy, ze BC || F'E' i |BC| = |F'E’| oraz, ze |CS| =
|F'S|. Wiemy réwniez, ze katy: £BCF' = 4EF'C (katy naprzemianlegte). Korzystajac z cechy
przystawania tréjkatéw (bkb) stwierdzamy, ze trojkaty: A BCZ iA E'F'Z s przystajace, wobec
tego |BZ| = |E'Z| oraz Z = S, czyli punkty B, E' s3 symetryczne wzgledem $rodka boku DE.

W ten sam spos6b uzasadniamy symetrie Srodkowg punktéw A oraz D'. Niech Q oznacza punkt
przeciecie prostej AD' z bokiem DE. Wiemy, ze AB || E'D’, |AB| = |E'D’|, 4ABS = 4D'E'S (katy
naprzemianlegte) oraz |BS| = |E'S|, wiec mozemy skorzystaé z cechy przystawania tréjkatédw (bkb) i
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otrzymujemy, zeA ABS jest przystajacy do A D'E’S. Oznacza to, ze |AQ| = |D'Q| oraz, ze Q = S, czyli
punkty A oraz D' s symetryczne wzgledem S.

W ten sposéb uzasadnilismy, ze wierzchotki skopiowanego szesciokata powstajg w wyniku symetrii
srodkowej wzgledem $rodka wspdlnego boku obu szesciokatdw innymi stowy, ze kopia ta jest
obrazem przez potobrét wokot wierzchotka S wyjsciowego szesciokata.

Przejdzmy teraz do opisu konstrukcji parkietazu przystajgcymi ptytkami, ktére sg w ksztatcie
szesciokata srodkowo symetrycznego V. Skopiujmy szesciokat Vi przesunmy jego kopie tak, aby
sze$ciokat wyjéciowy i jego kopia V'przylegaty do siebie jednym z bokdéw (patrz Rysunek 11).
Nastepnie weZzmy kopie szeéciokata V' i przesuimy w ten sposdb, aby szesciokat V' oraz V"
przylegaty do siebie bokiem tej samej dtugosci, co sze$ciokat Vz V'. Procedure te powtarzamy wiele
razy. W ten sposéb powstaje nam nieskonczony ,pasek” przylegtych i przystajgcych szesciokatéw
(patrz Rysunek 12). Aby zapetni¢ wiekszy fragment ptaszczyzny takimi szesciokatnymi ptytkami
dokonamy kopi catego paska szesciokgtéw i dopasujemy do pierwotnego tak, aby nie byto miedzy
nimi wolnej przestrzeni oraz aby na siebie nie zachodzity. Jest to mozliwe, poniewaz tamane
brzegowe paska sg przystajace i jedna powstaje z drugiej przez przesuniecie o odpowiedni wektor
(patrz Rysunek 13). Tak wiec jako kopie wyjsciowego paska szesciokatow wystarczy wzigé jego obraz
przez przesuniecie o ten sam wektor. Kopiujgc wielokrotnie szesciokgtne paski oraz odpowiednio je
uktadajgc zapetniamy catg ptaszczyzne przystajgcymi szeSciokatnymi ptytkami (patrz Rysunek 14)
Poniewaz na poczatku kopiowalismy ptytke w ksztatcie szesciokata réwnolegtobocznego i kopia ta
byta przesunieta tak, aby przylegata do pierwotnego szesciokata, wiec korzystajac z Lematu 3.2
stwierdzamy, ze jedna z ptytek jest obrazem przez pétobroét wzgledem srodka boku drugiej ptytki. Tak
sie dzieje z dowolna parg ptytek sgsiadujgcych przez krawedz w naszym parkietazu. Oznacza to, ze
utworzony parkietaz jest parkietazem poétobrotowym, ktdrego ptytkami sg przystajace szesciokaty
srodkowo symetryczne.

Rysunek 11
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Rysunek 12

Rysunek 13
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Rysunek 14

Uwaga 3.2.4. Mogtoby sie wydawacé, ze przytoczona wyzej konstrukcja parkietazu dotyczy
jedynie sytuacji, gdy ptytka jest szesciokgtem wypuktym, jednak w przypadku szesciokata srodkowo
symetrycznego, ktéry nie jest wypukly stosujac wyzej opisang konstrukcje réwniez otrzymamy
parkietaz potobrotowy. Jest to zilustrowane na Rysunku 15. Bierzemy szesciokatng ptytke, kopiujemy
ja i przesuwamy tak, jak to byto opisane wyzej. Szesciokaty te tworzg ,pasek”, ktdry nastepnie
kopiujemy i dopasowujemy do oryginalnego. Réwniez w tym przypadku famane brzegowe paska s3
przystajgce przez przesuniecie. Kopiujgc wielokrotnie szesciokatne paski oraz odpowiednio je
uktadajgc zapetniamy cafg ptaszczyzne przystajacymi szesciokatnymi ptytkami.

Podobnie jak wyzej korzystajac z Lematu 3.2 dochodzimy do wniosku, ze utworzony przez nas
parkietaz jest parkietazem potobrotowym.
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Rysunek 15

3.3. Plytki czworokatne

Niech H bedzie dowolnym czworokatem. Z ptytki H oraz z ptytki do niej przystajacej H; tworzymy
szesciokat P, w taki sposéb, ze ptytka H, jest obrazem ptytki H przez p6tobrét wokét srodka jednego
z bokow ptytki H (patrz Rysunek 16).

Rysunek 16

Zauwazmy, ze przeciwlegte katy i boki szesciokata P sg rowne. Oznacza to, ze powstaty
sze$ciokat P jest szesciokatem srodkowo symetrycznym. Niech m oznacza parkietaz pétobrotowy
ptaszczyzny, ktory jest utworzony z ptytek przystajacych do P. Z poprzednich rozwazan wiemy, ze
utworzenie takiego parkietazu jest mozliwe. Przypomnijmy w jaki sposdb powstaje takie pokrycie
ptaszczyzny. Kopiujemy sze$ciokat P i przesuwamy jego kopie w ten sposdb, aby szesciokat wyjsciowy
i jego kopia P'przylegaty do siebie jednym z bokdw. Nastepnie bierzemy kopie szeéciokagta P’ i
przesuwamy w ten sposdb, aby szesciokat P’ oraz P" przylegaty do siebie przeciwlegtym bokiem tej
samej dtugosci, co szesciokat P z P'. Procedure te powtarzamy wiele razy. W ten sposéb powstaje
nieskoiczony ,pasek” przylegtych i przystajacych szesciokatéw. Kopiujemy powstaty ,pasek” i
przesuwamy w ten sposdb, aby dopasowac go do oryginalnego tak, aby na siebie nie zachodzity i nie
byto miedzy nimi wolnej przestrzeni. Kopiujgc wielokrotnie szesciokatne paski oraz odpowiednio je
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uktadajgc zapetniamy catg ptaszczyzne przystajgcymi szesciokatnymi ptytkami. W ten sposdb
otrzymujemy potobrotowy parkietaz m, ktdrego plytkami sg przystajgce szesSciokaty
rownolegtoboczne.

Kolejnym krokiem konstrukcji jest poprowadzenie przekatnej kazdej ptytki parkietazu m tak,
aby podzielita ona dany szesciokat na dwa czworokaty przystajagce do wyjsciowego H (zobacz
Rysunek 17).W ten sposdb powstat parkietaz T z czworokatdéw przystajgcych do H. Wykazemy, ze tak
uzyskany parkietaz jest parkietazem pdétobrotowym.

Rysunek 17

Aby to wykaza¢, po pierwsze musimy uzasadni¢, ze kazda para przylegtych czworokgtéw tego
parkietazu, znajdujgca sie w tym samym szesciokacie jest utozona zgodnie z warunkami na
potobrotowosé. Przypomnijmy, w jaki sposdb powstat szesciokagt P. Na poczatku skopiowali$my
ptytke H i otrzymang kopie nazwalismy H;. Nastepnie dokonalismy pétobrotu ptytki H wokét srodka
jednego z jego bokow, otrzymujac w ten sposéb interesujgcy nas szesciokat. Po otrzymaniu
parkietazu m, dzielilismy kazdg szesciokatng ptytke w ten sposdb, aby uzyskac ptytki przystajace do
wyjsciowego czworokata H. Z tej konstrukcji wida¢, ze kazda para czworokatéw, znajdujgca sie w tym
samym szesciokacie jest utozona zgodnie z warunkami na pétobrotowos¢ (patrz Rysunek 16).

Po drugie, uzasadnienia wymaga fakt, ze czworokaty przylegte, zawarte w sgsiednich
sze$ciokatach parkietazu m rowniez spetniajg warunki na pétobrotowos¢. Wezmy dowolny fragment
parkietazu, sktadajgcy sie z szesciu kopi ptytki H, zawartych w trzech przylegtych szesciokatach
parkietazu m (patrz Rysunek 18). Celem rozwazan bedzie uzasadnienie, ze ptytki H; oraz H; spetniajg
warunki na pétobrotowosé.
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Rysunek 18

Oznaczmy wierzchotki klepki H; przez A4, B;,C;,D;. Niech katy a, B, v, 6 beda katami
odpowiednio przy wierzchotkach A4, B;, C1, D;. Wiemy juz, ze ptytka H, jest obrazem ptytki H; w
obrocie o 180° wokét srodka ich wspdlnego boku zatem A,, B,, C,, D, beda oznacza¢ odpowiednie
wierzchotki klepki H, bedgce obrazami wierzchotkéw A;, B;, C;, D, przez ten obrét. Z konstrukcji
»paska” wynika, ze ptytka Hs jest obrazem ptytki H, przez translacje. Oznacza to, ze ptytki H, i H3 s3
przystajace. Nazwijmy wierzchotki ptytki H; odpowiednio przez As, B3, C3, D3 w ten sposéb, ze As
jest obrazem wierzchotka A,, B; jest obrazem B,, (3 obrazem C, i D3 jest obrazem D, wzgledem
odpowiedniej translacji. Wiemy, ze ptytki H; i H, oraz H, i H3 sa przystajace, zatem z relacji
przechodniosci wnioskujemy, ze ptytki H; oraz Hs rdéwniez s3 przystajace. Oznacza to, ze
wierzchotkowi A; odpowiada wierzchotek A5, wierzchotkowi B; wierzchotek Bs, wierzchotkowi C;
wierzchotek C5 i wierzchotkowi D; wierzchotek D5.

Aby przekonac sie o tym, ze istotnie ptytka H; i H3 s3 utozone wzgledem siebie pétobrotowo,
poprowadZmy odcinek tgczacy wierzchotek A; z wierzchotkiem As( patrz Rysunek 19). Odcinek ten
przecina bok B;C; czworokata A;B;C;D; w punkcie X. W ten sposdb powstaty dwa tréjkaty: A
Ai{B;X oraz A A3B3X. Zauwaimy, ze AA;BX = 4A3B3X =L, #A,XB; = 4A3XBs; (katy
wierzchotkowe), £B; A1 X = AB3A3X (suma miar katdw w tréjkacie), |41 B,| = |A3B5| (przystawanie
czworokatéw H;i H3). Poniewaz AB;A.X = 4B3A3X, |A1B,| = |A3B3|, 4A1XB; = 4A3XB;, to z
cechy przystawania tréjkatéw (kbk) stwierdzamy, ze tréjkaty A A;B;X oraz A A3B3X sa przystajace,
co oznacza, ze odcinek A;A; przecina bok B;C; w potowie (odpowiednie boki tréjkata sa
przystajace), czyli |B;X| = |B3X| - oznacza to, ze punkty B;, B; s3 potozone symetrycznie wzgledem
$rodka boku B;C;. Z tego tez wynika, ze |A;X| = |A3X| (odpowiednie boki tréjkata sa przystajace).
Stad otrzymujemy, ze punkty A; oraz A; sg potozone symetrycznie wzgledem srodka boku B;C;
(wspdlnego boku tych czworokatow).
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PoprowadZmy teraz odciek D;D5. Przecina on bok B;(C; w punkcie Y. Otrzymalismy w ten
sposob cztery tréjkaty. Przyjrzyjmy sie dwém z nich: A C3D3Y oraz A CyD,Y. Zauwazmy, Ze
4YC3D; = 4YC D, =y, 4C3YD3; = £C, YD, (katy wierzchotkowe), £C3D3Y = AC;D;Y (suma miar
katéw w trdjkacie), |C3D5| = |C1D4| (przystawanie czworokatéw H;i Hs). Poniewaz £Y(C3;D; =
3YCiDy =y, |C3D3] = |CiD4|, 4C3D3Y = 4C1D;Y, to z cechy przystawania tréjkatow (kbk)
stwierdzamy, ze tréjkaty A C3D3Y oraz A C;D.Y sa przystajace, ze punkt Y = X, co oznacza, ze
przecina bok B;C; w potowie, czyli |C;X| = |C3X]| oraz, ze |D;X| = |D;X|. Stad otrzymujemy, ze
punkty C;, C3 oraz punkty D;, D5 s3 potozone symetrycznie wzgledem srodka boku B;C;.

W ten sposob uzasadniliSmy, ze ptytka Hsz jest potozona wzgledem ptytki H; zgodnie z
warunkami na pdtobrotowos¢é. Po zastosowaniu analogicznego rozumowania do pozostatych
przypadkéw stwierdzamy, ze przylegte do siebie czworokaty, zawarte w sgsiednich szesciokatach
spetniajg warunki na pétobrotowosé. Oznacza to, ze parkietaz t jest parkietazem pétobrotowym.

Rysunek 19

Uwaga 3.3.1. Po chwili zastanowienia zauwazamy, ze powyiszy argument nie bardzo ma
zastosowanie do sytuacji, gdy suma czworokatéw H i H; nie tworzy szesciokata. Taka sytuacja bedzie
miata miejsce, gdy suma dwadch kolejnych katow czworokagta H wynosi 180°. Niech H bedzie takim
czworokatem. Niech A, B, C, D bedga kolejnymi wierzchotkami rozwazanego czworokata H oraz niech
a,B,y,8 beda kolejnymi katami tego czworokata, lezacymi odpowiednio przy wierzchotkach
A,B,C,D. Dokonajmy obrotu tego czworokgta wzgledem srodka boku przy ktérym katy sumujg sie
do 180°. Powstaje nam kopia ptytki H. Nazwiemy jg H; oraz boki i katy odpowiednio A, B;, C{, D,
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oraz a,f3,v,6. Zauwazmy, ze powstata figura nie jest szesciokatem, a réwnolegtobokiem. Jednak
nazwiemy te figure szesciokatem sztucznym. Mozemy w ten sposéb postgpic, gdy myslimy, ze boki
sze$ciokata sg dawnymi bokami czworokgtéw. Wtedy bok, ktéry normalnie traktowaliby$my jako
jeden traktujemy jako dwa oddzielne boki (patrz Rysunek 20). Punkty podziatu bokdéw
rownolegtoboku na boki sztucznego szesciokata bedziemy nazywac wierzchotkami tego szesciokata
(wraz z czterema wierzchotkami réwnolegtoboku). Przeciwlegte boki majg te same dtugosci: |AB| =
|A{B1|,|CD| = |C{D;|,|AD| = |A;D,| oraz przeciwlegte katy majg réwne miary: #ACDA =45 =
4CD1A,, 3DAB = a = 4D,A,, 4ABD, = +y = 4A:B,D = 180°, wigc faktycznie powstaty
szesSciokat sztuczny rowniez spetnia warunki konieczne na szes$ciokat. Rowniez dla niego mozna
zrealizowad te same etapy konstrukcji, co poprzednio, czyli na samym poczatku utworzy¢ parkietaz
z ptytek przystajgcych do sztucznego szesciokata (patrz Rysunek 21). Nastepnie dokona¢ podziatu
kazdego szesciokata na czworokaty przystajgce do wyjsciowego. W ten sposdb otrzymamy parkietaz
T (patrz Rysunek 22). Uzasadnienie, ze parkietaz T jest pétobrotowy przebiega w sposéb analogiczny
do poprzedniego.

Rysunek 20
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Rysunek 21

Rysunek 22

Powyzisze rozwazania prowadzg do stwierdzenia, ze kazdy czworokat H jest ptytka parkietazu
poétobrotowego.

Warto zapozna¢ sie z programem interaktywnym, znajdujagcym sie na stronie:
https://www.geogebra.org/m/jhn8DY|Z [3], ktéry umozliwia podglad czworokatnego parkietazu
poétobrotowego. Ptytka takiego parkietazu jest osobiscie wybrany ksztatt czworokata.
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