Zadania do wykladu “Grupy Coxetera i geometria”
Lista 3: grupy generowane przez inwolucje

Grupy generowane przez inwolucje i pre-odbicia.

0.
1.

Czy grupa G generowana przez inwolucje moze mie¢ nieparzysty rzad?

Zmajdz przykilad grupy dyhedralnej zawierajacej element rzedu 2 nie bedacy pre-

odbiciem (wzgledem standardowego ukladu generatoréw). Czy kazda grupa dyhe-

dralna posiada taki element?

Niech G bedzie grupa generowang przez zbiér inwolucji S.

(a) Uzasadnij, ze pre-odbicia odpowiadajace krawedziom w grafie Cayleya Cay(G, S)
przylegajacym do ustalonego wierzchotka v sa parami rézne.

(b) Niech s,t € S, s # t, i zalézmy, ze rzad elementu st jest skonczony. Niech
C' bedzie dowolnym cyklem w grafie Cayleya Cay(G,S) ztozonym z krawedzi
naprzemiennie etykietowanych przez s i t. Uzasadnij, ze kazde dwie naprzeciw-
legle krawedzie cyklu C' wyznaczaja to samo pre-odbicie dla (G, S) (innymi stowy,
srodki przeciwleglych krawedzi cyklu C' naleza, do tej samej $ciany).

Systemy Coxetera, wlasnosci skracania i wymiany.

3.

Do zbioru standardowych generatoréw {s,t} grupy dyhedralnej D,, dodano kolejne
elementy rzedu 2, uzyskujac zbiér generatoréw T' (zlozony z przynajmniej trzech ele-
mentéw). Uzasadnij, ze para (D,,,T) nie jest wtedy systemem Coxetera.

Zatézmy, ze rzad m iloczynu st dwéch réznych standardowych generatoréw systemu

Coxetera (W, S) jest parzysty. Uzasadnij, ze inwolucja (st)™/? nie jest wtedyy odbi-

ciem dla (W, S).

Niech G bedzie grupa wszystkich symetrii regularnego parkietazu plaszczyzny za

pomoca kwadratéw, niech A bedzie jednym z osmiu trdjkatéw barycentrycznego

podziatu jednej z kwadratowych klepek, i niech S = {a,b,c} bedzie zbiorem odbié

wzgledem prostych zawierajacych boki trojkata A.

(1) Uzasadnij, ze S generuje G.

(2) Znajdz graf Cayleya Cay(G,S). Wskazdéwka: zauwaz, ze grupa G dziala prosto
tranzytywnie na zbiorze trojkatow barycentrycznego podziatu wszystkich klepek
parkietazu; uzyj srodkéw tych trojkatéw jako wierzchotkow grafu Cayleya.

(3) Znajdz wszystkie pre-odbicia dla (G, S) i uzasadnij, ze (G, S) jest systemem Cox-
etera.

(Wlasno$é skladania - folding condition.) Dany jest system Coxetera (W,.S),

oraz elementy g € W, s,t € S takie, ze l(sg) = l(gt) = l(g) + 1. Wykaz, ze wtedy albo

l(sgt) = l(g) + 2, albo sgt = g. Wskazéwka: wyraz g za pomoca, stowa minimalnego
nad S oraz zastosuj wlasnos¢ skracania lub wlasnosé wymiany.

Dla generatora s € S w systemie Coxetera (W, S), niech H oznacza zbiér wszystkich

wierzchotkéw grafu Cayleya 2 = Cay(W,S), ktére sa zawarte w tej komponencie
dopeienia $ciany Q° do ktérej nalezy s. Uzasadnij, ze H sktada sie doktadnie z tych
elementéw g € W, ktére dadza sie¢ wyrazi¢ stowem minimalnym nad S zaczynajacym

sie od s.



Zastosowania M-redukcji.

8.

10.

11.

12.

Uzasadnij, ze dla kazdego systemu Coxetera (W, S) istnieje homomorfizm W — Zs,
ktory kazdy generator z S przeprowadza na generator w Zs.

. Niech (W, S) bedzie systemem Coxetera z macierza Coxetera M, i zatézmy ze kazdy

pozadiagonalny wyraz M jest albo parzysty albo réwny co. Pokaz, ze wéwczas istnieje

homomorfizm h : W — Zfl = 572 taki, ze dla kazdego s € S mamy h(s) = J; € S72.

Uzasadnij tez, ze powyzszy warunek na macierz M jest konieczny dla istnienia takiego

homomorfizmu h.

Niech (W, S) bedzie systemem Coxetera z macierza, Coxetera M = (mg), iniech u € S

bedzie takim generatorem, ze dla kazdego s € S\ {u} zachodzi mg, = co.

(1) Uzasadnij, ze jesli w jest slowem minimalnym nad S reprezentujacym pewien
element g € W i zaczynajacym sie od u, to kazde slowo minimalne reprezentujace
g zaczyna sie od u.

(2) Zalézmy, ze kazdy generator t € S spelnia ten sam warunek co generator u
powyzej. Uzasadnij, ze wowczas dla kazdego g € W istnieje dokladnie jedno
stowo minimalne reprezentujace g.

Dla dowolnego systemu Coxetera (W, S) naszkicuj opis i uzasadnienie poprawnosci

dzialania algorytmu rozpoznajacego kiedy dwa stowa nad S reprezentuja ten sam

elemnet grupy W. (Istnienie takiego algorytmu oznacza, ze w grupie W jest rozstrzy-
galny tzw. problem stéw.)

Niech (W, S) bedzie systemem Coxetera z macierza, Coxetera M = (mg;). Rozwazmy

relacje rownowaznosci ~ na zbiorze S okreslona przez nastepujacy warunek: s ~ t

wtedy i tylko wtedy gdy istnieje ciag elementéw z S, sg = s,s1,...,s, = t taki, ze

dla dowolnych dwoch kolejnych wyrazéw tego ciagu element my, s, , jest skornczony i

nieparzysty. Uzasadnij, ze generatory s,t € S sa sprzezone w W wtedy i tylko wtedy

gdy s ~ t.



