Zadania do wykladu “Grupy Coxetera i geometria”
Lista 4: systemy Coxetera, podgrupy specjalne.

Algebraiczne operacje na systemach Coxetera

1. Niech (G, S;) : i = 1,2 beda systemami Coxetra o macierzach Coxetera M;. Rozwazmy produkt wolny
G = G1 % G4, i potraktujmy zbior S = S; U Sy w naturalny sposéb jako zbidr generatoréow G. Uzasadnij,
ze (G, S) tez jest systemem Coxetera. Wyznacz macierz Coxetera tego systemu.

2. Niech (G4, S;) : i = 1,2 beda, systemami Coxetra o macierzach Coxetera M;. Rozwazmy sume prosta
(réwnowaznie, produkt kartezjanski) G = G1®G4, oraz generujacy ja zbiér S = {(s,1) : s € S }U{(1,¢) :
t € S3}. Uzasadnij, ze (G, S) tez jest systemem Coxetera. Wyznacz macierz Coxetera tego systemu.

Prostokatne systemy Coxetera

System Coxetera (G, S) nazywamy prostokatnym, gdy dla dowolnych réznych s,t € S mamy mg € {2, 00}.
Graf definiujacy prostokatnego systemu Coxetera (G,S) to graf o zbiorze wierzchotkéw S, w ktérym para
roznych wierzchotkdéw s, jest polaczona krawedzia dokladnie wtedy, gdy mg = 2.
3. Dane sa prostokatne systemy Coxetera (W;, S;) o grafach definujacych I';, ¢ = 1,2.
(a) Czym jest grupa Coxetera o grafie definujacym I'; LTy (suma rozaczna graféw)?
(b) Uzasadnij, ze system Coxetera (W « Wy, S1 U Sa) jest tez prostokatny, i ustal jak wyglada graf
definiujacy tego systemu.
4. Uzasadnij, ze prostokatna grupa Coxetera jest skonczona dokladnie wtedy, gdy jej graf definiujacy jest
grafem pelnym.

Grupy permutacji i systemy Coxetera

5. Niech S = {(12), (13), (14)} bedzie zbiorem transpozycji z grupy permutacji Sy.
(a) Uzasadnij, ze S generuje Sj.
(b) Uzasadnij, ze para (Sy,.S) nie jest systemem Coxetera.
6. Niech X ={(¢i+1):i=1,...,n— 1} bedzie zbiorem transpozycji z grupy permutacji S,,.
(a) Uzasadnij, ze ¥ generuje S,,.
(b) Uzasadnij, ze para (S,,X) jest systemem Coxetera. Wyznacz macierz Coxetera tego systemu.

Geometria form kwadratowych

7. Niech (, ) bedzie dowolng forma kwadratowa na przestrzeni wektorowej V' wymiaru n, i niech w € V
bedzie taki, ze (w,w) # 0.
(a) Uzasadnij, ze ortogonalne dopelnienie w* wektora w jest podprzestrzenia wymiaru n — 1.
(b) Wyprowadz wzory na odbicie ortogonalne wzgledem w= oraz rzut ortogonalny na w=.
8. Niech (, ) bedzie dowolng, forma kwadratows, na przestrzeni wektorowej V' wymiaru n, i niech v,w € V

beda, takimi wektorami, ze (v,v) # 0 oraz (w,w) # 0. Zalézmy tez, ze spelniona jest nier6wnosé
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(*) <an> < <Ua U> ! <’LU, w>
Uzasadnij, ze podprzestrzenie v i wt sa wtedy rézne.
Pokaz tez, ze warunku (x) nie mozna zastapi¢ warunkiem, ze wektory v, w sa niewspdliniowe.

Podgrupy specjalne
9. Dla systemu Coxetera (W,S), niech (T;);er bedzie rodzing podzbioréw zbioru S. Uzasadnij, ze jesli

T = ﬂie]Ti, to WT = ﬁieIWTi.

10. Niech T3, T3 bedapodzbiorami zbioru generatoréw S systemu Coxetera (W,S), i niech wy,wy € W.
Wykaz, ze wiWr, C waWr, wtedy i tylko wtedy gdy wl_le € Wr, oraz Ty C Ts.

11. Uzasadnij geometrycznie, przy uzyciu grafu Cayleya oraz wlasnosci rozspajania dla scian, ze jesli (W, .5)
jest systemem Coxetera, to dla kazdego T' C S para (Wr,T) jest systemem Coxetera.

12. Niech Rr oznacza zbiér odbi¢ w systemie Coxetera (Wr,T'), dla podgrupy specjalnej Wr < W. Uza-
sadnij, ze Rr = RN Wy (gdzie R to zbiér odbi¢ w systemie (W, S)).



