
Zadania do wyk ladu “Grupy Coxetera i geometria”
Lista 5: Geometryczne grupy odbiciowe.

Wielościany odbiciowo parkietuja
‘
ce

0. Znajdź wszystkie wielościany wypuk le parkietuja
‘
ce odbiciowo sfere

‘
S1 oraz euklideso-

wa
‘
prosta

‘
E1. Które z nich sa

‘
wielościanami fundamentalnymi grup odbiciowych?

1. Niech P be
‘
dzie sześcioka

‘
tem foremnym na p laszczyźnie euklidesowej E2, i niech WP

be
‘
dzie grupa

‘
generowana

‘
przez odbicia wzgle

‘
dem ścian tego wieloka

‘
ta (a dok ladniej

wzgle
‘
dem prostych zawieraja

‘
cych boki wieloka

‘
ta P ). Niech ΠP be

‘
dzie parkietażem

otrzymanym przez odbijanie P , i wszystkich jego wcześniej otrzymanych kopii, wzgle
‘
-

dem ich wszystkich boków. Uzasadnij, że podgrupa w WP stabilizuja
‘
ca dowolna

‘
klepke

‘
parkietażu ΠP jest 6-elementowa i izomorficzna z grupa

‘
dyhedralna

‘
D3.

2. Niech ΠP be
‘
dzie parkietażem sfery S2 za pomoca

‘
regularnych 5-ka

‘
tów sferycznych,

uzyskanym przez promieniste zrzutowanie 1-szkieletu 12-́scianu platońskiego na sfere
‘

wpisana
‘
w ten 12-́scian, i niech P be

‘
dzie jedna

‘
z klepek tego parkietażu. Uzasadnij, że

podgrupa stabilizuja
‘
ca klepke

‘
P w grupie generowanej przez odbicia wzgle

‘
dem ścian

P jest pe lna
‘
grupa

‘
symetrii klepki P , tzn. 10-elementowa

‘
grupa

‘
dyhedralna

‘
D5.

3. Znajdź wszystkie wieloka
‘
ty euklidesowe P , które parkietuja

‘
p laszczyzne

‘
E2. Które z

nich sa
‘
wieloka

‘
tami fundamentalnymi grup odbiciowych?

Wskazówka. Uzasadnij naste
‘
puja

‘
cy fakt pomocniczy, a naste

‘
pnie z niego skorzystaj:

Jeśli wieloka
‘
t P parkietuje p laszczyzne

‘
, i ka

‘
t przy jednym z jego wierzcho lków jest

postaci 2π/k dla pewnego nieparzystego k, to dwusieczna tego ka
‘
ta jest osia

‘
symetrii

dla P .
4. Znajdź wszystkie wypuk le wieloka

‘
ty sferyczne P , które odbiciowo parietuja

‘
sfere

‘
S2.

Wskazówka: skorzystaj z faktu, że suma ka
‘
tów w n-ka

‘
cie sferycznym jest ostro wie

‘
ksza

niż (n− 2)π, oraz ze wskazówki analogicznej do tej w poprzednim zadaniu.
5. Podaj przyk lad wielościanu wypuk lego P ⊂ E3 parkietuja

‘
cego odbiciowo E3, i nie

be
‘
da

‘
cego prostopad lościanem ani graniastos lupem

Geometria i sympleksy

6. Uzasadnij, że r1, r2 sa
‘

odbiciami w En takimi, że rza
‘
d ich z lożenia wynosi m > 1

wtedy i tylko wtedy gdy ka
‘
t pomie

‘
dzy lustrami tych odbić wynosi k ·π/m dla pewnego

k ∈ {1, . . . ,m− 1} wzgle
‘
dnie pierwszego z m.

Ściana
‘
k-wymiarowa

‘
wielościanu P ⊂ Xn nazywamy każdy niepusty podzbiór P za-

warty w jego brzegu, który daje sie
‘

wyrazić jako przekrój Xk∩P , dla pewnej k-wymiarowej
podprzestrzeni Xk ⊂ Xn, i który ma niepuste wne

‘
trze w Xk.

Jeśli wielościan P jest otoczka
‘
wypuk la

‘
conv(A) pewnego skończonego zbioru A, przy

czym A jest minimalnym zbiorem rozpinaja
‘
cym P , to ścianom F ⊂ P odpowiadaja

‘
jed-

noznacznie pewne podzbiory AF ⊂ A, dla których F = conv(AF ).
Wielościan P w Xn nazywamy sympleksem (n-wymiarowym), jeśli jest otoczka

‘
wypuk-

 la
‘
zbioru (n+1)-elementowego A, i jeśli przyporza

‘
dkowanie F → AF jest surjekcja

‘
ze zbioru

ścian wielościanu P na zbiór wszystkich niepustych podzbiorów A.

7. Zbiór punktów A0, . . . , Ak w Rn nazywamy afinicznie niezależnym gdy uk lad wek-
torów Ai −A0 : i = 1, . . . , k jest liniowo niezależny.
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(a) Uzasadnij, że w lasność afinicznej niezależności nie zależy od porza
‘
dku punktów.

(b) Uzasadnij, że jeśli punkty A0, . . . , An w Rn sa
‘

afinicznie niezależne, to otoczka
wypuk la conv(A0, . . . , An) jest sympleksem.

8. Niech q0, . . . , qn be
‘
da

‘
liniowo niezależnymi wektorami w Rn+1, i niech

C = C(q0, . . . , qn) := {
∑

aiqi : ai ≥ 0}

be
‘
dzie stożkiem symplicjalnym.

(a) Niech H ⊂ Rn+1 be
‘
dzie n-wymiarowa

‘
podprzestrzenia

‘
afiniczna

‘
rozpie

‘
ta

‘
na

końcach wektorów q0, . . . , qn. Uzasadnij, że przekrój H ∩ C jest n-wymiarowym
sympleksem w H.

(b) Niech Sn ⊂ Rn+1 be
‘
dzie sfera

‘
o środku w 0, czyli w wierzcho lku stożka C.

Uzasadnij, że przekrój Sn∩C jest n-wymiarowym sympleksem sferycznym w Sn.

Geometryczne grupy odbiciowe

9. Uzasadnij, że jeśli P jest wielościanem fundamentalnym euklidesowej grupy odbi-
ciowej, to jego naroże wokó l każdego wierzcho lka jest symplicjalne, tzn. wygla

‘
da

lokalnie jak naroże wierzcho lka w pewnym stożku symplicjalnym tego samego wymi-
aru. Wskazówka: skorzystaj z faktu, że każdy wielościan fundamentalny sferycznej
grupy odbiciowej jest sympleksem.

10. Znajdź wszystkie sferyczne i euklidesowe systemy Coxetera, które sa
‘
prostoka

‘
tne, oraz

wyznacz ich grafy definiuja
‘
ce.

11. Niech En+k = En ⊕ Ek be
‘
dzie rozk ladem ortogonalnym przestrzeni euklidesowej

En+k. Niech P,Q be
‘
da

‘
wielościanami fundamentalnymi grup odbiciowych w En i

Ek odpowiednio, zaś grupy te oznaczmy przez WP i WQ. Uzasadnij, że produktowy
wielościan wypuk ly P ⊕Q ⊂ En+k jest także wielościanem fundamentalnym euklides-
owej grupy odbiciowej. Jaka jest macierz Coxetera tej grupy, jeśli znamy macierze
Coxetera grup Wp i WQ, i jak sie

‘
ta nowa grupa wyraża w terminach grup WP i WQ?

12. Dla i = 1, 2, niech (WPi , SPi) be
‘
da

‘
sferycznymi systemami Coxetera z wielościanami

fundamentalnymi Pi ⊂ Sni . Uzasadnij, że produkt prosty WP1
⊕WP2

jest sferyczna
‘

grupa
‘

odbiciowa
‘

na sferze Sn1+n2+1. Spróbuj nadać sens powyższemu stwierdzeniu
także w przypadku gdy któreś ni = 0. Wskazówka: rozważ Sn1+n2+1 ⊂ Rn1+n2+2 =
Rn1+1 ×Rn2+1.
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