Zadania do wykladu “Grupy Coxetera i geometria”
Lista 5: Geometryczne grupy odbiciowe.

Wielosciany odbiciowo parkietujace

0. ZnajdZ wszystkie wieloéciany wypukle parkietujace odbiciowo sfere S' oraz euklideso-
wa, prosta, £1. Ktére z nich sa wielogcianami fundamentalnymi grup odbiciowych?

1. Niech P bedzie szesciokatem foremnym na plaszczyznie euklidesowej E2, i niech Wp
bedzie grupa, generowana, przez odbicia wzgledem Scian tego wielokata (a dokladniej
wzgledem prostych zawierajacych boki wielokata P). Niech IIp bedzie parkietazem
otrzymanym przez odbijanie P, i wszystkich jego wczesniej otrzymanych kopii, wzgle-
dem ich wszystkich bokéw. Uzasadnij, ze podgrupa w Wp stabilizujaca dowolna,
klepke parkietazu IIp jest 6-elementowa i izomorficzna z grupa dyhedralng Dj.

2. Niech IIp bedzie parkietazem sfery S? za pomoca regularnych 5-katéw sferycznych,
uzyskanym przez promieniste zrzutowanie 1-szkieletu 12-$cianu platonskiego na sfere
wpisana w ten 12-Scian, i niech P bedzie jedna z klepek tego parkietazu. Uzasadnij, ze
podgrupa stabilizujaca klepke P w grupie generowanej przez odbicia wzgledem $cian
P jest pelna grupa symetrii klepki P, tzn. 10-elementows grupa dyhedralna, Ds.

3. ZnajdZ wszystkie wielokaty euklidesowe P, ktére parkietuja plaszczyzne E?. Ktoére z

nich sa wielokatami fundamentalnymi grup odbiciowych?
Wskazéwka. Uzasadnij nastepujacy fakt pomocniczy, a nastepnie z niego skorzystaj:
Jesli wielokqt P parkietuje plaszczyzne, © kat przy jednym z jego wierzchotkow jest
postaci 2w [k dla pewnego nieparzystego k, to dwusieczna tego kata jest osia symetrii
dla P.

4. Znajdz wszystkie wypukle wielokaty sferyczne P, ktére odbiciowo parietuja sfere S2.
Wskazéwka: skorzystaj z faktu, ze suma katéow w n-kacie sferycznym jest ostro wigksza
niz (n — 2)m, oraz ze wskazéwki analogicznej do tej w poprzednim zadaniu.

5. Podaj przyklad wielo$cianu wypuklego P C E? parkietujacego odbiciowo E2, i nie
bedacego prostopadioscianem ani graniastostupem

Geometria i sympleksy

6. Uzasadnij, ze r1,ry sa odbiciami w E™ takimi, ze rzad ich zlozenia wynosi m > 1
wtedy i tylko wtedy gdy kat pomiedzy lustrami tych odbi¢ wynosi k-7 /m dla pewnego

ke {l,...,m— 1} wzglednie pierwszego z m.

gcianq k-wymiarowq wieloscianu P C X" nazywamy kazdy niepusty podzbior P za-
warty w jego brzegu, ktory daje sie wyrazié jako przekréj X*N P, dla pewnej k-wymiarowej
podprzestrzeni X* ¢ X", i ktéry ma niepuste wnetrze w X*.

Jesli wieloscian P jest otoczka wypukla conv(A) pewnego skoniczonego zbioru A, przy
czym A jest minimalnym zbiorem rozpinajacym P, to $cianom F' C P odpowiadaja, jed-
noznacznie pewne podzbiory Ap C A, dla ktérych F' = conv(Ap).

Wieloscian P w X™ nazywamy sympleksem (n-wymiarowym), jesli jest otoczka wypuk-
la, zbioru (n+1)-elementowego A, i jesli przyporzadkowanie F' — A jest surjekcja ze zbioru
scian wielo$cianu P na zbidr wszystkich niepustych podzbioréw A.

7. Zbiér punktow Ay, ..., A w R™ nazywamy afinicznie niezaleznym gdy uktad wek-
toréow A; — Ag : i =1,...,k jest liniowo niezalezny.
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8.

(a) Uzasadnij, ze wlasnosé¢ afinicznej niezaleznosci nie zalezy od porzadku punktow.

(b) Uzasadnij, ze jesli punkty Ag,..., A, w R™ sa afinicznie niezalezne, to otoczka
wypukla conv(Ao, ..., A,) jest sympleksem.

Niech qo, ..., ¢, beda liniowo niezaleznymi wektorami w R"*!, i niech

C=Clgo,- ) = {D_ asgi : a; > 0}

bedzie stozkiem symplicjalnym.

(a) Niech H C R"*! bedzie n-wymiarowa podprzestrzenia afiniczna rozpieta na
koncach wektoréw qq, ..., q,. Uzasadnij, ze przekrdj H N C' jest n-wymiarowym
sympleksem w H.

(b) Niech S™ C R"™*! bedzie sfera o $rodku w 0, czyli w wierzchotku stozka C.
Uzasadnij, ze przekrdj S™ NC jest n-wymiarowym sympleksem sferycznym w S™.

Geometryczne grupy odbiciowe

9.

10.

11.

12.

Uzasadnij, ze jesli P jest wielodcianem fundamentalnym euklidesowej grupy odbi-
ciowej, to jego naroze wokdt kazdego wierzchotka jest symplicjalne, tzn. wyglada
lokalnie jak naroze wierzcholka w pewnym stozku symplicjalnym tego samego wymi-
aru. Wskazéwka: skorzystaj z faktu, ze kazdy wieloscian fundamentalny sferycznej
grupy odbiciowej jest sympleksem.

Zmajdz wszystkie sferyczne i euklidesowe systemy Coxetera, ktore sa prostokatne, oraz
wyznacz ich grafy definiujace.

Niech E"t* = E™ @ E* bedzie rozkladem ortogonalnym przestrzeni euklidesowej
EntF. Niech P,(Q beda wielo$cianami fundamentalnymi grup odbiciowych w E™ i
E* odpowiednio, za$ grupy te oznaczmy przez Wp i Wq. Uzasadnij, ze produktowy
wielo$cian wypukly P @ Q C E™t* jest takze wielo§cianem fundamentalnym euklides-
owej grupy odbiciowej. Jaka jest macierz Coxetera tej grupy, jesli znamy macierze
Coxetera grup W, i Wo, i jak si¢ ta nowa grupa wyraza w terminach grup Wp i Wg?
Dla i = 1,2, niech (Wp,,Sp,) beda sferycznymi systemami Coxetera z wielo$cianami
fundamentalnymi P; C S™. Uzasadnij, ze produkt prosty Wp, @& Wp, jest sferyczna
grupa, odbiciowa, na sferze S™ "2+ Sprébuj nadaé sens powyzszemu stwierdzeniu
takze w przypadku gdy ktéres n; = 0. Wskazéwka: rozwaz S™1t72tl ¢ Rratna+2 —
RMFl x Rretl



