Zadania do wykladu “Grupy Coxetera i geometria”
Lista 7: bryly platonskie i grupy Coxetera.

Ogodlne wlasnosci wieloScianéw

0. Uzasadnij, ze w dowolnym wypuklym wielo$cianie () dowolne dwie flagi mozna “po-
taczy¢” za pomocy ciagu flag, w ktérym kazde dwie kolejne flagi réznia sie tylko na
jednej pozycji.

Bryly platonskie i ich symbole Schlafli’ego

1. Uzasadnij bezposrednio z definicji, ze:

(a)
(b)
()

k-wymiarowy sympleks regularny jest bryla platonska o symbolu Schlafli’ego
3,3,...,3];

k-wymiarowa kostka [0,1]¥ C E¥ jest bryla platoriska, o symbolu Schlifli’ego
[4,3,...,3];

k-wymiarowy hiperosmioscian, czyli otoczka wypukla w E* koriséw wektoréw
+ey, ..., Teg, jest bryla platoniska o symbolu Schléfli’ego [3,3,. .., 3,4].

2. (opis 24-komoérki) Rozwazmy parkietaz P w 4-wymiarowej przestrzeni euklidesowej E4
za pomoca jednostkowych 4-wymiarowych kostek (o wszystkich wierzchotkach maja-
cych catkowitoliczbowe wspétrzedne). Niech Qo = [0, 1]* bedzie wyrézniona, klepka,
tego parkietazu. Niech A bedzie zbiorem srodkéw wszystkich tych klepek parkietazu
P, ktore przylegaja do Q¢ wzdluz jej 3-wymiarowych $cian, i niech B bedzie zbiorem
wszystkich wierzchotkw Q. Niech Q bedzie otoczka, wypukla zbioru A U B.

(a)

(b)

()

Uzasadnij, ze 2, jako zbidr, jest suma kostki (g oraz tych czesci klepek @
przylegajacych do Qg wzdluz 3-wymiarowych Scian, ktére wyrazaja sie jako afi-
niczny stozek z wierzchotkiem w srodku kostki ) i z podstawa bedaca wspdlna,
Sciana @ z Q.

Uzasadnij, ze kazda z 3-wymiarowych $cian w €2 jest oSmioscianem platonskim
posiadajacym nastepujacy ogdlny opis:

niech QQ i Q" beda ptytkami parkietazu P przyleglymi do Q¢ wzdhliz 3-wymiaro-
wych Scian, 1 zalézmy ze ich przekréj jest 2-wymiarows sciana (kwadratem), ktéra,
oznaczamy przez K; niech a i a’ beda srodkami Q) i Q' odpowiednio; woéwczas a,
a’ i K leza we wspdlnej 3-wymiarowej afinicznej podprzestrzeni w E* i rozpiety
przez nie wielo$cian w tej podprzestrzeni jest 8-Scianem platonskim oraz $ciana,
w €.

sprawdz, ze () spelnia pozostale warunki z definicji bryly platonskiej i uzasadnij,
ze jej symbolem Schléfli’ego jest [3,4, 3].

3. Uzasadnij, ze jesli grupa symetrii wieloScianu wypuktego ) dziala tranzytywnie na
jego flagach, to ) jest bryla platonska.

Parkietaze platonskie

Euklidesowy parkietaz platonski to taki parkietaz przestrzeni euklidesowej dowolego
wymiaru, ktérego klepkami sa jednakowe bryly platonskie, i w ktérym dwie rézne klepki
sa, albo rozlaczne, albo ich przekrdj jest CALA Sciana pewnego nizszego wymiaru w kazdej

7 nich.



4. Podaj definicje wspdtczynnika Schlifli’ego parkietazu platonskiego, i uzasadnij, ze jest
to jednoznaczne pojecie. Nastepnie podaj definicje symbolu Schlifli’ego parkietazu
platonskiego.

5. Wyznacz symbol Schléfli’ego platonskiego parkietazu przestrzeni euklidesowej E* za
pomoca k-wymiarowych kostek.

6. Podaj opis platoniskiego parkietazu przestrzeni E* za pomoca, 24-komérkowych klepek,
oraz wyznacz symbol Schléafli’ego tego parkietazu. Wskazwka: wykorzystaj opis 24-
komorki z zadania 2.

7. Uzasadnij, ze grupa symetrii euklidesowego parkietazu platoniskiego dziala prosto
tranzytywnie na zbiorze flag (maksymalnych) tego parkietazu.

8. Niech P bedzie euklidesowym parkietazem platonskim, niech @) bedzie jego klepka, i
niech ¥ bedzie sympleksem barycentrycznego podziatu bryty Q.

(a) Uzasadnij, ze ¥ jest wtedy wieloScianem fundamentalnym euklidesowej grupy
odbiciowej, i ze ta grupa odbiciowa pokrywa sie z grupa Sym(P) wszystkich
symetrii parkietazu P.

(b) Wyznacz miary katéw dwusciennych w sympleksie ¥, w terminach symbolu
Schlafli’ego parkietazu P, i sprawdz, ze diagram Dynkina stowarzyszonej grupy
odbiciowej jest “linearny”, z wykladnikami kolejno réwnymi liczbom wystepuja-
cym w symbolu Schlafli’ego.

Pewien sposb klasyfikacji bryl platonskich

9. Uzasadnij, ze nie ma innych bryl platonskich niz podane w twierdzeniu klasyfika-
cyjnym, za pomoca, analizy ich potencjalnych symboli Schlafli’ego, i bez korzystania z
klasyfikacji skoniczonych grup Coxetera. Skorzystaj z nastepujacych witasnosci:

(1) kazda bryta platoriska wyznacza grupe Coxetera ktéra jest skoniczona i ma linearny
diagram Dynkina z etykietami krawedzi réwnymi wyrazom w symblu Schlafli’ego;

(2) kazdy euklidesowy lub hiperboliczny parkietaz platonski wyznacza grupe Cox-
etera ktora jest nieskoniczona i ma linearny diagram Dynkina z etykietami krawe-
dzi réwnymi wyrazom w symblu Schléfli’ego;

(3) poddiagram diagramu Dynkina jest diagramem Dynkina odpowiedniej podgrupy
specjalnej;

(4) podgrupa specjalna skonczonej grupy Coxetera nie moe by¢ nieskonczona;

(5) nastepujace symbole Schléfli’ego odpowiadaja, euklidesowym parkietazom platon-
skim, i dlatego stowarzyszone z nimi grupy odbiciowe sa nieskoniczone: [p,q| -
gdzie % + % =1,[3,4,3,3] oraz [4,3,...,3,4] z dowolna > 0 liczba, tréjek;

(b) nastepujace symbole Schléfli’ego odpowiadaja, hiperbolicznym parkietazom pla-
tonskim, i dlatego stowarzyszone z nimi grupy odbiciowe sa, nieskoriczone: [p, q| -
gdzie T+ 1 < 3, [3,5,3], 5,3,4], [5,3,5], [5,3,3,3], [5,3,3,4] oraz [5,3,3,5].



