Zadania z Geometrii Elementarnej 1
Lista 2. Figury mierzalne i ich pole.

1. Uzasadnij, ze nastepujace zbiory sa mierzalne, zas ich pole (czyli miara Jordana) wynosi P = 0:

(a) punkt;

(b) odcinek;

(c) okrag o dowolnym promieniu R.

Uwaga: do przyblizen wewnetrznych mozna uzyc pusta figure wielokatna, ktérej pole wynosi
oczywiscie 0.

2. Uzasadnij, ze pole kazdej figury mierzalnej jest nieujemne. Uzasadnij tez, ze jesli jedna figura
mierzalna zawiera sie w drugiej, to jej pole jest niewieksze niz pole tej drugiej.

3. Uzasadnij, ze jesli F jest figura mierzalna, za$ F’ jest figura podobna do F' w skali k, to F’
jest takze mierzalna, oraz P(W') = k% - P(W). Wskazéwka: skorzystaj z tej samej zaleznosci
dla pél podobnych figur wielokatnych (wyprowadzonej na wykladzie).

4. Oblicz, metoda jak dla catego kota, pole wycinka kota o promieniu R majacego kat o pomiedzy
dwoma ograniczajacymi go promieniami kota.

5. Uzasadnij, ze pole (miara Jordana) sumy dwdéch rozlacznych zbioréw mierzalnych jest réwne
sumie ich pdl.

6. Uzasadnij, ze
(a) suma
(b) przekrd;
dwoéch zbioréw mierzalnych (w sensie Jordana) jest zbiorem mierzalnym.

7. Uzasadnij, ze dla dowolnych dwoch zbioréw mierzalnych F' i H zachodzi wzor

P(FUH) = P(F)+ P(H) — P(Fn H).

8. Oblicz (ale nie z definicji, tylko wykorzystujac poprzednie zadania, np. 1, 4 i 5) pole obu czesci
kota o promieniu R (odcinkéw kota) powstalych z podziatu tego kola cieciwa o dtugosci d. We
wzorze mogg, si¢ pojawié¢ funkcje odwrotne do funkcji trygonometrycznych.

9. Uzasadnij, ze nastepujace figury sa mierzalne, i mazja, pole réwne zero:

(a) sume nieskoriczenie wielu odcinkéw
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(b) suma brzegéw nieskoczonej rodziny kwadratéw
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(¢) dowolna nieskoniczona tamana AgA;As ... w ktérej suma dtugosci odcinkéw
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jest skoniczona (tzn szereg jest zbiezny);

(d) zbiér wszyskich punktéw postaci (£, 1), dla wszystkich n i m naturalnych.

10. Uzasadnij, ze dywan Sierpinskiego jest figura mierzalna, zas jego miara Jordana to 0.



