Wyabrainia, kidra nas tak mami § prowadzi na
bledne drogi, jest jeszeze 1z tego powedn cdrad-
fiwa, ¢ wiedszie czasami do prawdy.

7 Pascala [1]

= Metoda niepodzielnych = Trzy sposoby oblicza-
ROZleal IX nia pola kota + Kepler: zasada pdl i beczki -
Zasada Cavalieriego - Cykloida Robervala -

Czy trzeba to tlhumaczy¢ niepodzielnymi? -

W strone myélenia magicznego = Kartezjusz -

Uzupemhienie: $cisle obliczenia pdl pod x" po-

chodzace od Cavalieriego i Fermata - Preypisy

Metoda niepodzielnych obliczania pdl, objetodci 1 innych wielkosci geome-
trycznych, wywodzaca sie od Demokryta, przeszla do nas w postaci i z argu-
mentacja taka, jaka nadal jej wczesny wick siedemnasty, kiedy to na krotki
okres kilku dziesiatkdw lat zapanowata w matematyce. PoZniej zostata zarrucona
na rzecz calki, a rozwdéj matematyki nie nalegal ani na dalsze jej doskonalenie,
ani na logiczne uzasadnienia. Przetrwala mimo wszystko jake metoda Zywa w
matematyce nieoficjalne]: znakomile] wickszos$cl ludel wyksztatconych wystar-
cza uzasadnienic wzoru na pole kola wladnie metoda niepodzielnych, a dla
inzynieréw i fizykéw jest nadal tym, co laczy ich wyobrazenienia z abstrakcija
malemalyczng, jakie] wymaga wspdiczesne ujecie analizy matematyczne].

Jedli cheemy zdaé sobie sprawe z pola figury krzywoliniowe] — takiej jak
na rysunku 1 — dzielimy te figure na réwnolegle do siebie paski, na tyle waskie,
by moina je bylo uwaiac za prostokaty.

Postulatem atomistéw matematycznych jest to, ze dla danej ligury dostate-
cznie waskie paski sg rzeczywiscie prostokatami.

Paski, o ktérych mowa, nazywane sa niepodzielnymi.

Metoda niepodziclnych nie zlicza tych niepodzielnych paskéw, bo postulat
nie wskazuje na stopien rozdrobnienia, przy ktérym uzyskuje sie niepodziclnosé.
Te niepodzielne paski probuje sie ulozyc inaczej, tak by tworzyly inna figurg,
ktorej pole jest znane, lub uwakane za znane.

Mie zawsze musza to by¢ paski

N

Kys. 1
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Oto trey w roemailym stopniv niezaledne | dowody™ na o, #e pole kofa o promienic v
Jest rédwne polu trdjkata prostokgtnega o proyprostokgtrech v i1, gdzie [ jest dlugodeig slregn
keda,

1. Pétokrag dzielimy na tuki na tyle drobne, by méc je uwakaé za prostoliniowe. Eaczymy
punkty podziaty ze frodkiem kola. Dostajemy wycinki kolowe, kidre uwaiamy za irdjkaty
réwnoramicnne o wysokodciach r. Rozcinamy potkole wedtoi promieni bedacych brzegami
powstalych wycinkdw, tmac od drodka, ale zatzymujac sig przed brzegiem kola, by nie
naruszEye spoistoscl figury, kidra nastepnie rozginamy tak, by wierschotki trdjkatdw znalazly
sig na jednej prostej. Robimy to samo z drugim polkolem.

Rys. 2

Powstale figury skladamy we soba tak (Rys. 20, #e powstala figura, w kidre) rozpoznajemy
prostokat o bokach r i 45 Pole kola jest rdwne polu tego prosiokata.

Ten dowdd™ jest na tyle preekonujacy, #e Ganesza — matematyk hinduski z XV wiekn
— miat poprzestaé na podziale pitkoli na szedd czgscl [2].

2. Kofa drzielimy — podobnie jak poprzednio — na wycinki na tyle waskie, by mdec je
uwazad za trdjkaty o wysokodci r, rownej promieniowi kola, Wedmy pod wwage trdjkat
prostokatny o przyprostokatniach r 1 [, gdzie [ jest obwodem kola. Podzial okregu kola
przeniesmy na przyprostokatmic {1 polaczmy punkty podziale 2 preciwleglym do § wiers-
chodkiem trdjkata. Powsiaja trojkaty rdwne co do pola wycinkom, na jakie podzielone zostalo
koto, bo podstawy | wysokosel mdjkatéw i odpowiadajgeych im wycinkdw (ktdre ted uwazamy
za trijkaty) sg rdwne. Jeden z takich trdjkatdw i odpowiadajgcy mu odeinek (o podstawach
A'B’ 1 AB) zaznaczone s na rysunku 3. Wniosck: pole zbudowanego trjkata, kidre jest
réwne LA ord jest rdwne szokanemu polu kofa.

Bys, 3

Rorumowanie pochodzi od Keplera. Znat je Archimedes. ale uwazal je za pozamatematy-
czne [3].

3. Pomyslmy, #e kolo zlozone jest z koncentrycenych z nim okrgpdw o promieniach zmie-
niajacych sig od 0 do r (promien roewataneso Kota). Rozemnijmy koto wedhoz jednego 7 jego
promieni i rozprosijmy powstala w ten sposcb wigzke tukdw wak, by powstaly odcinki nadal
réwnolegle (Rys. 4); da sig to rrobi¢ mechanicznie, jedli koto wloiymy z koncentrycznych
luino obok siebie ulozonych nitck., Orzymany trdjkat prostokainy o preyprostokgtnych ri{
{obwadd roewazanego kofa), kidrego pole, rdwne Y- r o [ jest seukanym polem kota [4].
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Rys. 4. Sposdb Tomicellego — nicobey Keplerowi.

MNie mozemy odméwié przyloczonym dowodom™ miana rozumowar. Nie
sa to jednak rozumowania wewnatrz ustalonego systemu matematycznego. Proby
ustalenia wspélnej zasady tych rozumowan nie wypadaja przekonywajaco. Zre-
szta stosowanie te] niedokladnie opisanej zasady jest w podanych przykiadach
rozmaite. Wprawdzie ilo$¢ czedel, na kiore dzielone byty figury, byly za kazdym
razem skonczone, to jednak w drugim i trzecim rozumowaniu byly poddane
znacznej deformacji, przy czym trzecie rorumowanie wydaje sie by¢ nichez-
piecznie bliskie bledu. Tak si¢ mniej wigcej wyrazal Cavalierii o podobnego
rodzaju obliczeniach Keplera, ktérymi si¢ niczaleznie od tego krytycyzmu za-
chwycal.

Staroiytni znali podobne metody. Archimedes dopefniat je Scistymi dowo-
dami mieszczacymi sig w obrebie pojed arytmetyki | geometrii Euklidesa. Nie
negowal jednak wartodci tych rozumowan jako heurystycznych, tj. wyprzedza-
jacych metode matematyczna.

Jednak w czasach nowozytnych matematycy zaczeli napotykad coraz wigksza
ilog¢ zadan nieskoniczonosciowych, w kiorych Sciste metody Archimedesa za-
crely stanowié zbyt duZe obciazenie. aby nie mysled o sposobie ich ominigcia.
Czgstlo — zobaczymy to na przykladzie Keplera — nie bylo wiadomo nawet,
czy écista metoda Archimedesa si¢ stosuje, mimo #e metoda niepodzielnych
dostarczata wyniku, '

Jesli sig ma wymienié dwa nazwiska zwigzane 7 metoda niepodzielnych, 1o
beda to wilasnie Johannes Kepler — znany nie tylko z tego tytulu — 1 Bona-
ventura Cavalieri, Zyjacy nieco péZniej, idacy w matematyce wlasna drogg. Jesh
cztery, to trzeba dodaé wspdlczesnego Cavalieriemu, znanemu szerszemu ogo-
lowi bardzie] z dokonan w zakresie fizyki — Torricellego, 1 arbitra elegantiarum
tej metody — Robervala.

<D

Johannes Kepler szukal w matematyce sposobu rozumienia $wiata tak, jak
niegdys$ szukali tego Pitagorejezycy. Tytuly dwu jego dziel, Mysterium Cosmo-
graphicum i Harmonices mundi, moze lepiej oddaja $wiatopoglad Keplera niz
formuka zamknieta w kilka zdan. Harmonie $wiata znalazt w swoich prawach
ruchdw planet. Droga do odkrycia wiodta przez najsmielsze spekulacje ocierajace
sig o teologig, w kiorych astronomia graniczyla z astrologia, i przez obliczenia
matematyczne o wielkim znaczeniu ogélnym i wielkiej szczegdlowosci. Moie
znalazfa w odbicie epoka, jaka przezywala ta czesé Europy: Reformacja roz-
budzita umysly, écieranie si¢ pogladow dotarto do kregéw spotecznych bedacych
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dotad poza gtéwnym nurtem zdarzed. Dysputy przestaty by¢ subtelne i uczone,
stajac si¢ za to powszechnymi 1 burzliwymi
Oto zdanie z rozprawy miodego Keplera [5]:

WA byly gldwnie trzy problemy, ktdrych przyczyn, dlaczego jest tak, a nie
inaczef, szukatem, a byty to liczha, wielkosé i ruch sfer. Odwagi dodala mi
owa idealna zgodnosd pozostajgeych w bezruchn Sfodca, gwiazd stafych
[ przestrzeni posredniej, z Bogiem-Qjcem, Synem [ Duchem Swigtym”.

Przypomnijmy, jak powsciggliwic komentowali swoje rozumowania Bra-
dwardine 1 Oresme, mimo Ze problemy teologii byly im by¢ moze blizsze.

Kepler nie byl profesorem radnego uniwersyietn. Nie byl tez duchownym.
Byl nauczycielem matematyki w seminarium protestanckim w Grazu, a pdZnigj
przez dalsze lata matematykicm cesarskim, Micszkal w Pradze, wspdlpracujac
tarn 7 Tychonem de Brahe, w Linzu, a takze przez kilka lal u Wallensteina
w Zaganiu. Pochodzil z mafego miasteczka Weil w Wirtenbergii.

Obliczenia metoda niepodzielnych stanowia drobna czastke wsrdd odkryd
Keplera. Ale pojawiaja sie takze w jego dziele Astronomia nova (1609), w ktérym
sformulowal i uzasadnit swoje dwa pierwsze prawa ruchu planet.

(]

Zgodnie z teoria Kopernika, planeta obiega Storice po kole, ale Slonce nie
znajduje sic w drodku kola, lece mieco ekscentrycznie (Rys. 5). Z obserwac)i
znanych Keplerowi wynikato, Zze predkoéé katowa planety jest najwicksza w
peryhelium, najmniejsza zas w aphelium. Checac ujac tg zaleznos$¢ ilofciowo,
Kepler stawia hipoteze, wedlug kitdrej promierd wodzacy planety (tj. odcinek
taczacy planetg ze Storficem) wymiata w réwnych czasach réwne pola. Jest o
poZniejsze slynne drugie prawo Keplera (pierwsze pojawi si¢ poZniej). Kepler
probuje je skonfrontowac z obserwacja.

Prey oznaczeniach jak na rysunku 3, oznaczmy przez W kat jaki tworzy OF 2 04, Jefh
przez ¢ oznaczymy diugosd 50, 1o pole wycinka ASF, ktire jest sumg pdil trijkata S0OF
i wycinka kofowego AP, jest rowne potowie wyraZenia @ - (@ - W+ ¢ - sin ). Obserwacja
jednak nie potwicrdzala, by wytadenic to mialo rdwne preyrosty w rdwnych crasach.

Pewne spekulacje prowadza Keplera na myél, e byd moze planeta znajduje sic blizej,
w punkecie P, na tym samym promieniu wodzacym, i Ze punkty P° ukladaja sie w elipse,
ktdre] ogniskiem jest Storfice (Rys. 6). Jest to nie tylko poprawka, ale rozwigzanic odpowia-
dajace bardziej harmonii $wiata niz polofenic ckscentryezne Slodca wewnairz orbity kolowe.
Polozenie ogniska § na osi dudej peryhelium-aphelium wyznaczaja tak pomyélang elipse,

B s5cQo a A
Foys, 5. Na nvsunku pre;ulstaﬁ'iuu; jest hipotetyczna orbita kolowa planety P. Punkt O jest srodkiem
kota. Stodce § zajmuje stale poloZenic ekscentryezne na drednicy Iqcrace] aphelium A z peryhelium
B. Aby sprawdzi¢ swojy hipotere, Kepler powinien znaé sposdb obliczania ekscentrycznych wy-
cinkdw kotowych ASP.
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Rys. & Rys. 7

Aby potwierdzié swaja hipotezg dla tak poprawionej orbity, Kepler musi umicé obliczad
pola wycinkéw ASP’ elipsy. Pewien prosty pomyst sprowadza to obliczenie do ohrliczandis
pél ekscentrycznych wycinkow kolowych, ale nie tych co przedtem. Punkt P, hipotetyczne
potozenic plancty na elipsie, reumje w kierunku prostopadiym do osi duze] elipsy na
rorpatrywany poprzednio okrag. Dostaje punki P (Rys. 7). Stosunck SP': 5P jest staly,
ten sam dla wszystkich polozerd P° planety; jest miwny stosunkowl osi matej do osi dugej
elipsy.

Kepler wnioskuje: w tym samym stosunku pozostaja do siehie pola ASP i ASPY, wycinkdw
eliptycznego i ekscentrycznegoe kolowego.

Oto rozumowanie Kepler.

Elipsa jest reutem kota: dla rozwakanych preez nas kofa i elipsy rautowanie o widad,
jedli patrzed przestrzennie na rysunek 7. Niepodzielne w ksztalcie wycinkdw SU™VY na kole
31 w odpowiedninéci wzajemnie jednoznaczne] do niepodzicnych SU'V" w ksztalcie wycinkdw
elipsy i pola tych niepodziclnych sa w znanym nam stosunku diugodcl osi elipsy. Stad pelne
wycinki ASP” i ASP" majy pola tez w tym stosunku.

Wystarczy teraz potwierdzi¢ obserwac, e pola ASP" zmieniaja sie jednostajnie w crasie.
Ale, jak wspommieliémy pole, ASP” jest proporcjonalne do wielkodci 5 " +c - sin ",
gdzie w" jest katem AQP”. Zmiana jednostajna tej whasnie wielkodei potwierdzona rostata
obserwacja.

R, ®

Zostaly w ten sposth wypowiedziane | potwicrdzone obserwacjy plerwsze dwa prawa
Keplera.

Astronomowie podkreslaja wielka rolg materiatu obserwacyjnego, kiorym
dysponiowat Kepler, a ktory zawdzigczat Tychonowi de Brahe, z kiérym wspol-
pracowal w Pradze. Matematycy zwracaja natomiast uwage na sposob, w jaki
Kepler poréwnywat pola. Ale moze jeszcze wazniejszym bylo przekonanie Ke-
plera o istnieniu idealnego rozwiazania.

L)
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W pewnych okredlonych warunkach obliczenia podobne do tych, kiore robit
Kepler, moga by¢ oparte na Scifle okreslonej zasadzie, ktérej sformutowanie
pochodzi od Cavalieriego. Mozemy ja uwaza¢ za konkluzje .rozumowania”
przytoczonego na poczatku rozdziahu. Cavalieri jest jednak matematykiem i ni¢
pozwala sobie na taka konkluzje. Ujmuje roZUMOwanic pozamatematyczne w po-
stulat.

Wyobrazmy sobie talig Kart, ktéra w zwyklym potozeniu tworzy prostopad-
loscian (Rys. 9, po lewej), ktdrego objetos¢ liczymy w znany sposdbh mnozge
pole podstawy przez wysoko$¢. Przesunimy karty talii tak, ze tworza teraz malo
regulary stos (Rys. 9, po prawej). Wedhig Cavalieriego, objetos tego stosu
jest taka, jak stosu po lewej.

Zasada Cavalieriego. Niech bedg dane dwie bryly lezgce obie niiedzy
dwiema réwnolegiymi do siebie plaszczyznami. Jesli przekroje tveh bryt kazdg
plaszczyzng rownoleglq do wspomnianych ptaszczyzn majq te same pola, to te
bryly maja te same objetosci.

Rys. 9. Fasada Cavalieriego.

Zasada Cavaliericgo nie okredla objetoéci liczbowo, lecz jedynie porownuje
dwie bryly co do objetoéei. Jako aksjomat spetnia wszelkie kryteria Scistosci.
Stosowanic zasady jest jednak ograniczone: od bryly, kiorej objetodé uwazamy
za znana, przechodzimy do nastepnej, a od tej znowu dalej, co wymaga przy
uzyskiwaniu wynikéw duzej inwencji.

(S

Zdarzylo sig, Zze Kepler zainteresowal si¢ obliczaniem objetosci beczek. Nie
jest to zajecie dla astronoma, ale pewnego roku byt urodzaj na wino.
Zilustrujmy metode Keplera [6] na najprostszym przykiadzie: kuli.

Patkula jest zwojem zlodonym # powierzchni boczoveh walcdow (Rys. 10, po lewej).
Figura powstajgca z polowy walca, o tym samym promienin podstawy co kula, praez fcigcie
go plaszczyzng praechodzacy prece grednice i punkt na wysokodei [ rdwnej obwodowi kola
wielkiego na tworzace] walca, przeciwleglej do tej Srednicy (Rys. 10, po prawej), jest slosem
utozonych riwnolegle prostokatéw o polach réwnych polom odpowiednich wspomnianych
wezesniej powicrzchni bocznych walcdw: te prostokaty powstaja # tych powierzchni przez
ich rorprostowanie, jesli ten zwdj powierzchni uprzednio rozcial plaszczyzng AOQQ" (ozna
czenmie « rysunku 101

To samo modna zobaceyd jeszeze inacee]. Rozcigwsry wpierw pdtkule cigciem stanowia-
cym kwadrant AQCY w plaszeryZnie prostopadiej do podstawy, rozprostowujemy zwdj tak,
abwy 0§ 00 (Rys. 10, po lewej} pozostawala nieruchoma, a obwid wielkiego kola w podstawic
pélkuli przybral postad odcinka (o dlugodci I, na rysunku po prawej). Jest to operacja ana-
logiczna do tej, ktora Torricelli przeprowadzal o jeden wymiar nizej ulodsamiajac co do pola
kolo i trdjkat,
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Fys. 1M

Rozumowanie Keplera (podobnie jak i inne, prowadzone metoda niepodziel-
nych) nie daje wyniku liczbowego, Pokazuje sic w nim, ze objetosé kuli jest
rowna objetosci figury uwazanej za prostsza.

e

Cavalieri byl — jak widzieliSmy — ostrozniejszy niz Kepler. Nie zapuszczal
sig w spekulacje, zostawiajac je filozofom. Byl od pietnastego roku zycia za-
konnikiem, a wigksza jego czgsc spedzit jako profesor uniwersytetu w Bolonii,
dokad go rekomendowat Galileusz, Nazywano go Archimedesem tamtych cza-
sow. Zadreczal sig, nie umiejac znaleZé dowodu dla swojej zasady [7).

Poshugujac sig zasada Cavalieriego dowodzimy, Ze objetosdc stozka jest réwna
objetosci ostrostupa majacego (g samg co stozek wysokosé 1 podstawe rdwna
mu c¢o do pola. Trzeba jedynie wiedziec, #e pola przekrojéw na tym samym
poziomie s3 dla obu figur te same, co wynika stad, 7e sa one proporcjonalne
do kwadratéw odlegiosci od wierzchotka.

Stosujac t¢ zasade mozna dowiesd, Zze objetosd walca jest réwna objetosci
graniastostupa o tej samej co walec wysokodei 1 o rownej mu co do pola
podstawie.

B

Rys. 11 Rozkiad graniastostupa na trey réwne co do objetodci ostrostupy.
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Mozna takze uzyskad wynik ilosciowy: objetosc stodka jest rowna 4 obje-
tosci walca o tef samej co stoiek podstawie | wysokosci.

Wobec poprzednich uwag, wystarczy umie¢ podzicli¢ graniastostup o pod-
stawie tréjkatnej na trzy réwne co do objetosci ostrostupy, z ktérych co najmniej
jeden mialby te same co graniastostup podstawe i wysokoS¢. Podzial pokazany
jest na rysunku 11

Ostrostupy tego rozkiadu sa réwne co do objetosci, ale ostrostupy 11 II nie
sa przystajace i réwnoéc ich obj¢tosci stwierdzamy poslugujac si¢ zasada Ca-
valieriego. Max Dehn dowiGdt, ze sa graniastostupy, dla ktérych stosowania tej
zasady nie da sig uniknad [8].

(o)
A oto objgtosé kuli metody Cavalieriego.

Opiszmy na pofkuli walec, kidrego podstawa jest kolo wielkie (Rys. 12). Rozwaimy
figure (na rysunku zacieniona) bedaca dopelnieniem pothuli do walca, oraz stoiek o wierz-
chotku w érodkn kuli, kibrego podstawa jest preeciwlegla podstawa walca, Miech r bedzie
promieniem rozwakanej kuli.

r

Rys. 12 Objgtodé kuli liczyl juz w podobny sposéb Archimedes, réwniez metoda nicpodaielnych,
ale mieco inaczej; uznpctnial rozumowanie deistym dowodem metodn wyczerpywania.

Plaszezyzna réwnolegha do podstawy walea w odleplodei x od wierzchofka stodka przecina
stozek wzdhui kola o promicniu x, a dopelnienic pétkuli wedhuz pierfcienia zawarlego migdzy
pobocenica walca i okrggiem na powierzchni kuli, ktbrego kwadral prnnienia jest rowny
=% Oba preckroje, 7e stozkiem i dopetnieniem potkuli, sa — co fatwo widad — réwne
co do pola, Na mocy zasady Cavalieriego, objetodé stoika i dopelnicnia pétkuli sa réwne.
Poniewa objetosé stozka jest rdwna ¥ objgtodei walca (to wiemy 2 poprzednich obliceed),
wige objetodé poticuli jest réwna 35 objetosci walea,

D

A oto obliczenie Robervala, pola zamknigtego cykloida [9].

Kolo toczy sie po proste]. Zaznacemy na okregu tego kota punkt. Jego tor to cykloida.

Preyjmijmy. #e w chwili pocratkowe) zaznaczony preez nas punkl, oznacemy go prrez
M, ledy na prostej, po kidrej woczy sig kolo, Preyjmijmy te prosty za of odcigtych.a poczitkowe
potozenic © punkin M za jej poczatek, Punkt M rusza z punkiv O 2 predkodciy zero. Tor
punktu M ma tu pewng osobliwose: jest prostopadly do osi odeigtych. Kiedy kolo sig praclocey
o pét obwodu, punkt M zajmic poloienie najwyZsze; jege regdna jest réwna 2r, a odeigta
wspomniane pot obwodu kola, 1. ©- r prees r oznaczylidmy promicr loczacego si¢ kota
W tym najwyiszym punkcie predkosé punkiu M jest najwigksza i jest pozioma. Luk cykloidy
zatoczony do te] chwili jest zawarty w prostokacie OO (Rys. 13), ktbrego boki sg réwne
2¢ i -, i kitdrego pole jest przez to réwne dwdém polowom toczacego sig kofa,
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Rys, 13, Cykloida Robervala

Polodenie punktu M jest wyznaczone przez Kat @, o jaki prestoceylo sic kolo, Wraz
» punktem M rozwazmy punkt M bedacy reutem punkiu M na drednice toczqcego sic kola,
prostopadia do osi odeigtych. Punkt M zakredla w czasie ruchu punkin M kreywa Taceacy
punkty € i 7 wspdtrzedne punktu M7 sa do odezytania = rysunku 1 wynosza:

x=r-, v=r-(1l—cosgpl
Stad rdwnanie krzywe):
y=r-{1-cos (%]

Jest to tuk sinusoidy (1) od swojego minimum w @ do maksimum w . Dzicli on
prostokal 0" na polowy, wycinajac z pola pod eykloida ohsrar w kszaabcie skrzydia (za-
cieniony na rysunku 13).

Ale pole tego skrzydla jest réwne polowie pola wczacego sic kola (1), Sklada sie ono
bowiem z odcinkdw MM, kidre zapetnia potkole (zcieniowane na rysunku 13), jesli je zsungd
réwnolegle do osi odeictych (odcinek MM™ na odeinek W'V). Wnioskujae tak, stosujemy
zasade Cavalieriego.

Dalszy rachunck jest prosty: pole pod polowsy cykloidy jest réwne polowie prostokata
O0F, 1. polu toczacepo sie koda, plus jeszere polowa pola tego kola (w postaci skrzydla),
Réwne jest wige 32 tego pola. Pole pod calym lukiem cykloidy réwne jest wzem polom
loczgoegn sig kofa,

Hvs, 14

Toobliczenie Robervala jest bodaj najbardzie] efektownym przykiadem stosowania metody
niepaddziclnych, Mozna to jeszeze podkreslic preer odpowiednie podsumowanic wyniku. Pole
podd pelnym Tukiem cykleidy rozbije sig na trzy rdwne czedel, jedli tocrace sie kolo ustawid
w je] drodku (Bys. 140

Przestroga przed nieprawidlowym stosowaniem metody niepodzielnych jest
nastepujacy przykiad dany przez samego Cavalieriego.

Trijkat jest podzielony wysokodcia na dwie nierdwne czescl (Rys. 15).

Kazda czesc sktada sig 7 tej samej iloSci rownych odeinkéw. Wniosek. Czgsci
maja réwne pola.

Ten paradoks znal réwniez Bradwardine [10].
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Rys. 15
(%)

Zasade Cavalieriego mozna uogdlni¢ nie wymagajac, by pola przekrojow
obu bryt byly (na tych samych poziomach) réwne, lecz zeby pozostawaly w usta-
lonej proporcji. Wiedy objgtosci bryl beda w tej samej proporcji. Tego rodzaju
zasada (zastosowana o jeden wymiar nizej) moglaby by¢ podstawa dla obliczer
Keplera pdl wycinkdw eliptyeznych.

Mozna by zasade Cavalieriego rozszerzyC jeszcze bardziej tak, by mogta
by¢ podstaws dla sposobdw stosowanych przez Torricellego 1 Keplera przy
ustalaniu pola kofa i objetodci beczek. Nalezaloby w tym celu uznad pojawiajace
sie tu przeksztalcenia (polegajace na rozprostowywaniu zwojéw) za nie zmie-
niajace pol i objetosci. Zasade Cavalieriego i jej modyfikacje moznaby wigc
traktowaé jako przediuZenie zbioru zasad poréwnywania pél 1 objetosci przyje-
tych w geometrii elementarne].

Bylo juz powiedziane: metoda Cavalieriego nie jest metoda obliczania, lecz
metoda pordwnywania.

Figure poréwnujemy co do pola lub objetosci 7 figura bardziej znana. Przy
odpowiedniej pomystowosci moZzemy ciggiem takich poréwnan uzyskad bardzo
wiele, jak o tym $wiadczy przyklad obszaru pod cykloida przeksztalconego na
trzy tarcze kotowe. Nie jest to metoda uniwersalna, ale jednak wystarczajaca,
by mogla si¢ rozwinaé w dyscypling matematyczna.

Obecnie. zasada Cavalieriego oraz przeksztalcenia Keplera i Torricellego
stanowia fragment teorii caki. Przeksztatcenia odpowiadaja wzorom na zamiane
zmiennych w catce, a zasada Cavalieriego odpowiada iwierdzeniu Fubiniego
o zamianie calki podwdjnej na iterowans.

Cavalieri i jemu wspdfczedni studiuja i znaja Archimedesa. Daza do osigg-
niecia §cistogci jego rozumowan, ze skutkiem, jak jeszcze bedzie okazja zobaczyd
(w uzupehieniu do tego rozdziatu), nie zawsze negatywnym. Wydaja sig wszakie
catkiem oderwani od przeszlodci im blizszej. A moze ja znaja, ale nie nawigzuja
do niej. Oto przeciez trzy stulecia wezedniej Calculatores i Oresme sformutowali
prawo, wedlug ktérego wielkosci majace to samo tempo wzrostu sa w kazdym
stadium tego wzrostu réwne, jesli wzrost zaczynat sie od zera. Wszystkie obli-
czenia Keplera i Torricellego, lacznie z zasada Cavalieriego, mozna uwazaé za
zastosowania te] zasady scholastykow: tempo wzrostu objetosci dwu talii kart,
ustawionej réwno i przesunigtej (Rys. 9) jest (o samo. Cavalieri zreszta zna Lo
uzasadnienie [11], ale nie o$miela sie uznaé je za uzasadnienie swe] metody.
Przemilczaja ta zalezno$c.i historycy matematyki. Ba! Przemilczy t¢ zalezno§¢
Newton, mimo ze bedzie ona w przypadku jego Calculusu miejscami dostowna.

Metody niepodzielnych rozwinigie w wicku siedemnastym byly wielkim
postepem. Ale nie stanowily przewrotu. Szty po linii zakrelonej w staroZytnosci
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i przemyslanej na nowo przez filozoféw $redniowiecza. Przekroczony zostal
punkt, w ktérym zatrzymali si¢ starozytni, kiedy zabraklo Archimedesa. Ale
kierunek rozwoju pozostal.

e
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