Zadania do wykladu “Geometryczna teoria grup”
Lista 6: wokétl §-hiperbolicznosci i grup hiperbolicznych

0-hiperbolicznosé

1. Uzasadnij, ze bukiet (X, zq) V (Y,y0) dwéch geodezyjnych przestrzeni metrycznych
(czyli przestrzen uzyskana z ich sumy rozltacznej poprzez utozsamienie punktéw xq i
Yo) jest geodezyjna, przestrzenia metryczna. Uzasadnij tez, ze jesli obie te przestrzenie
sa, 0-hiperboliczne, to bukiet jest takze d-hiperboliczny.

2. Uzasadnij, ze brzeg Gromova bukietu dwéch hiperbolicznych geodezyjnych przestrzeni
metrycznych (jak w zadaniu 1) jest suma roztaczna brzegéw Gromova tych dwdéch
przestrzeni.

3. Uogdlnij zadania 1 i 2 na przypadek sklejenia dwoéch przestrzeni geodezyjnych przez
izometrie pomiedzy ich zwartymi podzbiorami.

4. Rozwazmy dwie przestrzenie geodezyjne X, X2, oraz obustronnie nieskoniczone geode-
zyjne 71,7v2 W tych przestrzeniach (odpowiednio). Rozwazmy dowolna sume

Y = Xq Uy =, Xo

uzyskana, przez sklejenie tych przestrzeni wzdléz tych geodezyjnych (dokladniej, ustal-

my dowolng, izometrig ¢ : 1 — 72 i rozwazmy sklejenie Y = X; U, X»).

(1) Uzasadnij, ze Y jest w naturalny sposéb przestrzenia geodezyjna,

(2) Uzasadnij, ze jesli X1, X5 sa hiperboliczne (w sensie Gromova), to Y jest takze
hiperboliczna. [W przypadku trudnosci z przypadkiem ogélnym, rozwaz prostszy
przypadek gdy X; i X5 sg grafami.]

(3) Uzasadnij, ze jesli oznaczymy przez 07y zbiér dwéch punktéw w brzegu Gromova
dY wyznaczonych przez promienie zawarte w geodezyjnej v := 1 = 2, to

Y = 0X; Uar; =8, 0Xs

(w szczegdlnodei, jesli 0X; i 0X5 nie sa, dwupunktowe, to 0 rozspaja 9Y).
gesty amalgamat

5. Uzasadnij, ze gesty amalgamat dowolnej skonczonej rodziny przestrzeni jednopunk-
towych jest homeomorficzny ze zbiorem Cantora. [Skorzystaj z charakteryzacji zbioru
Cantora jako jedynej zwartej przestrzeni metryzowalnej caltkowicie nispdjnej i nie
majacej punktéw izolowanych.|

6. Uzasadnij, ze dowolna komponenta spéjnosci C' w gestym amalgamacie L(X71, ..., X})
albo zawiera sie w jednej z kopii jednej z przestrzni X; (i wtedy pokrywa sie z
komponenta, spdjnosci tej kopii), albo jest jednopunktowa.

7. Uzasadnij, ze jesli przestrzenie X1, X5 sa homeomorficzne, to geste amalgamaty

D(Xl,XQ, . .,Xk) oraz D(XQ, NN ,Xk)

takze sa, homeomorficzne.



quasi-geodezyjne

8. Uzasadnij, ze jesli p jest quasi-geodezyjna w X [(A\, D) — quasi — geodezyjna) to po
sparametryzowaniu dlugoscia, jako odwzorowanie p : [0,|p|]] — X, jest ona (C,L)-
quasi-izometrycznym wtozeniem, dla pewnych uniwersalnych C'i L zalenych tylko od
A i D (a niezaleznych od dtugosci |p| krzywej p).

9. Uzasadnij, ze jesli f : Z — X jest quasi-izometrycznym wlozeniem zbioru Z liczb
catkowitych w geodezyjna przestrzen X, to lamana geodezyjna |J;.,[f(4), f(i + 1)]
jest quasi-geodezyjna,.

10. Niech p bedzie (A, L)-qusi-geodezyjna, o koncach a, b, i niech ¢ bedzie dowolna, ciagla,
krzywa, o tych samych koncach a,b. Uzasadnij, ze jesli ¢ C Np(p), to

P C Noxg1)yp4+r+1(a)-
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