
KONSTRUKCJE GEOMETRYCZNE I ELEMENTY TEORII GALOIS
LISTA 10. GRUPY, PERMUTACJE, HOMOMORFIZMY, GRUPY ROZWIA

‘
ZALNE

Permutacje i grupy permutacji
1. Uzasadnij szczegó lowo, że odwzorowanie h : Sn → C2 określone wzorem

h(σ) =

{
id gdy σ jest permutacja

‘
parzysta

‘
(12) gdy σ jest permutacja

‘
nieparzysta

‘
jest homomorfizmem grup.

2. Uzasadnij, że grupy (a) S3, (b) Sn dla n > 3, (c) A4, (d) An dla n > 4, nie sa
‘
abelowe.

3. Uzasadnij, że cykl d lugości k jest permutacja
‘
parzysta

‘
wtedy i tylko wtedy gdy k jest liczba

‘
nieparzysta

‘
.

4. Opisz grupe
‘
A4 jako grupe

‘
symetrii czworościanu foremnego (tzn. opisz z jakich symetrii czworościanu

sie
‘

sk lada). To samo dla A3 jako grupy symetrii trójka
‘
ta.

5. Opisz grupe
‘

symetrii rombu jako podgrupe
‘

w grupie S4 permutacji wierzcho lków tego rombu.

Rozwia
‘
zalność grup

6. Uzasadnij, że grupa wszystkich symetrii graniastos lupa prawid lowego trójka
‘
tnego (o podstawie be

‘
da

‘
cej

trójka
‘
tem równobocznym) jest nieabelowa, ale jest rozwia

‘
zalna. Wskazówka: rozważ naturalne odw-

zorowanie z tej grupy na dwuelementowa
‘
grupe

‘
permutacji trójka

‘
tnych ścian (podstaw) graniastos lupa

i uzasadnij, że jest to homomorfizm, a naste
‘
pnie użyj go do uzasadnienia rozwia

‘
zalności.

7. Dana jest grupa Q, zwana grupa
‘
kwaternionowa

‘
, z lożona z 8 elementów:

1,−1, i,−i, j,−j, k,−k.
Dzia lanie w tej grupie określone jest przez naste

‘
puja

‘
ce regu ly, oraz regu le

‘
 la

‘
czności:

• 1 jest elementem neutralnym tej grupy,
• (−1) · x = x · (−1) = −x dla dowolnego x ∈ Q, przy czym stosujemy konwencje

‘
, że −(−a) = a dla

a = 1, i, j, k,
• i2 = j2 = k2 = −1 oraz ij = k, jk = i, ki = j.

(1) Oblicz (−1)2, ji, i · (−j), j · (−i), i · (−i), (−j) · (−j) oraz (−j) · (−i).
(2) Uzasadnij, że grupa Q nie jest przemienna.
(3) Uzasadnij, że odwzorowanie h : Q → C2 = ({−1, 1}, ·) zadane przez h(1) = h(−1) = h(i) =

h(−i) = 1 oraz h(j) = h(−j) = h(k) = h(−k) jest homomorfizmem grup.
(4) Sprawdź, że ja

‘
dro homomorfizmu h z punktu (3) jest abelowa

‘
podgrupa

‘
w Q i wywnioskuj sta

‘
d, że

grupa Q jest rozwia
‘
zalna.

(5) [zadanie z *] Uzasadnij, że grupa Q nie jest izomorficzna z grupa
‘
symetrii kwadratu, która też jest

ośmioelementowa, nieabelowa, i też jest rozwia
‘
zalna.

Wskazówka: porównaj np. ilość elementów rze
‘
du 2 w tych dwóch grupach.

8. Uzasadnij, w naste
‘
puja

‘
cych krokach, że grupa K wszystkich 48 symetrii sześcianu jest rozwia

‘
zalna.

(a) Rozważ odwzorowanie h1 : K → C2 = ({−1, 1}, ·), który przyporza
‘
dkowuje element 1 ∈ C2 wszys-

tkim symetriom sześcianu zachowuja
‘
cym orientacje

‘
przestrzeni (czyli wszystkim obrotom i symetrii

tożsamościowej), zaś element −1 ∈ C2 wszystkim symetriom sześcianu zmieniaja
‘
cym orientacje

‘
przestrzeni (symetriom lustrzanym wzgle

‘
dem rozmaitych p laszczyzn, symetrii środkowej wzgle

‘
dem

środka sześcianu, i wszystkim pozosta lym symetriom).
(b) Pokoloruj wierzcho lki sześcianu naprzemian na czarno i bia lo tak, że każde dwa wierzcho lki należa

‘
ce

do jednej krawe
‘
dzi sześcianu maja

‘
dwa różne kolory. Uzasadnij, że każda symetria sześcianu albo

zachowuje kolory wszystkich wierzcho lków, albo zmienia kolory wszystkich. Rozważ odwzorowanie
h2 : ker(h1)→ C2, które przyporza

‘
dkowuje liczbe

‘
1 tym symetriom, które zachowuja

‘
kolory wierz-

cho lków, zaś liczbe
‘
−1 tym, które zmieniaja

‘
kolory. Wypisz wszystkich 12 symetrii należa

‘
cych do

ja
‘
dra ker(h2) tego homomorfizmu.

(d) Rozważ homomorfizm h3 : ker(h2) → S3, które symetriom sześcianu przyporza
‘
dkowuje permutaje

trzyelementowego zbioru kierunków równoleg lych do krawe
‘
dzi sześcianu, zgodnie z tym jak dana

symetria zmienia kierunki krawe
‘
dzi. Sprawdź, że obrazem tego homomorfizmu jest w istocie pod-

grupa A3, wie
‘
c jest to homomorfizm w grupe

‘
abelowa

‘
. Wypisz wszystkie 4 symetrie należa

‘
ce do

ja
‘
dra ker(h3) i sprawdź, że ja

‘
dro to jest podgrupa

‘
abelowa

‘
.

(d) Zbierz i podsumuj kroki (a), (b) i (c) w kompletne uzasadnienie, że grupa K jest rozwia
‘
zalna.
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