KONSTRUKCJE GEOMETRYCZNE I ELEMENTY TEORII GALOIS
LISTA 10. GRUPY, PERMUTACJE, HOMOMORFIZMY, GRUPY ROZWIAZALNE

Permutacje i grupy permutacji
1. Uzasadnij szczegolowo, ze odwzorowanie h : S, — Cs okreslone wzorem

h(o) = id gdy o jest permutacja parzysta
)= (12) gdy o jest permutacja, nieparzysta,

jest homomorfizmem grup.
2. Uzasadnij, ze grupy (a) Sz, (b) S, dlan > 3, (c) Ay, (d) A, dla n > 4, nie sg abelowe.
3. Uzasadnij, ze cykl dtugosci k jest permutacja, parzysta wtedy i tylko wtedy gdy k jest liczba, nieparzysta,

4. Opisz grupe Ay jako grupe symetrii czworoscianu foremnego (tzn. opisz z jakich symetrii czworoscianu
sie sktada). To samo dla As jako grupy symetrii tréjkata.

5. Opisz grupe symetrii rombu jako podgrupe w grupie Sy permutacji wierzchotkéw tego rombu.

Rozwiazalnoéé grup

6. Uzasadnij, ze grupa wszystkich symetrii graniastostupa prawidlowego tréjkatnego (o podstawie bedacej
tréjkatem réwnobocznym) jest nieabelowa, ale jest rozwiazalna. Wskazéwka: rozwaz naturalne odw-
zorowanie z tej grupy na dwuelementowa, grupe permutacji tréjkatnych $cian (podstaw) graniastostupa
i uzasadnij, ze jest to homomorfizm, a nastepnie uzyj go do uzasadnienia rozwigzalnosci.

7. Dana jest grupa @, zwana grupqg kwaternionowa, ztozona z 8 elementéw:
1,—1,4,—4, 4, —j, k, —k.
Dzialanie w tej grupie okreslone jest przez nastepujace reguly, oraz regule lacznodci:
e 1 jest elementem neutralnym tej grupy,
e (—1)-z=uxz-(-1) = —z dla dowolnego x € Q, przy czym stosujemy konwencje, ze —(—a) = a dla
a=1,,jk,
o i2=42=k2=—lorazij =k, jk=1, ki=j.
(1) Oblicz (—1)%, ji, i+ (~j), - (~), i+ (=i), (~) - (~) oraz (~) - (~i).
(2) Uzasadnij, ze grupa @ nie jest przemienna.
(3) Uzasadnij, ze odwzorowanie h : @ — C2 = ({—1,1},) zadane przez h(1) = h(-1) = h(i) =
h(—i) =1 oraz h(j) = h(—j) = h(k) = h(—k) jest homomorfizmem grup.
(4) Sprawdz, ze jadro homomorfizmu h z punktu (3) jest abelows podgrupa w @ i wywnioskuj stad, ze
grupa @ jest rozwiazalna.
(5) [zadanie z *] Uzasadnij, ze grupa @ nie jest izomorficzna z grupa symetrii kwadratu, ktéra tez jest
osmioelementowa, nieabelowa, i tez jest rozwiazalna.
Wskazéwka: porownaj np. ilos¢ elementéw rzedu 2 w tych dwoch grupach.

8. Uzasadnij, w nastepujacych krokach, ze grupa K wszystkich 48 symetrii szeScianu jest rozwiazalna.

(a) Rozwaz odwzorowanie hy : K — Cy = ({—1,1}, ), ktéry przyporzadkowuje element 1 € Cy wszys-
tkim symetriom szescianu zachowujacym orientacje przestrzeni (czyli wszystkim obrotom i symetrii
tozsamosciowej), za$ element —1 € Co wszystkim symetriom sze$cianu zmieniajacym orientacje
przestrzeni (symetriom lustrzanym wzgledem rozmaitych plaszczyzn, symetrii srodkowej wzgledem
srodka sze$cianu, i wszystkim pozostaltym symetriom).

(b) Pokoloruj wierzcholki szescianu naprzemian na czarno i biato tak, ze kazde dwa wierzcholki nalezace
do jednej krawedzi sze$cianu maja dwa rézne kolory. Uzasadnij, ze kazda symetria szeScianu albo
zachowuje kolory wszystkich wierzchotkéw, albo zmienia kolory wszystkich. Rozwaz odwzorowanie
hs : ker(hy) — Cy, ktére przyporzadkowuje liczbe 1 tym symetriom, ktére zachowuja kolory wierz-
chotkéw, za$ liczbe —1 tym, ktére zmieniaja kolory. Wypisz wszystkich 12 symetrii nalezacych do
jadra ker(hq) tego homomorfizmu.

(d) Rozwaz homomorfizm hs : ker(he) — Ss, ktére symetriom sze$cianu przyporzadkowuje permutaje
trzyelementowego zbioru kierunkéw réwnoleglych do krawedzi szescianu, zgodnie z tym jak dana
symetria zmienia kierunki krawedzi. Sprawdz, ze obrazem tego homomorfizmu jest w istocie pod-
grupa As, wiec jest to homomorfizm w grupe abelowa. Wypisz wszystkie 4 symetrie nalezace do
jadra ker(hg) i sprawdz, ze jadro to jest podgrupa abelowa.

(d) Zbierz i podsumuj kroki (a), (b) i (¢) w kompletne uzasadnienie, ze grupa K jest rozwiazalna.



