KONSTRUKCJE GEOMETRYCZNE I ELEMENTY TEORII GALOIS
LISTA 2. CIALA LICZBOWE I ROZSZERZENIA KWADRATOWE.

1. (a) Dlaliczb p = (2/3) ++/3/5 oraz ¢ = 1 — (1/2)/3/5 przedstaw ich sume, réznice,

iloczyn i iloraz w postaci a + b\/3/—5, gdzie a,b € Q.

(b) Uzasadnij, ze /3/5 nie jest liczba wymierna, oraz ze zbiér Q(3/5) ztozony z
wszystkich liczb postaci a + b\/%, gdzie a i b sa wymierne, jest ciatem.

(¢) Uzasadnij, ze zapis dowolnej liczby x z ciala Q(3/5) w postaci a + b\/3/_5, gdzie
a i b sa wymierne, jest jednoznaczny.

2. Pokaz, ze pierwiastki kwadratowe z liczb 5, v/3 oraz 2+ v/3 nie naleza, do ciata Q(\/§)
3. Oznaczmy przez I cialo Q(v/3), za$ przez k liczbe 2 + /3.

10.

11.

(a) Niech p = 1 -3 — (14+2V3)Vkiq=2+V3+ (1+ V3)Vk beda liczbami
z rozszerzenia kwadratowego F(vk). Przedstaw sume, réznice, iloczyn i iloraz
liczb p i ¢ w postaci a + bk, gdzie a i b sa liczbami z ciala F.

(b) Czy liczba v/3 + /6 + 3v/3 nalezy do ciala F(Vk)?
Niech Fy = Q(v/3) i Fy = F1(v/2 + v/3) beda rozszerzeniami kwadratowymi. Znajdz
postaé¢ ogdlna, elementéw z ciala . Zréb to samo dla Fy = Q(v/3) i Fy = Fi(vVV3).

. Niech F bedzie cialem liczb postaci p+ ¢gv/2, gdzie p i ¢ wyrazaja sie jako a +by/2 dla

a i b wymiernych. Przedstaw w tej postaci liczbe

1
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nalezaca do tego ciala.

Zmajdz ciagi rozszerzen kwadratowych dla nastepujacych liczb konstruowalnych:

1 V2 +/3 s
NI 1+\/6’ﬂ_ 2+v2,2—V3+ V3.

Uzasadnij, ze cialo K liczb konstruowalnych nie posiada zadnego rozszerzenia kwadra-
towego.

. Uzasadnij, ze /2 jest liczba, niewymierna. A jak bedzie z pierwiastkami wyzszych

stopni?
Udowodnij twierdzenie greckiego matematyka Teajteta z IV w. p.n.e. moéwiace, ze

dla n naturalnych liczba \/n jest wymierna tylko wtedy gdy n jest kwadratem liczby
naturalnej. A jak bedzie z pierwiastkami wyzszych stopni?

Zbadaj, czy zawsze wykonalna jest przy pomocy cyrkla i linijki konstrukcja odcinka,
ktorego dtugos¢ réwna jest sredniej a. arytmetycznej, b. geometrycznej, c. harmon-
icznej, d. kwadratowe]j z dlugosci a, b, ¢ danych trzech odcinkéw.

Dany jest odcinek a oraz dwa razy dtuzszy odcinek d. Czy mozna za pomoca cyrkla i
linijki skonstruowa¢ takie odcinki b i ¢, ze dtugosci a, b, ¢, d tworza, ciag geometryczny?



