
KONSTRUKCJE GEOMETRYCZNE I ELEMENTY TEORII GALOIS
LISTA 3. PIERWIASTKI WIELOMIANÓW STOPNIA 3. NIEKONSTRUOWALNOŚĆ.

1. Zbadaj, czy naste
‘
puja

‘
ce wielomiany maja

‘
pierwiastki wymierne:

a. x2 − 4x− 1;
b. x3 − x2 − 13x− 3;
c. 4x3 − 4x+ 1;
d. 8x4 − 4x3 − 8x2 − 2x− 1.

A czy maja
‘
pierwiastki konstruowalne?

2. Czy maja
‘
c dany odcinek jednostkowy można skonstruować sześcian, dla którego suma pola

powierzchni i obje
‘
tości wynosi: (a) 5; (b) 3? Jeśli tak, to czy można skonstruować wszystkie

sześciany o tej w lasności?

3. Czy odcinek d lugości 4 można konstrukcyjnie podzielić na trzy odcinki, z których dwa be
‘
da

‘
jednakowe, i to w taki sposób by prostopad lościan zbudowany na tych odcinkach mia l obje

‘
tość

równa
‘
1?

4. Czy jest konstruowalny trójka
‘
t równoramienny, którego ramie

‘
ma d lugość 5, a promień ko la

wpisanego w ten trójka
‘
t - d lugość 1? Rozwia

‘
ż to zadanie naste

‘
puja

‘
cymi etapami:

a. Oznacz przez d po lowe
‘

podstawy tego trójka
‘
ta i uzasadnij, że dla skonstruowania tego

trójka
‘
ta potrzeba i wystarcza skonstruować odcinek d.

b. Dla znalezienia wielomianu, którego pierwiastkiem jest d przyrównaj do siebie wyrażenia
na kwadrat pola trójka

‘
ta uzyskane ze wzorów P = pr oraz P =

√
p(p− a)(p− b)(p− c),

gdzie p jest po lowa
‘
obwodu trójka

‘
ta, a, b, c sa

‘
d lugościami jego boków, zaś r jest promie-

niem okre
‘
gu wpisanego.

c. Znajdź wymierny pierwiastek q uzyskanego wielomianu czwartego stopnia, przekonaj sie
‘

że nie jest on równy d, podziel wielomian przez x− q i zbadaj nowy wielomian stopnia 3.

5. Czy jest konstruowalny trójka
‘
t równoramienny, którego dwusieczne maja

‘
d lugości 1, 1 i 2?

Rozwia
‘
ż to zadanie w naste

‘
puja

‘
cych krokach:

a. Oznacz przez α po lowe
‘

ka
‘
ta przy podstawie tego trójka

‘
ta i uzasadnij, że do jego skon-

struowania potrzeba i wystarcza skonstruować odcinek d lugości sinα.
b. Wyraź d lugość podstawy AB trójka

‘
ta w terminach ka

‘
ta α przy pomocy funkcji tan-

gens zastosowanej do trójka
‘
ta prostoka

‘
tnego powsta lego z rozcie

‘
cia naszego trójka

‘
ta

dwusieczna
‘
spuszczona

‘
z wierzcho lka przeciwleg lego do podstawy.

c. Wyraź d lugość podstawy AB inaczej, korzystaja
‘
c z twierdzenia sinusów zastosowanego

do boków AB i AD trójka
‘
ta ABD, gdzie D jest drugim końcem dwusiecznej spuszczonej

z wierzcho lka A.
d. Przyrównaj do siebie wyrażenia na AB otrzymane w punktach b. i c. Wszystkie

wyste
‘
puja

‘
ce funkcje trygonometryczne wyraź w terminach sinα. Doprowadź zależność do

takiej postaci, w której sinα okazuje sie być pierwiastkiem pewnego wielomianu trzeciego
stopnia.

e. Zbadaj otrzymany wielomian.

6. Czy jest wykonalny za pomoca
‘

cyrkla i linijki podzia l dowolnego ka
‘
ta na 4, 5, 6, 7, 8, 9

równych cze
‘
ści?

7. Czy można skonstruować cyrklem i linijka
‘
ka

‘
ty 10◦, 5◦, 15◦, 25◦, 40◦, 75◦, 85◦?

8. Uzasadnij metoda
‘

nie wprost, że jeśli x jest liczba
‘

niekonstruowalna
‘
, to również niekon-

struowalne sa
‘

naste
‘
puja

‘
ce liczby: 1

2x,
√
x,
√
x+ 1, x2, x2 + 2, x2 + 3x + 1. Czy liczba

x3 też musi być liczba
‘
niekonstruowalna

‘
?
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