KONSTRUKCJE GEOMETRYCZNE I ELEMENTY TEORII GALOIS
LISTA 4. LICZBY ALGEBRAICZNE, ICH WIELOMIANY MINIMALNE I STOPNIE.

Cwiczenia (do samodzielnego przerobienia - nie beda omawiane na zajeciach).
1. Znajdz wielomiany o wspdlczynnikach calkowitych, ktérych pierwiastkami sa kolejno liczby:

. 1 Vs o1
\/5,%,\@+\/§, 1+\/§’%’ﬁ+ﬁ'

2. Uzasadnij, ze kazda liczba algebraiczna stopnia 2 jest liczba, konstruowalna,.

Wykonaj dzielenie (z reszta) wielomianu z3 — 2% + 3z — 4 przez wielomian 22 + 2z + 2.

4. Sprawdz, ze 1 jest pierwiastkiem wielomianu 2 — 224 1, a nastepnie przedstaw ten wielomian
w postaci iloczynu (x — 1) - Q(x).

@

Zadania.

1. Znajdz wielomiany o wspétczynnikach calkowitych, ktérych pierwiastkami sa kolejno liczby:

1—V2+V3, 142, V3-1, V2+ V2, 3@
V2-1

2. Uzasadnij, ze liczby cos10° oraz cos 18° sa liczbami algebraicznymi. Wskazdéwka: zastosuj
wzOr trygonometryczny na cosinus odpowiedniej wielokrotnosci kata (znajdz gdzies taki wzor,
lub wyprowadz go sobie korzystajac ze wzoru na cosinus sumy, lub korzystajac ze wzoru de
Moivre’a).

3. Znajdz wielomian stopnia 2 o catkowitych wspotczynnikach, ktérego pierwiastkiem jest liczba
3 — 2v/2, a nastepnie uzasadnij, ze jest to wielomian minimalny tej liczby, a wiec liczba ta ma
stopien 2.

4. Czy niewymierny pierwiastek czwartego stopnia z liczby wymiernej moze by¢ liczbg algebraicz-
na stopnia 27

5. Zbadaj, czy wielomian 22 — 422 +3 jest nierozkiadalny nad Q (tzn. czy rozktada sie w iloczyn
wielomianéw o wymiernych wspétezynnikach).

6. Znajdz wielomian stopnia 3 o catkowitych wspoéilczynnikach, ktérego pierwiastkiem jest liczba
a = /2 — /4. Sprawdz, ze jest to wielomian minimalny tej liczby, ize w konsekwencji ma ona
stopieri 3. Wskazéwka: wylicz a? i a®, a nastepnie znajdZ kombinacje liniowa, liczb 1, a,a?,
z niewiadomymi wspélczynnikami xg, z1, 2, réwna, liczbie a®, rozwiazujac uklad réwnan na
te wspétezynniki powstaty z przyréwnywania do siebie wspdlczynnikéw przy poszczegdlnych
niewymiernosciach; dla dowodu minimalnosci tak uzyskanego wielomianu sprawdz, ze wielo-
mian ten jest nierozkladalny.

7. Podobnie jak w poprzednim zadaniu, znajdZz wielomian czwartego stopnia o catkowitych
wspblczynnikach, ktérego pierwiastkiem jest liczba b = v/2 + v/3 + V6. W tym celu wyraz b*
jako kombinacje liczb 1, b, b i b3.

8. Uzasadnij, ze jesli W(z) jest wielomianem minimalnym niewymiernej liczby algebraicznej u,
to W nie posiada zednego pierwiastka wymiernego.

9. Uzasadnij, ze liczba algebraiczna v/2 ma stopieri 4. Wskazéwka: sprawdz, ze wielomian stopnia
4, ktorego pierwiastkiem jest ta liczba, nie rozklada sie w iloczyn dwéch wielomiandéw stopnia
2 nad @), bo liczba ta nie moze by¢ pierwiastkiem wielomianu stopnia 2 o wspodlczynnikach
wymiernych; uzupemhij szczegély argumentacji, ze wielomian ten jest nierozkltadalny nad @,
co pociaga jego minimalnos¢.



