KONSTRUKCJE GEOMETRYCZNE I ELEMENTY TEORII GALOIS

LISTA 5. ROZSZERZENIA CIAL I ICH STOPNIE. NIEALGEBRAICZNOSC LICZBY .

Cwiczenia (do samodzielnego przerobienia - nie beda, omawiane na zajeciach).

1. Przedstaw sume, réznice, iloczyn i iloraz liczb 2 — 2+ 34 oraz /4 — T2+ 5 7
ciala Q(4/2) w postaci qo + q1 V2 + q2(3/2)?, gdzie qo, q1, g2 sa wymierne.

2. Znajdz stopien i baze rozszerzenia @Q C Q(+/2) jesli wiadomo, ze V/2 jest liczba,
algebraiczna stopnia 5.

3. Niech F; = Q(v/3) i F», = F1(v/5). Znajdz stopien i baze rozszerzenia Q C F.

Zadania.

1. Przedstaw liczby ﬁ oraz foW z ciala Q(V/2) w postaci qo + q1V/2 + g2 V/4,
gdzie qo, q1,92 € Q

2. Niech u bedzie pierwiastkiem wielomianu 23 — 22 — 1, oraz niech a = 2 + u — 3u?,
b=1—u+u? Przedstaw liczby a-b oraz 1/a w postaci qo + q1u+ gau?, gdzie qo, q1, g2
Sa wymierne.

3. Niech Fy = Q(v2), F» = [1(V3) i F3 = Fo(v/V2++/3). Znajdz stopieri i baze
rozszerzenia Q C Fj.

4. Sprawdz, ze rozszerzenie Q(1++/5) ciala Q o liczbe algebraiczna 14 /5 jest dokladnie
tym samym cialem co rozszerzenie kwadratowe Q(v/5).

5. Uzasadnij, ze kazde rozszerzenie stopnia 2 dowolnego ciatla liczbowego F' jest rozsz-
erzeniem kwadratowym. Wskazéwka: rozwaz dowolna dwuelementowa baze tego
rozszerzenia, postaci {1,a}; wyraz element a? jako kombinacje elementéw z tej bazy;
wywnioskuj, ze a jest pierwiastkiem pewnego réwnania kwadratowego o wspdlczynni-
kach z ciala F'; wyraz a wzorem na pierwiastek réwnania kwadratowego; wyciagnij
odpowiednie wnioski.

6. Uzasadnij, ze jesli u jest liczba algebraiczna stopnia k, za$ a jest réznym od u pier-
wiastkiem wielomianu minimalnego liczby wu, to a jest réwniez liczba, algebraiczna,
stopnia k.

7. Korzystajac z tego, ze pierwiastek /2 jest niekonstruowalny uzasadnij, ze liczba

24 4+ /2 + 1 jest tez niekonstruowalna. Wywnioskuj (bez znajdowania wielomianu
minimalnego), ze stopien tej liczby wynosi 3, czyli tyle co stopien liczby /2.

Zadania dotyczace niealgebraicznosci liczby 7.

8.

9.

Czy przy pomocy cyrkla i linijki jest wykonalna konstrukcja kota o polu réwnym

(a) polu danego kwadratu (jest to problem odwrotny do problemu kwadratury kota);
(b) potowie pola danego kota;

(¢) sumie p6l dwéch danych két;

(d) réznicy pdl danego kwadratu i wpisanego wen kota?

czy przy pomocy cyrkla i linijki jest wykonalna konstrukcja

(a) kota o obwodzie réwnym danemu odcinkowi;

(b) kota o obwodzie réwnym sumie obwoddéw trzech danych két;

(c) pédtkola o obwodzie réwnym danemu odcinkowi;

(d) pédtkola o obwodzie réwnym obwodowi danego kota?



