KONSTRUKCJE GEOMETRYCZNE I ELEMENTY TEORII GALOIS
LISTA 6. ZASTOSOWANIA KRYTERIUM EISENSTEINA.

Cwiczenia (do samodzielnego przerobienia - nie beda omawiane na zajeciach).
1. O ktorych z ponizszych wielomiandéw potrafisz rozstrzygnaé, ze sa nierozktadalne bezpo-
$rednio stosujac kryterium Eisenteina:
z* + 622 — 182 + 12, xt + 2123 — 322 + 49, x® — 1022 + 507

Zadania.

1. ZnajdZ wielomian minimalny liczby v/2 + v/6. Wykaz, ze jest to liczba niekonstruowalna.

2. Znajdz stopien liczby algebraicznej /3 — v/3.

3. Dla jakich liczb naturalnych k i n mozna uzasadni¢ stosujac bezposrednio kryterium Eisen-
steina, ze jest liczba /k jest liczba algebraiczna stopnia n?

4. Uzasadnij, ze jesli wielomian W (z) € Q[z] jest nierozkladalny nad @, za$ ¢ jest liczba
wymierna rézna, od zera, to wielomian V(z) := W (z + q) jest tez nierozkladalny nad Q.

5. Uzasadnij, ze liczba v/36 jest liczba algebraiczna stopnia 5. Wskazéwka: rozwaz wielomian
V(z) :== W(x + 1) dla wielomianu W (z) = 2° — 36. Podobnym sposobem uzasadnij, ze
stopien liczby \5/1 wynosi b, a nastepnie wywnioskuj, ze jest to liczba niekonstruowalna.

6. Uzasadnij, ze je$li u jest liczba, algebraiczna, zas q¢ € @), to stopien liczby u + ¢ jest
réwny stopniowi liczby u. Wskazéwka: rozwaz wielomian minimalny W (zx) liczby u oraz
wielomian V (z) := W(x — q).

7. Uzasadnij, ze jesli wielomian W (xz) € Q[z] jest nierozkladalny nad @Q, zas ¢ jest liczba
wymierna rézna od zera, to wielomian V(x) := W(q - z) jest tez nierozkladalny nad Q.
Wywnioskuj stad, ze dla dowolnej liczby algebraicznej u oraz wymiernej ¢ stopnie liczb
q - u oraz u sa rowne.

8. Uzasadnij, ze wielomian W(x) = 2x* — 7 jest nierozkladalny, rozwazajac wielomian
V(x) := W(5) pomnozony przez taka liczbe, by wspélczynniki staly sie catkowite. Podob-
nie uzasadnij, ze nierozkladalny jest wielomian 92° + 5.

9. Znajdz stopien liczby {/3/2 dwoma sposobami:

(a) korzystajac z tego, ze /3/2 = %\5/718 oraz z zadania T;
(b) postugujac sie metoda, z zadania 8.
Podobnie znajdz stopien liczby {‘/m
10. Dla danego wielomianu W (z) = a,z™ + ... + a1z + ao rozwazmy wielomian

W(zx) := apx™ + a2 V. ap_1x + an.

(a) Uzasadnij, ze W(z) = 5P W) . Ww(1) =27 w(2).

(b) Uzasadnij, ze jesli liczba u # 0 jest pierwiastkiem W, to liczba % jest pierwiastkiem
W, o

(c) Uzasadnij, ze jesli W(z) =U(x) - V(x), to W(x) =U(x) - V(x).

(d) Uzasadnij, ze jesli W jest nierozkladalny, to W tez jest nierozkladalny.

(e) Wywnioskuj, ze dla dowolnej liczby algebraicznej u # 0 stopien liczby % jest réwny
stopniowi u.

(f) Znajdz stopieii liczby $/9/5.

11. W(z) = 23 — 1522 + 12 jest wielomianem minimalnym liczby algebraicznej u. Znajdz

wielomiany minimalne liczb u — 2, 3u, 2u + 3, %, u+u17 2u{1, Z—jri




