
KONSTRUKCJE GEOMETRYCZNE I ELEMENTY TEORII GALOIS
LISTA 6. ZASTOSOWANIA KRYTERIUM EISENSTEINA.

Ćwiczenia (do samodzielnego przerobienia - nie be
‘
da

‘
omawiane na zaje

‘
ciach).

1. O których z poniższych wielomianów potrafisz rozstrzygna
‘
ć, że sa

‘
nierozk ladalne bezpo-

średnio stosuja
‘
c kryterium Eisenteina:

x4 + 6x2 − 18x + 12, x4 + 21x3 − 3x2 + 49, x5 − 10x2 + 50?

Zadania.
1. Znajdź wielomian minimalny liczby

3
√

2 +
√

6. Wykaż, że jest to liczba niekonstruowalna.

2. Znajdź stopień liczby algebraicznej
√

3− 4
√

3.
3. Dla jakich liczb naturalnych k i n można uzasadnić stosuja

‘
c bezpośrednio kryterium Eisen-

steina, że jest liczba n
√
k jest liczba

‘
algebraiczna

‘
stopnia n?

4. Uzasadnij, że jeśli wielomian W (x) ∈ Q[x] jest nierozk ladalny nad Q, zaś q jest liczba
‘

wymierna
‘
różna

‘
od zera, to wielomian V (x) := W (x + q) jest też nierozk ladalny nad Q.

5. Uzasadnij, że liczba 5
√

36 jest liczba
‘
algebraiczna

‘
stopnia 5. Wskazówka: rozważ wielomian

V (x) := W (x + 1) dla wielomianu W (x) = x5 − 36. Podobnym sposobem uzasadnij, że

stopień liczby
5√

4 wynosi 5, a naste
‘
pnie wywnioskuj, że jest to liczba niekonstruowalna.

6. Uzasadnij, że jeśli u jest liczba
‘

algebraiczna
‘
, zaś q ∈ Q, to stopień liczby u + q jest

równy stopniowi liczby u. Wskazówka: rozważ wielomian minimalny W (x) liczby u oraz
wielomian V (x) := W (x− q).

7. Uzasadnij, że jeśli wielomian W (x) ∈ Q[x] jest nierozk ladalny nad Q, zaś q jest liczba
‘

wymierna
‘

różna
‘

od zera, to wielomian V (x) := W (q · x) jest też nierozk ladalny nad Q.
Wywnioskuj sta

‘
d, że dla dowolnej liczby algebraicznej u oraz wymiernej q stopnie liczb

q · u oraz u sa
‘
równe.

8. Uzasadnij, że wielomian W (x) = 2x4 − 7 jest nierozk ladalny, rozważaja
‘
c wielomian

V (x) := W (x
2 ) pomnożony przez taka

‘
liczbe

‘
, by wspó lczynniki sta ly sie

‘
ca lkowite. Podob-

nie uzasadnij, że nierozk ladalny jest wielomian 9x5 + 5.
9. Znajdź stopień liczby 5

√
3/2 dwoma sposobami:

(a) korzystaja
‘
c z tego, że 5

√
3/2 = 1

2
5
√

48 oraz z zadania 7;
(b) pos luguja

‘
c sie

‘
metoda

‘
z zadania 8.

Podobnie znajdź stopień liczby 4
√

2/3.
10. Dla danego wielomianu W (x) = anx

n + . . . + a1x + a0 rozważmy wielomian

W̃ (x) := a0x
n + a1x

n−1 + . . . + an−1x + an.

(a) Uzasadnij, że W̃ (x) = xst(W ) ·W ( 1
x ) = xn ·W ( 1

x ).
(b) Uzasadnij, że jeśli liczba u 6= 0 jest pierwiastkiem W , to liczba 1

u jest pierwiastkiem

W̃ .
(c) Uzasadnij, że jeśli W (x) = U(x) · V (x), to W̃ (x) = Ũ(x) · Ṽ (x).

(d) Uzasadnij, że jeśli W jest nierozk ladalny, to W̃ też jest nierozk ladalny.
(e) Wywnioskuj, że dla dowolnej liczby algebraicznej u 6= 0 stopień liczby 1

u jest równy
stopniowi u.

(f) Znajdź stopień liczby 5
√

9/5.
11. W (x) = x3 − 15x2 + 12 jest wielomianem minimalnym liczby algebraicznej u. Znajdź

wielomiany minimalne liczb u− 2, 3u, 2u + 3, 1
u , 1

u+1 , 2
2u−1 , u−1

u+1 .

1


