KONSTRUKCJE GEOMETRYCZNE I ELEMENTY TEORII GALOIS
LISTA 7. ZESPOLONE LICZBY KONSTRUOWALNE
i KONSTRUKCJE WIELOKATOW FOREMNYCH.

Cwiczenia (do samodzielnego przerobienia - nie beda, omawiane na zajeciach).

1.

Uzasadnij, ze nastepujace liczby sa zespolonymi liczbami algebraicznymi, dla kazdej z nich
znajdujac wielomian o wspétezynnikach catkowitych, ktorego liczba ta jest pierwiastkiem:
2+, 1 +iv2, V2 +i.

Zadania.

1.

Sprawdz, ze jesli wielomian W (x) = az?+bx+c o rzeczywistych wspétezynnikach a, b, c ma
wyréznik A = b? — 4ac ujemny, to jego pierwiastkami sa liczby zespolone (—b+iv/—A)/2.
Uzasadnij tez, ze jesli wspotczynniki a, b, ¢ sa wymierne, to pierwiastki wielomianu W sa,
zespolonymi liczbami konstruowalnymi.

Uzasadnij bezposrednio z definicji, ze jesli z jest liczba zespolona, konstruowalna, to kazdy
z jej zespolonych pierwiastkéw czwartego stopnia jest tez konstruowalny. Wskazéwka:
przedstaw liczbe z w postaci trygonometrycznej, z = r(cos 0+isin f), wyraz jej pierwiastki
czwartego stopnia w postaci trygonometrycznej, i skorzystaj z definicji konstruowalnosci
dla postaci trygonometryczne;j.

Znajdz wszystkie cztery zespolone pierwiastki wielomianu x* + 222 + 4 i sprawdz, ze sa
one konstruowalne. Wskazéwka: rozwiaz najpierw réwnanie kwadratowe z niewiadoma,
y = 22; znajdz postaé trygonometryczna rozwiazan tego réwnania, by latwiej obliczyé ich
pierwiastki kwadratowe.

Uzasadnij, ze dla dowolnego wielomianu z* + az? +b € Q|x] jego wszystkie pierwiastki sa
liczbami zespolonymi konstruowalnymi.

5. Znajdz wszystkie zespolone liczby algebraiczne stopnia 2 (podaj ich ogdlna postad).

6. Uzasadnij, ze jesli p jest nieparzystg liczba pierwsza, zas €2, = cos 3—; +i-sin 2T jest

. Dla jakich naturalnych n liczba cos 27” jest konstruowalna? A liczba sin
10.

2p
pierwotnym pierwiastkiem stopnia 2p z 1, to stopien liczby €5, wynosi p—1. Przeprowadz

nastepujace kroki uzasadnienia:
(a) egp jest pierwiastkiem wielomianu a? + 1;

(b) &2, jest pierwiastkiem wielomianu Z(p) = x;jll; N
(c) wielomian Z(z) jest nierozkladalny, bo wielomian Z(z) := Z(z — 1) = % =

W jest nierozkladalny;

(d) ostateczne konkluzje.

Przyjmujac, ze wiemy jak skonstruowaé 17-kat foremny, podaj konstrukcje 34-kata, 51-
kata i 85-kata foremnego.

Sposréd liezb naturalnych od 3 do 100 wykresl (lub wypisz) te liczby n, dla ktérych nie
jest wykonalna konstrukcja n-kata foremnego. Ile jest takich liczb?
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Zbadaj, czy sa konstruowalne katy 12°, 3°, 5°, 2°. Czy jest konstruowalny kat 75°7 Ktore
sposréd katow n®, gdzie n jest liczba naturalna, sa konstruowalne, a ktére nie sa?



